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Introduction

On se propose ici de démontrer le résultat d'extension suivant :

Théorème 0.1 Soit X une variété projective lisse et S une hypersurface (lisse) de X ; on considère de
plus un �bré en droite (L, h̃) muni d'une métrique singulière véri�ant :

(i) iΘh̃(L) ≥ εω avec ε > 0 et ω une métrique hermitienne sur X

(ii) h̃|S est bien dé�nie (i.e. non identiquement −∞)

(iii) l'idéal multiplicateur de h̃|S est trivial : I(S, h̃|S) = OS

Alors, pour tout entier m ≥ 1, l'application de restriction :

H0(X, m(KX + L + S)) −→ H0(S, m(KS + LS))

est surjective.

Ci-dessus et dans toute la suite, la restriction d'un �bré L à l'hypersurface S sera noté LS (et de même
pour une métrique sur L dont la restriction à S est bien dé�nie).

Remarque 0.1 L'hypothèse (i) faite sur la courbure de L signi�e en fait que le �bré L est gros :
κ(X, L) = n = dim(X).

Dans [Tak05], l'hypothèse faite sur L et S est un peu di�érente de celle faite dans le théorème (0.1) ;
en e�et, il y est supposé que L ∼Q A + D avec A gros et nef et D e�ectif tels que S soit en position
A-générale, S  Supp(D) et la paire (S, DS) soit klt. Il n'est en fait pas di�cile de se convaincre que,
dans cette situation, on peut munir L d'une métrique singulière véri�ant les point (i), (ii) et (iii) du
théorème (0.1).

1 Rappels et notations

Tout d'abord on rappelle le théorème de Nadel qui est en fait l'ingrédient essentiel de la démonstra-
tion :

Théorème 1.1 Soit X une variété projective lisse et (E, h) un �bré en droite muni d'une métrique
singulière véri�ant iΘh(E) ≥ εω ; alors :

∀j > 0, Hj(X, (KX + E)⊗ I(h)) = 0

Sous les hypothèses du théorème (1.1), on obtient un premier résultat d'extension de type Ohsawa-
Takegoshi :

Corollaire 1.1 Si S est une hypersurface lisse de X avec hS bien dé�nie et si σ ∈ H0(S, (KS + ES)⊗
I(hS)) alors σ admet une extension σ̃ ∈ H0(X, (KX + E + S)).
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Démonstration :
On a en e�et la suite exacte de l'adjonction (voir [Laz04, th. 9.5.1. p. 195]) :

0 −→ OX(−S)⊗ I(h) −→ Adj(S, h) −→ I(S, hS) −→ 0

que l'on peut réécrire en :

0 → (KX + E)⊗ I(h) → (KX + E + S)⊗Adj(S, h) → (KS + ES)⊗ I(S, hS) → 0

Le théorème de Nadel (1.1) s'applique et on a donc H1(X, (KX + E) ⊗ I(h)) = 0 ce qui assure la
surjectivité de

H0(X, (KX + E + S)⊗Adj(S, h)) −→ H0(S, (KS + ES)⊗ I(hS))

et fournit l'extension souhaitée. �

Rappelons également le fait suivant : si E est un �bré en droite et (sj)j=1..N une famille de sections de

E, l'expression (
∑

j ‖sj‖2)−1 dé�nit une métrique singulière à courbure positive (au sens des courants).
Si h est une métrique lisse quelconque sur E, cela signi�e :

iΘh(E) +
i

2
∂∂ log

( N∑
j=1

‖sj‖2h
)
≥ 0

(et ceci ne dépend bien évidemment pas de la métrique utilisée).

Pour �nir, �xons quelques notations (on reprend celle de l'énoncé du théorème (0.1)) : on choisit A
un �bré su�sament ample sur X pour que les propriétés suivantes soient véri�ées :

(A1) p(KX + L + S) + A est globalement engendré par (s(p)
j )j=1..Np

pour 0 ≤ p ≤ m− 1

(A2) toute section de m(KS + LS) + AS s'étend (en une section de m(KX + L + S) + A)

On notera également hω la métrique induite par ω sur KX et on �xe g et h des métriques lisses (quel-
conques) sur S et L ; on choisit de plus une métrique lisse hA sur A à courbure > 0. Pour un entier q,
on notera hq la métrique (hω ⊗ g ⊗ h)⊗q ⊗ hA sur q(KX + L + S) + A. En�n, on note σ la section de
m(KS + LS) que l'on désire étendre.

Remarque 1.1 On peut écrire la métrique h̃ sous la forme h̃ = e−ϕh et, dans ce cas, les conditions
portant sur h̃S se transcrivent en ϕS 6≡ −∞ et

∫
S

e−2ϕS dVω < +∞

2 Preuve du théorème (0.1)

La preuve du théorème (0.1) repose en grande partie sur la proposition suivante :

Proposition 2.1 Pour tout entier k ≥ 1 et 0 ≤ p ≤ m− 1, on peut étendre les sections σk ⊗ s
(p)
j (pour

1 ≤ j ≤ Np) en σ̃
(km+p)
j ∈ H0(X, (km + p)(KX + L + S) + A).

Démonstration :
On va procéder par récurrence ; le cas k = 1 et p = 0 correspondant exactement à la propriété (A2), on

peut fabriquer des extensions σ̃
(m)
j de σ ⊗ s

(0)
j . On considère donc le cas k = 1 et p = 1 ; on munit alors

le �bré m(KX +L+S)+A+L de la métrique singulière (notée h1,1) induite par la famille (σ̃(m)
q )q=0..N0

(pour la partie m(KX + L + S) + A) et par h̃ (pour la partie L). Comme la métrique induite par la
famille de sections est à courbure positive, la métrique h1,1 est encore à courbure ≥ εω. De plus, pour

cette métrique, la norme L2 de σ ⊗ s
(1)
j sur S vaut :

∥∥∥σ ⊗ s
(1)
j

∥∥∥2

h1,1
=
‖σ‖2h

∥∥∥s
(1)
j

∥∥∥2

h1

e−2ϕS

∑N0
q=1

∥∥∥σ̃
(m)
q

∥∥∥2

hm

=
‖σ‖2h

∥∥∥s
(1)
j

∥∥∥2

h1

e−2ϕS

∑N0
q=1 ‖σ‖

2
h

∥∥∥s
(0)
q

∥∥∥2

h0

=

∥∥∥s
(1)
j

∥∥∥2

h1

e−2ϕS

∑N0
q=1

∥∥∥s
(0)
q

∥∥∥2

h0

≤ Ce−2ϕS
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la dernière inégalité étant une conséquence de la propriété (A1) (comme A est globalement engendré, les
sections aux dénominateurs ne peuvent s'annuler simultanément). En intégrant sur S et en utilisant la

remarque (1.1), on constate que σ ⊗ s
(1)
j ∈ H0(S, (kS + LS)⊗ I(S, h1,1

S )) ; le corollaire (1.1) nous permet

alors de trouver une extension σ̃
(m+1)
j ∈ H0(X, (m + 1)(KX + L + S) + A).

On constate que l'on peut alors procéder de même pour p ≤ m − 1 (à chaque étape les métriques

sont à courbures > 0 et la combinaison de la popriété (A1) et de la remarque (1.1) assure que σ ⊗ s
(p)
j

soit L2 pour la métrique en question) ; en particulier, si p = m − 1, on peut produire des sections

(σ̃(2m−1)
q )q=0..Nm−1 qui prolongent σ ⊗ s

(m−1)
q . On souhaite maintenant étendre σ2 ⊗ s

(0)
j . Pour ce faire,

on munit alors le �bré (2m− 1)(KX + L + S) + A + L de la métrique singulière (notée h1,m−1) induite

par la famille (σ̃(2m−1)
q )q=0..N0 et par h̃ ; cette métrique est encore à coubure > 0 et on a :

∥∥∥σ2 ⊗ s
(0)
j

∥∥∥2

h1,m−1
=

∥∥σ2
∥∥2

h

∥∥∥s
(0)
j

∥∥∥2

h0

e−2ϕS

∑Nm−1
q=1

∥∥∥σ̃
(2m−1)
q

∥∥∥2

h2m−1

=

∥∥σ2
∥∥2

h

∥∥∥s
(0)
j

∥∥∥2

h0

e−2ϕS

∑Nm−1
q=1 ‖σ‖2h

∥∥∥s
(m−1)
q

∥∥∥2

hm−1

=
‖σ‖2h

∥∥∥s
(0)
j

∥∥∥2

h0

e−2ϕS

∑Nm−1
q=1

∥∥∥s
(m−1)
q

∥∥∥2

hm−1

≤ Ce−2ϕS

et là encore le même argument s'applique et on peut étendre la section σ2 ⊗ s
(0)
j .

Ceci conclut la récurrence ; en e�et, on peut réitérer le procédé : à chaque étape on utilise la famille
de sections obtenues précédemment et la métrique h̃. L'utilisation de cette dernière assure d'une part
le fait que la courbure soit > 0 et d'autre part que les sections considérées soient dans le bon idéal
multiplicateur. �

Démonstration du théorème (0.1) :
Pour k ≥ 1, on pose alors :

fk =
1
2

log
( N0∑

j=1

∥∥∥σ̃
(km)
j

∥∥∥2

hkm

)
et on a donc :

iΘhkm
(km(KX + L + S) + A) + i∂∂fk ≥ 0

et ainsi :

iΘ(∗)(m(KX + L + S)) +
i

k
∂∂fk ≥ −

i

k
ΘhA

(A)

ou encore :

iΘ(∗)((m− 1)(KX + L + S)) +
i(m− 1)

mk
∂∂fk ≥ −

i(m− 1)
mk

ΘhA
(A)

(les (∗) étant à remplacer par les bonnes métriques lisses ! !). Si on choisit k su�sament grand, on peut
donc obtenir :

iΘ(∗)((m− 1)(KX + L + S)) +
i(m− 1)

mk
∂∂fk ≥ −

ε

2
ω

On munit alors (m− 1)(KX + L + S) + L de la métrique :

h∞ = e−
m−1
mk fk(hω ⊗ g ⊗ h)⊗(m−1) ⊗ h̃

Le choix de k entraine alors iΘh∞((m − 1)(KX + L + S) + L) ≥ ε
2ω et on constate aisément que σ est

L2 pour cette métrique ; une dernière application du corollaire (1.1) fournit l'extension tant attendue.�
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3 Cas d'une famille de variétés

Dans le cadre des familles de variétés, on dispose d'un résultat similaire. En e�et, soient π : X −→ ∆
une famille de variétés projectives (i.e. π est une submersion holomorphe propre de X sur ∆ le disque
unité) et (L, h̃) un �bré pseudo-e�ectif sur X (h̃ est une métrique singulière à courant de courbure positif).
On souhaite là encore étendre des sections de m(KX0 + L) (au dessus de la �bre centrale X0) à X tout
entier. Sous des conditions similaires à celles énoncées plus haut, un tel prolongement est possible :

Théorème 3.1 Dans la situation décrite ci-dessus, supposons de plus que le �bré (L, h̃) véri�e : h̃X0 est
bien dé�nie et I(X0, h̃X0) = OX0 . Alors, pour tout entier m ≥ 1, l'application de restriction :

H0(X,m(KX + L)) −→ H0(X0,m(KX0 + L))

est surjective.

Commençons par quelques remarques : la di�érence principale est que l'on ne suppose plus la courbure
de L strictement positive (mais seulement positive) ; d'autre part, l'espace ambiant n'est plus compact.
Le théorème de Nadel n'est donc plus valable en tant que tel et de plus, comme la courbure de L est
seulement ≥ 0, on ne peut plus "se débrasser" du �bré A en choisissant un entier k assez grand pour que
la contribution de − 1

kA soit compensée par la courbure de L.
Cependant, dans la situation d'une famille de variétés projectives, on dispose du théorème d'Ohsawa-

Takegoshi qui permet d'obtenir des extensions en contrôlant les normes L2. La version qui nous sera utile
apparaît en fait dans [Siu02] :

Théorème 3.2 (Ohsawa-Takegoshi, Siu) Soit π : X −→ ∆ une famille de variétés projectives et
(E, h) un �bré pseudo-e�ectif sur X (avec hX0 bien dé�nie). Il existe une constante universelle C0 (qui
ne dépend pas de (E, h)) telle que toute section σ ∈ H0(X0,KX0 + E) satisfaisant de plus :∫

X0

‖σ‖2h < +∞ ,

admet un prolongement σ̃ ∈ H0(X,KX + E) (avec σ̃|X0 = σ ∧ π∗dt) qui véri�e :∫
X

‖σ̃‖2h ≤ C0

∫
X0

‖σ‖2h

Le fait que la constante soit universelle est vraiment crucial et, sous cette forme, le théorème d'Ohsawa-
Takegoshi devient la clé de voûte de la démonstration du théorème (3.1). Dans [Siu02], on constate que

l'on peut prendre C0 = 8πe
√

2 + 1
e .

La stratégie est exactement la même que dans le cas projectif compact : quitte à restreindre un peu
le disque ∆ sur lequel est dé�ni la famille, on peut trouver un �bré ample A satisfaisant les propriétés :

(B1) p(KX + L) + A est globalement engendré par (s(p)
j )j=1..Np pour 0 ≤ p ≤ m− 1

(B2) toute section de m(KX0 + L) + A (au desus de X0) s'étend en une section de m(KX + L) + A

On conserve également les notations pour les métriques sur KX, L et A (hq est toujours une métrique
lisse sur q(KX + L) + A) et σ désigne l'éternelle section à étendre. Le théorème d'Ohsawa-Takegoshi

(3.2) remplace le corollaire (1.1) pour founir les extensions de σk ⊗ s
(p)
j mais, comme il en a été fait

mention plus haut, on peut prolonger ces sections avec un contrôle précis des normes L2. En témoigne
la proposition suivante :

Proposition 3.1 Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout entier k ≥ 1 et 0 ≤ p ≤ m − 1, on
peut étendre les sections σk ⊗ s

(p)
j (pour 1 ≤ j ≤ Np) en

σ̃
(km+p)
j ∈ H0(X, (km + p)(KX + L) + A)

avec de plus les estimations suivantes :
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(E1) si 1 ≤ p ≤ m− 1, on a ∫
X

∑Np

j=1

∥∥∥σ̃
(km+p)
j

∥∥∥2

hkm+p∑Np−1
j=1

∥∥∥σ̃
(km+p−1)
j

∥∥∥2

hkm+p−1

dVω ≤ C

(E2) pour p = 0 (et k ≥ 2), l'estimation devient

∫
X

∑N0
j=1

∥∥∥σ̃
(km)
j

∥∥∥2

hkm∑Nm−1
j=1

∥∥∥σ̃
((k−1)m+m−1)
j

∥∥∥2

h(k−1)m+m−1

dVω ≤ C

La démonstration de cette proposition se fait par récurrence : la propriété (B2) permet d'enclencher le

processus et permet d'étendre les sections σk⊗s
(0)
j et ensuite il faut reprendre les estimations faites dans la

démonstration de la proposition (2.1) pour constater que l'on peut e�ectivement obtenir des majorations
uniformes sur les intégrales (la propriété (B1) nous assurant en particulier que les métriques fabriquées
de proche en proche ont des singularités "compatibles" avec σ).

Démonstration du théorème (3.1) :
L'argument permettant de conclure dans le cas compact ne s'applique plus ici : la courbure de L ne

peut plus compenser la partie provenant de − 1
kA et pour "éliminer" le �bré, il faut passer à la limite

et faire tendre k vers +∞. C'est pour e�ectuer ce passage à la limite que les estimations (E1) et (E2)
vont se révéler primordiales.

En e�et, comme précédemment, posons :

fk =
1
2

log
( N0∑

j=1

∥∥∥σ̃
(km)
j

∥∥∥2

hkm

)
Les estimations (E1) et (E2), combinées avec l'inégalité de Jensen (concavité du logarithme) et l'inégalité
de la moyenne pour les fonctions psh fournissent (au moins localement) une majoration uniforme :

1
k

fk ≤ C ′

avec C ′ une constante (indépendante de k). De plus, on a toujours les inégalités suivantes (au sens des
courants) :

iΘ(∗)(m(KX + L)) +
i

k
∂∂fk ≥ −

i

k
ΘhA

(A) (1)

et sur la �bre centrale, fk véri�e :

2
k

fk|X0 = log(‖σ‖2) +
1
k

log(
N0∑
j=1

∥∥∥s
(0)
j

∥∥∥2

h0

) (2)

Comme on a une borne uniforme, on peut passer à la limite et poser

g∞ = lim sup
k→+∞

1
k

fk

mais cela ne permet hélas pas de passer à la limite dans l'équation (1) ; cependant, si on considère f∞
l'enveloppe semi-continue supérieurement de g∞ (f∞ est la plus petite fonction scs qui majore g∞), un
résultat classique de théorie du potentiel (voir par exemple [LG86, th. 1.26. p. 19]) assure que :

Θ(∗)(m(KX + L)) + i∂∂f∞ ≥ 0 (3)

et de même, (2) devient :

‖σ‖2 e−2f∞ ≤ 1 (4)
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La métrique h∞ = e−f∞(hω⊗h)⊗m est alors une métrique singulière à courbure positive (c'est exactement

ce que signi�e (3)). On considère alors la métrique h̃∞ = h
m−1

m∞ ⊗h̃ : c'est une métrique à courbure positive
sur (m− 1)(KX + L) + L et, en appliquant l'inégalité de Hölder, on a :∫

X0

‖σ‖2h̃∞ =
∫

X0

‖σ‖2 e−2
(m−1)

m f∞−2ϕdVω

=
∫

X0

‖σ‖2
(m−1)

m e−2
(m−1)

m (f∞+ϕ) ‖σ‖
2
m e−

2
m ϕdVω

≤
( ∫

X0

‖σ‖2 e−2f∞e−2ϕdVω

)m−1
m

( ∫
X0

‖σ‖2 e−2ϕdVω

) 1
m

où ϕ est la fonction dé�nie par h̃ = e−ϕh. En utilisant (4) et le fait que I(X0, h̃X0) = OX0 , on en déduit
que σ est L2 pour la métrique h̃∞ et une ultime application du théorème d'Ohsawa-Takegoshi nous
permet d'étendre σ sur X tout entier.�

Remarque 3.1 Une dernière remarque s'impose quant au fait d'étendre σ sur X ; en e�et, il a été
fait mention de la nécessité éventuelle de rétrécir un peu le disque ∆ et ce à plusieurs reprises (mais
heureusement en nombre �ni) : a priori, l'extension obtenue n'est pas dé�nie sur X tout entier. Pour
parer à ce défaut, on considère F = π∗m(KX +L) : c'est un faisceau cohérent sur ∆ (propreté de π). De
plus, l'extension obtenue (au dessus d'un voisinage de 0 dans ∆) dé�nit un élément non-nul de F/(I0F)
où I0 désigne l'idéal maximal de 0 dans ∆. Ce dernier étant de Stein, on en déduit que H1(∆, I0F) = 0
et, de la suite exacte :

0 −→ I0F −→ F −→ F/(I0F) −→ 0

on déduit la surjectivité de :
Γ(∆,F) −→ F/(I0F)

On peut donc prolonger σ à X tout entier.
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