
Remarques sur la cohomologie des groupes

kählériens nilpotents

Benoît Claudon

14 juin 2009

Résumé

Dans cette note, nous montrons que la cohomologie des groupes käh-
lériens (virtuellement) nilpotents portent une structure de Hodge mixte
naturelle, les morphismes de Hopf devenant des morphismes de structures
de Hodge mixtes. Nous illustrons ce phénomène sur les exemples connus
de groupes kählériens nilpotents (non abéliens).

Remarks on the cohomology of Kähler groups

Abstract

In this note, we show that the cohomology groups of (virtually) nilpo-
tent Kähler groups are naturally endowed with a mixed Hodge structure.
These structures make the Hopf morphisms into mixed Hodge structures
morphisms. We illustrate this fact with the study of known examples of
non-abelian nilpotent Kähler groups.

1 Introduction

Soit X une variété kählérienne compacte de groupe fondamental Γ = π1(X).
La cohomologie de ces deux objets est relié par des morphismes naturels :

Hk(Γ,C) −→ Hk(X,C),

dont l'existence est due à Hopf. Pour les petits degrés, on peut bien sûr être
plus précis ; en degré 0 et 1, ces morphismes sont des isomorphismes. En degré
2, on dispose de plus d'une suite exacte courte :

0 −→ H2(Γ,C) −→ H2(X,C) −→ H2(X̃,C),

où X̃ est le revêtement universel de X et le morphisme H2(X,C) −→ H2(X̃,C)
étant celui induit par la projection naturelle X̃ −→ X. En particulier, H2(Γ,C)
est de dimension �nie.

Il est communément admis que la cohomologie des groupes kählériens de-
vrait se comporter d'une façon similaire à celle des variétés. En particulier, la
conjecture suivante est attribuée à Carlson et Toledo (relayée notamment par
Kollár [Kol95]) :
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Conjecture 1.1
Le groupe H2(Γ,C) est toujours non-nul (pour Γ un groupe kählérien in�ni).

Cependant, on ne sait pas trop qu'elle devrait être la forme des énoncés en degré
plus élevé ; en e�et, contrairement à celle des variétés compactes, la cohomologie
des groupes n'est pas nécessairement de dimension �nie en degré ≥ 3 (le premier
exemple de groupe de présentation �nie dont la cohomologie est de dimension
in�nie est dû à Stallings1 [Sta63] ; pour les exemples kählériens, voir [DPS09]).

Indépendamment de savoir si la réponse à la conjecture 1.1 est a�rmative,
la question suivante est assez naturelle :

Question 1.1
le sous-espace vectorielH2(Γ,C) est-il une sous-structure de Hodge deH2(X,C) ?

En d'autres termes, on doit véri�er l'égalité :

H2(Γ,C) =
(
H2(Γ,C) ∩H2,0(X,C)

)
⊕
(
H2(Γ,C) ∩H1,1(X,C)

)
⊕
(
H2(Γ,C) ∩H0,2(X,C)

)
.

Dans sa plus grande généralité, la question 1.1 semble hors de portée des
techniques actuelles (ou du moins nécessiter une idée nouvelle). En revanche,
dans le cas des groupes nilpotents (voir la section 4.2 pour les exemples de
groupes kählériens nilpotents), nous allons constater que la réponse est a�rma-
tive.

Théorème 1.1
Soit X une variété kählérienne compacte de groupe fondamental Γ virtuellement
nilpotents. Les groupes de cohomologie Hk(Γ,C) (de dimension �nie) sont na-
turellement munis de structures de Hodge mixtes (fonctorielles). De plus, les
morphismes naturels

Hk(Γ,C) −→ Hk(X,C)

sont des morphismes de shm.

En degré 2, on peut même être plus précis.

Théorème 1.2
Sous les mêmes hypothèses que ci-dessus, la shm sur H2(Γ,C) est pure (de poids
2) et on a :

H2(Γ,C) = Im
(
H1(X,C) ∧H1(X,C) −→ H2(X,C)

)
= Im

(
H2(Alb(X),C) α∗−→ H2(X,C)

)
.

En particulier, la conjecture 1.1 est vraie pour les groupes kählériens nilpotents.

En utilisant [Del06], il su�t par exemple de supposer que le groupe fonda-
mental de X est résoluble.

Théorème 1.3
Si le groupe fondamental d'une variété kählérienne compacte est résoluble, alors
il est virtuellement nilpotent.

1le groupe dé�ni par la présentation

〈a, b, c, x, y| [x, a], [x, b], [y, a], [y, b], [a−1x, c], [a−1y, c], [b−1a, c]〉

a un groupe de cohomologie de dimension ini�nie en degré 3.
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2 Rappels

2.1 Groupes nilpotents

Soit G un groupe (de type �ni) et Ci(G) sa suite centrale descendante
dé�nie par C1(G) = G et Ci+1(G) = [Ci(G), G] pour i ≥ 1. On notera
Gi = G/Ci+1(G) les quotients (nilpotents) correspondants. Les éléments d'ordre
�ni de Gi forment un sous-groupe �ni caractéristique noté Tor(Gi) et G∗i =
Gi/Tor(Gi) est donc un groupe nilpotent sans torsion. On peut donc lui appli-
quer appliquer la proposition suivante.

Proposition 2.1 (Mal£ev, [Mal49])
Soit N un groupe de type �ni, nilpotent et sans torsion. Il existe un unique
groupe de Lie nilpotent (dé�ni sur Q) et simplement connexe NR et une injection
N ↪→ NR qui réalise N comme un réseau cocompact de NR. On notera L(N)
l'algèbre de Lie de NR.

Cette proposition montre qu'on peut associer au groupe G une tour d'extensions
centrales :

. . . −→ Li+1(G) −→ Li(G) −→ . . . −→ L1(G) −→ 0,

où l'on a noté Li(G) := L(G∗i ). La limite projective de cette suite est notée

L(G) := lim←−Li(G)

et est appelée la complétion de Mal£ev de G (si G est nilpotent, la suite est �nie
et L(G) = L(G/Tor(G)) est une algèbre de Lie nilpotente de dimension �nie).

2.2 Cohomologie des groupes

Soit G un groupe et M un G-module (on sera surtout concerné par le cas
du module trivial). L'assignation F : M 7→ MG qui a un G module associe le
sous-module de ses éléments G-invariants est un foncteur de la catégorie des
G-modules vers celle des groupes abéliens, qui est de plus exact à gauche. On
dé�nit alors la cohomologie de G à valeurs dans M comme le foncteur dérivé de
F :

∀ k ≥ 0, Hk(G,M) = RkF (M).

C'est aussi la cohomologie du complexe (C•(G,M), d) où Ck(G,M) est consti-
tuée des applications de Gk dans M (par convention, C0(G,M) = M) et la
di�érentielle étant donnée par :

df(g1, . . . , gk+1) = g1 · f(g2, . . . , gk+1)+
k∑
j=1

(−1)jf(g1, . . . , gj−1, gjgj+1, . . . )

+ (−1)k+1f(g1, . . . , gk).

Dans le cas des groupes nilpotents sans torsion, la cohomologie se calcule
facilement grâce à la complétion de Mal£ev.

Théorème 2.1 (K. Nomizu [Nom54], voir aussi [Rag72])
Si G est un groupe nilpotent (de type �ni) sans torsion d'algèbre de Lie L(G),
on dispose des isomorphismes suivants :

∀k ≥ 0, Hk(G,C) ' Hk(L(G),C).
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En particulier, Hk(G,C) est de dimension �nie pour tout k ≥ 0.

Remarque 2.1
La cohomologie d'une algèbre de Lie (L, [·, ·]) est celle du complexe des formes
alternées Λ•L∗, la di�érentielle étant dé�ni comme l'action duale du crochet de
Lie [·, ·] : L ∧ L −→ L.

Pour �nir, mentionnons un outil très utile en cohomologie des groupes :
l'opération de transfert. Soit H ≤ G un sous-groupe d'indice �ni de G. L'in-

clusion H
i
↪→ G induit un morphisme i∗ : H•(G,M) −→ H•(H,M) mais, fait

remarquable, il existe aussi un morphisme2 allant dans la direction opposée :

VH→G = V : H•(H,M) −→ H•(G,M)

et qui véri�e : V ◦ i∗ = [G : H]Id. On a donc :

Proposition 2.2 (voir prop. 10.4, p. 85 [Bro82])
Si la multiplication par [G : H] est un automorphisme de M , l'application i∗ :
H•(G,M) −→ H•(H,M) est injective. Si de plus H est un sous-groupe normal
de G, la cohomologie de G s'identi�e à la partie invariante sous l'action de G/H
de la cohomologie de H :

H•(G,C) ∼−→ H•(H,C)G/H .

Remarque 2.2
L'existence de l'application V : Gab −→ Hab avait d'abord été observée par
Schur ; le transfert fut ensuite généralisé aux autres groupes de cohomologie par
Eckmann [Eck53].

L'interprétation géométrique des opérations de transfert peut se faire comme
suit : soitX (resp. Y ) unK(G, 1) (resp. unK(H, 1)) et supposons pour simpli�er
que X et Y ont une topologie �raisonnable�. L'inclusion H ↪→ G correspond à
un revêtement �ni p : Y −→ X ; le transfert

VH→G : H•(Y,C) ' H•(H,C) −→ H•(G,C) ' H•(X,C)

n'est autre que le morphisme d'intégration dans les �bres (ou morphisme de
Gysin)

p∗ : H•(Y,C) −→ H•(X,C).

Avec cette interprétation, on retrouve bien le fait mentionné ci-dessus, à savoir

V ◦ i∗ = p∗ ◦ p∗ = deg(p)Id = [G : H]Id.

2.3 Critère de 1-formalité

Dans ce paragraphe, nous rappelons la notion de 1-formalité d'une algèbre
di�érentielle graduée (adg dans la suite). Pour une discussion plus complète de
cette notion, nous renvoyons à [GM81].

Dé�nition 2.1
Une adg (M, d) est dite 1-minimale si

2la notation V provient de l'allemand Verlagerung.
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(i) elle est connexe

(ii) M peut s'écrire comme une suite d'extension élémentaire (dite de Hirsch)

C =M0 ⊂M1 ⊂M2 ⊂ . . .

c'est-à-direMi+1 'Mi ⊗
∧

(Vi) où Vi est placé en degré 1.

(iii) d est décomposable : au cours de chaque extension élémentaire, d envoie
Vi dansM+

i ∧M
+
i ,M

+
i désignant les éléments de degré positif deMi.

Un morphisme (d'adg) ρ :M −→ A est un 1-modèle minimal pour (A, d)
si (M, d) est 1-minimale et si ρ∗ : H∗(M) −→ H∗(A) induit un isomorphisme
en degré 0 et 1 et est injectif en degré 2.

Un des intérêts de cette dé�nition réside dans la proposition suivante.

Proposition 2.3 (Sullivan, voir [DGMS75])
Toute adg admet (à isomorphisme près) un unique3 1-modèle minimal.

Explicitons la construction dans le cas qui va nous intéresser, à savoir celui
de l'algèbre de De Rham E•(X) d'une variété di�érentiable X. On souhaite

construire inductivement un 1-modèle minimal M
(1)
X −→ E•(X) qui donne un

isomorphisme en degré 0 et 1 et un morphisme injectif en degré 2. On commence
donc par poser :

M
(1)
X (1) =

∧
(H1(X,C))

muni de la di�érentielle d1 nulle, le morphisme

ρ1 : M (1)
X (1) −→ E•(X)

correspondant à un choix de représentants des classes de H1(X,C) �xé une fois
pour toute. On a bien un isomorphisme en degré 0 et 1 mais, en degré 2, on a :

ρ∗1 : H2(M (1)
X (1)) =

2∧
H1(X,C) −→ H2(X,C).

On pose donc

V2 = Ker(ρ∗1) = Ker(
2∧
H1(X,C) −→ H2(X,C))

et on considère l'extension

M
(1)
X (2) = M

(1)
X (1)⊗

∧
(V2)

et d2 est dé�nie sur V2 comme l'injection naturelle V2 ↪→
∧

(H1(X,C)) =
M

(1)
X (1). Pour dé�nir

ρ2 : M (1)
X (2) −→ E•(X),

on le dé�nit sur V2. Un élément v de V2, vu comme 2-classe, est exacte : v = du.
On pose alors ρ2(v) = u (à nouveau en faisant un choix de primitive). Examinons
l'e�et de cette extension au niveau cohomologique. Comme les éléments de V2

3parler d'unicité nécessite d'introduire les notions de points bases et d'homotopies entre
adg pour lesquelles nous renvoyons une fois encore à [GM81].
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ne sont pas fermés (pour d2), on ne change pas la cohomologie en degré 1. En
degré 2, on a supprimé le défaut d'injectivité provenant du noyau de

2∧
H1(X,C) −→ H2(X,C)

mais on a éventuellement introduit de nouveaux éléments de

V3 = Ker
(
ρ∗2 : H2(M (1)

X (2)) −→ H2(X,C)
)
.

La construction se produit donc inductivement en posant

M
(1)
X (i+ 1) = M

(1)
X (i)⊗

∧
(Vi+1) avec

Vi+1 = Ker
(
ρ∗i : H2(M (1)

X (i)) −→ H2(X,C)
)

et en construisant di+1 et ρi+1 comme nous l'avons fait pour passer de M
(1)
X (1)

àM
(1)
X (2). Le 1-modèle minimal de E•(X) est alors obtenue en prenant la limite

inductive de cette suite d'extension :

M
(1)
X =

⋃
i≥1

M
(1)
X (i).

Ceci mène naturellement à la dé�nition suivante.

Dé�nition 2.2
Une variété di�érentiable X est dite 1-formelle si son algèbre de De Rahm
(E•(X), d) l'est, c'est-à-dire si (E•(X), d) et (H•(X), d) ont même 1-modèle
minimal.

Pour �nir, signalons le critère suivant de 1-formalité (dû à Morgan) portant
uniquement sur le groupe fondamental.

Théorème 2.2 (th. 9.4, p. 198 [Mor78])
Une variété di�érentiable X (dont le groupe fondamental est de présentation
�nie) est 1-formelle si et seulement si l'algèbre de Lie L(π1(X)) est de présenta-
tion quadratique. Ceci est également équivalent à la surjectivité de l'application :

H2(L1(π1(X)),R) −→ H2(L(π1(X)),R).

En e�et, la correspondance existante entre 1-modèle minimal de E•(X) et com-
plétion de Mal£ev du groupe fondamental est une simple dualité.

Théorème 2.3 (Sullivan, voir cependant [DGMS75])
Soit X une variété di�érentiable dont le groupe fondamental est de présentation
�nie. Le 1-modèle minimal de l'algèbre de De Rham E•(X)

M
(1)
X (1) ⊂ · · · ⊂M (1)

X (i) ⊂M (1)
X (i+ 1) . . .

et la complétion de Mal£ev de π1(X)

. . . −→ Li+1(π1(X)) −→ Li(π1(X)) −→ . . . −→ L1(π1(X)) −→ 0

sont duaux l'un de l'autre.
Remarque 2.3
Le fait que la di�érentielle véri�e d2 = 0 se traduit exactement par l'identité de
Jacobi au niveau du dual.
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3 Cas du degré 2

3.1 Formalité et groupes nilpotents

Les résultats de la section précédente s'applique pleinement à la catégorie
des variétés kählériennes compactes comme le montre le résultat suivant (dont
la démonstration est une conséquence directe du lemme du ddc).

Théorème 3.1 ([DGMS75])
Toute variété kählérienne compacte X est formelle ; plus précisément, les al-
gèbres (E•(X), d) et (H•(X), 0) sont équivalentes via l'algèbre (E•dc(X), d) des
formes dc-fermées. En particulier, une variété kählérienne compacte est 1-formelle.

Rappelons la

Dé�nition 3.1
Une adg (A, d) est dite formelle si elle est équivalente à sa propre algèbre de
cohomologie (avec di�érentielle nulle) ; c'est-à-dire si il existe une chaîne de
quasi-isomorphismes :

(A, d)←− (C1, d1) −→ (C2, d2)←− . . .←− (Cn, dn) −→ (H•(A), 0).

Une variété di�érentiable X est dite formelle si son algèbre de De Rham (E•(X), d)
l'est.

Nous pouvons dès à présent démontrer le théorème 1.2 grâce au critère de
quadraticité.

Démonstration du théorème 1.2 :
Soit X une variété kählérienne compacte dont le groupe fondamental est

nilpotent sans torsion. Le théorème 2.1 s'applique et on a :

∀k ≥ 0, Hk(π1(X),R) ' Hk(L(π1(X)),R).

Or, d'après les théorèmes 2.2 et 3.1, on sait que la �èche naturelle

H2(π1(X)ab,R) ' H2(L1(π1(X)),R) −→ H2(L(π1(X)),R) ' H2(π1(X),R)

est surjective. Or, comme le groupe de gauche est aussi

H2(π1(X)ab,R) ' H1(X,R)
∧
H1(X,R),

on a bien :

H2(π1(X),R) = Im
(
H1(X,R)

∧
H1(X,R) −→ H2(X,R)

)
.

Dans le cas général (π1(X) virtuellement nilpotent), on sait que X admet un
revêtement galoisien �ni Y −→ X de groupe de Galois G = π1(X)/π1(Y ) et tel
que π1(Y ) est nilpotent sans torsion. On peut appliquer la discussion précédente
à Y et on obtient donc un morphisme surjectif :

H2(π1(Y )ab,R) −→ H2(π1(Y ),R).

En considérant les éléments G-invariants de ces deux espaces (G agit naturel-
lement sur π1(Y )ab) et en appliquant la proposition 2.2, on obtient la même
conclusion pour H2(π1(X),R).
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Tout ceci montre en particulier que H2(π1(X),C) est une sous-structure de
Hodge de H2(X,C) (comme image d'un morphisme de structure de Hodge).
En�n, le fait que

Im
(
H1(X,C)

∧
H1(X,C) −→ H2(X,C)

)
6= 0

(pour une variété kählérienne compacte) est une conséquence directe du théo-
rème de Lefschetz di�cile et du fait que H1(X,C) est lui-même non nul (un
groupe nilpotent in�ni admet des quotients abéliens in�nis). �

Remarque 3.1
La démonstration ci-dessus ne nécessite en réalité que la 1-formalité (et le ca-
ractère nilpotent du groupe fondamental) de X.

3.2 Exemples non-kählériens

Nous venons de montrer dans la section précédente que, pour un groupe
kählérien nilpotent Γ, l'application naturelle

H2(Γab,C) −→ H2(Γ,C)

était surjective. Pour nous convaincre que ceci est bien spéci�que au cas kählérien
(au moins au cas des variétés 1-formelles), voici quelques exemples.

Exemple 3.1
Soit G le groupe de Heisenberg réel, Γ le réseau des éléments de G à coe�cients
dans Z et considérons la variété di�érentiable X = G/Γ. Le groupe Γ s'écrit
donc comme une extension centrale

1 −→ Z −→ Γ −→ Γab ' Z2 −→ 1.

Cette décomposition induit une suite exacte

0 −→ H1(Z) −→ H2(Γab) −→ H2(Γ).

Pour des raisons de dimension, on constate immédiatement que la �èche

H2(Γab) −→ H2(Γ)

est identiquement nulle alors que H2(Γ) ne l'est pas. En e�et, comme X est un
K(Γ, 1), la dualité de Poincaré entraîne :

H2(Γ) ' H2(X) ' H1(X)∗ ' H1(Γ)∗ 6= 0.

Exemple 3.2
Pour obtenir un exemple de variété complexe (plus proche de la situation kählé-
rienne), on reprend l'exemple précedent mais avec cette fois des coe�cients com-
plexes. Soit donc G le groupe de Heisenberg complexe, Γ le réseau des éléments
de G à coe�cients dans Z[i] et considérons la variété complexe (non-kählérienne)
X = G/Γ. Comme Γab ' Z4, le groupe H2(Γab) est de dimension 6. Or, X est
à nouveau un K(Γ, 1) et on a donc H2(Γ) ' H2(X) et il est bien connu que
b2(X) = 8. La �èche H2(Γab) −→ H2(Γ) ne peut donc pas être surjective.
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4 Structure de Hodge en degrés supérieurs

4.1 La shm de Morgan

Le théorème 1.1 est en fait une réécriture des résultats de Morgan [Mor78].
En e�et, d'après [Mor78], on peut munir le 1-modèle minimal d'une variété
kählérienne compacte d'une structure de Hodge mixte (shm4 dans la suite)
fonctorielle. Plus précisément, si X est une variété kählérienne compacte, notons

ρX : M (1)
X −→ E•(X) le 1-modèle minimal de son algèbre de De Rham. Comme

X est formelle (théorème 3.1), (E•(X), d) et (H•(X), 0) ont même 1-modèle
minimal et on dispose d'un morphisme

σX : M (1)
X −→ H•(X).

Théorème 4.1
Avec les notations ci-dessus, l'algèbre (M (1)

X , d(1)) possède une shm fonctorielle
véri�ant :

(1) la di�érentielle d(1) et le produit dans l'algèbre M (1)
X sont des morphismes

de shm.

(2) l'application σX : M (1)
X −→ H•(X,C) est un morphisme de shm.

La �ltration par le poids W• de M
(1)
X est donnée par la description de M

(1)
X

comme l'union croissante des sous-algèbres M
(1)
X (n) (et est donc duale de la

suite centrale descendante, la dualité étant fournie par le théorème 2.3). La �l-
tration de Hodge F • provient elle de celle de H1(X,C).

Comme mentionné ci-dessus, le théorème 1.1 consiste maintenant à réinter-
préter les résultats de Morgan en termes de cohomologie du groupe π1(X) (dans
le cas nilpotent).
Démonstration du théorème 1.1 :

Soit donc X dont le groupe fondamental est (dans un premier temps) nil-
potent sans torsion. D'après les théorèmes 2.1 et 2.3, on dispose des isomor-
phismes :

H∗(π1(X),C) ' H∗(L(π1(X)),C) ' H∗(M (1)
X ).

On peut alors appliquer le théorème 4.1 ; comme M
(1)
X admet une shm qui fait

de la di�érentielle un morphisme de shm, cette structure passe en cohomologie
et ce procédé nous permet donc de dé�nir une shm sur la cohomologie de π1(X).
D'autre part, comme le morphisme

σX : M (1)
X −→ H∗(X,C)

est à la fois un morphisme d'algèbres et un morphisme de shm, le morphisme
induit

σ∗X : H∗(π1(X),C) ' H∗(M (1)
X ) −→ H∗(X,C)

est bien un morphisme de shm.
Si π1(X) est seulement supposé virtuellement nilpotent, on sait qu'il admet

un sous-groupe d'indice �ni nilpotent sans torsion. Si on note Y −→ X le revête-
ment étale �ni (galoisien) correspondant à ce sous-groupe, la discussion ci-dessus

4pour les notions concernant les shm, nous renvoyons à [PS08].
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s'applique à π1(Y ) et on peut donc munir H∗(π1(Y ),C) d'une shm fonctorielle.
Comme le groupe de Galois G = π1(X)/π1(Y ) agit par biholomorphismes sur
Y , l'action de G sur H∗(π1(Y ),C) préserve donc la shm et ceci montre que

H∗(π1(X),C) = H∗(π1(Y ),C)G

hérite d'une shm et que le morphisme naturel

H∗(π1(X),C) = H∗(π1(Y ),C)G −→ H∗(X,C) = H∗(Y,C)G

est bien un morphisme de shm. �

En guise de conclusion, récapitulons les di�érents isomorphismes (et mor-
phismes) qui nous ont permis de munirH∗(Γ,C) d'une shm dans le cas nilpotent
sans torsion. Dans le diagramme suivant

H∗(Γ,C)

��

∼
(1)

// H∗(L(π1(X)),C) ∼
(2)

// H∗
(
M

(1)
E•(X)

)
∼
(3)wwooooooooooo

H∗(X,C) H∗
(
M

(1)
X

)
(4)

oo

on a (volontairement) notéM
(1)
E•(X) (resp.M

(1)
X ) le 1-modèle minimal de l'algèbre

de De Rham de X (resp. celui de l'agèbre de cohomologie H∗(X)). L'isomor-
phisme (1) est donné par le théorème de Nomizu 2.1 et la �èche (2) correspond
au théorème de Sullivan 2.3. La formalité (théorème 3.1) quant à elle assure

que les modèles minimaux M
(1)
E•(X) et M

(1)
X sont isomorphes et fournit la �èche

(3). Le théorème de Morgan 4.1 montre en�n comment munir la cohomologie de

M
(1)
X d'une shm à partir de la structure de Hodge de H∗(X,C) de telle sorte que

la �èche (4) soit un morphisme de shm et complète le parcours de ce diagramme.

4.2 Revue des exemples connus

Les seuls exemples connus de groupes kählériens nilpotents (non-abéliens)
sont ceux exhibés dans [Cam95] et [SVdV86] et bien sûr leurs produits. Ils sont
tous obtenus comme extension centrale de Z par une groupe abélien A (sans
torsion, de rang ≥ 8) :

1 −→ Z −→ Γ −→ A −→ 1.

Pour la commodité du lecteur, redonnons une des constructions de [Cam95].
Soit V le complémentaire dans P2n+1 de deux sous-espaces linéaires de dimen-
sion n en position générale (i.e. deux copies de Pn disjointes). Il est bien connu
que V admet une structure de C∗-�bré sur Pn×Pn. Si A est une variété abélienne
admettant une application homolorphe, surjective et �nie sur Pn, considérons
Y le C∗-�bré sur A×A obtenu par tiré en arrière :

Y
g //

��

V

��
A×A

f // Pn × Pn

.
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La structure de C∗-�bré sur A×A montre que le groupe fondamental de Y est
une extension

1 −→ Z = π1(C∗) −→ π1(Y ) −→ π1(A)× π1(A) −→ 1

qui est en fait centrale et que Y est un K(π1(Y ), 1). La variété Y est quasi-
projective mais on peut également réaliser π1(Y ) comme le groupe fondamental
d'une variété projective ; il faut pour cela utiliser les résultats de théorie de Morse
strati�ée de Goreski et MacPherson. En e�et, si L désigne un sous-espace linéaire
de dimension n contenu dans V et en position générale, on peut appliquer les
résultats de [GM88, th. p. 195] :

∀ i ≤ n− 1, πi(Y, h−1(L)) = 0.

Si n ≥ 2, on obtient en particulier en posant X = h−1(L) : π1(X) = π1(Y ).
Pour n ≥ 2, le groupe π1(Y ) est donc aussi le groupe fondamental de la variété
projective X (qui est lisse pour un choix de L générique). Nous allons voir que
l'on peut véri�er à la main que la cohomologie du groupe π1(X) satisfait aux
conclusions des théorèmes 1.1 et 1.2.

Première méthode :
Comme Y est un K(π1(X), 1), on sait que H∗(π1(X),C) ' H∗(Y,C) et

l'injection canonique j : X ↪→ Y induit les morphismes :

H∗(π1(X),C) ' H∗(Y,C)
j∗−→ H∗(X,C).

Or, d'après [Del71], la cohomologie de Y (qui est quasi-projective lisse) porte
une structure de Hodge mixte et on sait également que le morphisme j induit
un morphisme de structure de Hodge mixte en cohomologie. C'est exactement
ce qui est prédit par le théorème 1.1.�

Deuxième méthode :
Le groupe fondamental Γ = π1(X) s'écrit comme une extension centrale :

1 −→ Z −→ Γ −→ Γab = π1(A)× π1(A) −→ 1 (∗),

et celle-ci permet de calculer la cohomologie de Γ grâce à la suite spectrale de
Hochschild-Serre [HS53]. Cette suite spectrale ayant peu de termes non nuls,
elle dégénère en E3 et induit une suite longue :

E2,0
2

// H2(Γ) // E1,1
2

d2 // E3,0
2

// . . .

H2(Γab) // H2(Γ) // H1(Γab)
cl // H3(Γab) // . . .

Le morphisme cl ci-dessus est donné par le produit par la classe de l'extension
(∗), qui est aussi celle du C∗-�bré Y −→ A × A. Si f : A −→ Pn désigne la
projection, la classe d'extension de (∗) est donnée par

cl = (f∗ω,−f∗ω) ∈ H2(Γab) = H2(A×A,C)
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où ω désigne la classe hyperplane de Pn. Cette classe est donc de type (1,1)
et non-dégénérée. On constate alors facilement que le produit par cette classe
est injectif sur le H1(Γab) ; de façon équivalente, la �èche H2(Γab) −→ H2(Γ)
est surjective (c'est le contenu du théorème 1.2). De plus, la suite longue ci-
dessus montre que les groupes de cohomologie de Γ se décomposent de la façon
suivante :

0 −→ Hk(Γab)/
(
Hk−2(Γab) ∧ cl

)
−→ Hk(Γ,C) −→ (1)

Ker
(
Hk−1(Γab)

cl−→ Hk+1(Γab)
)
−→ 0.

Comme la classe cl est de type (1,1) et que les groupes Hj(Γab) sont naturel-
lement munis de structure de Hodge (pures), la décomposition (1) donne une
description de la shm sur Hk(Γ,C) (au moins des structures de Hodge des quo-
tients successifs de la �ltration par le poids). �

Remarque 4.1
Les morphismes Hk(Γ) −→ Hk−1(Γab) obtenus à partir de la suite spectrale
ci-dessus peuvent être exprimés explicitement. Par exemple, pour k = 2, si
f ∈ C2(Γ,C) est un cocyle et si z ∈ Z est un générateur du centre Z de Γ,
l'application

[f ] : x 7→ f(x, z)− f(z, x)

dé�nit un élément de H1(Γab).

Pour �nir, notons que la discussion ci-dessus s'appliquent pour les exemples
de [SVdV86] ; en e�et, les groupes kählériens obtenus sont encore des extensions
centrales

1 −→ Z −→ π1(X) −→ Q −→ 1

où Q est un groupe abélien (le groupe fondamental d'une variété abélienne).
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