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POSITIVITÉ DU COTANGENT LOGARITHMIQUE ET
CONJECTURE DE SHAFAREVICH-VIEHWEG

[d’après Campana, Păun, Taji...]

par Benoît CLAUDON

INTRODUCTION

Un des premiers objets intrinsèquement attachés à une variété (1) projective lisse X

est son fibré canonique : KX := det(Ω1
X). Il est de plus bien connu que les propriétés de

positivité/négativité de ce fibré en droites gouvernent une grande partie de la géométrie
de X. Il est alors naturel de se demander si les propriétés en question sont la trace de
propriétés vérifiées par le fibré cotangent lui-même. C’est l’objet des récents travaux de
Campana et Păun [CP13, CP14, CP15] qui ont permis d’établir le résultat suivant (2).

Théorème 0.1. — Soit X une variété projective lisse avec KX pseudo-effectif. Le fibré
cotangent a alors la propriété suivante : pour tout entier m ≥ 1 et pour tout quotient
sans torsion

Ω1
X

⊗m � Q,

le fibré (3) en droites det(Q) est pseudo-effectif.

Il faut bien sûr mettre ce résultat en parallèle avec les travaux de Miyaoka [Miy87]
qui a montré que, sous les mêmes hypothèses, le fibré Ω1

X était génériquement semi-
positif : le degré de ses quotients est positif sur toute courbe intersection complète
dans le système linéaire d’un diviseur très ample. Le théorème 0.1 constitue donc une
généralisation des travaux de Miyaoka.

L’élargissement du champ d’application vient aussi du fait que les articles
[CP13, CP15] traitent d’une situation bien plus générale puisqu’ils se placent dans
le cadre des paires (X,∆) où X est lisse et ∆ un Q-diviseur dont le support est à
croisements normaux (et dont les coefficients sont compris entre 0 et 1). Une telle

1. Toutes les variétés considérées dans ce texte seront définies sur C, lisses et connexes. Sauf mention
explicite, elles seront de plus projectives. Nous identifierons également fibrés en droites et (classe
d’équivalence linéaire de) diviseurs.

2. Énoncé ainsi, le théorème 0.1 remonte à l’article [CPet11]. Il semble cependant que la démons-
tration de loc. cit. ne soit pas complète : l’utilisation des résultats de Miyaoka (« Relative deformations
of morphisms and applications to fibre spaces », Comment. Math. Univ. St. Paul. 42 (1993), p. 1–7)
n’est pas légitime dans la situation de l’article [CPet11].

3. Rappelons que le déterminant d’un faisceau cohérent sans torsion E est le fibré en droites (
∧r E)∗∗,

avec r le rang de E . Voir également la définition 1.12.



1105–02

paire sera appelée une orbifolde dans la suite (conformément à la terminologie de
[Cam04, Cam11]). Sous l’hypothèse de pseudo-effectivité de KX + ∆, ils montrent
qu’un fibré naturellement associé à la paire possède des propriétés similaires à celles
énoncées dans le théorème 0.1. Une des difficultés vient du fait que ce fibré (qu’ils
nomment fibré cotangent orbifolde) ne vit pas sur X mais sur un revêtement ramifié
de X dont la ramification est en partie contrôlée par le diviseur ∆. Nous renvoyons
au paragraphe 2.2 pour les notions esquissées et pour un énoncé complet (à savoir, le
théorème 2.9).

En plus de la construction du cotangent orbifolde et de la mise au jour de ses proprié-
tés essentielles, une des contributions majeures de la prépublication [CP15] est d’établir
un critère d’intégrabilité algébrique pour les feuilletages.

Théorème 0.2. — Soit F un feuilletage sur X (supposée projective et lisse) vérifiant
µmin
α (F) > 0 pour une classe mobile α ∈ Mob(X). Le feuilletage est alors algébrique-

ment intégrable : ses feuilles sont ouvertes dans leurs adhérences de Zariski. De plus,
ces dernières sont des sous-variétés rationnellement connexes de X.

Les notions de classe mobile et de pentes par rapport à une telle classe sont rappe-
lées dans le paragraphe 1.3. À nouveau, ce résultat a des prédécesseurs : les travaux
de Bost [Bos01] et Bogomolov-McQuillan [BM01] fournissent un critère d’intégrabilité
algébrique dans le cas d’une classe intersection complète de diviseurs amples.

Une fois le théorème 0.2 établi, la stratégie de la démonstration du théorème est
alors transparente. En supposant que la conclusion du théorème 0.1 soit mise en
défaut, nous obtenons une classe mobile α et un sous-faisceau de T⊗m

X dont la pente
par rapport à α est strictement positive. Des résultats de comparaison (cf. théorème
1.19) montre qu’il en est de même pour TX lui-même : il existe un sous-faisceau de TX

de pente strictement positive (par rapport à α). Considérons alors le sous-faisceau de
TX maximal pour l’inclusion parmi les sous-faisceaux de pente positive et notons-le F .
Par construction, ce faisceau vérifie µmin

α (F) > 0 et un raisonnement standard utilisant
des inégalités sur les pentes montre que F est un feuilletage. Le théorème 0.2 montre
que X doit être recouverte par des courbes rationnelles mais ceci n’est pas possible
puisque nous avons supposé le fibré canonique de X pseudo-effectif (d’après le résultat
principal de [BDPP13], ceci revient à dire que X n’est pas uniréglée). L’adaptation de
cette stratégie au cas orbifolde nécessitera des aménagements qui feront l’objet de la
deuxième partie.

Une application spectaculaire de la version orbifolde du théorème 0.1 consiste en
une solution élégante d’une conjecture de Viehweg sur la base des familles de variétés
canoniquement polarisées.

Théorème 0.3. — Soit f : X◦ → Y ◦ un morphisme propre et lisse (à fibres connexes)
entre variétés quasi-projectives lisses dont les fibres ont leurs fibrés canoniques amples.
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Fixons de plus une compactification Y de Y ◦ telle que D := Y \ Y ◦ soit à croisements
normaux. Si la variation de f est maximale (c’est-à-dire si l’application de Kodaira-
Spencer est injective au point général de Y ◦), le diviseur KY +D a alors une dimension
de Kodaira maximale et la paire (Y,D) est de log-type général.

Nous verrons dans la dernière partie de ce texte comment formuler une généralisation
de ce résultat qui englobe tout à la fois la conjecture de Viehweg et une conjecture de
Campana [Cam11, conj. 13.29], formulation due à Taji [Taj13]. Les travaux portant
sur les familles de variétés canoniquement polarisées ont pour origine la solution de
la conjecture d’hyperbolicité de Shafarevich [Sha63] par Parshin [Par68] et Arakelov
[Ara71]. Les travaux de Viehweg et Zuo [VZ02] ont ensuite ouvert la voie en dimension
supérieure comme en témoignent par exemple les articles de Kebekus-Kovàcs [KK08],
Jabbusch-Kebekus [JK11a] et Patakfalvi [Pat12]. Nous renvoyons également au texte
de survol [Keb13].

Remerciements :

Nous tenons à remercier F. Campana, M. Păun et B. Taji d’avoir répondu à nos
diverses questions. Les discussions avec S. Druel, S. Kebekus et M. Toma ont toutes
éclairé l’un ou l’autre des aspects présents dans ce texte, qu’ils en soient ici remerciés.
Nous exprimons en particulier notre sincère gratitude à S. Druel pour son aide précieuse
apportée au cours de la rédaction de ce manuscrit.

1. FEUILLETAGES : INTÉGRABILITÉ ALGÉBRIQUE ET
POSITIVITÉ

1.1. Digest feuilleté

Nous commençons par faire un rapide point sur les propriétés usuelles des feuilletages
singuliers, propriétés qui nous seront utiles par la suite. Ce paragraphe est largement
inspiré de la récente prépublication [Dru15].

Définition 1.1. — Un feuilletage (singulier) sur une variété lisse X est un sous-
faisceau F ⊂ TX saturé (4) dans TX et stable par le crochet de Lie. Le feuilletage sera
dit régulier si F est un sous-fibré de TX .
Le rang r := rg(F) est par définition le rang générique de F ; de même, le co-rang de
F est l’entier q := dim(X)− r.
Les feuilles de F sont par définition les feuilles de F|X◦ où X◦ est le plus grand ouvert
de X sur lequel F est régulier. Une feuille L sera dite algébrique si elle est ouverte
dans sa clôture de Zariski (5), ou encore si dim(L) = dim(L̄Zar).

4. Un sous-faisceau F ⊂ E est dit saturé dans E si le quotient E/F est sans torsion.
5. La notation L̄Zar désigne naturellement l’adhérence de Zariski de L dans X.
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Le faisceau NF := (TX/F)∗∗ sera appelé le faisceau normal à F et il est de rang q.
L’inclusion N∗

F ↪→ Ω1
X fournit une forme ωF ∈ H0(X,Ωq

X⊗det(NF)) dont le lieu des zé-
ros est de codimension au moins deux. La forme ωF est de plus localement décomposable
et intégrable, c’est-à-dire s’écrit localement (au point général de X)

ωF = ω1 ∧ · · · ∧ ωq

où les 1-formes ωi vérifient : dωi∧ωF = 0. Réciproquement, la donnée d’une telle forme
permet de reconstruire le feuilletage comme le noyau du morphisme de contraction
induit par ωF : TX → Ωq−1

X ⊗ det(NF).
Le fibré (ou diviseur) canonique de F sera par définition KF := det(F) et nous avons

bien entendu KF = KX + det(NF).
Si φ : X̂ → X est un morphisme birationnel entre variétés lisses, la donnée d’un

feuilletage F sur X induit un feuilletage F̂ sur X̂ : F̂ est le saturé dans TX̂ de l’image
réciproque de F par la différentielle de φ. Leurs fibrés canoniques sont naturellement
reliés par la formule suivante : φ∗KF̂ = KF car la différence KF̂ −φ∗KF est portée par
les diviseurs φ-exceptionnels.

Le concept de feuilletage algébriquement intégrable sera de toute première importance
dans la suite de ce texte.

Définition 1.2. — Un feuilletage F sur X sera dit algébriquement intégrable si la
feuille passant par un point général de X est algébrique (au sens de la définition 1.1).

Un tel feuilletage s’identifie alors à une fibration (6) sur un éclatement de X. En effet,
X étant supposée projective, la famille des (adhérences de Zariski des) feuilles d’un
feuilletage algébriquement intégrable est une sous-variété de la variété de Chow C(X).
Un modèle lisse du graphe d’incidence de cette famille de cycles fournit alors une telle
fibration. Il existe donc une modification φ : X̂ → X et une fibration f : X̂ → Z (avec
Z lisse) telles que F̂ s’identifie au noyau de la différentielle df . La suite exacte

0 −→ F̂ −→ TX̂ −→ f ∗TZ

montre immédiatement que la différence

KX̂/Z − Ram(f)−KF̂

est effective et f -exceptionnelle. Nous avons utilisé la définition (7) suivante.

Définition 1.3. — Si g : U → V est un morphisme entre variétés lisses, le diviseur
de ramification est :

Ram(g) :=
∑
D⊂V ◦

(g∗D − (g∗D)red)

6. Une fibration est une application propre, surjective et à fibres connexes.
7. Je remercie K. Amerik de m’avoir signalé une inexactitude dans une version antérieure de la

définition 1.3.
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où, dans la somme ci-dessus, V ◦ désigne l’ouvert de V au-dessus duquel g est équidi-
mensionnel et D parcourt l’ensemble des diviseurs premiers de V ◦. Si E est un diviseur
premier de U et m son coefficient dans Ram(g), nous noterons mg(E) := m+1 l’indice
de ramification (ou multiplicité) de g le long de E. L’image (ensembliste) de Ram(g)

par g est appelée lieu de branchement.

De toutes ces remarques, nous tirons :

Proposition 1.4. — Dans la situation précédente, si de plus (8) tout diviseur f -excep-
tionnel est également φ-exceptionnel, le fibré canonique de F est donné par :

KF = φ∗(KX̂/Z − Ram(f)).

Concluons ce paragraphe par la notion de diviseur invariant/horizontal par un feuille-
tage.

Définition 1.5. — Un diviseur premier D ⊂ X sera dit invariant par le feuilletage
F si sa restriction D|X◦ est une réunion de feuilles de F|X◦. Si ∆ est un Q-diviseur,
nous noterons ∆inv le Q-diviseur des composantes de ∆ invariantes par F (et affectées
des mêmes multiplicités que dans ∆) et sa partie horizontale sera ∆hor := ∆−∆inv.

La terminologie horizontale est bien évidemment calquée sur la situation d’une fibra-
tion.

1.2. Positivité des feuilletages algébriquement intégrables

Nous allons constater que, sous des hypothèses assez faibles sur X, le fibré canonique
(tordu) d’un feuilletage algébriquement intégrable est pseudo-effectif. Comme nous en
aurons besoin dans la suite, nous énonçons dès maintenant un résultat impliquant la pré-
sence d’un diviseur additionnel. Nous adoptons ici la terminologie de [Cam04, Cam11]
selon laquelle une structure orbifolde sur X consiste en la donnée d’un Q-diviseur ∆

dont le support est à croisements normaux et dont les coefficients sont compris entre 0
et 1.

Théorème 1.6. — Soit F un feuilletage algébriquement intégrable sur X et supposons
X munie d’une structure orbifolde ∆ telle que KX + ∆ soit pseudo-effectif. Le fibré
canonique KF +∆hor est alors pseudo-effectif.

Ce résultat (une reformulation de [CP13, th. 3.3]) est une généralisation de [Hör12,
lem. 2.14]. Nous recommandons également la lecture de [Dru15, §4] pour des résultats
similaires mais s’exprimant en termes des singularités de F .

Nous allons esquisser la démonstration du théorème 1.6 qui est une conséquence de
résultats maintenant classiques concernant la positivité des images directes du fibré
canonique tordu. L’énoncé suivant est essentiellement contenu dans [Cam04, th. 4.13].

8. Un telle fibration est qualifiée de nette dans [Cam04]. Il est toujours possible de construire un
tel modèle, voir [Cam04, lem. 1.3] et également [Vie83, lem. 7.3].



1105–06

Théorème 1.7. — Soit (X,∆) une structure orbifolde sur X. Pour toute fibration
f : X → Z entre variétés projectives lisses et tout m assez divisible, le faisceau
f∗
(
OX(m(KX/Z +∆))

)
est faiblement positif.

Il s’agit bien évidemment d’une généralisation au cas ∆ ̸= 0 des résultats de positivité
de Viehweg [Vie83]. Nous renvoyons d’ailleurs à loc. cit. pour la notion de faible positi-
vité puisque nous n’en ferons qu’un bref usage dans ce texte. Signalons d’ailleurs que les
techniques permettant d’établir le théorème 1.7 remontent à l’article fondateur [Vie83]
mais que l’introduction d’une structure orbifolde en augmente considérablement la por-
tée. Signalons également l’article [Fuj14] dans lequel se trouve une exposition détaillée
de ce cercle d’idées.

Nous utiliserons le théorème 1.7 à travers le corollaire suivant qui est peu ou prou
équivalent à l’énoncé du théorème 1.6.

Corollaire 1.8. — Soient f : X → Z une fibration entre variétés projectives lisses
et ∆ une structure orbifolde sur X ayant la propriété suivante : KXz +∆|Xz est pseudo-
effectif pour z ∈ Z général. Le diviseur

KX/Z +∆hor − Ram(f)

est alors pseudo-effectif.

Voyons comment déduire le théorème 1.6 du corollaire précédent.

Démonstration du théorème 1.6. — Soit (X,∆) une paire avec KX +∆ pseudo-effectif
et F un feuilletage algébriquement intégrable. Considérons φ : X̂ → X une modification
de X pour laquelle F̂ s’identifie au feuilletage induit par f : X̂ → Z. Nous supposerons
que les applications vérifient les conditions de la proposition 1.4. La paire (X,∆) étant
en particulier log-canonique, nous pouvons supposer que l’application vérifie également :

(1) KX̂ + ∆̂ = φ∗(KX +∆) + E

où E est effectif et φ-exceptionnel et où ∆̂ est un diviseur orbifolde vérifiant φ∗(∆̂) = ∆.
Nous avons alors bien évidemment φ∗(∆̂

hor) = ∆hor (les notions d’horizontalité étant
définies par rapport à F̂ et F respectivement). D’autre part, la formule (1) montre que
le diviseur KX̂z

+∆̂|X̂z
est pseudo-effectif pour z ∈ Z général et nous pouvons appliquer

le corollaire 1.8 : le diviseur KX̂/Z + ∆̂hor − Ram(f) est lui-aussi pseudo-effectif. La
proposition 1.4 nous permet enfin de conclure que le diviseur

KF +∆hor = φ∗(KX̂/Z + ∆̂hor − Ram(f))

est bien pseudo-effectif.

Pour finir, montrons comment obtenir le corollaire 1.8 à partir du théorème 1.7. C’est
l’objet du lemme suivant qui permet en quelque sorte d’éliminer la ramification par un
changement de base. Ce résultat est implicite dans les pages 570-571 de [Cam04] (voir
également [Dru15, lem. 4.2] et les références qui y sont mentionnées).
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Lemme 1.9. — Soit f : X → Z une fibration entre variétés projectives lisses. Il existe
alors un changement de base génériquement fini Z̃ → Y tel que, pour toute désingula-
risation X̃ de la composante principale de Z̃ ×Z X, le diagramme

X̃
φ //

f̃
��

X

f

��
Z̃ // Z

vérifie : φ∗(KX̃/Z̃) = deg(X̃/X)(KX/Z − Ram(f)).

Esquisse de démonstration. — Quitte à changer de modèle birationnel, nous pouvons
supposer que le lieu de branchement de f est un diviseur à croisements normaux. Pour
chaque composante D ⊂ Z du lieu de branchement de f , nous considérons alors l’entier
suivant (les notations font référence à la définition 1.3) :

kD := ppcm (mf (E) | E ⊂ Ram(f) et f(E) = D) .

Nous pouvons donc considérer un revêtement ramifié Z̃ de Z ramifiant à l’ordre kD au-
dessus de D pour toute composante D (cf. la proposition 2.3 ci-dessous). Si X̃ désigne
une désingularisation comme dans l’énoncé, un calcul en coordonnées locales montre
que la différence

KX̃/Ỹ − φ∗(KX/Y − Ram(f))

est φ-exceptionnelle. Ceci vient du fait que, au-dessus d’un point général de toute
composante de Ram(f), l’application φ est étale.

Démonstration du corollaire 1.8. — Considérons un changement de base f̃ : X̃ → Z̃

fourni par le lemme précédent. Quitte à modifier encore X̃, nous pouvons supposer
que le support de ∆̃hor est à croisements normaux. De plus, la restriction du fibré
KX̃/Z̃ + ∆̃hor à la fibre générale de f̃ reste bien pseudo-effective et, quitte à ajouter un
diviseur ample arbitrairement petit, nous pouvons même supposer qu’elle est effective.
Cela signifie en particulier que

f̃ ∗f̃∗

(
OX(m(KX̃/Z̃ + ∆̃hor))

)
� OX

(
m(KX̃/Z̃ + ∆̃hor)

)
est non nul donc génériquement surjectif (pour m suffisamment divisible). D’après le
théorème 1.7, nous en déduisons que le Q-diviseur KX̃/Z̃ + ∆̃hor est faiblement positif
donc pseudo-effectif. En prenant l’image directe par l’application φ : X̃ → X, nous en
déduisons que

KX/Z +∆hor − Ram(f) ∼Q φ∗(KX̃/Z̃ + ∆̃hor)

est également pseudo-effectif.
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1.3. Pente par rapport à une classe mobile

Avant d’établir un critère général d’intégrabilité algébrique des feuilletages, nous in-
troduisons les notions nécessaires, à savoir celles de classe mobile et de pente d’un
faisceau par rapport à une telle classe.

Définition 1.10. — Une classe α ∈ N1(X)R est dite mobile si elle vérifie α ·D ≥ 0

pour tout diviseur effectif D. Le cône convexe fermé formé des classes mobiles sera noté
Mob(X).

Par définition, le cône Mob(X) est donc dual du cône Psef(X) des diviseurs pseudo-
effectifs (clôture du cône des diviseurs effectifs). La terminologie mobile est en grande
partie motivée par le résultat principal de [BDPP13].

Théorème 1.11. — Si X est une variété projective lisse, le cône Mob(X) est engendré
par l’une ou l’autre des familles suivantes :

1. les classes de courbes [Ct] où (Ct)t∈T est une famille couvrante ;

2. les classes de la forme φ∗(H1∩ · · ·∩Hn−1) où les Hi sont des diviseurs amples sur
l’espace total du morphisme birationnel φ : X̂ → X et n = dim(X).

Les classes mobiles constituent un cadre naturel pour les notions de stabilité des
faisceaux. L’introduction de ce cadre remonte à l’article [CPet11]. Nous renvoyons éga-
lement à [GKP15] pour un panorama complet, traitant en sus le cas où l’espace ambiant
est normal. Rappelons qu’à tout faisceau cohérent sans torsion E , nous avons associé
son déterminant det(E) := (

∧r E)∗∗ (avec r le rang de E). Cette construction s’étend
naturellement aux faisceaux cohérents (voir [Kob98, chap.5, §6]) et est additive dans
les suites exactes : si

0 −→ E −→ F −→ G −→ 0

est une suite exacte de faisceaux cohérents, leurs déterminants vérifient

det(F) = det(E) + det(G).

Définition 1.12. — Si α ∈ Mob(X) est une classe mobile, la pente d’un faisceau
cohérent E de rang r > 0 par rapport à α est donnée par

µα(E) :=
1

r
det(E) · α.

Une des raisons pour lesquelles le cadre des classes mobiles semble bien adapté pour
les questions de pentes et de stabilité vient du fait que la pente dépend linéairement
de α alors que, dans le cas « classique » où α = Hn−1, la dépendance en H est plus
compliquée. Il faut également noter que les classes mobiles bénéficient d’une souplesse
birationnelle : l’image directe d’un diviseur effectif par une application génériquement
fini étant effective, cela implique que l’image réciproque d’une classe mobile par une
telle application est encore mobile.
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Les propriétés suivantes sont standard (dans cet énoncé et dans la suite, les notations
⊗̂ et ˆSym font référence au quotient par la torsion (9) des opérations usuelles de produit
tensoriel et puissance symétrique).

Proposition 1.13. — Si α est une classe mobile et les faisceaux considérés sans tor-
sion, nous avons alors :

1. µα(E∗) = −µα(E).
2. si F ⊂ est saturé dans E, alors

µα(E) =
rg(F)

rg(E)
µα(F) +

rg(E)− rg(F)

rg(E)
µα(E/F).

3. µα(E⊗̂F) = µα(E) + µα(F).

4. µα( ˆSym
m
E) = mµα(E) pour tout m ≥ 1.

5. µα(
∧p E/Tor) = pµα(E) pour tout 1 ≤ p ≤ rg(E).

Nous aurons également besoin de considérer les quantités suivantes.

Définition 1.14. — Si E est un faisceau sans torsion et α une classe mobile, sa pente
maximale est par définition le maximum des pentes de ses sous-faisceaux :

µmax
α (E) := sup {µα(F) | F ⊂ E} .

De même, nous noterons

µmin
α (E) := inf {µα(Q) | E � Q}

la pente minimale des quotients (10) de E.

Remarque 1.15. — Les deux quantités précédentes sont duales l’une de l’autre :

µmax
α (E) = −µmin

α (E∗).

De même, il est aisé de vérifier que si F ⊂ E est saturé dans E et si µα(F) = µmax
α (E)

alors l’inégalité suivante est satisfaite :

µmax
α (E/F) ≤ µα(F) ≤ µmin

α (F).

Remarque 1.16. — Si F ⊂ E sont deux faisceaux de même rang, la différence det(E)−
det(F) est effective et cela entraîne µα(E) ≥ µα(F). Plus généralement, les pentes
minimales/maximales suivent la même inégalité :

µmin
α (E) ≥ µmin

α (F) et µmax
α (E) ≥ µmax

α (F).

Pour les pentes maximales, l’inégalité est évidente et, si Q est un quotient de E , l’image
de F dans Q est un sous-faisceau Q′ ⊂ Q de même rang et nous pouvons appliquer
l’inégalité précédente.

9. Le produit tensoriel de deux faisceaux sans torsion ne l’est pas nécessairement.
10. Comme un faisceau de torsion a un déterminant effectif (voir par exemple [Kob98, prop. 6.14]),

on obtient la même quantité en ne considérant que les quotients sans torsion.
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Nous utiliserons ces considérations de pentes principalement via leurs conséquences
sur les espaces de sections.

Proposition 1.17. — Soient E et F deux faisceaux cohérents sans torsion. Si l’inéga-
lité

µmin
α (E) > µmax

α (F)

est vérifiée, nous avons alors :
Hom(E ,F) = 0.

En particulier, dès que µmax
α (F) < 0, les sections globales de F s’annulent

H0(X,F) = 0.

Notons que les notations (et appellations) pour les pentes minimales/maximales sont
justifiées puisque ses bornes sont atteintes comme le montre la proposition suivante
[CPet11, prop. 1.3] (voir également [GKP15, cor. 2.25]).

Proposition 1.18. — Si E est un faisceau cohérent et si α est une classe mobile, il
existe alors un unique sous-faisceau F ⊂ E maximal pour l’inclusion tel que :

µα(F) = µmax
α (E).

En particulier, F est saturé dans E. Ce sous-faisceau sera appelé le déstabilisant maxi-
mal de E (pour la classe α).

Le résultat suivant sera crucial dans la suite (pour pouvoir entre autre passer de Ω1
X

à ses puissances tensorielles). Il repose in fine sur un argument analytique (existence de
métrique Hermite-Einstein sur les fibrés stables) qui est dû à M. Toma (voir l’appendice
de [CPet11]).

Théorème 1.19. — Soient E et F deux faisceaux cohérents sans torsion et α une
classe mobile sur X. La pente maximale du produit tensoriel est donnée par :

µmax
α (E⊗̂F) = µmax

α (E) + µmax
α (F).

Esquisse de démonstration. — Des manipulations générales montrent que l’énoncé ci-
dessus est essentiellement équivalent au fait de montrer que le produit tensoriel de deux
fibrés (faisceaux localement libres) α-stables est α-semi-stable. De plus, si la classe α

est située sur le bord du cône Mob(X), il est possible d’approcher α par des classes
situées à l’intérieur de Mob(X) pour lesquelles E et F sont encore stables. Il suffit donc
de traiter ce dernier cas : E et F sont localement libres et α est une classe positive.
Dans ce cas, la classe α ∈ H1,1(X,C) s’écrit

α = [ω]n−1

avec ω une métrique hermitienne sur X vérifiant ∂∂̄ωn−1 = 0 (une telle métrique est
appelée métrique de Gauduchon). Les fibrés E et F étant ω-stables, ils admettent des
métriques de Hermite-Einstein : c’est la correspondance de Kobayashi-Hitchin dans le
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cas non kählérien établie par Li et Yau dans [LY87]. Leur produit tensoriel admet donc
une métrique de Hermite-Einstein et est donc également semi-stable.

1.4. Un critère d’intégrabilité algébrique

Dans cette section, nous énonçons un critère d’intégrabilité algébrique pour les feuille-
tages qui est l’un des apports essentiels de [CP15].

Théorème 1.20. — Soient X une variété projective lisse et F ⊂ TX un feuilletage.
S’il existe α ∈ Mob(X) une classe mobile vérifiant µmin

α (F) > 0, le feuilletage F est
alors algébriquement intégrable et ses feuilles sont rationnellement connexes.

Cet énoncé est dû à J.-B. Bost [Bos01] et à F. Bogomolov et M. McQuillan [BM01]
dans le cas où la classe α est la classe d’une courbe entièrement contenue dans le lieu
régulier de F (et dans ce cas, la conclusion consiste à dire que les feuilles passant par
les points de cette courbe sont algébriques et rationnellement connexes). On pourra
consulter également [KSCT07].

Nous reportons les applications directes de ce critère à la section 1.5 et passons aux
grandes lignes de la démonstration du théorème 1.20. Les paragraphes suivants sont
dédiés respectivement à l’intégrabilité algébrique de F et à la connexité rationnelle des
feuilles de ce dernier.

1.4.1. Intégrabilité algébrique de F . — Il est remarquable de constater que la démons-
tration de l’intégrabilité algébrique est une adaptation des arguments des articles sus-
mentionnés et remontent, en essence, aux travaux de Hartshorne [Har68, th. 6.7]. Pour
simplifier la discussion, nous allons supposer que F est un feuilletage régulier, c’est-à-
dire que F est un sous-fibré de TX . En un point x ∈ X, nous pouvons donc considérer
la feuille qui passe par x : nous noterons Fx ce germe de sous-variété (analytique). De
plus, si nous introduisons

Λ := {(x, z) ∈ X ×X | z ∈ Fx} et V := Λ̄Zar,

l’intégrabilité algébrique de F est alors équivalente à :

dim(V ) = dim(X) + rg(F) = n+ r.

Comme la dimension de V est évidemment minorée par n + r, nous devons établir
l’affirmation suivante.

Affirmation 1.21. — Pour tout fibré en droites ample L sur X × X, il existe une
constante C := C(L) > 0 telle que

dim(H0(V, Lk
|V )) ≤ Ckn+r

pour tout entier k ≥ 0.
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Comme nous ne disposons que d’informations sur X et son plongement dans la variété
analytique Λ, il est alors naturel de filtrer les sections de Lk par l’ordre d’annulation le
long de X. Si IX désigne l’idéal définissant X dans Λ et si m ≥ 0 est un entier, nous
avons :

0 −→ Lk
|Λ ⊗ Im+1

X −→ Lk
|Λ ⊗ Im

X −→ Lk
|X ⊗ Im

X /Im+1
X ≃ Lk

|X ⊗ Symm(N∗
X|Λ) −→ 0.

Le fibré normal de X dans Λ s’identifie évidemment à F et nous obtenons la majoration
suivante :

(2) h0(V, Lk) ≤ h0(Λ, Lk) ≤
∑
m≥0

h0
(
X,Lk ⊗ Symm(F∗)

)
.

La première inégalité est bien entendu une conséquence du fait que V est l’adhérence de
Zariski de Λ. En combinant l’affirmation 1.21 avec l’inégalité (2) ci-dessus, nous consta-
tons que l’intégrabilité algébrique de F est alors une conséquence de la proposition
suivante.

Proposition 1.22. — Il existe une constante C > 0 telle que∑
m≥0

h0
(
X,Lk ⊗ Symm(F∗)

)
≤ Ckn+r

pour tout k ≥ 0.

Démonstration. — Remarquons tout d’abord que la somme est en fait finie. En effet,
nous pouvons calculer la pente (par rapport à α) du fibré en question :

µmax
α (Lk ⊗ Symm(F∗)) = kL · α−mµmin

α (F)

(d’après le théorème 1.19 et la remarque 1.15). Si m >
kL · α
µmin
α (F)

, la proposition 1.17

donne l’annulation
h0
(
X,Lk ⊗ Symm(F∗)

)
= 0.

Il nous reste à contrôler les sections pour m ≤ kL · α
µmin
α (F)

. Introduisons pour ce faire

P := P(F) la variété des droites projectives du fibré F et notons p : P → X la
projection naturelle. Le fibré tautologique OP(1) a la propriété suivante :

H0
(
X,Lk ⊗ Symm(F∗)

)
= H0

(
P, (p∗L)k ⊗OP(m)

)
.

Il suffit alors de considérer un diviseur ample A sur P vérifiant A ≥ p∗L ainsi que

A ≥ OP(1). Si N = ⌈ L · α
µmin
α (F)

⌉, nous avons alors

h0
(
X,Lk ⊗ Symm(F∗)

)
= h0

(
P, (p∗L)k ⊗OP(m)

)
≤ h0 (P, k(N + 1)A) ≤ Ckn+r−1

pour tout m ≤ Nk. Comme le choix de A et la constante N ne dépendent que de L et
F (et de α), la constante C ne dépend pas de k. En sommant cette dernière inégalité,
nous obtenons ∑

m≥0

h0
(
X,Lk ⊗ Symm(F∗)

)
≤ NCkn+r,
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ce qui est bien l’estimation attendue.

Remarque 1.23. — La démonstration dans le cas général est similaire mais nécessite de
se placer sur l’ouvert X◦ sur lequel F est régulier. En effet, la variété Λ n’est définie
que pour x ∈ X◦ et il faut donc filtrer les sections de Lk par l’ordre d’annulation le
long de X◦. Cela ne pose en réalité aucun problème puisque, les faisceaux considérés
étant réflexifs, leurs sections globales sont déterminées par leur restriction à X◦. Nous
renvoyons à [CP15, §4.1] pour les détails.

1.4.2. Connexité rationnelle des feuilles de F . — Pour compléter la démonstration du
théorème 1.20, il nous reste à établir la connexité rationnelle de feuilles de F . L’approche
proposée dans [CP15] est nouvelle et en fournit une démonstration élégante.

Considérons pour ce faire un modèle φ : X̂ → X sur lequel le feuilletage F̂ s’identifie
au tangent relatif d’une fibration f : X̂ → Y (et nous supposerons comme d’habitude
que les diviseurs f -exceptionnels sont aussi φ-exceptionnels). Raisonnons par l’absurde
et supposons que les fibres générales de f ne sont pas rationnellement connexes. Nous
pouvons alors considérer le quotient rationnel relatif de f :

X X̂
φoo

rX/Y //

f ��@
@@

@@
@@

@ Z

g����
��
��
��

Y.

Remarquons ici que, quitte à remplacer X̂ par un autre modèle birationnel, nous pou-
vons supposer que Z est lisse et que r := rX/Y est un morphisme. Les fibres Zy pour y

général dans Y s’identifiant à la base du quotient rationnel de Xy, elles ont un fibré ca-
nonique pseudo-effectif (conséquence des résultats principaux de [GHS03] et [BDPP13]).
Nous pouvons alors appliquer le corollaire 1.8 : KY/Z −Ram(g) est pseudo-effectif. Or,
nous savons que le feuilletage G := TZ/Y a pour fibré canonique (cf. le paragraphe 1.1) :

KG = KY/Z − Ram(g) + E

avec E un diviseur g-exceptionnel. En particulier, r∗KG s’écrit comme la somme d’un
diviseur pseudo-effectif et d’un diviseur f -exceptionnel, donc φ-exceptionnel. La contra-
diction vient alors du fait que r∗(G) s’identifie à un quotient de F̂ (via la différentielle
de r) et des valeurs des pentes : µmin

φ∗α(F̂) = µmin
α (F) > 0 et

µφ∗α(r
∗G) = −r∗KG · φ∗α

rg(G)
≤ 0.

�

Remarque 1.24. — Si l’on se contente de la conclusion plus faible consistant à affirmer
que les feuilles de F ont un fibré canonique qui n’est pas pseudo-effectif, les aspects de
caractéristique positive disparaissent de la discussion : ceux-ci n’interviennent que pour
exhiber des courbes rationnelles. Dans la démonstration ci-dessus, il suffit en effet de
travailler directement sur la fibration f̂ : X̂ → Y . Comme le lecteur s’en convaincra sans
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peine, la connexité rationnelle des feuilles n’est invoquée que dans la démonstration du
théorème 1.28 et c’est en fait sous cette forme faible (fibré canonique non pseudo-effectif)
qu’elle est utilisée. Les résultats de positivité des quotients du fibré cotangent présentés
dans ce texte sont donc des résultats relevant exclusivement de la caractéristique nulle.

1.5. Conséquences du critère d’intégrabilité algébrique

Le théorème 1.20 permet de caractériser le fait d’être uniréglé par l’existence de
feuilletages particuliers (il s’agit d’une reformulation de [BDPP13]).

Corollaire 1.25. — Une variété projective lisse X est uniréglée si et seulement si il
existe α ∈ Mob(X) telle que µmax

α (TX) > 0.

Démonstration. — Si µmax
α (TX) > 0 (pour une certaine classe mobile α), considérons

alors F le déstabilisant maximal de TX pour α. D’après la remarque 1.15 et le théorème
1.19, nous avons alors :

µmin
α (

2∧
F) = 2µmin

α (F) > µα(F) ≥ µmax
α (TX/F).

Le crochet de Lie
∧2F → TX/F est donc nul d’après la proposition 1.17 et F est bien

un feuilletage à pente minimale (par rapport à α) strictement positive. Le théorème
1.20 s’applique et montre que X est uniréglée.

Pour la réciproque, il suffit de constater que, si X est uniréglée, alors KX n’est pas
pseudo-effectif et il existe donc α ∈ Mob(X) telle que

µα(TX) = − 1

dim(X)
KX · α > 0.

Signalons au passage que la connexité rationnelle se caractérise via la pente minimale
du fibré tangent (la démonstration reposant sur l’existence de courbes rationnelles très
libres dans une variété rationnellement connexe, voir par exemple [Deb01, §4.3]).

Théorème 1.26. — Une variété projective lisse X est rationnellement connexe si et
seulement si il existe α ∈ Mob(X) telle que µmin

α (TX) > 0.

Ce critère d’intégrabilité algébrique fournit également des renseignements sur les
feuilletages purement transcendants. Un feuilletage F sur X est dit purement transcen-
dant s’il ne passe aucune sous-variété algébrique (de dimension strictement positive)
tangente à F par le point général de X.

Corollaire 1.27. — Le fibré canonique KF d’un feuilletage purement transcendant
sur X est pseudo-effectif.
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Démonstration. — Dans le cas contraire, la pente de F par rapport à une classe mobile
α doit être strictement positive. Le déstabilisant maximal G de F par rapport à cette
classe doit alors être un feuilletage : pour une raison de pente, le morphisme

2∧
G −→ F/G

induit par le crochet de Lie doit être nul. Le théorème 1.20 montre alors que G est un
feuilletage algébriquement intégrable et les feuilles de G fournissent des sous-variétés
tangentes à F ce qui constitue une contradiction.

En guise de conclusion à cette première partie, nous énonçons le résultat correspon-
dant au théorème principal dans le cas ∆ = 0.

Théorème 1.28. — Soient X une variété projective lisse, F un feuilletage avec KF
pseudo-effectif et m ≥ 1 un entier. Tout quotient de (F∗)⊗̂m a alors un déterminant
pseudo-effectif.
En particulier, si KX est pseudo-effectif, tout quotient de (Ω1

X)
⊗m a un déterminant

pseudo-effectif.

Démonstration. — Supposons par l’absurde que µmax
α (F ⊗̂m) = mµmax

α (F) > 0. Le
déstabilisant maximal G de F pour la classe α est alors un feuilletage (comme dans
la démonstration du corollaire 1.27) de pente minimale positive : G est donc algébrique-
ment intégrable d’après le théorème 1.20. Quitte à modifier X, nous supposerons que G
est donné par une fibration f : X → Z. Comme G = TX/Z est tangent à F , le feuilletage
F descend (11) en un feuilletage H sur Z (voir par exemple [LPT11, lem. 2.4] ou encore
[SCT09, lem. 2.9]). Soient alors z ∈ Z un point général de Z et V un voisinage de z sur
lequel H est régulier (et donc le faisceau correspondant trivial). Si F désigne la fibre
générale de f au-dessus de z et U = f−1(V ) un voisinage de celle-ci, nous avons alors :

0 −→ G|U −→ F|U −→ O⊕q
U −→ 0

pour un certain entier q. En particulier, ceci montre que (KF)|F ≃ (KG)|F ≃ KF mais
ceci est impossible : (KF)|F est pseudo-effectif alors que KF ne l’est pas car F est
rationnellement connexe d’après le théorème 1.20.

Ce théorème montre en particulier que, si KX est pseudo-effectif, tout feuilletage
(algébriquement intégrable ou non) a un fibré canonique pseudo-effectif : la conclusion
du théorème 1.6 est donc encore valable sans l’hypothèse d’intégrabilité algébrique
dans le cas ∆ = 0. Un des objectifs de la partie suivante va consister à généraliser ce
phénomène au cas ∆ ̸= 0.

11. Remarquons que l’intégrabilité est essentielle pour pouvoir affirmer que F provient de Z.
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2. FIBRÉ (CO)TANGENT ADAPTÉ À UNE STRUCTURE
ORBIFOLDE

Nous allons introduire ici un « fibré (co)tangent » associé à une paire (X,∆). Les
guillemets reflètent le fait que ce fibré n’est pas défini sur X mais sur un revêtement
de X vérifiant certaines conditions de compatibilité avec le diviseur ∆. Parallèlement
au théorème 1.28, le fibré cotangent orbifolde va hériter des propriétés de positivité du
Q-diviseur KX +∆ : c’est le contenu du théorème 2.9 ci-dessous.

2.1. Revêtement ∆-adapté

Nous commençons par introduire quelques notations qui seront omniprésentes dans
cette partie. Rappelons qu’une orbifolde est la donnée d’une paire log-lisse (X,∆) avec
X lisse, le support de ∆ à croisements normaux et les coefficients de ∆ étant des
rationnels compris entre 0 et 1. Un tel diviseur s’écrit donc de manière unique :

∆ =
∑
i∈I

(1− bi
ai
)∆i

avec les conventions suivantes :
– si 1− bi

ai
< 1, les entiers ai et bi sont premiers entre eux et vérifient 0 < bi < ai ;

– si 1− bi
ai

= 1, nous posons ai = 1 et bi = 0.

La terminologie orbifolde est en partie motivée par le fait que les objets que nous allons
définir « vivent » sur des revêtements adaptés au diviseur ∆.

Définition 2.1. — Un revêtement adapté à la paire (X,∆) (ou encore ∆-adapté) est
la donnée d’un revêtement ramifié (plat) et galoisien π : Y → X vérifiant les conditions
suivantes :

1. Y est une variété projective lisse ;

2. π ramifie exactement à l’ordre ai au-dessus de ∆i : on a une décomposition
π∗(∆i) =

∑
j∈J(i) aiD

(i)
j ;

3. le support du diviseur π∗(∆)+Ram(π) est à croisements normaux, ainsi que celui
du lieu de branchement.

Remarque 2.2. — Nous pouvons remarquer que seuls les entiers ai jouent un rôle dans la
définition ci-dessus. De plus, remarquons que la condition 2 dans la définition ci-dessus
signifie que π ne ramifie pas au-dessus des composantes ayant coefficient 1 dans ∆.

Il est bien connu que de tels revêtements existent, voir par exemple [Laz04, prop. 4.1.12].

Proposition 2.3. — Toute orbifolde (X,∆) possède des revêtements ∆-adaptés.

Ces revêtements ont une description locale extrêmement simple qui aura l’avantage
de rendre les calculs aussi transparents que possible.
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Proposition 2.4. — Soient π : Y → X un revêtement ∆-adapté et y ∈ Y un point
quelconque. Il existe alors un voisinage y ∈ U invariant par Gy (le groupe d’isotropie
de y) et des coordonnées (w1, . . . , wn) centrées en y ( resp. (z1, . . . , zn) centrées en π(y))
tels que l’application π ait la description suivante :

π(w1 . . . , wn) = (wa1
1 , . . . , wak

k , wk+1, . . . , wn−j, w
mj

n−j+1, . . . , w
m1
n ).

Dans l’écriture ci-dessus, nous avons bien entendu supposé que π({wi = 0}) ⊂ ∆i pour
tout i = 1 . . . k et que ∪ℓ=1...j{wn−ℓ+1 = 0} ⊂ Ram(π) \ π−1(∆).

2.2. Fibré cotangent orbifolde associé à un revêtement

Nous commençons par définir le fibré cotangent orbifolde : celui-ci a pour mission de

donner un sens aux symboles formels
dzi

z
(1−bi/ai)
i

. Pour cela, nous adoptons le point de

vue de Miyaoka [Miy08, p. 412]. Considérons alors π : Y → X un revêtement ∆-adapté
et introduisons l’application de résidu sur la variété X :

Ω1
X(log(⌈∆⌉)) res−→

⊕
i∈I

O∆i
→ 0.

Nous pouvons prendre son image réciproque par π∗ :

π∗Ω1
X(log(⌈∆⌉)) π∗res−−−→

⊕
i∈I

Oπ∗(∆i) → 0.

Remarquons maintenant que, pour tout i ∈ I, l’expression D
(i)
Y :=

1

ai
π∗(∆i) définit

un diviseur entier qui vérifie de plus biD
(i)
Y ≤ π∗(∆i). En particulier, l’application de

passage au quotient
Oπ∗(∆i) � O

biD
(i)
Y

est licite.

Définition 2.5. — Le faisceau cotangent orbifolde associé à π est par définition le
sous-faisceau de π∗Ω1

X(log(⌈∆⌉)) rendant exacte la suite :

(3) 0 −→ Ω1(π,∆) −→ π∗Ω1
X(log(⌈∆⌉)) π∗res−−−→

⊕
i∈I

O
biD

(i)
Y

−→ 0.

Ce faisceau est donc clairement stable sous l’action de G = Gal(π).

Ce faisceau est noté π∗Ω1(X,∆) dans [CP13, CP15]. Nous avons opté pour la notation
ci-dessus pour insister sur le fait que celui-ci n’existe que sur l’espace total de π. De
plus, comme π ne dépend de ∆ qu’à travers les ai, ∆ réapparaît dans la notation pour
tenir compte des bi (ordre d’annulation des sections du cotangent orbifolde le long de
π∗(∆i)).

Remarque 2.6. — Par définition, nous avons donc une chaîne d’inclusions :

π∗Ω1
X ⊂ π∗Ω1

X(log(⌊∆⌋)) ⊂ Ω1(π,∆) ⊂ π∗Ω1
X(log(⌈∆⌉)).
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Remarque 2.7. — Dans des coordonnées adaptées au diviseur ∆, nous pouvons donner
une description explicite des générateurs locaux de Ω1(π,∆). En effet, en utilisant les
notations de la proposition 2.4, il est immédiat de constater que Ω1(π,∆) est localement
engendré par :

(wb1−1
1 dw1, . . . , w

bk−1
k dwk, dwk+1, . . . , dwn−j, w

mj−1
n−j+1dwj+1, . . . , w

m1−1
n dwn).

En particulier, le faisceau Ω1(π,∆) est localement libre et c’est pourquoi nous l’appelons
fibré cotangent orbifolde.

Comme mentionné ci-dessus, le cotangent orbifolde est donc bien engendré par les

images réciproques des formes multivaluées
dzi

z
(1−bi/ai)
i

.

Remarque 2.8. — Une fois définie la notion de fibré cotangent orbifolde, il est naturel
d’en considérer les puissances tensorielles Ω1(π,∆)⊗m, symétriques Symm(Ω1(π,∆)) ou
alternées Ωp(π,∆) :=

∧pΩ1(π,∆). En particulier, le fibré Ω1(π,∆) a pour déterminant :

det(Ω1(π,∆)) = Ωn(π,∆) = π∗(KX +∆).

C’est une conséquence immédiate de la suite exacte (3).

Le résultat principal de [CP15] est une extension au cas orbifolde du théorème 1.28.

Théorème 2.9. — Soient (X,∆) une orbifolde lisse avec KX + ∆ pseudo-effectif et
π : Y → X un revêtement ∆-adapté. Le fibré Ω1(π,∆) a alors la propriété suivante :
pour tout entier m ≥ 1, toute classe mobile α ∈ Mob(X) et pour tout quotient

Ω1(π,∆)⊗m � Q,

la pente de Q par rapport à π∗α est positive µπ∗α(Q) ≥ 0.

Les paragraphes suivants vont être consacrés à la démonstration du théorème ci-
dessus, démonstration qui va nécessiter une étude détaillée de certains sous-faisceaux
du fibré tangent orbifolde.

2.3. Fibré tangent orbifolde et caractérisation de ses sections

Définition 2.10. — Le fibré tangent orbifolde associé à π est le dual du fibré cotangent
orbifolde et est noté T (π,∆). Il s’insère dans la suite d’inclusions :

π∗TX(− log(⌈∆⌉)) ⊂ T (π,∆) ⊂ π∗TX(− log(⌊∆⌋)) ⊂ π∗TX .

Il est de plus engendré localement par les éléments :

(wa1−b1
1 ∂1, . . . , w

ak−bk
k ∂k, ∂k+1, . . . , ∂n−j, ∂n−j+1, . . . , ∂n),

où nous avons noté ∂ℓ := π∗(
∂

∂zℓ
).
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Remarque 2.11. — Les expressions des générateurs locaux rapportées dans la remarque
2.7 et la définition 2.10 peuvent sembler asymétriques. Cela vient du fait que, lorsque
nous identifions (par exemple) π∗Ω1

X à un sous-faisceau de Ω1
Y , nous faisons implicite-

ment intervenir l’action de la différentielle dπ. Ce n’est plus le cas lorsque nous nous
plaçons sous l’angle du fibré tangent : l’écriture π∗TX désigne bel et bien l’image réci-
proque du fibré tangent par l’application π (et dans cette situation duale, c’est le fibré
TY qui apparaît comme un sous-faisceau de π∗TX via la différentielle de π).

Il est intéressant de noter que, d’une certaine manière, les sections du fibré tangent
orbifolde associé à π admettent une caractérisation provenant de X. Pour cela, consi-
dérons des coordonnées adaptées comme celles provenant de la proposition 2.4 et v une
section locale de π∗TX . L’action du groupe d’isotropie local se faisant par multiplication
par des racines de l’unité, nous en déduisons facilement que v admet une décomposition
unique de la forme :

(4) v =
∑
I∈I

wIπ∗(vI)

où vI est un champ de vecteurs défini localement sur X et I est l’ensemble des multi-
indices I = (i1, . . . , in) vérifiant les conditions :

0 ≤ iℓ < max(bℓ, 1) pour ℓ = 1 . . . k,

0 ≤ in−ℓ+1 < mℓ pour ℓ = 1 . . . j,

iℓ = 0 sinon.

De ce fait, pour chaque multi-indice I, on peut décomposer vI sous la forme

(5) vI =
n∑

j=1

g
(I)
j (z)

∂

∂zj
.

Nous pouvons alors énoncer une caractérisation de T (π,∆).

Proposition 2.12. — La section locale v vérifie v ∈ T (π,∆) si et seulement si g(I)j

est divisible par zj dès que ij < aj − bj (pour tout j = 1 . . . k).

Démonstration. — Il suffit de vérifier l’appartenance en codimension 1 et nous pouvons
donc supposer que π est de la forme π(w1, . . . , wn) = (wa1

1 , w2, . . . , wn). Nous nous
ramenons donc à un calcul en une variable. Soit donc une décomposition comme en (4)

v =
a−1∑
i=0

wiπ∗(vi)

avec l’analogue de (5) : vi = zαifi
∂

∂z
(et αi est exactement l’ordre d’annulation en 0

de vi). En combinant les deux expressions ci-dessus, on en déduit que

v =
a−1∑
i=0

wi+aαifi(w
a)π∗ ∂

∂z
.
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Comme l’appartenance à T (π,∆) se traduit par l’annulation de v à l’ordre a− b, nous
en déduisons que v ∈ T (π,∆) si et seulement si aαi+ i ≥ a− b pour tout i = 0 . . . a−1.
Ceci se traduit bien par αi = 1 si et seulement si i < a− b.

2.4. ∆-Feuilletages

Nous allons nous intéresser ici à certains sous-faisceaux du fibré tangent orbifolde
que nous appellerons ∆-feuilletages et établir une correspondance entre ceux-ci et les
feuilletages sur X. Si FX ⊂ TX est un sous-faisceau du fibré tangent, nous pouvons
considérer F := T (π,∆) ∩ π∗FX : c’est un sous-faisceau G-stable et saturé de T (π,∆).
Commençons par remarquer que la correspondance est bijective.

Lemme 2.13. — Soit π : Y → X un revêtement fini et galoisien de groupe G entre
variétés lisses et soit E un faisceau sans torsion sur X. Si F ⊂ π∗E est un sous-faisceau
saturé et G-stable, il existe alors FX un sous-faisceau saturé de E tel que F = π∗FX .

Démonstration. — En effet, pour tout faisceau sans torsion H sur Y muni d’une action
de G, nous pouvons considérer le faisceau (12) πG

∗ H des sections G-invariantes de H et
il est aisé de vérifier que le morphisme naturel

π∗(πG
∗ H) −→ H

est une injection de faisceaux. Sur le lieu où π est étale, ce morphisme est un isomor-
phisme et le noyau est donc un faisceau de torsion. Or, par platitude de π, le caractère
sans torsion de H se propage à π∗(πG

∗ H) et le morphisme en question est bien injec-
tif. Il suffit alors d’appliquer cette remarque à la situation F ⊂ π∗E avec un quotient
Q = π∗E/F sans torsion. Nous avons alors (par platitude de π) :

0 // F // π∗E // Q // 0

0 // π∗(πG
∗ F) //
?�

OO

π∗E // π∗(πG
∗ Q).
?�

OO

Par exactitude du diagramme ci-dessus, nous pouvons conclure que, dans cette situation,
F = π∗(FX) avec FX := πG

∗ (F). Une fois encore, le fait que FX soit saturé dans E est
une conséquence de la platitude de π.

Considérons alors F ⊂ T (π,∆) un sous-faisceau G-invariant et saturé dans T (π,∆).
Notons F s son saturé dans π∗TX . Comme ce dernier est encore G-invariant, nous pou-
vons lui appliquer le lemme 2.13 et en déduire que F s = π∗(FX) pour un certain
sous-faisceau FX (saturé) de TX . Sur la variété X, nous disposons du crochet de Lie
qui induit un morphisme OX-linéaire :

LFX
:

2∧
FX

[·,·]−→ TX/FX .

12. Signalons au passage que le foncteur πG
∗ est exact (voir par exemple [GKKP11, lem. A.3]).
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Nous pouvons considérer l’image réciproque de cette application par π et nous en dé-
duisons un morphisme OY -linéaire :

(6) LFs := π∗LFX
:

2∧
F s −→ π∗TX/F s.

Le lemme suivant (dont nous reportons la démonstration à la fin du présent paragraphe)
est crucial et montre que la restriction de cette application à F vérifie une propriété
similaire à celle du crochet de Lie sur X.

Lemme 2.14. — La restriction de LFs à F a son image dans T (π,∆)/F :∧2 F � � //

**UUU
UUUU

UUUU
UUUU

UUUU
∧2 F s

LFs
// π∗TX/F s

T (π,∆)/F .
?�

OO

Remarque 2.15. — Comme nous avons supposé F saturé dans T (π,∆), nous avons bien
l’identification

F = T (π,∆) ∩ F s

ainsi que l’inclusion entre les quotients T (π,∆)/F et π∗TX/F s.

Le lemme 2.14 motive la définition suivante.

Définition 2.16. — Un sous-faisceau F ⊂ T (π,∆) G-stable et saturé dans T (π,∆)

sera appelé un ∆-feuilletage si l’application induite par le crochet de Lie
2∧
F −→ T (π,∆)/F

est nulle.

La correspondance annoncée au début de ce paragraphe est alors résumée dans la
proposition suivante.

Proposition 2.17. — Soient F ⊂ T (π,∆) un ∆-feuilletage et F s son saturé dans
π∗TX . Il existe alors un sous-faisceau FX ⊂ TX vérifiant :

1. F s = π∗FX avec FX saturé dans TX .

2. FX est stable par crochet de Lie : FX définit un feuilletage sur X.

3. Les fibrés canoniques de F et FX vérifient : KF := det(F∗) = π∗(KFX
+∆hor).

Démonstration. — Le premier point n’étant autre que la conclusion du lemme 2.13,
concentrons-nous sur les points restants. Le lemme 2.14 montre que l’application induite
par le crochet de Lie

LFs :
2∧
F s −→ π∗TX/F s
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est génériquement nulle puisque nulle sur
∧2F . Le quotient π∗TX/F s étant sans torsion,

l’application ci-dessus est donc identiquement nulle et cela signifie exactement que FX

est stable par crochet de Lie.
Il nous reste à relier les fibrés canoniques de FX et de F . Pour cela, nous utilisons le

point de vue des formes comme rappelé dans le paragraphe 1.1 : le feuilletage FX est
donné par une section

ω ∈ H0(X,Ωq
X ⊗ det(NFX

))

dont le lieu des zéros est de codimension au moins deux dans X. Le fibré canonique de
F = π∗(FX) ∩ T (π,∆) sera alors linéairement équivalent à

(7) det(Ω1(π,∆)) + π∗ det(NFX
)− Z(ωF)

où Z(ωF) est la partie divisorielle des zéros de ωF := π∗(ω) vue comme une section de
Ωq(π,∆)⊗ π∗ det(NFX

). Une fois cette observation faite, le calcul est aisé :

1. au-dessus d’une composante transverse à FX , la forme ωF ne s’annule pas en
codimension 1 ;

2. au-dessus d’un point général du lieu de branchement de π qui n’est pas sur ∆,
la forme ne s’annule pas non plus (car Ωq(π,∆) prend en compte la ramification
additionnelle) ;

3. si ∆1 = {z1 = 0} est une composante invariante par FX , la forme ω s’écrit alors

ω = dz1 ∧ dz2 ∧ · · · ∧ dzq

(et π ne ramifie pas au-dessus de zj, j = 2 . . . q). Nous avons alors :

ωF = wa1−1
1 dw1 ∧ dw2 ∧ · · · ∧ dwq = wa1−b1

1

(
wb1−1

1 dw1 ∧ dw2 ∧ · · · ∧ dwq

)
où l’élément entre parenthèses est une section de Ωq(π,∆).

Au vu de la formule (7), le canonique de F est donné par :

KF =
∑

∆i⊂∆inv

π∗((
bi
ai

− 1)∆i) + det(Ω1(π,∆)) + π∗ det(NFX
)

= π∗(−∆inv +KX +∆+ det(NFX
)) = π∗(KFX

+∆hor).

Nous remercions Stéphane Druel de nous avoir communiqué cette dernière observation.
Avant de clore ce paragraphe, nous devons encore démontrer le lemme 2.14. La subti-

lité vient de ce que l’on peut définir localement un relèvement du crochet de Lie à π∗TX

tout entier mais il faut bien prendre garde au fait que cette opération ne se recolle
absolument pas puisqu’elle dépend d’un choix de base (locale) de OY sur OX . Nous
nous plaçons donc dans des coordonnées adaptées à π (données par la proposition 2.4)
et définies sur un ouvert (13) U ⊂ Y .

13. Pour la topologie usuelle.
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Définition 2.18. — Soient u et v deux sections locales de (π∗TX)|U et écrivons leur
décomposition comme en (4) ci-dessus :

u =
∑
I∈I

wIπ∗(uI) et v =
∑
I∈I

wIπ∗(vI).

Nous posons alors :
Lloc

π (u, v) =
∑
I,J∈I

wI+Jπ∗ ([uI , vJ ]) .

Malgré la lourdeur des notations, nous insistons sur la restriction des faisceaux consi-
dérés à l’ouvert U pour bien garder en mémoire que cette opération a un caractère
éminemment local.

Lemme 2.19. — L’application Lloc
π est un relèvement local C-linéaire

Lloc
π : (π∗TX)|U × (π∗TX)|U −→ (π∗TX)|U

du morphisme OY -linéaire LFs défini en (6) pour tout faisceau F s = π∗(FX).

Démonstration. — Là encore, en raisonnant coordonnées par coordonnées, on peut se
limiter au cas de π(w1, . . . , wn) = (wa

1 , w2, . . . , wn) et il suffit de vérifier que

Lloc
π (wk

1π
∗(uX), π

∗(vX)) = wk
1Lloc

π (π∗(uX), π
∗(vX)) mod π∗FX

pour tout k ≥ 0. Pour cela, effectuons la division euclidienne de k par a et écrivons
k = aq + r. Il vient alors :

Lloc
π (wk

1π
∗(uX), π

∗(vX)) = Lloc
π (waq+r

1 π∗(uX), π
∗(vX)) = Lloc

π (wr
1π

∗(zq1uX), π
∗(vX))

= wr
1π

∗[zq1uX , vX ] = wr
1π

∗ (zq1[uX , vX ] + φuX)

= wr+aq
1 Lloc

π (π∗(uX), π
∗(vX)) + wr

1π
∗(φuX)

avec φ = vX(z
q
1) une fonction sur X. Ceci montre bien le résultat.

Il nous reste à montrer que le fibré tangent orbifolde est fermé pour cette opération.

Proposition 2.20. — Le fibré T (π,∆)|U ⊂ (π∗TX)|U est stable par Lloc
π :

Lloc
π

(
T (π,∆)|U × T (π,∆)|U

)
⊂ T (π,∆)|U .

Démonstration. — Nous allons exploiter la caractérisation obtenue à la proposition
2.12. Soit donc u et v deux sections locales de T (π,∆) que nous écrivons

u =
∑
I∈I

wIπ∗(uI) et v =
∑
J∈I

wJπ∗(vJ).

D’après la proposition 2.12, les champs de vecteurs uI et vJ s’écrivent

uI =
n∑

j=1

z
αI,j

j f
(I)
j

∂

∂zj
et vJ =

n∑
j=1

z
βJ,j

j g
(J)
j

∂

∂zj
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avec αI,j = 1 dès que I(j) < aj − bj (resp. βJ,j = 1 dès que J(j) < aj − bj). Or,
l’expression du crochet de Lie de u et v s’écrit :

Lloc
π (u, v) =

∑
I,J∈I

wI+Jπ∗([uI , vJ ])

=
∑
I,J∈I

wI+Jπ∗

(
n∑

j,k=1

[z
αI,j

j f
(I)
j

∂

∂zj
, z

βJ,k

k g
(J)
k

∂

∂zk
]

)
et il nous faut donc vérifier que le crochet de Lie vérifie les bonnes conditions d’annu-
lation. Mais c’est évident puisque

[z
αI,j

j f
(I)
j

∂

∂zj
, z

βJ,k

k g
(J)
k

∂

∂zk
] =


z
αI,j

j z
βJ,k

k

∂f
(I)
j

∂zk
g
(J)
k

∂
∂zj

− z
αI,j

j z
βJ,k

k
∂g

(J)
k

∂zj
f
(I)
j

∂
∂zk

si j ̸= k

z
αI,j+βJ,j−1
j h

(I,J)
j

∂
∂zj

sinon

où h
(I,J)
j est la fonction :

h
(I,J)
j = g

(J)
j

(
αI,jf

(I)
j + z

αI,j

j

∂f
(I)
j

∂zj

)
− f

(I)
j

(
βJ,jg

(J)
j + z

βJ,j

j

∂g
(J)
j

∂zj

)
.

Démonstration du lemme 2.14. — Il s’agit de la combinaison du lemme 2.19 et de la
proposition 2.20.

2.5. Démonstration du théorème principal et conséquences

Nous avons maintenant effectué tous les préparatifs nécessaires à la

Démonstration du théorème 2.9. — Raisonnons par l’absurde et supposons que
Ω1(π,∆)⊗m admette un quotient dont la pente est strictement négative par rap-
port à une classe mobile π∗α. Par dualité, cela signifie µmax

π∗α (T (π,∆)⊗m) > 0 et le
théorème 1.19 montre qu’il en est de même pour T (π,∆). Considérons alors le désta-
bilisant maximal F ⊂ T (π,∆) pour cette classe π∗α. Par unicité, le faisceau F est
donc saturé dans T (π,∆) et G-stable. De plus, toujours pour des raisons de pentes par
rapport à π∗α, tout morphisme

2∧
F −→ T (π,∆)/F

doit être nul. Nous pouvons donc appliquer la proposition 2.17 : le saturé F s de F
dans π∗TX s’écrit donc comme l’image réciproque F s = π∗(FX) avec FX un feuilletage
sur X. D’autre part, en utilisant la remarque 1.16, nous obtenons la suite d’inégalité
des pentes

µmin
α (FX) ≥ µmin

π∗α(F s) ≥ µmin
π∗α(F) > 0,

ce qui montre que le théorème 1.20 s’applique : FX est algébriquement intégrable.
Comme nous avons supposé que KX+∆ est pseudo-effectif, le théorème 1.6 nous permet
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d’affirmer que KFX
+∆hor l’est également. Nous aboutissons ainsi à une contradiction

puisque, à nouveau d’après la proposition 2.17,

0 > π∗α ·KF = π∗α · π∗(KFX
+∆hor) = deg(π)α · (KFX

+∆hor) ≥ 0.

Comme annoncé plus haut dans ce texte, le théorème 2.9 permet de montrer que la
conclusion du théorème 1.6 reste vraie sans l’hypothèse d’intégrabilité algébrique.

Corollaire 2.21. — Si (X,∆) est une orbifolde avec KX + ∆ pseudo-effectif, alors
le fibré canonique tordu KF +∆hor est pseudo-effectif pour tout feuilletage F sur X.

Démonstration. — Le ∆-feuilletage F∆ := T (π,∆)∩π∗F fournit (par passage au dual)
un quotient de Ω1(π,∆) et nous pouvons appliquer le théorème 2.9 : KF∆

·π∗α ≥ 0 pour
toute classe mobile α. D’après la proposition 2.17, le fibré canonique de F∆ est donné
par KF∆

= π∗(KF +∆hor) et l’inégalité ci-dessus devient : deg(π)(KF +∆hor) · α ≥ 0

et le diviseur KF +∆hor est donc bien pseudo-effectif.

Le théorème 2.9 permet également d’établir un critère assurant qu’une paire est de
type général, critère qui sera exploité dans la troisième et dernière partie.

Théorème 2.22. — Soit (X,∆) une orbifolde et supposons qu’il existe F un faisceau
sur X avec det(F) big (14) et un revêtement ∆-adapté muni d’une injection :

π∗F ↪→ Ω1(π,∆)⊗m

pour un certain entier m ≥ 1. La paire (X,∆) est alors de log-type général.

Démonstration. — Si nous savons montrer que KX +∆ est pseudo-effectif, la démons-
tration est alors immédiate. En effet, dans cette situation, le quotient

Q := Ω1(π,∆)⊗m/π∗F

vérifie alors µπ∗α(Q) ≥ 0. Mais nous avons alors :

Nπ∗(KX +∆) = det(Ω1(π,∆)⊗m) = det(π∗F) + det(Q) = π∗ det(F) + det(Q)

avec N := mnm−1. Pour tout α classe mobile sur X, nous en déduisons :

deg(π) (N(KX +∆)− det(F)) · α = π∗ (N(KX +∆)− det(F)) · π∗α

= rg(Q)µπ∗α(Q) ≥ 0.

Cela montre que la différence N(KX + ∆) − det(F) est pseudo-effective et donc que
KX +∆ est big.

Considérons alors H un diviseur ample sur X et le seuil suivant :

τ := inf {t > 0 | KX +∆+ tH ∈ Psef(X)} .

14. Un fibré en droites L sur X est dit big si κ(L) = dim(X). La terminologie, qu’elle soit francophone
ou anglophone, n’est pas pleinement satisfaisante.
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Si (tk)k≥1 est une suite de rationnels qui converge vers τ , nous pouvons considérer pour
chaque valeur de k un revêtement ∆k := ∆ + tkH-adapté qui de plus domine π. Nous
sommes donc dans la situation

Yk

πk //

  @
@@

@@
@@

X

Y

π

??~~~~~~~~

où πk factorise à travers π. En particulier, nous avons π∗
kF ⊂ Ω1(πk,∆k)

⊗m. Le même
calcul que celui effectué ci-dessus montre que

N(KX +∆k)− det(F)

est pseudo-effectif et, en passant à la limite, le diviseur

N(KX +∆+ τH)− det(F)

est également pseudo-effectif (le cône Psef(X) est fermé). Le diviseur KX +∆+ τH est
donc big et, par définition de τ , cela implique que le seuil τ doit être nul : le diviseur
KX +∆ est donc bien big également.

L’observation du fait que le théorème 2.9 permet d’éviter le recours aux résultats de
finitude de [BCHM10] est due à Behrouz Taji.

Remarque 2.23. — Il est important de souligner ici l’importance du cadre orbifolde, im-
portance qui apparaît pleinement dans la démonstration ci-dessus. En effet, le théorème
2.22 peut s’énoncer dans les cas classiques ∆ = 0 ou ∆ réduit et l’aspect orbifolde est
alors absent, aussi bien des hypothèses que de la conclusion. Cependant, la démonstra-
tion montre qu’il est primordial d’élargir le cadre classique et d’autoriser des coefficients
rationnels pour les composantes de ∆.

Notons que ce résultat peut se reformuler en termes de fibrés sur X. En effet, consi-
dérons les sections invariantes :

SmΩp
X(∆) := πG

∗ (SymmΩp(π,∆)) et TmΩp
X(∆) := πG

∗
(
Ωp(π,∆)⊗m

)
.

Ces faisceaux ont été considérés dans [Cam11, §2.5] : il n’est pas difficile de constater
qu’ils sont localement libres et d’en exhiber des générateurs locaux (cf. loc. cit.). En
particulier, ces faisceaux ne dépendent pas du revêtement ∆-adapté π utilisé pour les
définir. Le théorème 2.22 peut se réécrire de la façon suivante.

Corollaire 2.24. — Soient (X,∆) une orbifolde et F un faisceau avec det(F) big
sur X. S’il existe un entier m ≥ 1 et une injection de faisceaux :

F ↪→ TmΩ1
X(∆),

l’orbifolde (X,∆) est alors de type général.



1105–27

Remarque 2.25. — Il faut cependant garder en mémoire que, même si KX + ∆ est
pseudo-effectif, les faisceaux TmΩ1

X(∆) ne vérifient pas la conclusion du théorème 2.9.
En effet, la structure orbifolde sur P1 composée de 4 points affectés de multiplici-
tés 2 a un fibré canonique trivial. En revanche, il est immédiat de constater que
T1Ω1

P1(∆) = Ω1
P1 et n’est donc pas pseudo-effectif.

3. FIBRATION DU CŒUR ET APPLICATION AUX FAMILLES DE
VARIÉTÉS CANONIQUEMENT POLARISÉES

Il est bien entendu impossible de résumer les articles [Cam04] et [Cam11] en quelques
pages. Nous souhaitons donner ici un aperçu des principes de classification des variétés
projectives envisagées dans les travaux de F. Campana. Ceux-ci sont en grande partie
condensés dans l’existence d’une fibration canoniquement associée à toute variété (ou
orbifolde) et qui la scinde en deux géométries antithétiques : les fibres sont spéciales
alors que la base est de type général. L’utilisation de cette fibration permettra également
une formulation unifiée des conjectures de Viehweg et Campana concernant les familles
de variétés canoniquement polarisées.

3.1. Orbifoldes spéciales et fibration du cœur

3.1.1. Faisceaux différentiels et dimension canonique orbifolde. — Nous définissons
dans un premier temps une dimension de Kodaira prenant en compte la présence d’une
structure orbifolde.

Définition 3.1. — Soient (X,∆) une orbifolde et L ⊂ Ωp
X un faisceau saturé de

rang 1 (un tel faisceau sera appelé faisceau différentiel). La dimension canonique (ou
de Kodaira) de L relativement à la structure orbifolde ∆ est par définition :

κ∆(X,L) := κ(Y, (π∗L)sat)

où π : Y → X est un revêtement ∆-adapté et où la saturation se réfère au faisceau
Ωp(π,∆).

Exemple 3.2. — Pour L := KX , nous obtenons κ∆(X,KX) = κ(X,KX + ∆). Nous
noterons également κ(X,∆) cette quantité.

Remarque 3.3. — Si ∆1 ≤ ∆2 sont deux structures orbifoldes dont la différence est
effective, les dimensions canoniques d’un faisceau différentiel L vérifient naturellement :
κ∆1(X,L) ≤ κ∆2(X,L). Il est en effet possible de choisir un revêtement adapté pour
∆2 qui en domine un adapté pour ∆1.

Cette notion de dimension canonique est particulièrement adaptée à l’étude des fi-
brations définies sur X. En effet, si f : X 99K Z est une fibration rationnelle avec Z

lisse, il existe un sous-faisceau de rang 1 de Ωp
X avec p = dim(Z) et qui coïncide avec

f ∗KZ au point général de X : si φ : X̂ → X est une modification rendant f̂ : X̂ → Z
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régulière, l’expression Lf = φ∗(f̂
∗KZ))

sat ⊂ Ωp
X définit bien un sous-faisceau de rang 1

de Ωp
X qui ne dépend pas des modèles birationnels choisis (que ce soit pour X̂ ou Z).

Définition 3.4. — Dans la situation ci-dessus, nous posons κ∆(f) := κ∆(X, Lf ). Si
κ∆(f) = dim(Z), nous dirons que f est de type général.

Il est remarquable de noter que le fibré Lf est en quelque sorte l’image réciproque
du fibré canonique d’une certaine structure orbifolde sur Z (et ces considérations inter-
viennent même dans le cas ∆ = 0). Pour que cette construction ait un sens, il convient
d’abord de se placer sur un bon modèle de la fibration f . Nous renvoyons à [Cam11,
§4.1] pour les détails concernant l’énoncé suivant.

Proposition 3.5. — Si f : X 99K Z est une fibration rationnelle et ∆ une structure
orbifolde sur X, il existe alors un modèle birationnel de Z (toujours noté Z) et une
structure orbifolde ∆Z := ∆Z(f,∆) sur Z qui de plus vérifie

κ(Z,∆Z) = κ∆(f).

La paire (Z,∆Z) sera appelée la base orbifolde de f induite par ∆.

Finissons cette discussion avec le résultat suivant qui établit une borne sur la dimen-
sion canonique des faisceaux différentiels ainsi qu’une correspondance entre certains de
ces derniers et fibrations de type général.

Théorème 3.6. — Soient (X,∆) une orbifolde et L ⊂ Ωp
X un faisceau différentiel. La

dimension de Kodaira orbifolde de L vérifie

κ∆(X,L) ≤ p

et, dans le cas d’égalité, il existe une fibration de type général f : X 99K Z telle que
L = Lf .

Ce résultat [Cam11, cor. 3.13] est une généralisation au cas orbifolde d’un théorème
dû à Bogomolov [Bog78] dans le cas ∆ = 0.

3.1.2. Orbifoldes spéciales : définitions et exemples. — Nous pouvons maintenant don-
ner la définition d’une orbifolde spéciale.

Définition 3.7. — Une orbifolde (X,∆) est dite spéciale si, pour toute fibration ra-
tionnelle f : X 99K Z (avec dim(Z) > 0), l’inégalité suivante est vérifiée :

κ∆(f) < dim(Z).

En d’autres termes, (X,∆) est spéciale si elle n’admet pas de fibrations de type général.

Remarque 3.8. — Le théorème 3.6 montre qu’une orbifolde (X,∆) est spéciale si et
seulement si κ∆(X,L) < p pour tout faisceau différentiel L sur X.

Exemple 3.9. — Il est immédiat de vérifier qu’une courbe (C,∆) de genre g est spéciale
si et seulement si 2g − 2 + deg(∆) ≤ 0. En particulier, dans le cas où ∆ est réduit, les
courbes orbifoldes spéciales sont exactement P1, C, C∗ et les courbes elliptiques.
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Le théorème suivant est une conséquence du théorème de faible positivité 1.7 et
généralise les résultats classique de [Vie83, Kaw81]. Il va nous permettre en particulier
d’exhiber de nouveaux exemples d’orbifoldes spéciales (mais il est aussi un des outils
essentiels de la construction du cœur).

Théorème 3.10. — Si f : (X,∆) 99K Z est une fibration de type général, les dimen-
sions canoniques vérifient l’inégalité :

κ(X,∆) ≥ κ(Xz,∆z) + dim(Z)

où κ(Xz,∆z) désigne la restriction de la structure orbifolde ∆ à la fibre générale de f .

Remarque 3.11. — Il est établi dans [Cam11, th. 9.17] qu’une fibration de type général
est automatiquement presque holomorphe (son lieu d’indétermination ne rencontre pas
la fibre générale) et la fibre générale (Xz,∆z) est donc bien définie.

Voici les nouvelles classes d’exemples annoncées ci-dessus.

Exemple 3.12. — Une orbifolde (X,∆) vérifiant κ(X,∆) = 0 est spéciale. Une orbifolde
(X,∆) de Fano (c’est-à-dire avec −(KX +∆) ample) est également spéciale.

Démonstration. — Si f : (X,∆) 99K Z est une fibration de type général dont l’espace
total vérifie κ(X,∆) = 0, les fibres générales ont également une dimension canonique
positive : κ(Xz,∆z) ≥ 0. Mais ceci est incompatible avec la sur-additivité énoncée dans
le théorème 3.10 si dim(Z) > 0 et (X,∆) est donc spéciale.

Si −(KX + ∆) est ample, nous considérons ∆′ := ∆ +
1

N
H où H est une section

hyperplane générale de |−N(KX +∆)|. Pour cette nouvelle structure orbifolde, nous
avons KX+∆′ ∼Q 0 et l’orbifolde (X,∆′) est donc spéciale d’après l’exemple précédent.
Les remarques 3.3 et 3.8 montrent que (X,∆) est également spéciale.

Dans le cas ∆ = 0, l’annulation des tenseurs holomorphes sur une variété rationnel-
lement connexe montre qu’une telle variété doit être spéciale (et ceci généralise donc le
cas Fano). La notion même de connexité rationnelle orbifolde n’est pas si claire (cf. la
discussion dans [Cam11, §6]) et une variante numérique est proposée dans loc. cit.

Définition 3.13. — Si (X,∆) est une orbifolde lisse, posons (15) :

κ+(X,∆) := max (κ∆(f) | f : X 99K Z) .

Il est évident qu’une orbifolde (X,∆) vérifiant κ+(X,∆) = −∞ est spéciale. Il semble-
rait d’ailleurs que cette classe, combinée avec les orbifoldes vérifiant κ = 0, permette de
reconstruire la classe des orbifoldes spéciales. En effet, F. Campana a montré [Cam11,
cor. 11.4] que, en admettant une version généralisée de la conjecture Cn,m d’Iitaka,
toute orbifolde spéciale est obtenue comme l’espace total d’une tour de fibrations dont
les fibres orbifoldes vérifient κ = 0 ou κ+ = −∞.

15. Une orbifolde (X,∆) vérifiant κ+(X,∆) = −∞ est appelée κ-rationnellement connexe dans
[Cam11, §7.5].
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3.1.3. Réduction du cœur. — Comme nous l’avons mentionné plus haut, l’introduction
de la classe des orbifoldes spéciales permet en particulier d’avoir une image assez simple
de la géométrie des orbifoldes : c’est une combinaison d’une partie spéciale et d’une autre
de type général. L’existence de la réduction du cœur a été établie dans [Cam04, th. 3.3]
dans le cas des variétés et dans [Cam11, th. 10.1] pour les orbifoldes.

Théorème 3.14. — Soit (X,∆) une orbifolde. Il existe alors une unique fibration
rationnelle

c(X,∆) : (X,∆) 99K C(X,∆)

vérifiant :
– si (X,∆) est spéciale, C(X,∆) est un point ;
– sinon, c(X,∆) est de type général et ses fibres orbifoldes générales sont spéciales.

Cette fibration est de plus maximale par rapport aux fibrations de type général : si
f : (X,∆) 99K Z est une fibration de type général, f se factorise à travers c(X,∆) :

(X,∆)
f //___________

c(X,∆) %%L
L

L
L

L
Z

C(X,∆).

;;w
w

w
w

w

La fibration c(X,∆) est appelée le cœur de l’orbifolde (X,∆).

Mentionnons à titre de remarque que le théorème 3.10 d’additivité orbifolde pour les
fibrations de type général est l’outil essentiel pour établir le fait que le cœur est une
fibration de type général si X n’est pas spécial.

3.2. Hyperbolicité algébrique de l’espace des modules des variétés canoni-
quement polarisées

À nouveau, nous ne donnons qu’un bref résumé des résultats de Viehweg [Vie95]
et Viehweg-Zuo [VZ02] concernant l’espace des modules des variétés canoniquement
polarisées et les formes différentielles provenant de ce dernier.

3.2.1. Généralités sur l’espace des modules. — Dans son imposant travail [Vie95],
Viehweg construit un espace de modules pour les variétés canoniquement polarisées.
Considérons pour cela le foncteur de modules suivant :

Mh :

{
Sch −→ Ens
S 7→

{
f : X → S | f lisse etωX/S f − ample

}
où Sch désigne la catégorie des schémas sur C et Ens la catégorie des ensembles.
La notation h désigne également un polynôme fixé à coefficients rationnels vérifiant
h(Z) ⊂ Z et il est sous-entendu que les fibres Xs de f : X → S ont h pour polynôme
de Hilbert relativement à la polarisation ωXs .

Ce foncteur est, d’une certaine manière, représenté par un schéma [Vie95, th. 1.11].
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Théorème 3.15. — Mh admet un espace de modules grossier qui est un schéma quasi-
projectif Mh et qui vérifie donc :

1. les points complexes Mh(C) sont en bijection avec Mh(Spec(C)) l’ensemble des
classes d’isomorphismes de variétés canoniquement polarisées ;

2. il existe une transformation naturelle m : Mh → Hom(•,Mh) : toute fa-
mille f : X → S induit donc un unique morphisme (application modulaire)
mf : S → Mh ;

3. la transformation m est universelle : toute transformation Mh → Hom(•, Z) (avec
Z un schéma) se factorise à travers m.

Si f : X → S est une famille de variétés canoniquement polarisées, quitte à restreindre
la base nous supposerons que S (et donc X) est lisse et nous noterons :

Var(f) := dim(mf (S)).

Dans [Vie83], la variation birationnelle est définie pour toute fibration entre variétés
algébriques. Dans le cas précis, elle se trouve donnée par la formule ci-dessus et elle
s’obtient également en considérant le rang générique de l’application de Kodaira-Spencer
TS → R1f∗TX/S.

3.2.2. Base des familles de variétés canoniquement polarisées. — Les résultats obte-
nus dans la deuxième partie de ce texte vont permettre de décrire en quelque sorte
l’image de l’application mf associée à une famille de variétés canoniquement polarisées.
L’hyperbolicité algébrique auquel le titre fait référence revient dans un sens vague à dire
que les sous-variétés de Mh sont de log-type général. Plus précisément, nous établissons
l’énoncé suivant, démontré dans [Taj13].

Théorème 3.16. — Soit f : X◦ → Y ◦ une famille de variétés canoniquement pola-
risées (f est un morphisme lisse entre variétés quasi-projectives lisses) et considérons
l’application induite vers l’espace des modules :

mf : Y ◦ → Mh.

Cette application factorise par le cœur de Y 0 comme défini (16) plus haut :

Y ◦ mf //

cY ◦ ##G
GG

GG
GG

GG
Mh

C(Y ◦).

::vvvvvvvvv

En particulier,

1. si la variation de f est maximale (dim(mf (Y
◦)) = dim(Y ◦)), Y ◦ est de log-type

général (conjecture de Viehweg) ;

16. Le cœur de Y ◦ est par définition le cœur de l’orbifolde (Y,D) avec Y une compactification lisse
et D := Y \ Y ◦ à croisements normaux. De même, nous dirons que Y ◦ est spéciale si (Y,D) l’est.
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2. si Y ◦ est spéciale, f est isotriviale (conjecture de Campana).

Il faut noter ici que le point 1 est établi dans [CP13]. L’ingrédient essentiel pour
montrer cette factorisation est le résultat suivant de Viehweg et Zuo [VZ02] qui sti-
pule que la base d’une famille de variétés canoniquement polarisées porte beaucoup de
différentielles symétriques.

Théorème 3.17. — Si f : X◦ → Y ◦ est une famille de variété canoniquement po-
larisées et si Y désigne une compactification de Y ◦ avec D := Y \ Y ◦ un diviseur
à croisements normaux. Il existe alors un entier m ≥ 1 et un faisceau inversible
A ⊂ SymmΩ1

Y (log(D)) vérifiant de plus : κ(A) ≥ Var(f).

Les travaux de Jabbusch et Kebekus [JK11b] ont permis d’affiner le résultat précé-
dent et montrent que le faisceau A provient en quelque sorte de l’espace de modules.
Considérons pour cela mf : Y ◦ → Mh l’application de modules et son prolongement
(encore noté mf ) Y → M̄h, où M̄h est une compactification projective de Mh. Considé-
rons la factorisation de Stein g : Y → Z de mf : g est donc surjective, à fibres connexes
et dim(Z) = Var(f). Quitte à modifier Y et Z, nous supposerons que Z est lisse et
que nous pouvons lui appliquer la conclusion de la proposition 3.5 : il existe sur Z une
structure orbifolde induite par g et D que nous noterons ∆. Une fois ce cadre fixé, le
résultat [JK11b, th. 1.4] s’énonce comme suit.

Théorème 3.18. — Il existe un faisceau inversible AZ ⊂ SmΩ1
Z(∆) qui est de plus

big :
κ(AZ) = Var(f) = dim(Z).

Fort de ces informations, nous pouvons conclure la

Démonstration du théorème 3.16. — Le corollaire 2.24 montre que la paire (Z,∆) est
de type général. Comme, d’après la proposition 3.5, nous avons κ(Z,∆) = κD(g), la
fibration g : (Y,D) → Z est donc de type général. Il nous suffit alors d’appliquer
le théorème 3.14 : le cœur de (Y,D) doit dominer la fibration g et cela fournit la
factorisation annoncée.
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