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M3-Probabilités

TD N. 3 Indépendance

Exercice 1. Soit (Ω,A,P) un espace de probabilité. Soient (Ai)i∈I une famille d'événements de A, et Xi = 1Ai .
Étudier le lien entre l'indépendance des (Ai) et l'indépendance des Xi.

Exercice 2. Le lemme de Borel Cantelli est-il vrai pour une suite de v.a. deux à deux indépendantes ?
1. Montrer que la seule question est de savoir si pour une suite de v.a. deux à deux indépendantes, la divergence

de la série
∑

n P (An) = +∞ implique P (lim sup An) = 1 ou non.
2. Soit Sn =

∑n
1 1Ak

. Quel est le comportement de E(Sn) quand n → +∞ ?
3. Montrer que Sn

E(Sn) tend vers 1 dans L2.

4. En déduire l'existence d'une sous-suite nk → +∞, tq
Snk

E(Snk
) → 1 presque sûrement.

5. Conclure.

Exercice 3. La loi du 0-1 de Kolmogorov est-elle vraie pour des suites de v.a. deux à deux indépendantes ?
On pourra considérer la suite de v.a. suivantes. Soit (X2n)n∈N et ε des v.a. qui valent ±1 avec probabilité 1/2,
indépendantes dans leur ensemble. On pose ensuite X2n+1 = ε ∗X2n.
1. Montrer que les (Xn) sont deux à deux indépendantes, mais pas dans leur ensemble.
2. Montrer que la loi du 0-1 est fausse dans le cas de variables 2 à deux indépendantes seulement.

Exercice 4. Soit (An) une suite d'événements indépendants sur un espace de probabilité (Ω,A, P ).
1. Montrer que P (lim inf An) ∈ {0, 1} et P (lim sup An) ∈ {0, 1}.
2. Donner dans chacun des cas une condition nécessaire et su�sante permettant de décider entre 0 et 1.
3. A-t-on P (lim inf An) = P (lim sup An) ?

Exercice 5. 1. Soit X une var telle que P (X ∈ A) ∈ {0, 1} pour tout borélien A. Montrer que X est constante p-s.
2. Soit (Xn)n≥1 une suite de var indépendantes dé�nies un espace de probabilité (Ω,A, P ). Montrer que la suite

(Xn)n≥1 diverge p-s ou converge p-s.

Exercice 6. Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.r. indépendantes dé�nies sur un espace de probabilité (Ω,A, P ). On

pose Sn =
n∑

k=1

Xk et Yn = Sn

n .

1. Montrer que lim inf Yn et lim supYn sont constantes p-s.
2. En déduire que P (Yn converge dans R) ∈ {0, 1}.
3. Montrer que P (Sn converge dans R) ∈ {0, 1}.
4. Peut-on dire que lim inf Sn est constante p-s ?

Exercice 7. Soit (Xn)n≥1 une suite de va indépendantes de Bernoulli de paramètre 0 < p < 1 et p 6= 0, 5. On
considère la marche aléatoire Yn = X1 + · · ·+ Xn avec Y0 = 0.

L'événement An = {Yn = 0} est dit retour en 0. Montrer que P (lim sup An) = 0.

Exercice 8 (Loi des grands nombres pour les var L2). Soit (Xn)n≥1 une suite de var indépendantes de même loi,

de carré intégrables et de moyenne µ. On pose Sn =
n∑

k=1

Xk. Montrer sans utiliser la loi forte des grands nombres

pour les var L1 que
1. Sn

n converge en probabilité vers µ.
2. Sn

n converge dans L2 vers µ.
3. Sn

n converge ps vers µ.

Exercice 9 (COndition nécessaire pour la loi des grands nombres). Soient (Xn)n≥1 une suite de var indépendantes
de même loi.
1. Montrer que limn

Xn

n = 0 p-s si et seulement si X1 ∈ L1.
2. On dé�nit Sn = X1 + · · · + Xn. En déduire que si les variables Xn ne sont pas intégrables, la suite (Sn

n ) ne
converge pas.

Exercice 10. Soit (Xn)n≥1 une suite de var indépendantes de même loi de carré intégrables. Etudier la convergence
presque-sûre de la suite (Zn)n≥1 dé�nie par

Zn =
X1 + · · ·+ Xn

X2
1 + · · ·+ X2

n

.



Exercice 11. Soit f : [0, 1] → R une fonction continue. Soit (Un)n≥1 une suite de va indépendantes de loi uniforme
sur [0, 1]. Montrer que

lim
n→+∞

1
n

n∑
k=1

f(Uk) =
∫ 1

0

f(x)dx.

Exercice 12. Soit (Xn)n≥1 une suite de var indépendantes de même loi de carré intégrables. On pose m = E[X1]
et σ2 = Var(X1). Pour n ≥ 2, on dé�nit les var :

Yn =
1
n

n∑
k=1

Xk, et Zn =
1

n− 1

n∑
k=1

(Xk − Yn)2.

1. Calculer E[Zn].
2. Montrer que limn Zn = σ2 p.s.

Exercice 13. On considère l'espace de probabilité ([0, 1],B([0, 1]), λ) où λ désigne la mesure de Lebesgue. Etudier∑
n λ(An) et calculer λ(lim supn An) où An = [0, 1/n]. Que peut-on en déduire ?

Exercice 14. On jette indé�niment une pièce de monnaie équilibrée . Quelle est la probabilité de faire une in�nité
de fois deux piles consécutifs ? Etudier également le cas où la pièce n'est pas équilibrée.

Exercice 15. On suppose qu'un singe placé devant une machine à écrire tape chaque lettre avec la même probabilité
et de manière indépendante. Montrer que tôt ou tard il �nira par ecrire n'importe quel poème de Verlaine. Le résultat
reste-il vrai si l'on suppose que les lettres ne sont pas toutes tapées avec la même probabilité ?

Exercice 16. Soient (Xn)n≥0 une suite de va indépendantes de loi exponentielle de paramètre λ et (An)n≥0 les
événements En = {Xn ≥ α lnn} où α > 0. Calculer P (lim sup An).

Exercice 17. Soient (Xn)n≥0 une suite de va indépendantes. Montrer que

sup
n

Xn < ∞ p.s ⇔ ∃A > 0,
∑

n

P (Xn > A) < ∞.

Exercice 18. Montrer qu'il n'existe pas de mesure de probabilité sur N telle que la mesure de l'ensemble nZ des
entiers divisibles par n vaut 1/n pour tout n ∈ N∗.


