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Recommandations :

LIRFE le sujet en entier avant de commencer. NE PAS RECOPIER les énoncés. Soigner la RE-
DACTION, expliquer votre raisonnement, ne pas écrire des phrases qui n’ont pas de sens. Ne pas
sortir en avance, se relire, chercher. Le BAREME est donné a titre indicatif et pourra étre modifié.

Exercice 1 (Question de cours, 3 points). Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires de
(Q, A, P) dans (R, B(R)) et X : (2, 4,P) — (R, B(R)) une autre variable aléatoire.

a) Donner la définition de la convergence presque stre de (X,,) vers X. Donner un exemple d’une
telle suite (X, )nen convergente

b) Donner la définition de la convergence en probabilité de (X,,) vers X. Donner un exemple de
suite (X, )nen qui converge en probabilité mais pas presque surement vers X.

c) Donner la définition de la convergence en loi de (X,,) vers X. Donner un exemple de suite
(X)nen qui converge en loi mais pas en probabilité vers X.

Exercice 2 (Un exercice fait en TD, 4 points). Soit (X,,) une suite de variables aléatoires
de (2, A, P) dans (R, B(R)).

a) Montrer que si X,, — X en probabilité, alors E(min(|X,, — X|,1) — 0 quand n — oo.

b) Montrer que si E(min(|X,, — X|,1) — 0 quand n — oo, alors X,, — X en probabilité.

c) A Taide de a), montrer que si X,, — X en probabilité, alors il existe une sous-suite (X, ) qui
tend vers X presque strement.

d) Question bonus hors baréme Montrer que (X,,),eny converge en probabilité vers X si et
seulement si de toute sous-suite (X, )rey On peut extraire une sous-suite (Xnkj) jen qui converge
presque surement vers X.

Exercice 3 (5 points ). On considére une population de n individus numérotés 1,...,n (n > 2
est tres grand). A chaque individu i est associé son revenu mensuel 7; > 0. On note 7 = LS T
le revenu moyen de la population.

a) On choisit un individu w au hasard suivant une loi uniforme (notée P) sur Q = {1,...,n}
muni de la tribu P(2) de toutes les parties de Q. Soit 1 < ¢ < n un individu fixé. Quelle est la
probabilité de choisir I'individu ¢ ?

b) On note Y : (2,P(Q),P) — (R4, B(R,)) la variable aléatoire Y : i € Q — Y (i) = r; qui &
chaque individu ¢ associe son revenu r;. Justifier le fait que Y est une variable aléatoire.

c) Calculer I'espérance E(Y) et la variance Var(Y).

d) On sonde maintenant la population en choisissant k fois de suite (K > 1) un individu au hasard
sur £2. On suppose que les k£ choix sont indépendants et faits suivant la loi uniforme notée P sur
Q. (Noter qu'un individu peut donc étre choisi plusieurs fois.) On note Y;,1 < j < k la variable
aléatoire associant a la j-eme personne choisie son revenu. Calculer I'espérance et la variance de

la variable aléatoire .
_ 1
Vo= ; Y;

en fonction des (r;)1<i<n €t de 7, ou encore en fonction de E(Y) et Var(Y).

e) On fait maintenant tendre k vers 4+oco. Etudier le comportement asymptotique de E(Y}) et
Var(Y}) quand k — +oo.

f) En déduire que Y converge en probabilité vers une limite que I’'on précisera.

g) Améliorer le résultat précédent a 'aide d’un résultat du cours que 'on citera précisément.



Exercice 4 (5 points). Soit (X,,),en une suite de variables aléatoires indépendantes dans leur
ensemble, de méme loi exponentielle de parametre 1. Pour tout n > 1, on pose Y,, = X, + X,,11.
On rappelle - et on pourra utiliser le fait - que la somme de deux variables aléatoires indépendantes
a densités respectives fi et fo a pour densité le produit de convolution fi* fo de fi et fo défini par

fi % falz) = / £z — 9) faly)dy = / £1() falz — y)dy.

a) Montrer que pour tout n > 1, Y, suit la loi I'(2,1) de densité f(z) = 1g, (2)ze .
b) Montrer que pour tout a > 0, et tout n > 1, on a

P(Y,>a)=(1+a)e "
c) Soit # > 1 et A, I'événement A, = {Y,, > Flnn}. Montrer que
P(limsup{Y,, > flnn}) =0.

d) Pour tout n > 1, on pose Z,, = Ya,. Montrer que (Z,),>1 est une suite de variables aléatoires
indépendantes et de méme loi. On précisera leur loi.
e) Montrer que

P(limsup{Z, > In(2n)} =1.

n—oo

f) En déduire que presque stirement, on a

Y,
limsup — = 1.
n—oo 1T

g) Pourquoi a-t-on utilisé la suite (Z,),>1 plutdt que la suite (Y},),>1 dans les questions d) et e) 7

Exercice 5 (6 points). Premiére partie Soit X : (2, 4,P) — (R, B(R,)) une variable aléa-
toire de loi exponentielle de parametre A > 0.

a) Donner sa densité ainsi que 'allure de son graphe.

b) Donner sa fonction de répartition ainsi que I'allure de son graphe.

c¢) Donner sa fonction caractéristique.

d) Mémes questions que a) et ¢) (densité et fonction caractéristique seulement) si Z est une va-
riable aléatoire de loi normale N(0, 1).

e) Mémes questions (densité et fonction caractéristique seulement ) si Z est une variable aléatoire
de loi normale N'(m, 0?) d’espérance m et de variance o

Deuxieme partie Soient Xi,Y), Xo, Y5, ..., X,,, Y, ... une suite de variables aléatoires réelles
positives indépendantes suivant toutes la méme loi de probabilité exponentielle de parametre
A > 0.

f) Calculer la fonction caractéristique ¢ de la variable aléatoire X; — Y7.

g) A I'aide d’un développement limité de o(t), en déduire les valeurs de E(X;—Y;) et E((X;—Y1)2).
h) Retrouver ces valeurs E(X; — Y;) et E((X; — Y;)?) par un calcul direct.

i) Soit n > 1. Calculer la fonction caractéristique ¢,, de la variable aléatoire Z,, définie par

Zn:%g@(@'—n)-

j) Lorsque n — oo, montrer que ¢, converge vers la fonction caractéristique d’une variable aléa-
toire de loi classique. Que peut-on en déduire sur le comportement de Z,, quand n — oo ?
k) Retrouver ce résultat a ’aide d’un résultat du cours que 'on citera précisément.



