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Corrigé 1. a) Considérons le repere orthonormé (0,7, 7) centré en la machine & lancer. Pour tout temps ¢ > 0, notons (z(t), y(t))
la position de la balle dans ce repere.

La loi fondamentale de la dynamique affirme que la masse de la balle multipliée par son accélération est égale a la somme des
forces appliquées a la balle, soit ici simplement la gravitation. Autrement dit, on a

m( Z:/%):m( —Og) ’

ou g est la constante de gravitation universelle. Nous en déduisons, en résolvant les équations différentielles en x et en y, que pour

tout t > 0, on a
2

z(t)=at+c et y(t)z—g%—kbt—kd,

avec a, b, ¢, d quatre constantes réelles déterminées par les conditions initiales. La position z(0) = y(0) = 0 donne ¢ = d = 0, et la
vitesse initiale z'(0) = cos a et ¢’ (0) = sin @ donne a = cosa et b = sin a. Autrement dit, on a pour tout ¢t > 0,
2
z(t) =tcosa et y(t) = —95 +tsina.
Le temps T strictement positif que met la balle & atterrir vérifie y(T) = 0, ce qui équivaut encore a

2sin «
g

T =

La distance au sol parcourue au moment de l'atterissage vaut D(T) = z(T) = %sinacos o.

b) Si l’angle A est maintenant une variable aléatoire de loi uniforme sur [7/4 — e, 7/4 + €], alors I'instant d’atterrissage et la
distance au sol parcourue sont également des variables aléatoires, vérifiant

T = gsinA et D= gsinAcosA.
g g

Bien str, si A est mesurable, alors T et D aussi.

La v.a. A a pour densité la fonction fa = 2—151]%,57%“[. Soit maintenant h : R — R une fonction mesurable bornée. Calculons

E(h(T))

/QhoT(w)dP(w):/h(%sinA(w))dP(w)

Q
2 1 2

= /h(fsina)dPA(a) = —/ h(= sina)da
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1 g 1
= 35 h(y) 2 7220@
€ ]%sin(%fs),%sin(%Jre)[ 1— g4y
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On a effectué ici le changement de variables ¢ : a E}% —¢, % + e[~y = —sina €)= sin(% —€),— sin(% + ¢)]. Cette application
g g g

est évidemment C°°, bijective (est-ce clair pour vous?), et sa dérivée ne s’annule pas (des que ¢ < 7). C’est donc un C' (et méme
C*) difféomorphisme.
Le calcul ci-dessus étant valable pour toute fonction h : R — R mesurable bornée, on en déduit que T' a pour densité la fonction
g 1

fT YA \/179721121]%sin(%fs,%sin(%+s[(y)'
4
Pour trouver la densité de D = %sinAcosA =
fonction = +— sin 2z n’est pas bijective sur son image au voisinage de 7/4 (tracez son graphe!) car pas injective (croissante jusqu’en
m/4, puis décroissante. Commencons par un changement de variables x = 2a. Si h est une fonction mesurable bornée, on a

1 in 2 1 i d
B(h(D) =5 [ B2 g0 = h(E) &
2e Jw/4d—e, 7w /4+¢€]| g 2e J7/2—2e,7 /24 2¢] g 2

sin24 - op effectue le méme type de calculs, mais en étant prudents. En effet, la

On utilise ensuite le fait que sin(7w/2+x) = sin(7w/2—x), on découpe l'intégrale en deux intégrales sur les deux intervalles |7 /2—¢e, /2],
et |1/2,m/2 + ¢[. Ces deux intégrales étant égales, on obtient

1 sin x

E(h(D)) = -
2 Jinj2,mj24el 9

sin x

, car lapplication sin est un C*° difféomorphisme de |7/2,7/2 4 €]

On peut maintenant faire le changement de variables y =
sur ] sin(m/2 + €, 1[. On obtient cettte fois

1 g
B((D) =5 [ h(y)——L—dy,
2¢ Jysin(n/2-2)/9,1/9] V1—gy?

et ceci étant vrai pour toute fonction h mesurable bornée, on en déduit la densité

1 g

foiy gt
28 \/1—gy?

1]% sin(Tr/in),l/g[(y) .
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Corrigé 2. 1) Comme la densité définit une mesure de probabilité, de masse totale 1, on a [, cxe™1g, (z)dx = 1, ce qui donne,
par intégration par parties, ¢ = 1.

2) Comme X et Y sont indépendantes, la loi du couple est le produit des lois. Autrement dit, le couple (X,Y") a pour densité la
fonction
fi(zy) e R ze “ye Y1r, (z)1r, (y)-
3) Soient S = % et U = X;Y, et h : R? — R une fonction test, i.e. une fonction mesurable bornée. Considérons la fonction
U (z,y) e R? — (%, #5¥). Cest une application linéaire, donc C*°, de Jacobien constant égal & —1/2, elle est donc bijective de
R? dans R?. Sa restriction & (R%)? est un C*-difféomorphisme de (R7)? sur son image. Déterminons cette image D = W((R7%)?).
On a

D = {(s,u)ERQ,s: , x>0, yzO}:{(s,u)€R2,5+u:x20,s—u:y20}

= {(s,u) € R? s> max(u, —u)}

Cet ensemble est tres facile & dessiner, il s’agit du domaine, de forme ”triangulaire” (infinie), situé au dessus des deux droites

d’équation s = u et s = —u. Nous pouvons maintenant appliquer le théoreme du changement de variables :
X+Y X-Y x+y T —
B(s,U) = B0 X5 = [ S faydedy
= / / h(x * y, ﬂ)che_(gH'y)d;r:dy = / g(s,u) (s> —u?)2e™**dsdu
o Jo 2 2 D

Ceci étant valable pour toute fonction h : R*> — R mesurable bornée, on en déduit que le couple (S,U) a pour densité fsoy ¢
(s,u) € R? — (s* —u?)1p(s,u)2e 2.

4) On calcule la densité marginale de S par
fs(s) = / 1k, (s)(s* —u?)2e % du = 67251]1@+ (s) x 233
J—s,s]

De méme, on a

+oo 1
fU(u) _ / (82 _ u2)26725d8 . ("LL| + 5)672‘U|
[ul
On vérifie facilement que sur un ensemble de mesure positive, par exemple {(s,u) € R%,s > 0,5 < |u|}, on a fes,uy(u,v) =0,
alors que fs(s) fu(u) # 0, de sorte que fs,vy(s,u) # fs(s)fu(u) et donc que S et U ne sont pas indépendantes.

Corrigé 3. Notons P = {p1,...,Pn,...} 'ensemble des nombres premiers. Cet ensemble est infini dénombrable (rappel : s'il était
fini, considérer le produit de tous les nombres premiers +1, ce nombre est forcément premier, donc contradiction. )

1la) Pour tout p; € P, on a l,li > 1. La suite de produits (H?Zl i) est donc strictement croissante et supérieure a 1. Sa
P Pi / neN

limite est finie si et seulement si la limite suivante est finie lim,,_, o ln(H?zlé = limp— oo — 22:1 In(1 — i) — _ E?:l In(1— i)
i
Comme P est infini, lim;—4cc p; = +00, et In(1 — % ~ i. La série ci-dessus converge donc ssi _,-°7 i < oo.
k2 T - T

1b) Supposons lim, e II7=; (1 — pii)f1 = A < c©o. Un développement en série entiere donne i =D ken pik pour tout p > 2
P

premier. On en déduit que

M= () (= Y

Pi k>0 P1 kn—=0Pn k130, kn >0 plfl P
Soit maintenant N € N. Il existe un entier n(N) < N tel que les nombres premiers divisant 'un des entiers 1 < k < N soient des
nombres de {p1,...,pn}. Autrement dit, pour tout 1 < k < N, il existe une unique écriture de k sous la forme k = plfl ... pknavec
ki > 0. On en déduit immédiatement I'inégalité E]kvzl % < H?z(llv)i Si le produit H?zli convergeait vers une limite finie A
quand n — o0, ceci impliquerait la convergence de la série harmonique 12:,921 % D’ou contradicptlion. Donc limy, 00 ITj—; i = +o0,

Pi

et d’apres 1a), >0 % = +o0.

2) Considérons Z muni de sa tribu P(Z). Pour tout n € N, nZ désigne l’ensemble des entiers multiples de n. Supposons qu’il
existe une probabilité P sur Z tq P(nZ) = % pour tout n € N. Soient p et ¢ deux entiers premiers entre eux. Alors (pq)Z = pZNqZ,
d’ou

P((pa)Z) = - =~ = P(pZ)P(4Z)
pq = — =-——=Fp q
rqa pgq

Autrement dit, les événements pZ, p € P, sont deux & deux indépendants. D’apres le lemme de Borel Cantelli, comme ) 1

=40
PEP p ’
on a P(lim SUPp_, 00 pZ) = 1. Donc presque surement, un entier est divisible par une infinité de nombres premiers. Le seul entier
appartenant a tous les pZ est 0. Mais alors, on aurait P({0}) = 1, ce qui est impossible, car 0 € 2Z, et P(2Z) = % Il ne peut donc
pas exister de telle mesure de probabilité P sur Z.

orrigé 4. "application ¢ : R — R est continue, et méme , impaire, tend vers 0 en +oo. Elle est bornée (car continue e
C gé 4. 1 L’applicat R — R est cont t c> tend 0 en +oo. Elle est b t t
2

_ 1—u

T (1te?)?
2) Comme ¢ est continue bornée, I'application p(tX) : w € Q +— (tX(w)) est mesurable bornée, donc P-intégrable. Donc
Px(t) = [, p(tX(w))dP(w) est bien définie. Elle est bornée par ||¢[loo car [®x(t)] < [, [p(tX (w))|dP(w) < [[¢|lco, et impaire par
construction.

tendant vers 0 en l'infini). Sa dérivée vaut pour tout u € R, ¢'(u)



3) Supposons que X est une v.a. de Bernoulli de parametre p. Elle vérifie donc P(X =0) =1 —p et P(X = 1) = p. Pour tout réel
teR, ona

oxt) = [ pt)ap + [ (0)dP = pp(t) + 1~ p = pp(t)
{w, X (w)=1} {w, X (w)=0}

Si X suit une loi uuniforme sur [0, 1], alors

1 2
Dx(t) = / p(tz)dx = / T gy — log(1+ ")
[0,1] 0

1+ x2¢2 2t

(Cette fonction se prolongeant naturellement par 0 en t = 0.

4a) Si X et Y ont méme loi Px = Py sur R, alors bien sir, E(p(tX)) = [, ¢(tz)dPx(x) = [, ¢(ty)dPy (y) = E(p(tY)) d’olt
by = Dy.
4b) Si X est symétrique, X et —X ont méme loi, d’ott P_x = ®x. Mais P_x(t) = E(p(—tX)) = Px(—t) = —Px(t) car Px est
impaire. autrement dit x = —® x, soit encore dx = 0.
4c) Jusqu’ici les constructions effectuées ressemblaient fortement & celles faites pour définir les fonctions caractéristiques. Mais la
fonction ®x ne caractérise pas la loi Px de X, contrairement & la fonction caractéristique ¢x de X. En effet, si X est une v.a.
constante égale a 0, alors ®¢ est constante égale & 0. Et si Y est une v.a. uniforme sur [—1, 1], donc symétrique, alors d’apres 4b),
®y = 0. Pourtant, Px # Py.

5a) On applique le théoréme de continuité sous le signe intégrale. La fonction (¢, z) — @(tz) est continue sur R2. Elle est bornée
par ||¢||, indépendemment de ¢ € R, donc uniformément -en ¢- majorée par une fonction intégrable, car constante égale & ||¢||co-
Donc ® x est continue sur R.

5b) Soit ¢, — *oo. Alors pour tout z € R*, ¢(tnx) — 0. De plus, |p(tnx)| < ||¢]lec < 0o0. Donc le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue s’applique, et donne lim, oo ®x (t,) = 0. Ceci étant vrai pour toute suite ¢, tendant vers 'infini, on a alors
lims 400 Px (t) = 0.

6a) Supposons X intégrable. Appliquons le théoréme de dérivation sous le signe intégrale. D’abord, ¢ est C1, et sa dérivée est

continue bornée sur R (EXO : vérifiez le) et 8(“0(“”)) = x¢’(xt), de sorte que |M| < [|¢|loo]z|- On a majoré la dérivée uni-

formément en ¢ par une fonction intégrable par hypothese de sorte que ® x est dérivable sur R, de dérivée @'y ( flR z¢' (tz)dP x (z).
est

2 2 2
6b) Soit a > 0, et supposons que ¢ € [a, +0o[. Remaruons que z¢'(zt) = X t2-t2) et que la fonction u — wl=%)

(A+t222)2 (1+u?)?
bornée sur R, par une certaine constante K. Ainsi, |M\ < K . On peut alors appliquer le théoréeme de dérivation sous le signe
intégrale sur I'intervalle [a, +00[. Le réel o > 0 étant arbitraire, <I> x est donc dérivable sur R}, puis sur R* par parité.

6¢) Pour n € N*, on a

1 X/n X
Px(—)=nE(—FF+) = E(——
n X(TL) n (1+X2/n) (1+X2)
Comme la v.a. X est supposée positive, la suite ( 7 )nen est croisante et positive, et converge vers X. Par le théoreme de

o

convergence monotone de Beppo Levi, on a

fim 2x0/M) = Ox(0) _ n@x(%) = E(X) = +c0.

n—oo 1/n7() n—oo

Donc ®x n’est pas dérivable en 0 lorsque X est positive et non intégrable.



