
Chapitre 2Les grands outils probabilistesDans e hapitre, nous introduisons les notions d'espérane, variane, fontion aratéristique, et nousapprenons à les manipuler (aluls). Nous verrons leur utilité aux hapitres suivants.2.1 Espérane, variane, éart-type2.1.1 Dé�nitionL'espérane d'une variable aléatoire X : (Ω,A,P) → (R,B(R) ou X : (Ω,A,P) → (N,P(N) est lamoyenne de toutes ses valeurs possibles pondérées par la probabilité P, i.e. la valeur qu'on peut espérer que

X prenne.Commençons par les variables aléatoires à valeurs entières.Dé�nition 2.1.1 Si X : (Ω,A,P) → (N,P(N) est une v.a. P-intégrable, son espérane est dé�nie par

E(X) :=

∫

Ω
X(ω)dP(ω) =

∑

N

kPX(k) =
∑

N

kP(X = k) .Si X est une v.a. positive, son espérane est enore dé�nie omme i-dessus, mais peut éventuellement êtrein�nie. Si Ω est disret (as fréquent), ei se réérit

E(X) :=
∑

ω∈Ω

X(ω)P(ω) =
∑

N

kPX(k) =
∑

N

kP(X = k) .Un exemple : on lane deux dés équilibrés. Ω = {1, . . . , 6}2 muni de la probabilité uniforme P. On regardela somme des deux hi�res : X(i, j) = i+ j. Alors E(X) = . . . ... = 7. (Exo).Traitons maintenant le as d'une v.a. à valeurs réelles.Dé�nition 2.1.2 Si X : (Ω,A,P) → (R,B(R) est une v.a. P-intégrable, son espérane est dé�nie par
E(X) :=

∫

Ω
X(ω)dP(ω) =

∫

R

x dPX(x) .Si X est une v.a. positive, son espérane est enore dé�nie omme i-dessus, mais peut éventuellement êtrein�nie.Exemple : X : Ω = [0, 1] → Ω dé�nie par X(ω) = ω, P = PX loi uniforme sur [0, 1]. Alors E(X) = 1
2 .L'espérane n'existe pas toujours, ou n'est pas forément �nie. Dans e as, on dit que X n'est pasintégrable. Dans le voabulaire des analystes, l'espérane de X existe et est �nie ssi X ∈ L1(Ω,P). Notezaussi que ‖X‖L1(Ω) = E(|X|).Lorsque X est une v.a. positive, E(X) a toujours un sens, mais peut être in�nie.Exerie 2.1.3 Montrez qu'une v.a. X qui suit une loi de Cauhy sur R n'est pas intégrable. Son espéranen'est pas dé�nie.Remarque 2.1.4 On parle d'espérane de v.a. ar les v.a. sont e qui intéresse le plus les probabilistes,mais en réalité, l'espérane est une quantité qui ne dépend que de la loi de X, et pas de la v.a. Autrementdit, deux v.a. de même loi ont même espérane, et on peut parler de la valeur moyenne d'une mesure deprobabilité µ (dé�nie omme ∫

R
xdµ(x)) plut�t que de l'espérane d'une v.a. X de loi PX = µ.19

Les propriétés élémentaires de l'espérane sont essentiiellement elles de l'intégrale, en ajoutant le faitqu'on intègre par rapport à une mesure de masse 1. Soient don des v.a. à valeurs dans R ou N, dé�nies sur
(Ω,A,P).1. E(X + Y ) = E(X) + E(Y )2. E(λX) = λE(X)3. E(1A) = P(A)4. X intégrable ssi |X| intégrable.5. Si X intégrable et PX(R+) = P(X ≥ 0) = 1 alors E(X) ≥ 0Exerie 2.1.5 Démontrer es propriétés. Indiation pour la dernière propriété : intégrer sur les ensembles
{ω ∈ Ω, X(ω) ≥ 0} et {ω ∈ Ω, X(ω) < 0}.Reformulons la proposition 1.5.10.Proposition 1.5.10 La variable aléatoire réelle X a pour densité la fontion mesurable positive f si etseulement si pour toute fontion h : R → R mesurable bornée, on a

E(h(X)) =

∫

R

h(x)f(x)dλ(x)2.1.2 Exemplesv.a. disrètesSi X suit une loi uniforme sur {0, 1}, E(X) = 1
2 .Si X suit une loi de Bernoulli B(p) alors E(X) = p.Si X suit une loi binomiale B(n, p), alors E(X) = np.Si X suit une loi de Poisson P(λ) alors E(X) = λ.Si X suit une loi géométrique (P(X = k) = pk(1 − p)) alors E(X) = p

1−p .v.a. ontinuesSi X suit une loi uniforme sur [a, b], alors E(X) = a+b
2 .Si X suit une loi normale entrée réduite E(X) = 0Si X suit une loi normale de moyenne m E(X) = m.Si X suit une loi exponentielle de paramètre a E(X) = 1

a .Si X suit une loi de Cauhy, alors X n'est pas intégrable (E(X) n'est pas dé�nie.)NB la loi exp modélise les durées de vie : 1
a représente la durée de vie de la partiule onsidérée.2.1.3 Variane, éart-typeLes quantités introduites dans e paragraphe servent beauoup en statistiques.Dé�nition 2.1.6 Soit X une v.a. intégrable. à valeurs entières ou réelles. Sa variane est la quantitéVar(X) = E

(
(X − E(X))2

). Lorsque X est intégrable, la variane de X existe toujours dans R+ ∪ {+∞}.L'éart-type de X est σ(X) =
√var(X).Justi�er si néessaire ette dé�nition.Remarque 2.1.7 Si X est une v.a.r. de arré intégrable, alors par l'inégalité de Cauhy-Shwartz, on déduit

E(|X|) ≤
√
E(X2)

√
E(1). Or E(1) = PX(R) = 1. Don E(X2) < ∞ implique E(|X|) < ∞, i.e. Xintégrable (et aussi bien sûr Var(X) < ∞). Autrement dit, en théorie des probabilités, on a l'inlusion

L2(Ω,A,P) ⊂ L1(Ω,A,P). Cette inlusion bien pratique n'est pas véri�ée en analyse sur (R,B(R), λ), niplus généralement sur les espaes mesurés de mesure in�nie.Cette inlusion est strite. En e�et, il existe des exemples de variables aléatoires intégrables mais dont lavariane est in�nie. 20



La variane représente la moyenne des arrés des éarts à la moyenne. On mesure ainsi la façon dont Xprend des valeurs lointaines ou prohes de la moyenne E(X), souvent ou non. On aurait pu s'intéresser à laquantité E(|X − E(X)|) a priori, mais les arrés sont plus aisés à manipuler dans les aluls que les |.|.On véri�e que Var(X) = E((X −E(X))2 = E(X2) − (E(X))2Proposition 2.1.8 Var(X) = 0 ssi X = E(X) p.s. ssi X est onstante p.s.Démonstration : Exo �Variane des lois lassiquesExerie 2.1.9 Caluler les varianes de v.a. suivant les lois lassiques introduites plus haut. Ce type d'exer-ie alulatoire fera à oup sûr l'objet de questions onsidérées (par moi) omme très failes le jour du partielou de l'examen.Indiation : pour ertaines lois, il est utile de aluler d'abord E(X(X − 1)) puis Var(X) = E(X(X −
1) + E(X) − (E(X))2

X suit une loi uniforme sur {0, 1} : Var(X) = 1
4

X suit une loi B(p) sur {0, 1} : Var(X) = p(1 − p).

X suit une loi binomiale B(n, p) : Var(X) = np(1 − p).

X suit une loi de Poisson P(λ) :Var(X) = λ.

X suit une loi géométrique G(α) : Var(X) = p
(1−p)2

X suit une loi uniforme sur l'intervalle [a, b] : Var(X) = (a−b)2

12
X suit une loi normale N (m,σ2) : Var(X) = σ2

X suit une loi exponentielle de paramètre a : Var(X) = 1
a22.1.4 Corrélation de deux variables aléatoiresDé�nition 2.1.10 Soient X et Y deux v.a. réelles intégrables. La ovariane de X et Y , ou oe�ient deorrélation, est dé�nie parCov(X,Y) := E ((X − E(X))(Y −E(Y )) = E(XY ) − E(X)E(Y )Véri�ez l'égalité de droite.Lorsque Cov(X,Y) = 0, on dit que X et Y sont non orrélées.Lemme 2.1.11 Si X et Y sont indépendantes, alors elles sont non orrélées.Démonstration : Voir hapitre 3. �Remarque 2.1.12 La réiproque est fausse. Voir h 32.1.5 MomentsDé�nition 2.1.13 On dit que X admet un moment d'ordre k ≥ 1, si |X|k est intégrable, soit enore

E(|X|k) <∞. Son moment d'ordre k est alors E(Xk).En analyse, on dirait que X est dans Lk(Ω,P). 21

2.1.6 Inégalités lassiquesLes inégalités de e paragraphe sont fondamentales et élémentaires. Les preuves sont à retenir au moinsautant, si e n'est plus, que les énonés.Lemme 2.1.14 (Inégalité de Markov) Soient X une v.a. réelle et a > 0 un réel positif. Alors pour toutréel p > 0 on a

P (|X| ≥ a) ≤ E(|X|p)
ap

.Démonstration : E(|X|) =

∫

Ω
|X|dP =

∫

{|X|≥a}
|X| dP +

∫

{|X|<a}
|X| dP. Or vu l'ensemble sur lequel onintègre, on a ∫{|X|≥a} |X| dP ≥ aP(|X| ≥ a). Et le dernier terme ∫{|X|<a} |X| dP est positif. Autrement diton a E(|X|) ≥ aP(|X| ≥ a).Pour l'inégalité ave p, le raisonnement est identique (exo). �Lemme 2.1.15 (Inégalité de Bienaymé-Thebythev) Soit X une v.a.r. de arré X2 intégrable. Alorspour tout a > 0, on a

P (|X − E(X)| ≥ a) ≤ Var(X)

a2Démonstration : Appliquer l'inégalité de Markov à Y = X − E(X) ave p = 2. �Cette inégalité illustre bien omment la variane d'une variable aléatoire permet de ontr�ler les éarts àla moyenne de la v.a.2.2 Fontions génératriesDans ette setion, on présente un outil élémentaire très utile dans l'étude des v.a. à valeurs dans N. Onverra une généralisation aux v.a. r. au paragraphe suivant.Soit X une variable aléatoire à valeurs dans N. Remarquons que par dé�nition de l'espérane, on a

E(sX) =
∞∑

n=0

P(X = n)sn pour tout s ≥ 0Dé�nition 2.2.1 La fontion génératrie de X est la fontion g dé�nie par

gx(s) =
∞∑

n=0

P(X = n)sn = E(sX) pour tout 0 ≤ s ≤ 1Posons qn = P(X = n). On a alors q0 = gX(0), gX(1) = 1, et lims→1 gX(s) = gX(1) = 1 par onvergenemonotone. On véri�e que sur [0, 1], gX est onvexe. La série entière gX a un rayon de onvergene R ≥ 1,puisque gX(1) = 1. Don gX est C∞ sur [0, 1[. Ses dérivées suessives véri�ent g′X(s) =
∑∞

n=1 nqns
n−1,

g′′X(s) =
∑∞

n=2 n(n− 1)qns
n−2 ... On en déduit aisémentProposition 2.2.2 La fontion génératrie véri�e pour tout n ≥ 0, P(X = n) =

1

n!
g
(n)
X (0). En partiulier,la fontion génératrie d'une variable aléatoire détermine la loi de X.Donnons des exemples de aluls de fontions génératries.Loi binomiale B(n, p).

g(s) =

n∑

k=0

(
n

k

)
pk(1 − p)n−ksk = (ps+ (1 − p))nLoi de Poisson P(λ)

g(s) = e−λ
∞∑

k=0

λksk

k!
= eλ(s−1)Loi géométrique G(a)

g(s) =
∞∑

k=0

(1 − a)aksk =
1 − a

1 − as22



Calul des momentsRappelons que E(|X|p) < ∞ implique E(|X|q) < ∞ pour tout q ≤ p. (Pourquoi ? Exo !) Notons aussiqu'une v.a. à valeurs entières est positive !Proposition 2.2.3 Soit X une v.a. à valeurs dans N.� E(X) <∞ ssi gX est dérivable à gauhe en 1, et dans e as, E(X) = g′X(1).� E(X2) <∞ ssi gX est deux fois dérivable à gauhe en 1, et dans e as, E(X(X − 1)) = g′′X(1).Démonstration : voir TD ou ouvrages lassiques �Exerie 2.2.4 Caluler espérane et variane de v.a. de loi binomiale, Poisson, ou géométrique en utilisantla proposition i-dessus.Remarque 2.2.5 Un grand intérêt des fontions génératries est que la fontion génératrie d'une sommede variables aléatoires indépendantes est le produit des fontions génératries. Cei sera détaillé dans le asdes fontions aratéristiques, plus générales.2.3 Fontions aratéristiquesIntégrale de fontions à valeurs omplexesVous avez vu en intégration la dé�nition et les propriétés de l'intégrale de fontions à valeurs réelles. Maistout s'étend sans auun problème aux fontions à valeurs omplexes.Soit f : Ω → C une fontion qui s'érit don f = u + iv, ave u et v deux fontions de Ω dans R. Si

µ est une mesure sur Ω, on dit que f est intégrable pour µ si ∫
Ω
|f(ω)| dµ < +∞. Remarquons que f estintégrable ssi Ref et Imf sont intégrables, puisque

max (|Ref |, |Imf |) ≤ |f | ≤ |Ref | + |Imf |On dé�nit alors l'intégrale de f par

∫

Ω
f dµ =

∫
u dµ + i

∫
v dµ .Cette intégrale est un nombre omplexe.Les aluls se font... omme on pense !

∫ 1

0
eiaxdx =

∫ 1

0
cos ax+ i sin axdx =

[
eiax

ia

]1

0

=
eia − 1

ia
.Si f : R → C est ontinue, alors u = Ref et v = Imf sont aussi ontinues. Elles ont don des primitives,qu'on note U et V . Alors F = U + iV est une primitive de f . Et bien sûr ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
u(x)dx +

i

∫ b

a
v(x)dx = [U + iV ]ba = [F ]ba = F (b) − F (a).2.3.1 Fontion aratéristique d'une variable aléatoire réelleDé�nition 2.3.1 Soit µ une mesure �nie sur (R,B(R)) (i.e. µ(R) < +∞). Alors la transformée de Fourierde la mesure µ est la fontion µ̂ : R → C dé�nie pour tout t ∈ R par

µ̂(t) =

∫

R
eitxdµ(x).La fontion µ̂ est bien dé�nie ar x→ eitx est ontinue don mesurable, et bornée don intégrable (ar µest supposée de masse totale �nie). 23

Dé�nition 2.3.2 Soit X : (Ω,A, P ) → (R,B(R)) une v.a. réelle. Sa fontion aratéristique, notée ϕX , estla transformée de Fourier de la loi PX de X. Autrement dit pour tout t ∈ R

ϕX(t) = P̂X(t) =

∫

R

eitxdPX(x) = E(eitX ) .Remarquez que la onvention est légèrement di�érente de elle utilisée pour la transformée de Fourier defontions en analyse.Remarque 2.3.3 Si X est une v.a. à densité f , alors sa fontion aratéristique n'est rien d'autre, au signeprès, que la transformée de Fourier de f : ϕX(t) = f̂(−t).Proposition 2.3.4 Soit X une v.a. réelle.1. ϕX(0) = 12. |ϕX (t)| ≤ 1 pour tout t ∈ R.3. ϕaX+b(t) = eitbϕX(at)4. ϕX est à valeurs réelles si et seulement si PX = P−X .5. ϕX est uniformément ontinue.6. Soit p ≥ 1. Si E(|X|p) < +∞, alors ϕX est de lasse Cp et ϕ(k)
X (0) = ikE(Xk) pour tout 1 ≤ k ≤ p.Démonstration : ∗ D'abord ϕX(0) = E(1) = 1.

∗ |ϕX(t)| ≤
∫

R
|eitx|dPX(x) = 1.

∗ Si Y = aX + b, ave a 6= 0 et b ∈ R,
ϕY (t) = E(eitY ) = E(eitaX+itb) = eitbE(eitaX ) = eitbϕaX(t) = eitbϕX(at).

∗ ϕX(t) = E(eitX ) = E(e−itX) = E(eit(−X)) = ϕ−X(t). Par onséquent, si ϕX = ϕX , on a ϕ−X = ϕX , d'où

PX = P−X (d'après le théorème 2.3.6 i-dessous). Réiproquement si PX = P−X alors bien sûr ϕX = ϕ−X =
ϕX .
∗ La fontion ϕX est uniformément ontinue si pour tout ε > 0 il existe α > 0 tq pour tous s, t, si |t− s| < αalors |ϕX(t) − ϕX(s)| ≤ ε. Calulons don

|ϕX(t) − ϕX(s)| ≤
∫

R

|eitx − eisx|dPX (x) =

∫
|ei(t−s)x − 1|dPX (x) .Quand u→ 0, |eiux −1| → 0. Don |ei(t−s)x −1| → 0 quand |s− t| → 0, uniformément en s et t. Vous pouvezdétailler le �passage aux ε�. En intégrant par rapport à la probabilité PX , le résultat en déoule.

∗ Soit p ≥ 1 et supposons que E(|X|p) < ∞. On a d
dte

itx = ixeitx d'où | d
dte

itx| = |x|. Or |x| ≤ max(1, |x|p),don l'hypothèse nous dit que x→ |x| est intégrable. Le théorème de dérivation sous le signe ∫ implique que

ϕX(t) est dérivable, de dérivée ϕ′
X(t) = E(iXeitX ). Pour les dérivées d'ordre supérieur, le raisonnement estle même. Par réurrene, on obtient ϕ(k)

X (t) = ikE(XkeitX ). En partiulier, ϕ(k)
X (0) = ikE(Xk). �Rappelons ette proposition lassique utile pour les lois à densité.Proposition 2.3.5 (Riemann-Lebesgue) Si f : R → R est intégrable, alors sa transformée de Fourier

Ff tend vers 0 à l'in�ni.En partiulier, si f est la densité de la loi PX d'une variable aléatoire, alors limt→±∞ ϕX(t) = limt→∓∞ f̂(t) =
0.Démonstration : Cei a été fait en intégration. Prinipe de la preuve : on véri�e d'abord que 'est vraipour les fontions indiatries d'intervalles bornés. Par linéarité, 'est vrai pour les fontions en esalier,qui sont denses dans l'ensemble des fontions intégrables. On en déduit le résultat par densité (à justi�erproprement). �Exemples (à détailler en exerie)Si X est une v.a.r. qui suit une loi de Bernoulli B(p), alors ϕX(t) = E(eitX ) = peit + 1 − p.24



Si X est une v.a. uniforme sur [−a, a] alors

ϕX(t) =

∫ a

−a

eitx

2a
dx =

1

a

[
eitx

it

]a

−a

=
sin ta

ta
.Si X est une v.a. dont la loi est une loi normale entrée réduite, elle a pour densité fX(x) =

1√
2π
e−x2/2.On a don

ϕX(t) =

∫

R

eitx−x2/2

√
2π

dx .Comment aluler ette intégrale ? D'abord on remarque que d

dt
eitx−x2/2 1√

2π
= ixeitx−x2/2 1√

2π

est inté-grable. La proposition préédente nous permet de déduire que ϕ′
X(t) =

∫
R

ixeitx−x2/2√
2π

dx. Par intégration parparties, on obtient (détaillez) ϕ′
X(t) = −tϕX(t) et ϕX(0) = 1. Cette équation di�érentielle (f ours sur leséquations di�érentielles) a pour unique solution

ϕX : t 7→ ϕX(t) = e−t2/2.Si X est une v.a. dont la loi est une loi normale de moyenne m et de variane σ2, sa loi PX a pour densité

fX(x) =
1√
2πσ

e−(x−m)2/2σ2 . Un hangement de variable nous ramène au as préédent, et on trouve

ϕX(t) = exp(itm− σ2t2

2
) .Autre méthode (Revuz [?℄).Si X est une v.a. de loi N (m,σ2), alors Y = X − m a pour loi une loi normale entrée N (0, σ2).(démonstration immédiate à l'aide des fontions de répartition ou du hangement de variable y = x−m). Enpartiulier, e hangement de variable donne immédiatement ϕX(t) = eitmE(eitY ). Il nous reste à aluler

E(eitY ). Si z ∈ R, alors un hangement de variable élémentaire donne

1

σ
√

2π

∫

R

ezxe−x2/σ2
dx = exp(σ2z2/2) .Maintenant, si z ∈ C, on a |ezx| ≤ e|z||x|. On en déduit (détailler un peu) que l'intégrale 1

σ
√

2π

∫

R

ezxe−x2/σ2
dxest bien dé�nie et holomorphe en z ∈ C. Cette fontion de z ∈ C oïnide sur l'axe réel ave la fontionholomorphe z 7→ exp(σ2z2/2). Le théorème de prolongement analytique assure qu'elles sont égales sur C.Prendre z = it donne alors le résultat voulu.Théorème 2.3.6 Soient µ et ν deux mesures de probabilité sur (R,B(R)). Si µ̂ = ν̂, alors µ = ν.Soient X et Y deux v.a. réelles. Alors leurs lois PX et PY sont égales si et seulement si ϕX = ϕY .Ce théorème nous donne l'uniité d'une loi de fontion aratéristique donnée. Autrement dit la fontionaratéristique d'une v.a. aratérise la loi de la v.a. Attention, je vous rappelle qu'il existe plein de v.a. quin'ont rien à voir entre elles (pas le même espae Ω de départ par exemple), et qui ont même loi.Ce théorème peut se démontrer de diverses façons. Il déoule par exemple du lemme et du théorèmei-dessous (f Revuz Probas).Introduisons une notation. Si m est une mesure de probabilité sur R, pour tous a < b, on pose

Hm(a, b) = m(]a, b[) +
m({a}) +m({b})

2
.Lemme 2.3.7 Soient m1 et m2 deux probabilités sur R telles que Hm1 = Hm2 . Alors m1 = m2.Démonstration : m1 et m2 étant �nies, elles ont au plus un nombre dénombrable d'atomes (i.e. desingletons de mesure mi({x}) > 0. Considérons la lasse des intervalles (ouverts, fermés, semi-ouverts) dontles extrémités ne sont pas des atomes ni de m1 ni de m2. Cette lasse est stable par intersetion �nie, etengendre la tribu. Le orollaire 1.2.4 donne le résultat voulu. �25

Théorème 2.3.8 (Inversion de Fourier) Soit m une mesure de probabilité sur R. Alors pour tout a < b,on a

lim
T→∞

1

2π

∫ T

−T

e−ita − e−itb

it
m̂(t) = Hm(a, b) .Si m̂ est intégrable, alors m a une densité ontinue p donnée par

p(x) =
1

2π

∫
m̂(t)e−itxdt .Démonstration : Le théorème de Fubini et un alul élémentaire (hangement de variable et parité)montrent que l'intégrale de gauhe vaut

∫

R

(∫ T (x−a)

−T (x−a)

sin t

t
dt−

∫ T (x−b)

−T (x−b)

sin t

t
dt

)

dm(x)A noter qu'il s'agit d'intégrales au sens de Riemann : Si x < a, alors ∫ T (x−a)
−T (x−a) . . . = −

∫
[−T |x−a|,T |x−a|] . . ..La fontion x 7→

∫ x
0

sin t
t dt est bornée et tend vers π/2 en +∞. Don, après étude du signe de x − a etde x − b, on véri�e que la fontion dans les (. . .) tend vers π − π = 0 si x > max(a, b), vers π + π = 2π si

a < x < b, vers 0 = −π+π si x < a, vers π si x = a ou x = b. Autrement dit, la fontion de x entre parenthèsonverge vers π(1{a} +1{b} + 21]a,b[), en restant uniformément bornée. Le théorème de onvergene dominéede Lebesgue s'applique alors pour donner le résultat de onvergene voulu.Montrons maintenant la deuxième partie du théorème. e Le théorème de Fubini permet de voir quel'intégrale de l'énoné vaut enore ∫ b

a

(∫ T

−T
e−itxm̂(t) dt

)
dxSi m̂ est intégrable, lorsque T → ∞, l'intégrale entre parenthèses onverge vers ∫

R
e−itxm̂(t)dt, en restantmajorée par ‖m̂‖1. Le théorème de onvergene dominée de Lebesgue donne alors, à la limite, Hm(a, b) =

1
2π

∫ b
a

∫
R
e−itxm̂(t)dtdx, e qu'il fallait démontrer. �Corollaire 2.3.9 Soit X une variable aléatoire. Si sa fontion aratéristique ϕX est intégrable alors X està densité (ontinue).Démonstration : La deuxième partie du théorème donne l'impliation : si ϕX est intégrable, alors X aune densité (ontinue). �Remarque 2.3.10 Une variable aléatoire à densité n'a pas forément une fontion aratéristique intégrable.2.3.2 Fontion aratéristique d'une variable aléatoire vetorielleRappelons que si x et y sont deux veteurs de Rd, leur produit salaire, noté de façons très variées, véri�e

< x, y >= (x|y) = x.y = x1y1 + . . .+ xdyd .Dé�nition 2.3.11 Soit µ une mesure �nie sur (Rd,B(Rd)). Sa transformée de Fourier µ̂ : Rd → C estdé�nie pour tout u ∈ Rd par

µ̂(u) =

∫

Rd

eiu.xdµ(x).Si X est une v.a. vetorielle à valeurs dans Rd, sa fontion aratéristique ϕX : Rd → C est la transforméede Fourier de sa loi PX .Soient µ une mesure sur Rp et ν une mesure sur Rq. Remarquez que

̂(µ× ν) = µ̂ν̂.26



En e�et, en utilisant le théorème de Fubini, on a pour u = (u1, u2) ave u1 ∈ Rp et u2 ∈ Rq

̂(µ× ν)(u) =

∫

Rp+q

eiu.xd(µ× ν)(x1, x2) =

∫

Rp

∫

Rq

eiu1x1eiu2x2dν(x2)dµ(x1)

=

∫

Rp

eiu1x1dµ(x1)

∫

Rq

eiu2x2dν(x2) = µ̂(u1)ν̂(u2)Cei sera très important par la suite.Théorème 2.3.12 Soient µ et ν deux mesures de probabilité sur (Rd,B(Rd)). Si µ̂ = ν̂, alors µ = ν.Soient X et Y deux v.a. à valeurs dans Rd. Alors leurs lois PX et PY sont égales si et seulement si ϕX = ϕY .Démonstration : Admis. Voir Master I, ou Revuz. �Exemple de alul d'une fontion aratéristique vetorielle : Ω = [0, 1], A = B([0, 1]) et P = Lebesguesur [0, 1]. Soit X : Ω → R2 dé�nie par X(ω) = (1[0,1/2](ω), ω). Notons X1(ω) = 1[0,1/2](ω) et X2(ω) = ω sesoordonnées. Si u = (u1, u2) ∈ R2, on alule (détaillez)

ϕX(u) = E(eiu.X) = E(ei(u1,u2).(X1(ω),X2(ω))) = E(eiu1X1(ω)+iu2X2(ω))

=

∫

Ω
eiu1X1(ω)+iu2X2(ω) dP (ω) = . . . =

eiu1

iu2
(eiu2/2 − 1) +

eiu2 − eiu2/2

iu2Proposition 2.3.13 Soit X une v.a. à valeurs dans Rd. Alors1. ϕX(0) = 12. |ϕX(u)| ≤ 1 pour tout u ∈ Rd3. Si A ∈Md,n(R) et b ∈ Rn alors ϕA.X+b(v) = eivḃϕX(tAv) pour v ∈ Rn.4. ϕX est uniformément ontinue5. Si n = (n1, . . . , nd) et E(|X1|n1 . . . |Xd|nd) < +∞ alors ∂nϕX(0)
∂nu = i|n|E(Xn1

1 . . . Xnd
d )6. Si µ̂ = ν̂ alors µ = ν et X et Y ont même loi si et seulement si ϕX = ϕY .Démonstration : Démontrons seulement 3). Si Y = A.X + b ∈ Rn et v ∈ Rn, alors ϕY (v) = E(eiv.Y ) =

E(eiv.(AX+b)) = eiv.bE(eiv.AX ) = eiv.bE(ei(A
tv).X) = eiv.bϕX(Atv). �Théorème 2.3.14 (Théorème de Levy) Soit (Pn)n∈N une suite de mesures de probabilité sur Rd tellesque P̂n onverge simplement vers une fontion φ ontinue en 0. Alors la suite (Pn)n∈N onverge étroitementvers une mesure m telle que m̂ = φ.Ce théorème est du niveau M1. Nous ommenterons et énoné à nouveau lorsque nous aurons vu e quesigni�e la onvergene étroite.
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Chapitre 3Indépendane3.1 Produit de loisCe paragraphe a dû être traité en détail dans le module intégration 2.Soient (X1,A1,P1) et (X2,A2,P2) deux espaes de probabilité.La tribu produit sur X1 ×X2 est la tribu engendrée par les ensembles A1 ×A2, Ai ∈ Ai. En partiulier,elle ontient A1 × A2, mais elle est plus grosse. Elle est notée A1 ⊗ A2. Par exemple, la tribu borélienne

B(R2) est également la tribu produit B(R) ⊗B(R).La mesure produit P1 ⊗ P2 est l'unique mesure qui véri�e pour tous A1 ∈ A1, A2 ∈ A2

P1 ⊗ P2(A1 ×A2) = P1(A1)P2(A2) .

P1 et P2 sont les mesures marginales de P1 ⊗ P2. L'existene et l'uniité de la mesure produit (i.e. le faitqu'elle peut être prolongée, et de manière unique, en une mesure sur tous les ensembles de la tribu produit,sont admis ii. Voir ours intégration 2.Par dé�nition deP1⊗P2, si g(x, y) = 1A1×A2(x, y) = 1A1(x)1A2(y) alors l'appliation x 7→
∫

R
g(x, y)dP2(y) =

1A1(x)P2(A2) est mesurable, l'appliation y 7→
∫

R
g(x, y)dP1(x) = 1A2(y)P1(A1) est mesurable, et on a

∫

R2

gd(P1 ⊗ P2) =

∫

R

(∫

R

g(x, y)dP2(y)

)
dP1(x) =

∫

R

(∫

R

g(x, y)dP1(x)

)
dP2(y).On peut montrer que ei se généralise à toutes les fontions g(x, y) = 1A(x, y), ave A ∈ B1 × B2 (voirours intégration 2). Ensuite, ela se généralise aisément à toutes les fontions simples, puis par un argumentde onvergene monotone à toutes les fontions mesurables positives. Le théorème de onvergene dominéepermet d'obtenir ela pour toutes les fontions g qui sont P1 ⊗ P2 intégrables. En résumé, on a :Théorème 3.1.1 (Théorème de Fubini) Soient P1 et P2 deux probabilités sur (R,B(R)). Soit P = P1⊗

P2 la mesure produit. Soit g : (R2,B(R2)) → R une fontion mesurable qui est P-intégrable (resp. positive).Alors les fontions y 7→
∫

R
g(x, y)dP1(x) et x 7→

∫
R
g(x, y)dP2(y) sont mesurables, et on a

∫

R2

gd(P1 ⊗ P2) =

∫

R

(∫

R

g(x, y)dP2(y)

)
dP1(x) =

∫

R

(∫

R

g(x, y)dP1(x)

)
dP2(y).Démonstration : Voir ours intégration 2 �En pratique, lorsqu'on travaille ave des fontions mesurables positives, e théorème dit qu'intégrer parrapport à la mesure produit P1⊗P2, 'est pareil que d'intégrer d'abord suivant une oordonnée, puis suivantl'autre. C'est omme ela qu'on alule en pratique ∫

R2 g d(P1 ⊗ P2).3.2 Couple de variables aléatoires3.2.1 Couple de variables aléatoires, densité marginaleSoit X : (Ω,A,P) → (Rd1 ,B(Rd1)) et Y : (Ω,A,P) → (Rd2 ,B(Rd2)). Le ouple (X,Y ) est simplementla variable aléatoire Z = (X,Y ) : ω ∈ Ω 7→ Z(ω) = (X1(ω),X2(ω)) ∈ Rd1+d2 . La loi onjointe de X et Y estla loi du ouple Z = (X,Y ). 28


