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L’alphabet grec

Beaucoup d’entre vous n’ont jamais fait de grec ancien. Or les mathématicien-ne-s usent et abusent des lettres grecques.
Les voici done, dans I'ordre, avec minuscule, majuscule, et nom.
a, A, Alpha
8, B, Béta
7, I';, Gamma
9, A, Delta
£ (ou parfois €), E, epsilon
¢, Z, 7éta (prononcer “dzeta”)

n, H, éta

0 © Théta

v I iota

x K Kappa

A A lambda

M mu

vV nu

£=xi

o O omicron (prononcer “omicrone”)
7 II pi

p P rho

o ¥ Sigma

7 T tau

v U upsilon

¢ (ou parfois ¢) ® Phi

X X Chi (prononcer “ki”)
Y U psi

w € omega.

Chapitre 1

Probabilités et variables aléatoires

1.1 Espaces de probabilité

1.1.1 Le paradoxe de Banach-Tarski

Soit X un ensemble. Idéalement, on voudrait dire a priori qu'une mesure g sur X, ce serait une application
p: P(X) — R, définie sur I'ensemble de toutes les parties de X, additive (u(AU B) = u(A) + u(B) si A
et B sont disjoints, avec (@) = 0. (L’intuition de ce qu’est une mesure peut étre guidée par la notion de
volume et/ou de probabilité.)

Cela existe. Par exemple, sur R, pour toute partie A C R, on peut définir p,(A) = %#{0, ..,n—1}NA.
On peut passer a la limite et obtenir ce qu’on appelle une “moyenne” p qui est additive, positive et vérifie
u(R) = 1. Toutefois, elle vérifie aussi p(A) = 0 pour toute partie A bornée. Ennuyeux... On aimerait dire
quand méme que p(R) =37, 7 p([n,n + 1]).

C’est ce qu’on appelle la o-additivité. Le probléme est alors différent. On ne peut alors pas supposer que
toutes les parties d'un ensemble sont mesurables. En effet, c’est le paradoxe suivant, dit de Banach-Tarski.
On peut prendre une sphére disons de rayon 1, la couper en un nombre fini de morceaux, et les recoller pour
faire DEUX sphéres de rayon 1! Autrement dit, quelque chose d’absolument anti-intuitif. Ces morceaux ne
sont pas mesurables, c’est ce qui empéche de dire que les deux sphéres ont méme volume...

En effet, imaginons qu’on puisse calculer la mesure de tout ensemble de la sphére (i.e. ici 'aire). Dans
ce cas, a l'aide du paradoxe ci-dessus, on obtiendrait que la surface d'une sphére de rayon 1 est égale a celle
d'une spheére de rayon 2. Contradiction! Autrement dit, il n’est pas possible que les ensembles intervenant
dans le découpage de la sphére ci-dessus soient mesurables.

Notons que la démonstration de ce résultat fait appel a ’axiome du choix. Cet axiome, refusé par certains
mathématiciens, dit en gros qu’étant donnée une collection non dénombrable d’ensembles, on peut choisir
un élément de chaque ensemble. (Ceci est toujours possible pour des collections finies ou dénombrables en
procédant par récurrence.) Plus précisément, si (FE;);er est une collection d’ensembles, il existe un élément
z = (2;)ier dans le produit infini e F;.

Remarque En TD d’intégration (exo? feuille ? ) nous avons vu un exo montrant qu’a 'aide de 'axiome
du choix, on peut construire un ensemble non mesurable.

1.1.2 Tribus

Définition 1.1.1 Soit X un ensemble. Une tribu, ou o-algebre est une collection A C P(X) de parties de
X qui contient O et X, est stable par union dénombrable et passage au complémentaire.

Remarquons qu'une tribu est stable par intersection dénombrable (exo).

Une algébre est une collection de parties qui contient I’ensemble vide et est stable par union finie et passage au
complémentaire.

Les exemples classiques et les plus utiles en pratique sont les suivants. Si X est (au plus) dénombrable,
P(X) est une tribu. Sur R% d > 1 (et en particulier sur R), on considére la tribu borélienne engendrée par
les ouverts. C’est la plus petite tribu qui contient tous les ouverts, mais donc aussi tous les fermés...

Autres tribus : sur X la famille {#, X} est toujours une tribu. Si A C P(X) est un ensemble, la tribu
engendrée par A est {0, X, 4, X \ A}.



En Master, vous aurez l'occasion de rencontrer d’autres tribus, et méme des familles de tribus, utiles.
Cette année, les tribus P(N) et B(R) sont les plus importantes.

Exercice 1.1.2 Trouver toutes les tribus de X = {1, 2}, puis de X = {1,2,3}.

1.1.3 Mesures de probabilité

Rappelons que si A est une tribu sur X, un ensemble mesurable est simplement un ensemble A € P(X)
qui est dans la tribu A. Autrement dit, A € A C P(X).

Définition 1.1.3 Soit (X, A) un espace mesurable. Une (mesure de) probabilité est une application P :
A —[0,1] qui vérifie P(X) =1 et si (Ay)nen est une suite de sous-ensembles mesurables de X deuz a deuz

disjoints, alors P(UnenAn) = >,y P(4An).

Comparez avec la définition d'une mesure.
Voici quelques propriétés utiles en pratique, a savoir démontrer (certaines ne sont que des reformulations
de la définition).

1. P(#)=0

. Si (A,B) € A% et AC B alors P(4) < P(B).

. Si(A,B)€ A2 et AN B =0 alors P(AU B) = P(A) + P(B)
P(A%) =1-P(4)

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB)

. P(AN B) < min(P(4), P(B))

. P(AUB) > max(P(4), P(B))

. Si (Ap)nen € AN est une suite croissante pour Iinclusion (i.e. A, C A, pour tout n € N) alors la
suite (P(Ap))nen est croissante et lim,, oo P(4,) = P(UpenA4n)

9. Si (Ap)nen € AN est une suite décroissante pour l'inclusion alors la suite (P(Ay,))nen est décroissante
et limy, 0o P(4;,) = P(MpenAn).

Exercice 1.1.4 Démontrer ces propriétés. Indication : Considérer B, = A, \ Ap—1.

Définition 1.1.5 Un espace de probabilité, ou espace probabilisé, (X, A,R) est la donnée d’un ensemble X
muni d’une tribu A et d’une mesure de probabilité P.

En pratique, les espaces sur lesquels on travaillera le plus sont (N, P(N)) muni d’une des mesures de proba-
bilité introduites au paragraphe 1.4, ou bien (R, B(R)) et plus généralement (R?, B(R?)), d > 1, muni d’une
mesure de probabilité de 1.4.

1.1.4 Le vocabulaire des probabilités

La théorie des probabilités permet de fournir des modéles mathématiques pertinents & des phénomeénes
faisant intervenir du hasard, de I’aléa (lancer de dé, cours d’une action en bourse, durée de vie d’une ampoule,
temps d’attente d’un bus, fluctuations de certaines quantités : variations des différentes mesures d’une
grandeur physique autour de la valeur théorique attendue, variation de la température autour de la valeur
moyenne saisonniére attendue, etc

On modélise un ensemble de situations possibles par un espace de probabilité (2, 4, P). L’ensemble Q2
est espace des états. Par exemple, si on tire une piéce a pile ou face, on peut considérer Q = {pile, face}.
Pour un lancer de dé, on utilisera volontiers Q = {1,2,3,4,5,6}. Si on tire & pile ou face trois fois de suite,
on utilisera sans doute Q = {pile, face}® = {ppp, ppf,fp, DL f, frD, fOf, ffD, [Ff}0

Rappelons que quand  est fini ou dénombrable, on utilise A = P(£2). Un événement est un ensemble
A € A. Par exemple, si on lance un dé, I'événement « obtenir un nombre pair » s’écrit encore {2,4,6} C Q.

En lancant deux dés, avec Q = {1,...,6}2, I'événement « obtenir un 7 » s'écrit
A= {(1,6),(2,5), (3,4), (4,3), (5.2), (6, 1)}.

On appelle P(A) la probabilité que I'événement A se réalise. Si P(A) = 1 on dit que I'événement A est
certain, ou presque sfir (p.s.).

ot

Intuitivement (historiquement) si on répéte une expérience un grand nombre n de fois, et qu’on mesure la
fréquence f,(A) d'un événement A, (f,(A4) = %X nb de réalisations de A), on souhaite définir la probabilité
de A comme étant la limite de f,(A) quand le nombre n d’expériences tend vers 4oco. Dans la théorie
moderne des probabilités, on se donne a priori une mesure de probabilité P et on démontre (voir le dernier
chapitre de ce cours, lois des grands nombres) que les fréquences f,,(A) convergent vers P(A).

Une variable aléatoire est une fonction mesurable de I'espace mesurable (§2,.A) dans un autre espace
mesurable (E, ). En pratique, on verra qu’on ne connait que peu de choses sur espace €, qu’on ne définit
méme pas forcément précisément lorsqu’on modélise un phénoméne. Et toute 'étude porte sur Pespace
d'arrivée (E, ) qui est souvent fini ou (N, P(N)) ou (R?, B(R?)).

Par exemple, lorsque je lance un dé, je peux considérer 2 ’ensemble de toutes les trajectoires possibles du
dé de ma main au sol, et X la fonction définie sur © & valeurs dans {1,2,3,4,5,6} qui a une trajectoire associe
le numéro sur la face du dessus a l'arrivée du dé sur le sol. Pour une modélisation correcte, on supposera
que X est mesurable (ce qui revient & choisir sur Q la tribu adaptée pour cela). On pourrait aussi choisir
0 ={1,2,3,4,5,6}.

Autre exemple : lancer de deux dés, Q = {1,...,6}? et X : (4,5) — i + j.

1.1.5 Rappels a connaitre du S4
Soit (2, 4, P) un espace de probabilité.

Définition 1.1.6 Soit B € A un ensemble mesurable t.q. P(B) > 0. La fonction P(.|B) définie par A €

A — P(AB) = P{,‘?g?) est une probabilité sur (Q, A), et la quantité P(A|B) est appelée la probabilité

conditionnelle de A sachant B.

Exercice 1.1.7 Vérifier que P(.|B) est bien une probabilité.
P(A|B) représente la probabilité que A se réalise sachant que B se réalise.

Définition 1.1.8 Deuz événements A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A)P(B).

Une famille (A;)icr finie ou dénombrable est indépendante si pour tout sous-ensemble fini d’indices J C I
P(Njerdy) = e P(4;).

Les événements (4A;)icr sont deuz o deuz indépendants si pour tout couple (i,7) d’indices avec i # j, A; et
Aj sont indépendants.

Bien sir, si la famille (A4;) est indépendante dans son ensemble, alors les (4;) sont deux a deux indépendants.
Vocabulaire : en 'absence de précision, « des événements indépendants » signifie des événements indeé-
pendants dans leur ensemble.
Un exemple : on joue deux fois de suite a pile ou face. A est I'événement « obtenir pile au premier lancer »,
B « obtenir pile au deuxiéme lancer » et C' « obtenir deux lancers identiques ». Ces événements sont-ils deux
a deux indépendants ? Indépendants dans leur ensemble ?

Exercice 1.1.9 On lance un dé, et on note i le chiffre obtenu. (Ici Q = {1,...,6}. Donner un exzemple de
deuz événements A et B indépendants.

Remarque : Si A et B sont indépendants alors P(A|B) = P(A).
Exercice 1.1.10 Si A et B sont indépendants, alors A et B¢ aussi, A® et B aussi, A® et B¢ aussi.

Proposition 1.1.11 (Probabilités composées) Soit (Aj,...,A,) € A" tel que P(A1N... Ay) > 0. Alors
P(A1NAz...NA,) =P(A)P(A2|A1)P(A3]A1 N Ag) .. .P(A,|A1N ... Apo1)

Démonstration : Exercice trés facile a savoir faire! d
Définition 1.1.12 Une partition mesurable de X est une famille d’ensembles (E;);c; mesurables deuz a deuz

disjoints tels que UjerE; = Q. On suppose souvent implicitement que P(E;) > 0 pour tout i € I. (Pourquoi
est-ce possible sans difficulté ?)



Proposition 1.1.13 (Probabilités totales) Soit (E;)ic; C Al une partition mesurable finie ou dénom-

brable de Q. Alors pour tout A€ A, on a P(A) =3, P(ANE;) =3, P(A|E;)P(E;)

Démonstration : Exercice trés facile a savoir faire ! ]

Mise en garde Cette formule élémentaire provoque un nombre incalculable d’erreurs scandaleuses.

Débrouillez-vous mais apprenez la, sachez la démontrer et I'utiliser sans écrire des choses du style P(4)...Y", P(A4|E;)

Exemples : voir TD et compléter.

Proposition 1.1.14 (Formule de Bayes) Soit (F;)ic; C A’ une partition mesurable finie ou dénombrable
de Q. Si A € A vérifie P(A) > 0 alors

P(A|E,)P(E,
P(5,|4) = e AP )
> P(A|E,)P(Ey)
mel
Démonstration : Exercice trés facile a savoir faire ! |

Remarque : ce résultat complétement élémentaire ne mérite pas le nom de proposition par sa difficulté,
mais par son utilité pratique. (Voir TD).

1.2 Retour sur les classes monotones

Ce paragraphe est tiré de [R1].
Rappelons la définition

Définition 1.2.1 Une famille M de parties d’un ensemble E est appelée classe monotone si

-FEeM,

-siAeM,BeM, et AC B, alors B\ A€ M,

- Si (Ap)nen est une suite croissante d’éléments de M, alors UpenA,, est dans M.
La Classe monotone M(C) engendrée par une famille C de parties de E est la plus petite classe monotone
contenant C, ou encore l'intersection de toutes les classes monotones contenant C.

Une tribu est une classe monotone. La classe monotone M(C) engendrée par une famille C de parties est
donc incluse dans la tribu o(C) engendrée par C.

Remarque 1.2.2 Une classe monotone stable par intersection finie est une tribu. En effet, les deux premiéres
propriétés garantissent alors que () est dans la classe monotone, et que la classe est stable par union finie. La
derniére propriété assure enfin que la classe est stable par union dénombrable.

La notion de classe monotone prend toute son utilité dans le théoréme d’apparence technique suivant,
dont on verra l'intérét dans le corollaire qui suit.

Théoréme 1.2.3 (Théoréme de la classe monotone) SiC est une famille stable par intersection finie,
alors M(C) = o(C).

Démonstration : Comme M(C) C o(C), il suffit de montrer que M(C) est une tribu. Pour cela, vue la
remarque ci-dessus, il suffit de montrer qu’elle est stable par intersection finie.

e Posons M; = {4 e M(C), VC €C,ANC € M(C)}. Alors C C M, (par hypothese sur C). Et M; est
une classe monotone contenant C et incluse dans M(C), donc My = M(C). En effet, E € M bien siir. Si A
et B sont dans My et AC B, et C € C, alors (B\A)NC =(BNC)\(ANC); BNC et ANC sont dans
M(cC) par définition de My, et leur différence aussi car M(C) est une classe monotone. La stabilité de My
par union dénombrable croissante découle du fait que (UpenAyn) NC = Upen(4, N C).

® Posons My = {A € M(C), VC € M(C),AnC € M(C)}.De la méme fagon, on vérifie que My est
une classe monotone, incluse dans M(C) et contenant C, donc égale & M(C). Donc M(C) est stable par
intersection finie. ]

Corollaire 1.2.4 (Unicité des mesures) Si C est une classe d’ensembles stable par intersection finie et
engendrant une tribu A sur E, alors deux mesures de probabilité sur A qui sont égales sur C sont égales sur

A.
Ce corollaire nous sera utile par la suite.

Démonstration : Soient p et v deux mesures de probabilité égales sur C; notons
M ={A €A u(4)=v(A)}.

On vérifie aisément que M est une classe monotone qui contient C. Le théoréme précédent permet de conclure.

O

Fin cours 1 (2h)

1.3 Variables aléatoires

1.3.1 Variable aléatoire, loi d’une variable aléatoire

Définition 1.3.1 Une variable aléatoire est une application mesurable X : (Q,A) — (E,£). (Souvent,
E=NouFE = Rd). Lorsque E =R, ou E C R on parle de variable aléatoire réelle (v.a.r.) Lorsque E = R4
avec d > 2 on parle de vecteur aléatoire.

Lorsque E est un ensemble discret, fini ou dénombrable, on parle de variable aléatoire discréte.

Lorsque E C N ou Z, on parle de variable aléatoire entiére.

Bien évidemment, une v.a. & valeurs dans N est une v.a.r. mais on parle de variable aléatoire discréte.

Remarque 1.3.2 « Rappelons » qu'un ensemble discret est un espace topologique sur lequel les singletons
sont ouverts.

Définition 1.3.3 La tribu engendrée par une v.a. X : (2, 4) — (E,&) est la plus petite tribu o(X) C A
rendant X mesurable. Elle peut encore étre définie comme o(X) = {X~Y(B),B € £)}.

Démonstration : On commence par remarquer que (X ) contient X ~1(&), puis que X ~(€) est une tribu,
enfin que o(X) est par définition la plus petite tribu rendant X mesurable, i.e. la plus petite tribu contenant
X-1&). 0

Définition 1.3.4 Soit P une probabilité sur (2, A). Laloi image ou mesure image de P par X est la mesure
Px sur (E,E) définie par Px(A) = P(X"Y(A)) pour tout A € €. La mesure de probabilité Px est appelée
la loi de X.

Notation : on écrit souvent (abus de notation utile pour I'intuition) P(X € A) a la place de Px(A) =
P(X1(A) =P({w e 2, X(w) € 4}).

Lorsqu’on modélise une situation réelle avec des outils probabilistes, en général, on ne connait pas
(2, A,P). Lors d'une expérience aléatoire w € Q on ne fait qu’observer la valeur X(w) € N on R. On
est alors intéressé par la probabilité que X (w) prenne telle ou telle valeur. Autrement dit, on veut savoir
étudier Px sur E et pas du tout P sur €. L’espace de probabilité (£2,.4,P) est important du point de vue
théorique, mais n’est pas explicite en général.

Vous rencontrerez donc fréquemment des phrases du type « X : Q — {0,1} suit une loi de Bernoulli de
paramétre p », alors qu’on n’a méme pas précisé Q. On dit méme X suit une loi de Bernoulli B(p) sur {0,1}
sans évoquer l'espace €2 quand seule la loi Px de X est utile.

Un exemple de loi image : Q = {(i,j),1 < 4,j < 6}; P(i,5) = 5 et X : @ — N définie par X (4, 5) =i+j.
Pourquoi X est-elle mesurable ? Sur Nla loi de X est définie par Px({n}) = P(X"!(n)) = P({w € , X (w) =
n}). Et on a Px(0) = 0=Px(n) pour n > 13. Px(2) = 5, Px(3) = 5, . ..

Autre exemple : Q = [0,1] muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. Soit X la variable
aléatoire définie par X (w) =1 si w € [0,1/2] et 0 sinon (X = 1g19). Alors Px vérifie Px(0) = Px(1) = §
et Px(R\ {0,1}) = 0. Autrement dit, Px = 1(p + 1) oi1 6, désigne la masse de Dirac en z.



Exercice 1.3.5 On considére (R,B(R),P) ot P = $6_1 + 160 + 261. C’est une probabilité sur R. Soit
X :w s |w|. Montrer que Px = 1(60 + 61).

Remarque 1.3.6 Une mesure de probabilité P sur un espace mesurable (€2,.4) est toujours la loi d’une
variable aléatoire. Considérer X = Id : (Q, A) — (©, A). Si au départ €2 est muni de la loi de probabilité P,
alors a l'arrivée la loi image de P par X, i.e. la loi Py de X est égale a P.

Remarque 1.3.7 (Important!) Il existe des variables aléatoires différentes de méme loi. Par exemple sur
[0,1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, considérer X = 1jg9/5 et Y = 1[147/19) +
1)3/3,1[- Considérer méme Z : {1,...,6} — {0,1} défini par Z(w) = 1 si w n’est pas divisible par trois. Alors
Z ala méme loi que X et Y (exo) alors qu’il n’est pas défini sur le méme espace !

Théoréme 1.3.8 Soit X : (2, A,P) — (E,&) une variable aléatoire. Alors pour toute fonction h : E — R
mesurable bornée ou mesurable positive, on a

/hoX(w)dP(w):/h(z)dPX(x)
Q JE

Plus généralement, h est Px-intégrable ssi h o X est P-intégrable et la formule ci-dessus est encore vraie
dans ce cas.

Remarque 1.3.9 (Cas particuliers importants) Lorsque E = N le terme de droite se réécrit Z h(n)P(X
neN

Lorsque € est discret (souvent Q =N ou € fini en pratique), alors / hoX(w)dP(w) = Z p(w)h o X (w).
Q we

Cette formule dont la démonstration est élémentaire est fondamentale. En effet, répétons encore une fois
qu’en pratique, on ne connait pas  ni P. C’est donc sur E qu’on effectuera tous les calculs. Le terme de
gauche est important théoriquement, le terme de droite sert en pratique. (Ce résultat est appelé principe de
transfert dans certains ouvrages.)

Remarque 1.3.10 Pourquoi ces hypothéses sur h? Rappelons que l'intégrale fE h(z)dPx (x) est définie
pour les fonctions mesurables positives ou les fonctions P x-intégrables. Or en théorie des probabilités, les
variables aléatoires bornées sont des fonctions intégrables (Si|f| < C, alors [, fdPx < CPx(E) = C < o).
Cela dit, le bon cadre de ce théoréme est f mesurable positive ou intégrable.
Attention : C’est faux en analyse! Sur (R, B(R)) muni de la mesure de Lebesgue, les fonctions bornées
ne sont pas toutes intégrables! Exemple, les fonctions constantes...

Démonstration : Principe de preuve trés classique, a connaitre. On passe progressivement des indicatrices
de boréliens a toutes les fonctions mesurables. On reverra ce type de preuve a plusieurs reprises.

o Si A€ et h=1,ils'agit simplement de la définition de Px : 140X = 1x-1(4) €t P(X71(A)) = Px(A).
e Si h =73, a;1,, est une fonction simple (somme finie d’indicatrices pondérées par les o), alors le résultat
souhaité est vrai par linéarité de l'intégrale.

e Si h est mesurable positive, alors il existe une suite (h,,) croissante de fonctions simples positives telles que
hyp, — h, et donc aussi h,0X — hoX presque surement. Le théoréme de convergence monotone (Beppo-Levi)
donne le résultat souhaité.

e Si h est mesurable bornée, elle est limite de fonctions simples uniformément bornées; le théoréme de
convergence dominée de Lebesgue s’applique.

e Si h est Py-intégrable (plus faible que mesurable bornée car Px est une probabilité), alors il existe h4
et h_ mesurables positives telles que h = hy —h_. On a |h| = hy + h_, et [;|h|dPx < oo implique
Jg h+ dPx < oo. Encore une fois, la linéarité de I'intégrale va mener a I'égalité voulue, et donc en particulier
au fait que h o X est P-intégrable. Le méme raisonnement en partant de cette derniére hypothése donnerait
h Py intégrable. O

La proposition suivante est un cas particulier trés utile.
Proposition 1.3.11 La v.a.r. X est intégrable ssi [p |z| dPx(z) < oco.

Démonstration : C’est un corollaire du théoreme 1.3.8 avec h(z) = |z|. ]

1.3.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire a valeurs dans R (ou N, Z... )

Dans ce paragraphe, sauf mention du contraire, X : (2, A) — (E,&) désigne une variable aléatoire a
valeurs dans un sous-ensemble de R.

Définition 1.3.12 Soit P une mesure de probabilité sur (R, B(R)) ou (N, P(N)). La fonction de répartition
de P est la fonction F : R — [0,1] définie par F(z) = P(] — oo, z]).

Exemples : d, 5‘%’;2,

Exercice 1.3.13 Tracer le graphe de la fonction de répartition de &y, de %6,2 + %(31 + éﬁlg, de la mesure
uniforme sur [-1,1] : P = %1[,1‘1])\, ol A est la mesure de Lebesque....

Définition 1.3.14 La fonction de répartition de X, notée Fx, est la fonction de répartition de sa loi Px.
Autrement dit,
Fx(2) = Px(] - 00,2]) = P(X < 2) = P({w € @, X(w) < })

Proposition 1.3.15 Soit Fx la fonction de répartition de Px. Alors on a

1. Fx est croissante.

2. Fx est a valeurs dans [0,1]

3. Fx est continue a droite.

4. Fx a des limites a gauche en tout point, et lim Fx(z) = Fx(a”) = P(X <a) <P(X < a) = Fx(a).
Tr—a~

5. Fx(z) — 0 quand v — —o0 et Fx(x) — 1 quand x — +o0.

6. Fx(b) — Fx(a) =P(a < X <)

7. P(X =a) = Fx(a) —lim, .- Fx(z) = Fx(a) — Fx(a™)

Remarque 1.3.16 On verra plus loin des cas agréables dans lesquels F'y est continue sur R.

Démonstration : 1. Si z <y, | — 00,2| C] — 00,y| d’out Fx(2) =Px(] —o0,2]) <Px(] —o0,y]) = Fx(y)-
2. Pour tout = € R, Fx(z) est la probabilité d’un ensemble.

3. Soit # € R. On veut montrer que lim,_,,+ Fx(y) = Fx(x). Comme Fy est croissante, il suffit de montrer
que lim,, o Fx (2 + %) = Fx(z). (En effet, supposons que Fx(z + %) — Fx(z) quand n — oo. Alors pour tout
e > 0, il existe N > 0 tq pour tout n > N, Fx(z) < Fx(z + %) < Fx(z) +e. Comme Fx est croissante, pour tout
r<y<az+2i Fx(z)<Fx(y) < Fx(x+ 1) < Fx(z) +e Donc lim,_ .+ Fx(y) = Fx(z).)

Remarquons que Fx (z + 1) = Px(] — 00,2 + 1]). La suite d’intervalles ] — 0o,z + 1] est décroissante, la
probabilité Py vérifie donc limy, .o Px (] — 00,2 + 2]) = Px (Mpen] — 00,z + 2]) = Px (] — 00,2]) = Fx ().
4. Considérons cette fois la suite d’ensembles | — oo,z — +-]. C’est une suite croissante d’intervalles. On a donc
lim, .o Fx (2 — 2) = Px (] — 00, z]). (Alors que F(z) = Px(] — 00,2]).) Comme Fx est croissante, on en
déduit que Fx admet Px(] — oo, z[) < Fx(x) comme limite & gauche en z. (Remarquons que I'existence de
la limite découle immédiatement du fait que si y < x 'application y — Fx(y) est croissante et majorée par
Fx(z).
5.0n a ) = Npen] — 00, —n]. Le méme raisonnement que ci-dessus donne lim, o Fx(—n) = 0. Comme
Fyx est croissante, ceci implique (vérifier!) que lim,_,_o Fx(x) = 0. Pour la limite en +oo considérer les
intervalles | — oo, n].

6 et 7. Exo immédiat. g

Proposition 1.3.17 Soient P, et Py deuz mesures de probabilité sur (R, B(R)). Si elles ont méme fonction
de répartition Fy = Fo = F, alors elles sont égales.

Démonstration : Pour tout intervalle Ja,b], on a Py(Ja,b]) = F(b) — F(a) = P3(Ja,b]). La classe des
intervalles du type Ja,b], a € R, b € R est stable par intersection finie et engendre la tribu borélienne (voir les
TD du module intégration. Par intersection/union dénombrable, il est clair que la tribu engendrée contient
tous les intervalles, et donc tous les boréliens.)

Le corollaire 1.2.4 permet de conclure que P; = Ps. O
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Proposition 1.3.18 Soient X,Y deuz variables aléatoires définies respectivement sur (Q, A, P) et (', A, P’),
a wvaleurs réelles ou enticéres. Si X et Y ont méme fonction de répartition, alors X et Y ont méme loi.

Démonstration : Reformulation immédiate de la proposition précédente. O

Proposition 1.3.19 Si F est une fonction de R dans [0,1] qui est croissante, continue a droite, et admet
pour limite 0 en —oo et 1 en 400, alors il existe une mesure de probabilité P sur R dont F est la fonction
de répartition.

Démonstration : L’idée de la preuve est élémentaire. On définit P sur tout intervalle ]a, b] par P(]a,b]) =
F(b) — F(a). On a bien P(#) = 0 et P(R) = 1. La famille des intervalles |a,b] est une algébre : stable par

intersection et union finie, passage au complémentaire, et contient () et R. Cette algébre engendre la tribu
borélienne. Pour conclure la preuve, il suffit d’utiliser le théoréme ci-dessous 1.3.20. O

Théoréme 1.3.20 (Théoréme de prolongement de Carathéodory) Sim est une mesure bornée défi-
nie sur une algébre B de parties de E, il existe une unique mesure prolongeant m sur la tribu o(B) engendrée
par B.

Démonstration : L’unicité découle du corollaire 1.2.4. L’existence sera démontrée en Master 1. O

Proposition 1.3.21 Une fonction de répartition a au plus un nombre dénombrable de discontinuités.

Démonstration : Voir TD O
Proposition 1.3.22 Soit F' la fonction de répartition de la probabilité p sur (R,B(R)). On définit un
« pseudo-inverse » de F par F71(t) = inf{e € R, F(z) > t}. Soit U une variable aléatoire de loi uni-

forme sur [0,1]. Alors Y = F~Y(U) est une variable aléatoire de loi .

Ceci sert en simulation : si on sait simuler une v.a.r. de loi uniforme, alors on sait simuler n’importe
quelle loi sur R.

Démonstration : Voir TD O
Définition 1.3.23 Soit X = (X1, ..., Xq) un vecteur aléatoire a valeurs dans R®. Sa fonction de répartition
est définie par

Fx(.’lil,...,xd) = Px(] —OO,l‘l] X ><] — OO,,T,‘d]) = P(X1 <z et ...Xd < Id).

Proposition 1.3.24 Soient X; et Xy deuz vecteurs aléatoires réels, & valeurs dans R%. S’ils ont méme
fonction de répartition, alors ils ont méme loi.

Démonstration : Ceci se fait exactement comme la proposition 1.3.18. O

1.4 Lois et variables aléatoires classiques

En pratique, on modélise souvent les phénoménes aléatoires de la vie réelle par quelques lois qu’on connait
bien, et que nous allons revoir ici. Les lois discrétes ont été vues au S4, et doivent étre connues.
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1.4.1 Lois discrétes
Le pile ou face, loi uniforme

On lance une piéce et lorsqu’elle retombe, on regarde si la face visible est “face” (la face de Marianne,
sur les francs d’autrefois) ou “pile” (la semeuse, de l'autre coté des francs). On suppose que la piéce a autant
de chances de tomber sur pile que sur face. On introduit alors = {pile, face}, la tribu est P(Q) et la
probabilité P définie par P(pile) = P(face) = 1.

Une variante mathématique est de regarder I'espace {0,1} muni de la tribu P({0,1}) et de la probabilité
P = 130 + 01. Si une variable aléatoire X est a valeurs dans {0,1} muni de P on dit que X suit une loi
uniforme sur {0, 1}.

Sa fonction de répartition vérifie Fx(2) =0si 2 <0, Fx(z) =3 siz €[0,1[ et Fx(z)=1sia > 1.

Plus généralement, si X est une v.a. a valeurs dans un ensemble fini E, on dit qu’elle suit une loi uniforme
sur E si pour tout w € E, on a Px({w}) = ﬁ On dit alors que chacun des événements élémentaires {w}
est équiprobable.

Un autre exemple classique est celui du lancer de dé équilibré. L’ensemble a considérer est {1,2,3,4,5,6}
muni de la probabilité uniforme qui assigne a chaque événement élémentaire la probabilité %.

Exercice 1.4.1 Tracer le graphe de la fonction de répartition d’une loi de pile ou face sur {0,1} puis d’une
loi uniforme sur {1,...,6}.

Marches aléatoires

Imaginons un-e ivrogne qui se promeéne le long d’une rue (orientée est ouest), et tous les 10 métres, il tire
a pile ou face pour savoir s’il va a I'ouest (pile) ou a Uest (face). Cette marche dite aléatoire est modélisée
de la fagon suivante : on imagine que I'ivrogne se promeéne sur Z; a Uinstant n > 0, il se trouve a la position
Sp € Z (avec Sop = 0 pour simplifier). Entre I'instant n et 'instant n + 1 il tire a pile ou face, on note
Xp+1 la variable aléatoire qui vaut +1 s’il tire face (il va & droite) et —1 sinon. Sa position a I'instant n + 1
est alors Sy41 = Sp + Xpy1. Autrement dit, on modélise cette marche par une suite (X, )n>1 de variables
aléatoires a valeurs dans {+1, —1}, de loi uniforme sur {+1,—1}. La position a I'instant n est donnée par
Sp = > p_1 Xk Le dernier chapitre nous donnera des outils pour étudier le comportement de S, quand n
grand (retour en 07 divergence en +oo0... )

Plus généralement, on peut effectuer des marches aléatoires sur Z%, d > 2. Alors X,, est une variable
aléatoire a valeurs dans {#1}?, et S, est une v.a. a valeurs dans Z®.

Remarque 1.4.2 Les marches aléatoires sur Z% ont un comportement bien connu depuis longtemps, mais les chercheurs
étudient encore trés activement les marches aléatoires sur des groupes G non commutatifs, comme des groupes de matrices par
exemple. On parle alors de produits de matrices aléatoires. A chaque instant n, au lieu d’ajouter a S, _1 un élément X,, qui fait
partie des générateurs de Z¢ et de leurs inverses, on multiplie (& gauche ou & droite, ce n’est pas pareil, il faut choisir!) S,
par un générateur X, du groupe non commutatif G (noté multiplicativement au lieu d’additivement pour Z?). On se proméne
alors aléatoirement dans G, et on voudrait bien savoir si on va revenir a 'origine ou pas (ce qui dépend de la nature et de la
taille du groupe!)

Cette théorie des matrices aléatoires intéresse les mathématiciens pour sa beauté intrinséque d’une part, mais aussi pour
ses intéréts en modélisation. Plusieurs chercheurs-euses du LAMFA travaillent par exemple a modéliser le développement du
Prunus en forét de Compiégne a 'aide de produits aléatoires de matrices.

Fin cours 2 (2h, le 28 janvier 2009)

Loi de Bernoulli

La loi de Bernoulli de paramétre p, notée parfois B(p) est la loi sur {0,1} (ou autre ensemble a deux
éléments) définie par P(1) = p et P(0) = 1 — p, p étant un parametre fixé dans [0,1]. Autrement dit
P = pd1 + (1 — p)do.

Par exemple, on tire une houle dans une urne contenant R boules rouges et N noires, soit une proportion
p = R+LN de boules rouges, et 1 — p de boules noires. On considére Q = {1,...,R + N} l'ensemble des
boules numérotées, et X la variable aléatoire définie sur  qui vaut 1 si la boule est rouge et 0 sinon. En
supposant que chaque boule a une probabilité identique d’étre attrapée, la v.a. X suit une loi de Bernoulli
de paramétre p.

Exercice 1.4.3 Tracer la fonction de répartition d’une loi de Bernoulli de paramétre %
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Loi binomiale

R
i . € N R+N
rouges. Si on tire n boules avec remise (on remet la boule dans 'urne a chaque fois), l'espace des états est

alors Q = {1,..., R+ N}" ; soit X la v.a. qui a un tirage aléatoire w € Q de n boules avec remise associe le
nombre de boules rouges obtenues. Un calcul élémentaire montre que Px (k) = P(X = k) = (})p*(1—p)"~*
pour tout 0 < k < n. On dit que X suit une loi binomiale de parameétres (n,p) parfois encore notée B(n,p).

Une urne contient R boules rouges, N boules noires, soit encore une proportion p = de boules

Exercice 1.4.4 Vérifier que Px est une probabilité sur {0,1,...,n}.

Exercice 1.4.5 Tracer le graphe de la fonction de répartition d’une loi binomiale de paramétres n = 4 et

p=73

Loi hypergéométrique

C’est la loi de la variable aléatoire X comptant le nombre de boules rouges obtenues lors d’un tirage de
n boules sans remise dans une urne contenant R rouges et N noires. On la note parfois H(n, N, R), et on

n—k
vérifie que Py (k) =P(X =k) = RN

m .
CI‘H»N

Loi de Poisson

Notée parfois P(\). Loi de Poisson de parameétre A € R. c’est la mesure de probabilité sur N définie par
P(n) = A=A,

nl €

Exercice 1.4.6 Vérifier que P est une probabilité sur N
Exercice 1.4.7 Tracer le graphe de la fonction de répartition d’'une loi de Poisson de paramétre 1.

La loi de Poisson est la loi des événements rares.

Par exemple, on sait que le temps moyen d’attente a un guichet (en nombre de minutes) vaut A > 0.
Alors la probabilité d’attendre k minutes est bien modélisée par une loi de Poisson de paramétre .

De méme, si on sait qu'une ampoule dure en moyenne A jours, alors on peut modéliser le temps entre
deux pannes par une loi de Poisson de parameétre A.

Autre exemple pratique : on préléve (sans remise donc) n individus dans une population qui contient des
individus de deux types A et B (malades/sains, bactéries mutantes/ordinaires, etc). Le type A est présent
en proportion p trés faible, le type B est en proportion 1 — p proche de 1. Le nombre moyen d’individus A
prélevés vaut A = np. Si n est grand, p petit et 1 < X\ =np < 10, la v.a. représentant le nombre d’individus
de type A obtenus suit théoriquement une loi hypergéométrique, et en pratique on peut supposer que c’est
une loi binomiale (quand n est trés grand, un tirage avec ou sans remise importe peu). En fait, on peut
méme considérer que c’est une loi de Poisson de paramétre A = np. Ceci se démontre en utilisant la formule
de Stirling n! ~ v/27mn(n/e)" quand n — oc.

Loi géométrique

La loi géométrique de parameétre o €]0, 1] est la mesure de probabilité sur N définie par P(n) = (1—a)a™.
C’est la probabilité d’obtenir une boule noire aprés n boules rouges lorsque la probabilité d’obtenir une boule
rouge est «. (NB : la suite (P(n)),en est une suite géomeétrique).

11 arrive (dans certains livres) que les parameétres « et 1 — « soient échangés, ou bien méme la loi soit
définie sur Nx = N\ {0} par P(n) = a(1 — a)"~!, n > 1. Par conséquent, on précise toujours les notations
lorsqu’on parle de loi géométrique.

Exercice 1.4.8 Vérifier que P est une probabilité sur N (ou N*) pour chacune des conventions de notation
ci-dessus.

Exercice 1.4.9 Tracer la fonction de répartition d’une loi géométrique de paramétre %

1.4.2 Lois continues

Définition 1.4.10 Une v.a.r. a une loi continue si sa fonction de répartition est continue.

Les v.a. ci-dessous sont continues. Vérifiez-le sur chaque exemple.
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Loi uniforme

La loi uniforme sur U'intervalle [a,b] C R muni de sa tribu borélienne) est la mesure de probabilité définie
pour tout A € B([a,b]) par

P(A) = bia'/Adx= ﬁ/\(A)

ol A est la mesure de Lebesgue sur R.
. . L. - 1 N . —a -

Sa fonction de répartition vérifie F(z) = m\[i—oo,z]ﬂ[a,b] dr. Dot F(z) = 0six < a, F(z) = =2 si
a <z <b, F(z) =1 aprés. Dessinez le graphe de F. Qu’observez-vous ?

Notez que rien ne change si on considére l'intervalle (a,b) ouvert en a ou en b.

Plus généralement, on peut considérer la loi uniforme sur un ensemble E borélien quelconque de R, définie
pour tout A € B(E) C B(R) par P(A) = %.

La méme définition est valide dans R%, d > 2, en remplacant la mesure de Lebesgue sur R par la mesure
de Lebesgue sur R%.

Loi gaussienne, ou loi normale

D’une certaine fagon, c¢’est la loi de probabilité la plus importante qui existe. Vous comprendrez pourquoi
au dernier chapitre, dans le théoréme limite central (TLC). Cette loi « universelle » modélise les écarts a
la moyenne. Typiquement lorsqu’on mesure une grandeur physique qui a une valeur théorique attendue, il
y a toujours une erreur, dont les causes peuvent étre multiples et dues & des sommes de nombreuses causes
microscopiques ou macroscopiques (instrument de mesure, précision de I'expérience, etc) et qu’on modélise
souvent par une variable aléatoire de loi normale. En d’autres termes, la loi normale modélise des erreurs
macroscopiques dues & une somme d’erreurs microscopiques. Vous comprendrez pourquoi lorsqu’on étudiera
le TLC.

La loi normale centrée réduite notée N'(0,1) sur R donne & tout borélien A de R la probabilité

P(4) = 71% [

Exercice 1.4.11 Vérifier que P est une probabilité sur R.

La loi normale de moyenne m, d’écart-type o (variance o2) est notée N (m, o). Elle est définie par

E*’WLQ
P(4) = L / S e
A

270

Loi exponentielle

La loi exponentielle de paramétre a, notée parfois £(a), vérifie pour tout A € B(R,)

P(A) = / ae” 1y, (z)dzx.
A
Exercice 1.4.12 Vérifier que P est une probabilité sur R.
Exercice 1.4.13 Tracer le graphe de la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre 1.

Cette loi permet de modéliser les processus sans mémoire, qui ne vieillissent pas, les durées de vie. Par
exemple, c’est la loi de la variable aléatoire X qui décrit le temps que met une particule instable a se
désintégrer. Elle vérifie la propriété suivante.

Proposition 1.4.14 Soit X une v.a. réelle. Alors X suit une loi exponentielle si et seulement si pour tous
z>0ety>0,

PX>z+ylX >y =P(X > ).
Démonstration : EXO. Voir TD O0

La durée de vie d’'un néon suit une loi exponentielle. Par conséquent, inutile de changer un néon qui
fonctionne encore...
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Loi de Cauchy
Elle est définie pour tout A € B(R,) par
1 1
P(A) = —/ ——dr.
TJal+x

Exercice 1.4.15 Vérifier que P est une probabilité sur R.

Nous nous en servirons souvent comme (ZODtI‘EfP,XP/IIlplP/.

Si U suit une loi uniforme sur | — %, Z[ alors tan U suit une loi de Cauchy.

1.5 Variables aléatoires & densité

1.5.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 1.5.1 Soit p une probabilité définie sur (R, B(R)). Elle est & densité, ou absomument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue X\ s’il existe une fonction f : R — Ry Lebesgue-intégrable et positive,
telle que pour tout borélien A de R,

u(A)=/Afd>\-

On dit que f est une densité de p par rapport a A.

/RfdA:L

Remarque 1.5.2 Une mesure de probabilité peut avoir plusieurs densités. Il n’y a donc pas unicité. Cela
dit, si f et g sont deux densités de p alors f = g p-presque surement. Par exemple, la loi uniforme sur [a, b]
a pour densités (entre autres) ﬁl[a’b] mais aussi ﬁl}aﬁb], ou ﬁl[a’b[, ou ... Cela dit, il y a unicité de la
densité dans L*(R, B(R), \).

Remarquons quune densité f vérifie

En fait, cette définition a parfaitement un sens pour des mesures positives y quelconques, et pas nécessairement des mesures
de probabilité. Dans ce cas, la seule chose qui change est que la densité f est positive mesurable mais non nécessairement

Lebesgue-intégrable.

Remarque 1.5.3 La définition est inchangée dans R, d > 2. Relisez tout le paragraphe en vérifiant ce qui
s’applique dans R?, d > 2.

Exercice 1.5.4 Vérifier que toutes les lois du paragraphe 1.4.2 sont a densité, et donner leur densité.

Proposition 1.5.5 Si P est une mesure de probabilité a densité f sur R, alors sa fonction de répartition F
est continue sur R et vérifie pour tous a < b réels

F(b) - F(a) = P(la,b]) = /] R

Démonstration : Par définition, F(b) — F(a) = P(] — 00,b]) — P(] — 00,a]). L’additivité de P donne
F(b) — F(a) =P(Ja,b]) = f]a,b] fdX (la derniére égalité résultant du fait que P est a densite).

Cette expression permet de déduire la continuité de F. En effet, F(z) = F(a)+ f]a,z] f dX pour n’importe
quel a fixé. Et votre cours d’intégration vous permet d’affirmer qu'une fonction définie par une intégrale est
continue. (Exo : vérifier cela dans votre cours d’intégration). O

Proposition 1.5.6 Si X a une fonction de répartition F qui est C' (respectivement C' par morceauz, i.e.
C' en dehors d'un nombre fini de discontinuités), alors X a pour densité f = F', et f est continue (resp.
Continue par morceaut).
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Démonstration : Soit f = F’. Cette fonction est définie partout sauf au plus en un nombre fini de points,
elle est continue par morceaux, positive (car F est croissante), et [; f d\ = F(co) — F(—oc0) = 1. Soit donc
w la mesure de probabilité de densité f = F’. Cette mesure coincide avec Py sur tous les intervalles ]a, b].
Le corollaire 1.2.4 donne y = Px. O

Exercice 1.5.7 Donner lallure du graphe des densités et des fonctions de répartition de tous les exemples
du paragraphe 1.4.2.

Remarque 1.5.8 Si p est a densité, f est mesurable mais pas nécessairement continue. C’est F' qui est
continue.

Remarque 1.5.9 La réciproque de la proposition 1.5.5 est fausse : il existe des lois u dont la fonction de répartition
est continue mais qui n’ont pas de densité. Autrement dit, il existe des lois continues mais pas absolument continues.

Une fagon d’obtenir de telles lois est d’utiliser la construction ci-dessous. On construit une fonction F' continue
croissante sur [0, 1], avec F(0) =0 et F(1) = 1, mais qui est constante presque partout! Si la loi correspondante était
A densité, sa densité serait nulle, donc la loi serait nulle, contradiction avec le fait que c’est une probabilité.

L’un de ces monstres, appelé escalier du diable, est construit de la maniére suivante.

A Tétape 0, on définit Fy(z) = 0sia <0, Fo(z) = 1si & > 1 et Fy(z) = x sur [0,1]. Fy est continue, croissante, et a
pour limites 0 en —oo et 1 en +o0.

A T'étape 1, on découpe [0, 1] en trois intervalles égaux de longueur % Sur l'intervalle du milieu [1/3,2/3] on pose
= L. Sur les deux intervalles [0, 1/3] et [2/3, 1], on prolonge F} en une fonction affine par morceaux et continue :
= Sx sur [0,1/3] et Fi(z) = 32 — 1 sur [2/3,1].

A I'¢tape 2, on recommence sur chacun des intervalles [0,1/3] et [2/3,1]. (En dehors, sur | — oo, 0]U[2, 2]U[1, +00],
on garde Fy(z) = Fi(z).) Sur I'intervalle [1/9,2/9] on pose Fy(z) = %, sur 'intervalle [7/9,8/9] Fa(z) = 2 et sur les
quatre intervalles [0, %], %, %] [% %] %, 1], on prolonge F» en une fonction affine par morceaux continue croissante.

Et on continue la construction... Par récurrence, on construit une suite (F,) de fonctions continues sur R, crois-
santes, valant 0 avant 0 et 1 aprés 1, et qui sont constantes par morceaux sur une union d’intervalles I,, de longueur
de plus en plus grande.

ol

A la limite, (F,,) converge. Fn effet, il est éléementaire de vérifier que pour tout n > 1, on a |[F, 11 — Fp|| < 77 On
1

en déduit aisément que pour tout p > 1, on a [[F1p — Fp|| < ga=r. En particulier, (F},)nen est une suite de Cauchy

pour la topologie de la norme infinie sur les fonctions continues sur [0, 1]. Elle converge donc et sa limite, notée F est
continue. On l'appelle Uescalier du diable : elle croit sur [0,1] de 0 & 1, de fagon continue, en étant constante presque
partout ! C’est la fonction de répartition d’une mesure de probabilité P qui n’admet pas de densité.

Voici une proposition peu difficile dont I'intérét apparaitra au paragraphe 1.5.2.

Proposition 1.5.10 La variable aléatoire réelle X a pour densi
seulement si pour toute fonction h : R — R mesurable bornée, on a

la fonction mesurable positive f si et

/ h(a)dPx (z) = / h() f(2)dA()
R R

Démonstration : Si pour toute & : R — R mesurable bornée, [p h(z)dPx(z) = [g h(z)f(x)d\(x), alors
pour h =14, A borélien quelconque, on obtient Px(A) = [, f(x)dA(z). Donc Px est une loi a densité f.
Réciproquement, si Px a pour densité f, I’égalité cherchée est vraie pour toutes les fonctions h = 14
indicatrices de boréliens A (par définition d’une loi & densité). Par linéarité, I’égalité est encore vraie pour
toutes les fonctions simples h =}, ¢;14; (somme finie). ( Par convergence monotone, I'égalité est vraie pour
toutes les fonctions h mesurables positives. Inutile ici, mais vrai.) Par convergence dominée, 1'égalité est vraie
pour toutes les fonctions intégrables, et en particulier toutes les fonctions mesurables bornées. d

Exercice 1.5.11 Soit X : Q = [0,1] — R définie par X (w) = 2w + 1. Donner la loi (et la densité) de X .
On calcule [, hdPx = f[()?l] h(2w+1)dw = f[0’3] h(w) = [, h(z)l[“T](L)dx La densité de X est donc 1[02—3]

Finissons ce paragraphe par une question que se posent souvent les mathématicien-nes : qu’est-ce qui
caractérise une densité ? Autrement dit, quelles fonctions sont des densités de lois de probabilité ?
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Proposition 1.5.12 Si f : (R,B(R) — (R4, B(Ry) est une fonction mesurable positive avec [p fd\ = 1
alors il existe une mesure de probabilité p sur R qui admet f pour densité.

Démonstration : Fait dans le module intégration. L’idée est complétement élémentaire : si A est un borélien
de R, on définit p(A) = [, f dX. Vérifiez en exercice que cela définit bien une mesure de probabilité (4 densité
évidemment) sur R. O

1.5.2 Changement de variables

Dans ce paragraphe, nous partons d’une variable aléatoire X a densité, et nous cherchons & savoir si la
variable aléatoire Y = (X)) est & densité, et si oui, quelle est sa densité?

Nous utiliserons la proposition 1.5.10. La stratégie est la suivante. On sait que X a pour densité fx. On
applique cette proposition 1.5.10. Soit ~ une fonction mesurable bornée; alors h o ¢ est encore mesurable
bornée. On déduit de 1.5.10 que pour toute fonction mesurable bornée du type ho o, on a

/ hopo X (w)dP(w) = / ho p(x)dPx () = / ho (@) fx (2)dA(z)
Q R R

Remarquons que le premier terme vant encore [ h oY (w)dP(w) = [ h(y)dPy (y).

On essaie alors d’appliquer le théoreme du changement de variables (en posant y = ¢(z)) au terme
Jz ho () fx(z)dA(z), en espérant le mettre sous la forme [ h(y) fy (y)dA(y), avec fy une fonction mesu-
rable positive. La proposition 1.5.10 permet alors de conclure que fy est la densité de Py-.

Voyons cela sur un exemple trés détaille. Cherchons la densité de la loi de Y = X + 1, si X est une
v.a. & densité fx. On veut utiliser la proposition 1.5.10. On étudie donc la quantité [; ko Y (y)dPy (y) qui
vaut [, hoY(w)dP(w) (théoréme 1.3.8), puis [, hopo X (w)dP(w) avec ¢(z) = x + 1. Cette intégrale vaut
encore (théoréme 1.3.8 appliqué & X) [; hop(z)dPx (z), puis [p h(z +1)fx(z)dz (car X est a densité). Le
théoréme de changement de variables donne [ h(z 4+ 1)fx(x)dz = [ h(z)fx(z — 1)dz. Finalement, pour
toute fonction i mesurable bornée, on a montré que [fp h(y)dPy (y) = [ M(y)fx(y — 1)dy. La proposition
1.5.10 nous permet de conclure que Y = X + 1 est a densité et que fy(y) = fx(y — 1).

Rappelons le théoréme du changement de variables :

Théoréme 1.5.13 (Changement de variable) Soit ¢ : U C R — V C R un difféomorphisme de classe
C entre deuz ouverts, et g: V — R Lebesgue intégrable. Alors

/ oy)dy = / o)) Tac ()| de.
JV JU

Pour la démonstration, voir votre cours d’intégration.

Un exemple fondamental : le passage en coordonnées polaires

Soit U =)0, 2n[xR% et V = R2\ {(z,0),2 > 0}. Et ¢o(r,0) = (r cos 0, rsin ). Bien str, |Jac (¢)(r, 0)| = r.
Si g: V — R est intégrable ou positive, alors

/g(l'yy)dwdy:/g(rcos@,rsin@)drrd@.
Jv Ju

22 2
Application : calcul de jR e=2*/2 dy.. Indication : Passer en coordonnées polaires dans l'intégrale jiR@ e dzxdy.

Remarque trés importante en pratique : ci-dessus, 'application ¢ : R? — R2 n’est pas un diffécomorphisme
(car pas bijective) mais quitte a enlever des ensembles de mesure nulle, 'application ¢ est un difféomor-
phisme.
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Reformulation de ce qui précéde

On peut donner un énoncé de changement de variable probabiliste, comme ci-dessous. Néanmoins, il est
sans doute plus utile de retenir et savoir refaire sa preuve que de retenir son énonceé.

Proposition 1.5.14 Soit ¢ un difféomorphisme d'un owvert U de R dans un ouvert V de R®. Si X est
une v.a. qui prend p.s. ses valeurs dans U et qui a pour densité p, alors la v.a. Y = p o X a pour densité
pop~lx [Jp-1].

Démonstration : Soit kA une fonction mesurable bornée définie sur V. A l'aide du théoréme de transfert
et du théoreme de changement de variable, on montre que

/Vh(y)dPy

/Qh oY (w)dP(w) = /Q hoyoX(w)dP(w) = '/U hoo(z)dPx(x)
= [ howmis = [ nopee Wl wldy
U 14

La proposition 1.5.10 permet de conclure. O

Exercice 1.5.15 Soit X une v.a.r. de loi exponentielle et Y = X2. Donner la densité de Y.

Soit ¢ : &+ 2. C'est un difféo de R% dans RY, et de R* dans R%}. Et on a

/Rh(y)dPy(y) /QhoYdP:/QhondP:/Rhow(x)fx(z)dx

= /g*/i--*:/D;{ih(y)%(fx(\/ﬂ)Jrfx(*\/ﬂ))dy

Exercice 1.5.16 Exemple a détailler. Soit X une variable aléatoire réelle de densité fx(z) = e 1g+(z),
Y = |log X|. et ¢(z) = |logz|. On pose ¢i(x) = logz de Uy =|1,4o00[ dans RY, et py(z) = —logz de
U, =]0,1[ dans R% . On a bien str o7 (y) = ¢¥ et ¢y (y) = e7¥. La proposition ci-dessus donne

frly) = (Bfeyey + efeiyefy) e (1)
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