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Chapitre 1Probabilités et variables aléatoires1.1 Espaes de probabilité1.1.1 Le paradoxe de Banah-TarskiSoit X un ensemble. Idéalement, on voudrait dire a priori qu'une mesure µ sur X, e serait une appliation

µ : P(X) → R+ dé�nie sur l'ensemble de toutes les parties de X, additive (µ(A ∪ B) = µ(A) + µ(B) si Aet B sont disjoints, ave µ(∅) = 0. (L'intuition de e qu'est une mesure peut être guidée par la notion devolume et/ou de probabilité.)Cela existe. Par exemple, sur R, pour toute partie A ⊂ R, on peut dé�nir µn(A) = 1
n#{0, . . . , n−1}∩A.On peut passer à la limite et obtenir e qu'on appelle une �moyenne� µ qui est additive, positive et véri�e

µ(R) = 1. Toutefois, elle véri�e aussi µ(A) = 0 pour toute partie A bornée. Ennuyeux... On aimerait direquand même que µ(R) =
∑

n∈Z
µ([n, n+ 1[).C'est e qu'on appelle la σ-additivité. Le problème est alors di�érent. On ne peut alors pas supposer quetoutes les parties d'un ensemble sont mesurables. En e�et, 'est le paradoxe suivant, dit de Banah-Tarski.On peut prendre une sphère disons de rayon 1, la ouper en un nombre �ni de moreaux, et les reoller pourfaire DEUX sphères de rayon 1 ! Autrement dit, quelque hose d'absolument anti-intuitif. Ces moreaux nesont pas mesurables, 'est e qui empêhe de dire que les deux sphères ont même volume...En e�et, imaginons qu'on puisse aluler la mesure de tout ensemble de la sphère (i.e. ii l'aire). Danse as, à l'aide du paradoxe i-dessus, on obtiendrait que la surfae d'une sphère de rayon 1 est égale à elled'une sphère de rayon 2. Contradition ! Autrement dit, il n'est pas possible que les ensembles intervenantdans le déoupage de la sphère i-dessus soient mesurables.Notons que la démonstration de e résultat fait appel à l'axiome du hoix. Cet axiome, refusé par ertainsmathématiiens, dit en gros qu'étant donnée une olletion non dénombrable d'ensembles, on peut hoisirun élément de haque ensemble. (Cei est toujours possible pour des olletions �nies ou dénombrables enproédant par réurrene.) Plus préisément, si (Ei)i∈I est une olletion d'ensembles, il existe un élément

x = (xi)i∈I dans le produit in�ni Πi∈IEi.Remarque En TD d'intégration (exo ? feuille ? ) nous avons vu un exo montrant qu'à l'aide de l'axiomedu hoix, on peut onstruire un ensemble non mesurable.1.1.2 TribusDé�nition 1.1.1 Soit X un ensemble. Une tribu, ou σ-algèbre est une olletion A ⊂ P(X) de parties de

X qui ontient ∅ et X, est stable par union dénombrable et passage au omplémentaire.Remarquons qu'une tribu est stable par intersetion dénombrable (exo).Une algèbre est une olletion de parties qui ontient l'ensemble vide et est stable par union �nie et passage auomplémentaire.Les exemples lassiques et les plus utiles en pratique sont les suivants. Si X est (au plus) dénombrable,

P(X) est une tribu. Sur Rd, d ≥ 1 (et en partiulier sur R), on onsidère la tribu borélienne engendrée parles ouverts. C'est la plus petite tribu qui ontient tous les ouverts, mais don aussi tous les fermés...Autres tribus : sur X la famille {∅,X} est toujours une tribu. Si A ⊂ P(X) est un ensemble, la tribuengendrée par A est {∅,X,A,X \A}. 4



En Master, vous aurez l'oasion de renontrer d'autres tribus, et même des familles de tribus, utiles.Cette année, les tribus P(N) et B(R) sont les plus importantes.Exerie 1.1.2 Trouver toutes les tribus de X = {1, 2}, puis de X = {1, 2, 3}.1.1.3 Mesures de probabilitéRappelons que si A est une tribu sur X, un ensemble mesurable est simplement un ensemble A ∈ P(X)qui est dans la tribu A. Autrement dit, A ∈ A ⊂ P(X).Dé�nition 1.1.3 Soit (X,A) un espae mesurable. Une (mesure de) probabilité est une appliation P :
A → [0, 1] qui véri�e P(X) = 1 et si (An)n∈N est une suite de sous-ensembles mesurables de X deux à deuxdisjoints, alors P(∪n∈NAn) =

∑

n∈N
P(An).Comparez ave la dé�nition d'une mesure.Voii quelques propriétés utiles en pratique, à savoir démontrer (ertaines ne sont que des reformulationsde la dé�nition).1. P (∅) = 02. Si (A,B) ∈ A2 et A ⊂ B alors P(A) ≤ P(B).3. Si (A,B) ∈ A2 et A ∩B = ∅ alors P(A ∪B) = P(A) + P(B)4. P(Ac) = 1 − P(A)5. P(A ∪B) = P(A) + P(B) − P(A ∩B)6. P(A ∩B) ≤ min(P(A),P(B))7. P(A ∪B) ≥ max(P(A), P (B))8. Si (An)n∈N ∈ AN est une suite roissante pour l'inlusion (i.e. An ⊂ An+1 pour tout n ∈ N) alors lasuite (P(An))n∈N est roissante et limn→∞ P(An) = P(∪n∈NAn)9. Si (An)n∈N ∈ AN est une suite déroissante pour l'inlusion alors la suite (P(An))n∈N est déroissanteet limn→∞ P(An) = P(∩n∈NAn).Exerie 1.1.4 Démontrer es propriétés. Indiation : Considérer Bn = An \ An−1.Dé�nition 1.1.5 Un espae de probabilité, ou espae probabilisé, (X,A,R) est la donnée d'un ensemble Xmuni d'une tribu A et d'une mesure de probabilité P.En pratique, les espaes sur lesquels on travaillera le plus sont (N,P(N)) muni d'une des mesures de proba-bilité introduites au paragraphe 1.4, ou bien (R,B(R)) et plus généralement (Rd,B(Rd)), d ≥ 1, muni d'unemesure de probabilité de 1.4.1.1.4 Le voabulaire des probabilitésLa théorie des probabilités permet de fournir des modèles mathématiques pertinents à des phénomènesfaisant intervenir du hasard, de l'aléa (laner de dé, ours d'une ation en bourse, durée de vie d'une ampoule,temps d'attente d'un bus, �utuations de ertaines quantités : variations des di�érentes mesures d'unegrandeur physique autour de la valeur théorique attendue, variation de la température autour de la valeurmoyenne saisonnière attendue, etOn modélise un ensemble de situations possibles par un espae de probabilité (Ω,A,P). L'ensemble Ωest l'espae des états. Par exemple, si on tire une pièe à pile ou fae, on peut onsidérer Ω = {pile, fae}.Pour un laner de dé, on utilisera volontiers Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Si on tire à pile ou fae trois fois de suite,on utilisera sans doute Ω = {pile, fae}3 = {ppp, ppf, pfp, pff, fpp, fpf, ffp, fff}...Rappelons que quand Ω est �ni ou dénombrable, on utilise A = P(Ω). Un événement est un ensemble

A ∈ A. Par exemple, si on lane un dé, l'événement � obtenir un nombre pair � s'érit enore {2, 4, 6} ⊂ Ω.En lançant deux dés, ave Ω = {1, . . . , 6}2, l'événement � obtenir un 7 � s'érit
A = {(1, 6), (2, 5), (3, 4), (4, 3), (5, 2), (6, 1)}.On appelle P(A) la probabilité que l'événement A se réalise. Si P(A) = 1 on dit que l'événement A estertain, ou presque sûr (p.s.). 5

Intuitivement (historiquement) si on répète une expériene un grand nombre n de fois, et qu'on mesure lafréquene fn(A) d'un événement A, (fn(A) = 1
n× nb de réalisations de A), on souhaite dé�nir la probabilitéde A omme étant la limite de fn(A) quand le nombre n d'expérienes tend vers +∞. Dans la théoriemoderne des probabilités, on se donne a priori une mesure de probabilité P et on démontre (voir le dernierhapitre de e ours, lois des grands nombres) que les fréquenes fn(A) onvergent vers P(A).Une variable aléatoire est une fontion mesurable de l'espae mesurable (Ω,A) dans un autre espaemesurable (E, E). En pratique, on verra qu'on ne onnait que peu de hoses sur l'espae Ω, qu'on ne dé�nitmême pas forément préisément lorsqu'on modélise un phénomène. Et toute l'étude porte sur l'espaed'arrivée (E, E) qui est souvent �ni ou (N,P(N)) ou (Rd,B(Rd)).Par exemple, lorsque je lane un dé, je peux onsidérer Ω l'ensemble de toutes les trajetoires possibles dudé de ma main au sol, et X la fontion dé�nie sur Ω à valeurs dans {1, 2, 3, 4, 5, 6} qui à une trajetoire assoiele numéro sur la fae du dessus à l'arrivée du dé sur le sol. Pour une modélisation orrete, on supposeraque X est mesurable (e qui revient à hoisir sur Ω la tribu adaptée pour ela). On pourrait aussi hoisir

Ω = {1, 2, 3, 4, 5, 6}.Autre exemple : laner de deux dés, Ω = {1, . . . , 6}2 et X : (i, j) 7→ i+ j.1.1.5 Rappels à onnaître du S4Soit (Ω,A,P) un espae de probabilité.Dé�nition 1.1.6 Soit B ∈ A un ensemble mesurable t.q. P(B) > 0. La fontion P(.|B) dé�nie par A ∈
A 7→ P(A|B) = P(A∩B)

P(B) est une probabilité sur (Ω,A), et la quantité P(A|B) est appelée la probabilitéonditionnelle de A sahant B.Exerie 1.1.7 Véri�er que P(.|B) est bien une probabilité.
P(A|B) représente la probabilité que A se réalise sahant que B se réalise.Dé�nition 1.1.8 Deux événements A et B sont indépendants si P(A ∩B) = P(A)P(B).Une famille (Ai)i∈I �nie ou dénombrable est indépendante si pour tout sous-ensemble �ni d'indies J ⊂ I

P(∩j∈JAj) = Πj∈JP(Aj).Les événements (Ai)i∈I sont deux à deux indépendants si pour tout ouple (i, j) d'indies ave i 6= j, Ai et

Aj sont indépendants.Bien sûr, si la famille (Ai) est indépendante dans son ensemble, alors les (Ai) sont deux à deux indépendants.Voabulaire : en l'absene de préision, � des événements indépendants � signi�e des événements indé-pendants dans leur ensemble.Un exemple : on joue deux fois de suite à pile ou fae. A est l'événement � obtenir pile au premier laner �,

B � obtenir pile au deuxième laner � et C � obtenir deux laners identiques �. Ces événements sont-ils deuxà deux indépendants ? Indépendants dans leur ensemble ?Exerie 1.1.9 On lane un dé, et on note i le hi�re obtenu. (Ii Ω = {1, . . . , 6}. Donner un exemple dedeux événements A et B indépendants.Remarque : Si A et B sont indépendants alors P(A|B) = P(A).Exerie 1.1.10 Si A et B sont indépendants, alors A et Bc aussi, Ac et B aussi, Ac et Bc aussi.Proposition 1.1.11 (Probabilités omposées) Soit (A1, . . . , An) ∈ An tel que P(A1∩ . . . An) > 0. Alors

P(A1 ∩A2 . . . ∩An) = P(A1)P(A2|A1)P(A3|A1 ∩A2) . . .P(An|A1 ∩ . . . An−1)Démonstration : Exerie très faile à savoir faire ! �Dé�nition 1.1.12 Une partition mesurable de X est une famille d'ensembles (Ei)i∈I mesurables deux à deuxdisjoints tels que ∪i∈IEi = Ω. On suppose souvent impliitement que P(Ei) > 0 pour tout i ∈ I. (Pourquoiest-e possible sans di�ulté ?) 6



Proposition 1.1.13 (Probabilités totales) Soit (Ei)i∈I ⊂ AI une partition mesurable �nie ou dénom-brable de Ω. Alors pour tout A ∈ A, on a P(A) =
∑

i∈I P(A ∩ Ei) =
∑

i∈I P(A|Ei)P(Ei)Démonstration : Exerie très faile à savoir faire ! �Mise en garde Cette formule élémentaire provoque un nombre inalulable d'erreurs sandaleuses.Débrouillez-vous mais apprenez la, sahez la démontrer et l'utiliser sans érire des hoses du style P(A) . . .
P

i P(A|Ei)Exemples : voir TD et ompléter.Proposition 1.1.14 (Formule de Bayes) Soit (Ei)i∈I ⊂ AI une partition mesurable �nie ou dénombrablede Ω. Si A ∈ A véri�e P(A) > 0 alors

P(En|A) =
P(A|En)P(En)

∑

m∈I

P(A|Em)P(Em)Démonstration : Exerie très faile à savoir faire ! �Remarque : e résultat omplètement élémentaire ne mérite pas le nom de proposition par sa di�ulté,mais par son utilité pratique. (Voir TD).1.2 Retour sur les lasses monotonesCe paragraphe est tiré de [R1℄.Rappelons la dé�nitionDé�nition 1.2.1 Une famille M de parties d'un ensemble E est appelée lasse monotone si� E ∈ M,� si A ∈ M, B ∈ M, et A ⊂ B, alors B \A ∈ M,� Si (An)n∈N est une suite roissante d'éléments de M, alors ∪n∈NAn est dans M.La Classe monotone M(C) engendrée par une famille C de parties de E est la plus petite lasse monotoneontenant C, ou enore l'intersetion de toutes les lasses monotones ontenant C.Une tribu est une lasse monotone. La lasse monotone M(C) engendrée par une famille C de parties estdon inluse dans la tribu σ(C) engendrée par C.Remarque 1.2.2 Une lasse monotone stable par intersetion �nie est une tribu. En e�et, les deux premièrespropriétés garantissent alors que ∅ est dans la lasse monotone, et que la lasse est stable par union �nie. Ladernière propriété assure en�n que la lasse est stable par union dénombrable.La notion de lasse monotone prend toute son utilité dans le théorème d'apparene tehnique suivant,dont on verra l'intérêt dans le orollaire qui suit.Théorème 1.2.3 (Théorème de la lasse monotone) Si C est une famille stable par intersetion �nie,alors M(C) = σ(C).Démonstration : Comme M(C) ⊂ σ(C), il su�t de montrer que M(C) est une tribu. Pour ela, vue laremarque i-dessus, il su�t de montrer qu'elle est stable par intersetion �nie.
• Posons M1 = {A ∈ M(C), ∀C ∈ C, A ∩ C ∈ M(C)}. Alors C ⊂ M1 (par hypothèse sur C). Et M1 estune lasse monotone ontenant C et inluse dans M(C), don M1 = M(C). En e�et, E ∈ M1 bien sûr. Si Aet B sont dans M1 et A ⊂ B, et C ∈ C, alors (B \ A) ∩ C = (B ∩ C) \ (A ∩ C) ; B ∩ C et A ∩ C sont dans

M(cC) par dé�nition de M1, et leur di�érene aussi ar M(C) est une lasse monotone. La stabilité de M1par union dénombrable roissante déoule du fait que (∪n∈NAn) ∩ C = ∪n∈N(An ∩ C).
• Posons M2 = {A ∈ M(C), ∀C ∈ M(C), A ∩ C ∈ M(C)}.De la même façon, on véri�e que M2 estune lasse monotone, inluse dans M(C) et ontenant C, don égale à M(C). Don M(C) est stable parintersetion �nie. �7

Corollaire 1.2.4 (Uniité des mesures) Si C est une lasse d'ensembles stable par intersetion �nie etengendrant une tribu A sur E, alors deux mesures de probabilité sur A qui sont égales sur C sont égales sur
A. Ce orollaire nous sera utile par la suite.Démonstration : Soient µ et ν deux mesures de probabilité égales sur C ; notons

M = {A ∈ A, µ(A) = ν(A)} .On véri�e aisément queM est une lasse monotone qui ontient C. Le théorème préédent permet de onlure.
�Fin ours 1 (2h)1.3 Variables aléatoires1.3.1 Variable aléatoire, loi d'une variable aléatoireDé�nition 1.3.1 Une variable aléatoire est une appliation mesurable X : (Ω,A) → (E, E). (Souvent,

E = N ou E = Rd). Lorsque E = R, ou E ⊂ R on parle de variable aléatoire réelle (v.a.r.) Lorsque E = Rdave d ≥ 2 on parle de veteur aléatoire.Lorsque E est un ensemble disret, �ni ou dénombrable, on parle de variable aléatoire disrète.Lorsque E ⊂ N ou Z, on parle de variable aléatoire entière.Bien évidemment, une v.a. à valeurs dans N est une v.a.r. mais on parle de variable aléatoire disrète.Remarque 1.3.2 � Rappelons � qu'un ensemble disret est un espae topologique sur lequel les singletonssont ouverts.Dé�nition 1.3.3 La tribu engendrée par une v.a. X : (Ω,A) → (E, E) est la plus petite tribu σ(X) ⊂ Arendant X mesurable. Elle peut enore être dé�nie omme σ(X) = {X−1(B), B ∈ E)}.Démonstration : On ommene par remarquer que σ(X) ontient X−1(E), puis que X−1(E) est une tribu,en�n que σ(X) est par dé�nition la plus petite tribu rendant X mesurable, i.e. la plus petite tribu ontenant

X−1(E). �Dé�nition 1.3.4 Soit P une probabilité sur (Ω,A). La loi image ou mesure image de P par X est la mesure

PX sur (E, E) dé�nie par PX(A) = P (X−1(A)) pour tout A ∈ E. La mesure de probabilité PX est appeléela loi de X.Notation : on érit souvent (abus de notation utile pour l'intuition) P(X ∈ A) à la plae de PX(A) =
P(X−1(A)) = P({ω ∈ Ω,X(ω) ∈ A}).Lorsqu'on modélise une situation réelle ave des outils probabilistes, en général, on ne onnaît pas

(Ω,A,P). Lors d'une expériene aléatoire ω ∈ Ω on ne fait qu'observer la valeur X(ω) ∈ N ou R. Onest alors intéressé par la probabilité que X(ω) prenne telle ou telle valeur. Autrement dit, on veut savoirétudier PX sur E et pas du tout P sur Ω. L'espae de probabilité (Ω,A,P) est important du point de vuethéorique, mais n'est pas expliite en général.Vous renontrerez don fréquemment des phrases du type � X : Ω → {0, 1} suit une loi de Bernoulli deparamètre p �, alors qu'on n'a même pas préisé Ω. On dit même X suit une loi de Bernoulli B(p) sur {0, 1}sans évoquer l'espae Ω quand seule la loi PX de X est utile.Un exemple de loi image : Ω = {(i, j), 1 ≤ i, j ≤ 6} ; P(i, j) = 1
36 et X : Ω → N dé�nie par X(i, j) = i+j.Pourquoi X est-elle mesurable ? Sur N la loi deX est dé�nie par PX({n}) = P(X−1(n)) = P({ω ∈ Ω,X(ω) =

n}). Et on a PX(0) = 0 = PX(n) pour n ≥ 13. PX(2) = 1
36 , PX(3) = 1

18 , . . ..Autre exemple : Ω = [0, 1] muni de sa tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. Soit X la variablealéatoire dé�nie par X(ω) = 1 si ω ∈ [0, 1/2] et 0 sinon (X = 1[0,1/2]). Alors PX véri�e PX(0) = PX(1) = 1
2et PX(R \ {0, 1}) = 0. Autrement dit, PX = 1

2(δ0 + δ1) où δx désigne la masse de Dira en x.8



Exerie 1.3.5 On onsidère (R,B(R),P) où P = 1
3δ−1 + 1

2δ0 + 1
6δ1. C'est une probabilité sur R. Soit

X : ω 7→ |ω|. Montrer que PX = 1
2(δ0 + δ1).Remarque 1.3.6 Une mesure de probabilité P sur un espae mesurable (Ω,A) est toujours la loi d'unevariable aléatoire. Considérer X = Id : (Ω,A) → (Ω,A). Si au départ Ω est muni de la loi de probabilité P,alors à l'arrivée la loi image de P par X, i.e. la loi PX de X est égale à P.Remarque 1.3.7 (Important !) Il existe des variables aléatoires di�érentes de même loi. Par exemple sur

[0, 1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, onsidérer X = 1[0,2/3] et Y = 1[1/4,7/12] +
1]2/3,1[. Considérer même Z : {1, . . . , 6} → {0, 1} dé�ni par Z(ω) = 1 si ω n'est pas divisible par trois. Alors

Z a la même loi que X et Y (exo) alors qu'il n'est pas dé�ni sur le même espae !Théorème 1.3.8 Soit X : (Ω,A,P) → (E, E) une variable aléatoire. Alors pour toute fontion h : E → Rmesurable bornée ou mesurable positive, on a

∫

Ω
h ◦X(ω) dP(ω) =

∫

E
h(x) dPX (x)Plus généralement, h est PX -intégrable ssi h ◦ X est P-intégrable et la formule i-dessus est enore vraiedans e as.Remarque 1.3.9 (Cas partiuliers importants) LorsqueE = N le terme de droite se réérit ∑

n∈N

h(n)P(X =

n).Lorsque Ω est disret (souvent Ω = N ou Ω �ni en pratique), alors ∫

Ω
h ◦X(ω) dP(ω) =

∑

ω∈Ω

p(ω)h ◦X(ω).Cette formule dont la démonstration est élémentaire est fondamentale. En e�et, répétons enore une foisqu'en pratique, on ne onnaît pas Ω ni P. C'est don sur E qu'on e�etuera tous les aluls. Le terme degauhe est important théoriquement, le terme de droite sert en pratique. (Ce résultat est appelé prinipe detransfert dans ertains ouvrages.)Remarque 1.3.10 Pourquoi es hypothèses sur h ? Rappelons que l'intégrale ∫

E h(x)dPX (x) est dé�niepour les fontions mesurables positives ou les fontions PX -intégrables. Or en théorie des probabilités, lesvariables aléatoires bornées sont des fontions intégrables (Si |f | ≤ C, alors ∫

E f dPX ≤ CPX(E) = C <∞).Cela dit, le bon adre de e théorème est f mesurable positive ou intégrable.Attention : C'est faux en analyse ! Sur (R,B(R)) muni de la mesure de Lebesgue, les fontions bornéesne sont pas toutes intégrables ! Exemple, les fontions onstantes...Démonstration : Prinipe de preuve très lassique, à onnaître. On passe progressivement des indiatriesde boréliens à toutes les fontions mesurables. On reverra e type de preuve à plusieurs reprises.

• Si A ∈ E et h = 1A il s'agit simplement de la dé�nition de PX : 1A ◦X = 1X−1(A) et P(X−1(A)) = PX(A).
• Si h =

∑

i αi1Ai est une fontion simple (somme �nie d'indiatries pondérées par les αi), alors le résultatsouhaité est vrai par linéarité de l'intégrale.

• Si h est mesurable positive, alors il existe une suite (hn) roissante de fontions simples positives telles que
hn → h, et don aussi hn◦X → h◦X presque surement. Le théorème de onvergene monotone (Beppo-Levi)donne le résultat souhaité.

• Si h est mesurable bornée, elle est limite de fontions simples uniformément bornées ; le théorème deonvergene dominée de Lebesgue s'applique.

• Si h est PX-intégrable (plus faible que mesurable bornée ar PX est une probabilité), alors il existe h+et h− mesurables positives telles que h = h+ − h−. On a |h| = h+ + h−, et ∫

R
|h| dPX < ∞ implique

∫

R
h± dPX <∞. Enore une fois, la linéarité de l'intégrale va mener à l'égalité voulue, et don en partiulierau fait que h ◦X est P-intégrable. Le même raisonnement en partant de ette dernière hypothèse donnerait

h PX intégrable. �La proposition suivante est un as partiulier très utile.Proposition 1.3.11 La v.a.r. X est intégrable ssi ∫

R
|x| dPX (x) <∞.Démonstration : C'est un orollaire du théorème 1.3.8 ave h(x) = |x|. �9

1.3.2 Fontion de répartition d'une variable aléatoire à valeurs dans R (ou N, Z... )Dans e paragraphe, sauf mention du ontraire, X : (Ω,A) → (E, E) désigne une variable aléatoire àvaleurs dans un sous-ensemble de R.Dé�nition 1.3.12 Soit P une mesure de probabilité sur (R,B(R)) ou (N,P(N)). La fontion de répartitionde P est la fontion F : R → [0, 1] dé�nie par F (x) = P(] −∞, x]).Exemples : δ2, δ1+δ2
2 , ...Exerie 1.3.13 Traer le graphe de la fontion de répartition de δ0, de 1

3δ−2 + 1
2δ1 + 1

6δ13, de la mesureuniforme sur [−1, 1] : P = 1
21[−1,1]λ, où λ est la mesure de Lebesgue....Dé�nition 1.3.14 La fontion de répartition de X, notée FX , est la fontion de répartition de sa loi PX .Autrement dit,

FX(x) = PX(] −∞, x]) = P(X ≤ x) = P({ω ∈ Ω, X(ω) ≤ x})Proposition 1.3.15 Soit FX la fontion de répartition de PX . Alors on a1. FX est roissante.2. FX est à valeurs dans [0, 1]3. FX est ontinue à droite.4. FX a des limites à gauhe en tout point, et lim
x→a−

FX(x) = FX(a−) = P(X < a) ≤ P(X ≤ a) = FX(a).5. FX(x) → 0 quand x→ −∞ et FX(x) → 1 quand x→ +∞.6. FX(b) − FX(a) = P(a < X ≤ b)7. P(X = a) = FX(a) − limx→a− FX(x) = FX(a) − FX(a−)Remarque 1.3.16 On verra plus loin des as agréables dans lesquels FX est ontinue sur R.Démonstration : 1. Si x ≤ y, ] −∞, x] ⊂]−∞, y] d'où FX(x) = PX(] −∞, x]) ≤ PX(] −∞, y]) = FX(y).2. Pour tout x ∈ R, FX(x) est la probabilité d'un ensemble.3. Soit x ∈ R. On veut montrer que limy→x+ FX(y) = FX(x). Comme FX est roissante, il su�t de montrerque limn→∞ FX(x + 1
n) = FX(x). (En e�et, supposons que FX(x + 1

n
) → FX(x) quand n → ∞. Alors pour tout

ε > 0, il existe N > 0 tq pour tout n ≥ N , FX(x) ≤ FX(x + 1

n
) ≤ FX(x) + ε. Comme FX est roissante, pour tout

x ≤ y ≤ x+ 1

n
, FX(x) ≤ FX(y) ≤ FX(x + 1

n
) ≤ FX(x) + ε. Don limy→x+ FX(y) = FX(x). )Remarquons que FX(x+ 1

n) = PX(]−∞, x+ 1
n ]). La suite d'intervalles ]−∞, x+ 1

n ] est déroissante, laprobabilité PX véri�e don limn→∞ PX(]−∞, x+ 1
n ]) = PX(∩n∈N]−∞, x+ 1

n ]) = PX(]−∞, x]) = FX(x).4. Considérons ette fois la suite d'ensembles ]−∞, x− 1
n ]. C'est une suite roissante d'intervalles. On a don

limn→∞ FX(x− 1
n) = PX(] −∞, x[). (Alors que FX(x) = PX(] −∞, x]).) Comme FX est roissante, on endéduit que FX admet PX(] −∞, x[) ≤ FX(x) omme limite à gauhe en x. (Remarquons que l'existene dela limite déoule immédiatement du fait que si y < x l'appliation y 7→ FX(y) est roissante et majorée par

FX(x).5. On a ∅ = ∩n∈N] − ∞,−n]. Le même raisonnement que i-dessus donne limn→∞ FX(−n) = 0. Comme

FX est roissante, ei implique (véri�er !) que limx→−∞ FX(x) = 0. Pour la limite en +∞ onsidérer lesintervalles ] −∞, n].6 et 7. Exo immédiat. �Proposition 1.3.17 Soient P1 et P2 deux mesures de probabilité sur (R,B(R)). Si elles ont même fontionde répartition F1 = F2 = F , alors elles sont égales.Démonstration : Pour tout intervalle ]a, b], on a P1(]a, b]) = F (b) − F (a) = P2(]a, b]). La lasse desintervalles du type ]a, b], a ∈ R̄, b ∈ R̄ est stable par intersetion �nie et engendre la tribu borélienne (voir lesTD du module intégration. Par intersetion/union dénombrable, il est lair que la tribu engendrée ontienttous les intervalles, et don tous les boréliens.)Le orollaire 1.2.4 permet de onlure que P1 = P2. �10



Proposition 1.3.18 Soient X,Y deux variables aléatoires dé�nies respetivement sur (Ω,A,P) et (Ω′,A′,P′),à valeurs réelles ou entières. Si X et Y ont même fontion de répartition, alors X et Y ont même loi.Démonstration : Reformulation immédiate de la proposition préédente. �Proposition 1.3.19 Si F est une fontion de R dans [0, 1] qui est roissante, ontinue à droite, et admetpour limite 0 en −∞ et 1 en +∞, alors il existe une mesure de probabilité P sur R dont F est la fontionde répartition.Démonstration : L'idée de la preuve est élémentaire. On dé�nit P sur tout intervalle ]a, b] par P(]a, b]) =
F (b) − F (a). On a bien P(∅) = 0 et P(R) = 1. La famille des intervalles ]a, b] est une algèbre : stable parintersetion et union �nie, passage au omplémentaire, et ontient ∅ et R. Cette algèbre engendre la tribuborélienne. Pour onlure la preuve, il su�t d'utiliser le théorème i-dessous 1.3.20. �Théorème 1.3.20 (Théorème de prolongement de Carathéodory) Si m est une mesure bornée dé�-nie sur une algèbre B de parties de E, il existe une unique mesure prolongeant m sur la tribu σ(B) engendréepar B.Démonstration : L'uniité déoule du orollaire 1.2.4. L'existene sera démontrée en Master I. �Proposition 1.3.21 Une fontion de répartition a au plus un nombre dénombrable de disontinuités.Démonstration : Voir TD �Proposition 1.3.22 Soit F la fontion de répartition de la probabilité µ sur (R,B(R)). On dé�nit un� pseudo-inverse � de F par F−1(t) = inf{x ∈ R, F (x) ≥ t}. Soit U une variable aléatoire de loi uni-forme sur [0, 1]. Alors Y = F−1(U) est une variable aléatoire de loi µ.Cei sert en simulation : si on sait simuler une v.a.r. de loi uniforme, alors on sait simuler n'importequelle loi sur R.Démonstration : Voir TD �Dé�nition 1.3.23 Soit X = (X1, . . . ,Xd) un veteur aléatoire à valeurs dans Rd. Sa fontion de répartitionest dé�nie par

FX(x1, . . . , xd) = PX(] −∞, x1] × . . .×] −∞, xd]) = P(X1 ≤ x1 et . . . Xd ≤ xd) .Proposition 1.3.24 Soient X1 et X2 deux veteurs aléatoires réels, à valeurs dans Rd. S'ils ont mêmefontion de répartition, alors ils ont même loi.Démonstration : Cei se fait exatement omme la proposition 1.3.18. �1.4 Lois et variables aléatoires lassiquesEn pratique, on modélise souvent les phénomènes aléatoires de la vie réelle par quelques lois qu'on onnaîtbien, et que nous allons revoir ii. Les lois disrètes ont été vues au S4, et doivent être onnues.11

1.4.1 Lois disrètesLe pile ou fae, loi uniformeOn lane une pièe et lorsqu'elle retombe, on regarde si la fae visible est �fae� (la fae de Marianne,sur les frans d'autrefois) ou �pile� (la semeuse, de l'autre �té des frans). On suppose que la pièe a autantde hanes de tomber sur pile que sur fae. On introduit alors Ω = {pile, fae}, la tribu est P(Ω) et laprobabilité P dé�nie par P(pile) = P(fae) = 1
2 .Une variante mathématique est de regarder l'espae {0, 1} muni de la tribu P({0, 1}) et de la probabilité

P = 1
2δ0 + 1

2δ1. Si une variable aléatoire X est à valeurs dans {0, 1} muni de P on dit que X suit une loiuniforme sur {0, 1}.Sa fontion de répartition véri�e FX(x) = 0 si x < 0, FX(x) = 1
2 si x ∈ [0, 1[ et FX(x) = 1 si x ≥ 1.Plus généralement, si X est une v.a. à valeurs dans un ensemble �ni E, on dit qu'elle suit une loi uniformesur E si pour tout ω ∈ E, on a PX({ω}) = 1

#E . On dit alors que haun des événements élémentaires {ω}est équiprobable.Un autre exemple lassique est elui du laner de dé équilibré. L'ensemble à onsidérer est {1, 2, 3, 4, 5, 6}muni de la probabilité uniforme qui assigne à haque événement élémentaire la probabilité 1
6 .Exerie 1.4.1 Traer le graphe de la fontion de répartition d'une loi de pile ou fae sur {0, 1} puis d'uneloi uniforme sur {1, . . . , 6}.Marhes aléatoiresImaginons un-e ivrogne qui se promène le long d'une rue (orientée est ouest), et tous les 10 mètres, il tireà pile ou fae pour savoir s'il va à l'ouest (pile) ou à l'est (fae). Cette marhe dite aléatoire est modéliséede la façon suivante : on imagine que l'ivrogne se promène sur Z ; à l'instant n ≥ 0, il se trouve à la position

Sn ∈ Z (ave S0 = 0 pour simpli�er). Entre l'instant n et l'instant n + 1 il tire à pile ou fae, on note

Xn+1 la variable aléatoire qui vaut +1 s'il tire fae (il va à droite) et −1 sinon. Sa position à l'instant n+ 1est alors Sn+1 = Sn + Xn+1. Autrement dit, on modélise ette marhe par une suite (Xn)n≥1 de variablesaléatoires à valeurs dans {+1,−1}, de loi uniforme sur {+1,−1}. La position à l'instant n est donnée par

Sn =
∑n

k=1Xk. Le dernier hapitre nous donnera des outils pour étudier le omportement de Sn quand ngrand (retour en 0 ? divergene en ±∞... )Plus généralement, on peut e�etuer des marhes aléatoires sur Zd, d ≥ 2. Alors Xn est une variablealéatoire à valeurs dans {±1}d, et Sn est une v.a. à valeurs dans Zd.Remarque 1.4.2 Les marhes aléatoires sur Z
d ont un omportement bien onnu depuis longtemps, mais les herheursétudient enore très ativement les marhes aléatoires sur des groupes G non ommutatifs, omme des groupes de matries parexemple. On parle alors de produits de matries aléatoires. À haque instant n, au lieu d'ajouter à Sn−1 un élément Xn qui faitpartie des générateurs de Z

d et de leurs inverses, on multiplie (à gauhe ou à droite, e n'est pas pareil, il faut hoisir !) Sn−1par un générateur Xn du groupe non ommutatif G (noté multipliativement au lieu d'additivement pour Z
d). On se promènealors aléatoirement dans G, et on voudrait bien savoir si on va revenir à l'origine ou pas (e qui dépend de la nature et de lataille du groupe !)Cette théorie des matries aléatoires intéresse les mathématiiens pour sa beauté intrinsèque d'une part, mais aussi pourses intérêts en modélisation. Plusieurs herheurs-euses du LAMFA travaillent par exemple à modéliser le développement duPrunus en forêt de Compiègne à l'aide de produits aléatoires de matries.Fin ours 2 (2h, le 28 janvier 2009)Loi de BernoulliLa loi de Bernoulli de paramètre p, notée parfois B(p) est la loi sur {0, 1} (ou autre ensemble à deuxéléments) dé�nie par P(1) = p et P(0) = 1 − p, p étant un paramètre �xé dans [0, 1]. Autrement dit

P = pδ1 + (1 − p)δ0.Par exemple, on tire une boule dans une urne ontenant R boules rouges et N noires, soit une proportion

p = R
R+N de boules rouges, et 1 − p de boules noires. On onsidére Ω = {1, . . . , R + N} l'ensemble desboules numérotées, et X la variable aléatoire dé�nie sur Ω qui vaut 1 si la boule est rouge et 0 sinon. Ensupposant que haque boule a une probabilité identique d'être attrapée, la v.a. X suit une loi de Bernoullide paramètre p.Exerie 1.4.3 Traer la fontion de répartition d'une loi de Bernoulli de paramètre 1

3 .12



Loi binomialeUne urne ontient R boules rouges, N boules noires, soit enore une proportion p = R
R+N de boulesrouges. Si on tire n boules ave remise (on remet la boule dans l'urne à haque fois), l'espae des états estalors Ω = {1, . . . , R+N}n ; soit X la v.a. qui à un tirage aléatoire ω ∈ Ω de n boules ave remise assoie lenombre de boules rouges obtenues. Un alul élémentaire montre que PX(k) = P(X = k) =
(n
k

)

pk(1− p)n−kpour tout 0 ≤ k ≤ n. On dit que X suit une loi binomiale de paramètres (n, p) parfois enore notée B(n, p).Exerie 1.4.4 Véri�er que PX est une probabilité sur {0, 1, . . . , n}.Exerie 1.4.5 Traer le graphe de la fontion de répartition d'une loi binomiale de paramètres n = 4 et

p = 1
3 .Loi hypergéométriqueC'est la loi de la variable aléatoire X omptant le nombre de boules rouges obtenues lors d'un tirage de

n boules sans remise dans une urne ontenant R rouges et N noires. On la note parfois H(n,N,R), et onvéri�e que PX(k) = P(X = k) =
Ck

RCn−k
N

Cn
R+N

.Loi de PoissonNotée parfois P(λ). Loi de Poisson de paramètre λ ∈ R. 'est la mesure de probabilité sur N dé�nie par

P(n) = λn

n! e
−λ.Exerie 1.4.6 Véri�er que P est une probabilité sur NExerie 1.4.7 Traer le graphe de la fontion de répartition d'une loi de Poisson de paramètre 1.La loi de Poisson est la loi des événements rares.Par exemple, on sait que le temps moyen d'attente à un guihet (en nombre de minutes) vaut λ > 0.Alors la probabilité d'attendre k minutes est bien modélisée par une loi de Poisson de paramètre λ.De même, si on sait qu'une ampoule dure en moyenne λ jours, alors on peut modéliser le temps entredeux pannes par une loi de Poisson de paramètre λ.Autre exemple pratique : on prélève (sans remise don) n individus dans une population qui ontient desindividus de deux types A et B (malades/sains, batéries mutantes/ordinaires, et). Le type A est présenten proportion p très faible, le type B est en proportion 1 − p prohe de 1. Le nombre moyen d'individus Aprélevés vaut λ = np. Si n est grand, p petit et 1 ≤ λ = np ≤ 10, la v.a. représentant le nombre d'individusde type A obtenus suit théoriquement une loi hypergéométrique, et en pratique on peut supposer que 'estune loi binomiale (quand n est très grand, un tirage ave ou sans remise importe peu). En fait, on peutmême onsidérer que 'est une loi de Poisson de paramètre λ = np. Cei se démontre en utilisant la formulede Stirling n! ∼

√
2πn(n/e)n quand n→ ∞.Loi géométriqueLa loi géométrique de paramètre α ∈]0, 1[ est la mesure de probabilité sur N dé�nie par P(n) = (1−α)αn.C'est la probabilité d'obtenir une boule noire après n boules rouges lorsque la probabilité d'obtenir une boulerouge est α. (NB : la suite (P(n))n∈N est une suite géométrique).Il arrive (dans ertains livres) que les paramètres α et 1 − α soient éhangés, ou bien même la loi soitdé�nie sur N∗ = N \ {0} par P(n) = α(1 − α)n−1, n ≥ 1. Par onséquent, on préise toujours les notationslorsqu'on parle de loi géométrique.Exerie 1.4.8 Véri�er que P est une probabilité sur N (ou N∗) pour haune des onventions de notationi-dessus.Exerie 1.4.9 Traer la fontion de répartition d'une loi géométrique de paramètre 1

2 .1.4.2 Lois ontinuesDé�nition 1.4.10 Une v.a.r. a une loi ontinue si sa fontion de répartition est ontinue.Les v.a. i-dessous sont ontinues. Véri�ez-le sur haque exemple.13

Loi uniformeLa loi uniforme sur l'intervalle [a, b] ⊂ R muni de sa tribu borélienne) est la mesure de probabilité dé�niepour tout A ∈ B([a, b]) par

P(A) =
1

b− a

∫

A
dx =

1

b− a
λ(A)où λ est la mesure de Lebesgue sur R.Sa fontion de répartition véri�e F (x) = 1

b−a

∫

]−∞,x]∩[a,b] dx. D'où F (x) = 0 si x ≤ a, F (x) = x−a
b−a si

a ≤ x ≤ b, F (x) = 1 après. Dessinez le graphe de F . Qu'observez-vous ?Notez que rien ne hange si on onsidère l'intervalle (a, b) ouvert en a ou en b.Plus généralement, on peut onsidérer la loi uniforme sur un ensemble E borélien quelonque de R, dé�niepour tout A ∈ B(E) ⊂ B(R) par P(A) = λ(A)
λ(E) .La même dé�nition est valide dans Rd, d ≥ 2, en remplaçant la mesure de Lebesgue sur R par la mesurede Lebesgue sur Rd.Loi gaussienne, ou loi normaleD'une ertaine façon, 'est la loi de probabilité la plus importante qui existe. Vous omprendrez pourquoiau dernier hapitre, dans le théorème limite entral (TLC). Cette loi � universelle � modélise les éarts àla moyenne. Typiquement lorsqu'on mesure une grandeur physique qui a une valeur théorique attendue, ily a toujours une erreur, dont les auses peuvent être multiples et dues à des sommes de nombreuses ausesmirosopiques ou marosopiques (instrument de mesure, préision de l'expériene, et) et qu'on modélisesouvent par une variable aléatoire de loi normale. En d'autres termes, la loi normale modélise des erreursmarosopiques dues à une somme d'erreurs mirosopiques. Vous omprendrez pourquoi lorsqu'on étudierale TLC.La loi normale entrée réduite notée N (0, 1) sur R donne à tout borélien A de R la probabilité

P(A) =
1√
2π

∫

A
e−x2/2dxExerie 1.4.11 Véri�er que P est une probabilité sur R.La loi normale de moyenne m, d'éart-type σ (variane σ2) est notée N (m,σ). Elle est dé�nie par

P(A) =
1√
2πσ

∫

A
e−

(x−m)2

2σ2 dx .Loi exponentielleLa loi exponentielle de paramètre a, notée parfois E(a), véri�e pour tout A ∈ B(R+)

P(A) =

∫

A
ae−ax

1R+(x) dx .Exerie 1.4.12 Véri�er que P est une probabilité sur R.Exerie 1.4.13 Traer le graphe de la fontion de répartition d'une loi exponentielle de paramètre 1.Cette loi permet de modéliser les proessus sans mémoire, qui ne vieillissent pas, les durées de vie. Parexemple, 'est la loi de la variable aléatoire X qui dérit le temps que met une partiule instable à sedésintégrer. Elle véri�e la propriété suivante.Proposition 1.4.14 Soit X une v.a. réelle. Alors X suit une loi exponentielle si et seulement si pour tous

x > 0 et y > 0,

P(X > x+ y|X > y) = P(X > x).Démonstration : EXO. Voir TD �La durée de vie d'un néon suit une loi exponentielle. Par onséquent, inutile de hanger un néon quifontionne enore... 14



Loi de CauhyElle est dé�nie pour tout A ∈ B(R+) par

P(A) =
1

π

∫

A

1

1 + x2
dx .Exerie 1.4.15 Véri�er que P est une probabilité sur R.Nous nous en servirons souvent omme ontre-exemple.Si U suit une loi uniforme sur ] − π

2 ,
π
2 [ alors tanU suit une loi de Cauhy.1.5 Variables aléatoires à densité1.5.1 Dé�nitions et premières propriétésDé�nition 1.5.1 Soit µ une probabilité dé�nie sur (R,B(R)). Elle est à densité, ou absomument ontinuepar rapport à la mesure de Lebesgue λ s'il existe une fontion f : R → R+ Lebesgue-intégrable et positive,telle que pour tout borélien A de R,

µ(A) =

∫

A
f dλ .On dit que f est une densité de µ par rapport à λ.Remarquons qu'une densité f véri�e

∫

R

f dλ = 1 .Remarque 1.5.2 Une mesure de probabilité peut avoir plusieurs densités. Il n'y a don pas uniité. Celadit, si f et g sont deux densités de µ alors f = g µ-presque surement. Par exemple, la loi uniforme sur [a, b]a pour densités (entre autres) 1
b−a1[a,b] mais aussi 1

b−a1]a,b], ou 1
b−a1[a,b[, ou ... Cela dit, il y a uniité de ladensité dans L1(R,B(R), λ).En fait, ette dé�nition a parfaitement un sens pour des mesures positives µ quelonques, et pas néessairement des mesuresde probabilité. Dans e as, la seule hose qui hange est que la densité f est positive mesurable mais non néessairementLebesgue-intégrable.Remarque 1.5.3 La dé�nition est inhangée dans Rd, d ≥ 2. Relisez tout le paragraphe en véri�ant e quis'applique dans Rd, d ≥ 2.Exerie 1.5.4 Véri�er que toutes les lois du paragraphe 1.4.2 sont à densité, et donner leur densité.Proposition 1.5.5 Si P est une mesure de probabilité à densité f sur R, alors sa fontion de répartition Fest ontinue sur R et véri�e pour tous a ≤ b réels

F (b) − F (a) = P(]a, b]) =

∫

]a,b]
f dλDémonstration : Par dé�nition, F (b) − F (a) = P(] − ∞, b]) − P(] − ∞, a]). L'additivité de P donne

F (b) − F (a) = P(]a, b]) =
∫

]a,b] f dλ (la dernière égalité résultant du fait que P est à densité).Cette expression permet de déduire la ontinuité de F . En e�et, F (x) = F (a)+
∫

]a,x] f dλ pour n'importequel a �xé. Et votre ours d'intégration vous permet d'a�rmer qu'une fontion dé�nie par une intégrale estontinue. (Exo : véri�er ela dans votre ours d'intégration). �Proposition 1.5.6 Si X a une fontion de répartition F qui est C1 (respetivement C1 par moreaux, i.e.
C1 en dehors d'un nombre �ni de disontinuités), alors X a pour densité f = F ′, et f est ontinue (resp.Continue par moreaux). 15

Démonstration : Soit f = F ′. Cette fontion est dé�nie partout sauf au plus en un nombre �ni de points,elle est ontinue par moreaux, positive (ar F est roissante), et ∫

R
f dλ = F (∞) − F (−∞) = 1. Soit don

µ la mesure de probabilité de densité f = F ′. Cette mesure oïnide ave PX sur tous les intervalles ]a, b].Le orollaire 1.2.4 donne µ = PX . �Exerie 1.5.7 Donner l'allure du graphe des densités et des fontions de répartition de tous les exemplesdu paragraphe 1.4.2.
Remarque 1.5.8 Si µ est à densité, f est mesurable mais pas néessairement ontinue. C'est F qui estontinue.Remarque 1.5.9 La réiproque de la proposition 1.5.5 est fausse : il existe des lois µ dont la fontion de répartitionest ontinue mais qui n'ont pas de densité. Autrement dit, il existe des lois ontinues mais pas absolument ontinues.Une façon d'obtenir de telles lois est d'utiliser la onstrution i-dessous. On onstruit une fontion F ontinueroissante sur [0, 1], ave F (0) = 0 et F (1) = 1, mais qui est onstante presque partout ! Si la loi orrespondante étaità densité, sa densité serait nulle, don la loi serait nulle, ontradition ave le fait que 'est une probabilité.L'un de es monstres, appelé esalier du diable, est onstruit de la manière suivante.À l'étape 0, on dé�nit F0(x) = 0 si x ≤ 0, F0(x) = 1 si x ≥ 1 et F0(x) = x sur [0, 1]. F0 est ontinue, roissante, et apour limites 0 en −∞ et 1 en +∞.À l'étape 1, on déoupe [0, 1] en trois intervalles égaux de longueur 1

3

. Sur l'intervalle du milieu [1/3, 2/3] on pose

F1(x) = 1

2

. Sur les deux intervalles [0, 1/3] et [2/3, 1], on prolonge F1 en une fontion a�ne par moreaux et ontinue :

F1(x) = 3

2
x sur [0, 1/3] et F1(x) = 3

2
x− 1

2

sur [2/3, 1].À l'étape 2, on reommene sur haun des intervalles [0, 1/3] et [2/3, 1]. (En dehors, sur ]−∞, 0]∪ [ 1
3
, 2

3
]∪ [1,+∞[,on garde F2(x) = F1(x).) Sur l'intervalle [1/9, 2/9] on pose F2(x) = 1

4

, sur l'intervalle [7/9, 8/9] F2(x) = 3

4

et sur lesquatre intervalles [0, 1

9
], [ 2

9
, 1

3
], [ 2

3
, 7

9
], [ 8

9
, 1], on prolonge F2 en une fontion a�ne par moreaux ontinue roissante.Et on ontinue la onstrution... Par réurrene, on onstruit une suite (Fn) de fontions ontinues sur R, rois-santes, valant 0 avant 0 et 1 après 1, et qui sont onstantes par moreaux sur une union d'intervalles In de longueurde plus en plus grande.À la limite, (Fn) onverge. En e�et, il est élémentaire de véri�er que pour tout n ≥ 1, on a ‖Fn+1 −Fn‖ ≤ 1

2n

. Onen déduit aisément que pour tout p ≥ 1, on a ‖Fn+p − Fn‖ ≤ 1

2n−1 . En partiulier, (Fn)n∈N est une suite de Cauhypour la topologie de la norme in�nie sur les fontions ontinues sur [0, 1]. Elle onverge don et sa limite, notée F estontinue. On l'appelle l'esalier du diable : elle roît sur [0, 1] de 0 à 1, de façon ontinue, en étant onstante presquepartout ! C'est la fontion de répartition d'une mesure de probabilité P qui n'admet pas de densité.Voii une proposition peu di�ile dont l'intérêt apparaîtra au paragraphe 1.5.2.Proposition 1.5.10 La variable aléatoire réelle X a pour densité la fontion mesurable positive f si etseulement si pour toute fontion h : R → R mesurable bornée, on a

∫

R

h(x)dPX (x) =

∫

R

h(x)f(x)dλ(x)Démonstration : Si pour toute h : R → R mesurable bornée, ∫

R
h(x)dPX (x) =

∫

R
h(x)f(x)dλ(x), alorspour h = 1A, A borélien quelonque, on obtient PX(A) =

∫

A f(x)dλ(x). Don PX est une loi à densité f .Réiproquement, si PX a pour densité f , l'égalité herhée est vraie pour toutes les fontions h = 1Aindiatries de boréliens A (par dé�nition d'une loi à densité). Par linéarité, l'égalité est enore vraie pourtoutes les fontions simples h =
∑

i ci1Ai (somme �nie). ( Par onvergene monotone, l'égalité est vraie pourtoutes les fontions h mesurables positives. Inutile ii, mais vrai.) Par onvergene dominée, l'égalité est vraiepour toutes les fontions intégrables, et en partiulier toutes les fontions mesurables bornées. �Exerie 1.5.11 Soit X : Ω = [0, 1] → R dé�nie par X(ω) = 2ω + 1. Donner la loi (et la densité) de X.On alule ∫

R
hdPX =

∫

[0,1] h(2ω+ 1)dω =
∫

[0,3] h(w)dw
2 =

∫

R
h(x)

1[0,3](x)

2 dx. La densité de X est don 1[0,3]

2 .Finissons e paragraphe par une question que se posent souvent les mathématiien-nes : qu'est-e quiaratérise une densité ? Autrement dit, quelles fontions sont des densités de lois de probabilité ?16



Proposition 1.5.12 Si f : (R,B(R) → (R+,B(R+) est une fontion mesurable positive ave ∫

R
f dλ = 1alors il existe une mesure de probabilité µ sur R qui admet f pour densité.Démonstration : Fait dans le module intégration. L'idée est omplètement élémentaire : si A est un boréliende R, on dé�nit µ(A) =

∫

A f dλ. Véri�ez en exerie que ela dé�nit bien une mesure de probabilité (à densitéévidemment) sur R. �1.5.2 Changement de variablesDans e paragraphe, nous partons d'une variable aléatoire X à densité, et nous herhons à savoir si lavariable aléatoire Y = ϕ(X) est à densité, et si oui, quelle est sa densité ?Nous utiliserons la proposition 1.5.10. La stratégie est la suivante. On sait que X a pour densité fX . Onapplique ette proposition 1.5.10. Soit h une fontion mesurable bornée ; alors h ◦ ϕ est enore mesurablebornée. On déduit de 1.5.10 que pour toute fontion mesurable bornée du type h ◦ ϕ, on a

∫

Ω
h ◦ ϕ ◦X(ω)dP(ω) =

∫

R

h ◦ ϕ(x)dPX (x) =

∫

R

h ◦ ϕ(x)fX(x)dλ(x) .Remarquons que le premier terme vaut enore ∫

Ω h ◦ Y (ω)dP(ω) =
∫

R
h(y)dPY (y).On essaie alors d'appliquer le théorème du hangement de variables (en posant y = ϕ(x)) au terme

∫

R
h ◦ ϕ(x)fX(x)dλ(x), en espérant le mettre sous la forme ∫

R
h(y)fY (y)dλ(y), ave fY une fontion mesu-rable positive. La proposition 1.5.10 permet alors de onlure que fY est la densité de PY .Voyons ela sur un exemple très détaillé. Cherhons la densité de la loi de Y = X + 1, si X est unev.a. à densité fX . On veut utiliser la proposition 1.5.10. On étudie don la quantité ∫

R
h ◦ Y (y)dPY (y) quivaut ∫

Ω h ◦ Y (ω)dP(ω) (théorème 1.3.8), puis ∫

Ω h ◦ ϕ ◦X(ω)dP(ω) ave ϕ(x) = x+ 1. Cette intégrale vautenore (théorème 1.3.8 appliqué à X) ∫

R
h ◦ϕ(x)dPX (x), puis ∫

R
h(x+ 1)fX(x)dx (ar X est à densité). Lethéorème de hangement de variables donne ∫

R
h(x + 1)fX(x)dx =

∫

R
h(x)fX(x − 1)dx. Finalement, pourtoute fontion h mesurable bornée, on a montré que ∫

R
h(y)dPY (y) =

∫

R
h(y)fX(y − 1)dy. La proposition1.5.10 nous permet de onlure que Y = X + 1 est à densité et que fY (y) = fX(y − 1).Rappelons le théorème du hangement de variables :Théorème 1.5.13 (Changement de variable) Soit ϕ : U ⊂ Rd → V ⊂ Rd un di�éomorphisme de lasse

C1 entre deux ouverts, et g : V → R Lebesgue intégrable. Alors

∫

V
g(y)dy =

∫

U
g(ϕ(x))|Ja ϕ(x)|dx.Pour la démonstration, voir votre ours d'intégration.Un exemple fondamental : le passage en oordonnées polairesSoit U =]0, 2π[×R∗

+ et V = R2 \{(x, 0), x ≥ 0}. Et ϕ(r, θ) = (r cos θ, r sin θ). Bien sûr, |Ja (ϕ)(r, θ)| = r.Si g : V → R est intégrable ou positive, alors

∫

V
g(x, y)dxdy =

∫

U
g(r cos θ, r sin θ)dr r dθ.Appliation : alul de ∫

R
e−x2/2 dx. Indiation : Passer en oordonnées polaires dans l'intégrale ∫

R2 e
−x2+y2

2 dxdy.Remarque très importante en pratique : i-dessus, l'appliation ϕ : R2 → R2 n'est pas un di�éomorphisme(ar pas bijetive) mais quitte à enlever des ensembles de mesure nulle, l'appliation ϕ|U est un di�éomor-phisme. 17

Reformulation de e qui préèdeOn peut donner un énoné de hangement de variable probabiliste, omme i-dessous. Néanmoins, il estsans doute plus utile de retenir et savoir refaire sa preuve que de retenir son énoné.Proposition 1.5.14 Soit ϕ un di�éomorphisme d'un ouvert U de Rd dans un ouvert V de Rd. Si X estune v.a. qui prend p.s. ses valeurs dans U et qui a pour densité p, alors la v.a. Y = ϕ ◦X a pour densité
p ◦ ϕ−1 × |Jϕ−1 |.Démonstration : Soit h une fontion mesurable bornée dé�nie sur V . A l'aide du théorème de transfertet du théorème de hangement de variable, on montre que

∫

V
h(y)dPY =

∫

Ω
h ◦ Y (ω)dP(ω) =

∫

Ω
h ◦ ϕ ◦X(ω)dP(ω) =

∫

U
h ◦ ϕ(x) dPX (x)

=

∫

U
h ◦ ϕ(x)p(x)dx =

∫

V
h(y)p ◦ ϕ−1(y)|Jϕ−1(y)|dyLa proposition 1.5.10 permet de onlure. �Exerie 1.5.15 Soit X une v.a.r. de loi exponentielle et Y = X2. Donner la densité de Y .Soit ϕ : x 7→ x2. C'est un di�éo de R∗

+ dans R∗
+, et de R∗

− dans R∗
+. Et on a

∫

R

h(y)dPY (y) =

∫

Ω
h ◦ Y dP =

∫

Ω
h ◦ ϕ ◦X dP =

∫

R

h ◦ ϕ(x)fX(x)dx

=

∫

R∗

+

+

∫

R∗

−

. . . =

∫

R∗

+

h(y)
1

2
√
y

(fX(
√
y) + fX(−√

y)) dyExerie 1.5.16 Exemple à détailler. Soit X une variable aléatoire réelle de densité fX(x) = e−x1R+(x),

Y = | logX|, et ϕ(x) = | log x|. On pose ϕ1(x) = log x de U1 =]1,+∞[ dans R∗
+, et ϕ2(x) = − log x de

U2 =]0, 1[ dans R∗
+. On a bien sûr ϕ−1

1 (y) = ey et ϕ−1
2 (y) = e−y. La proposition i-dessus donne

fY (y) =
(

e−ey
ey + e−e−y

e−y
)

1R∗

+
(y).
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