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Exercice 1 (Algébre linéaire et géométrie) Donner la matrice des applications linéaires suivantes dans
la base canonique.

e La réflexion par rapport a la droite d’équation y = 0 dans R?
e la réflexion par rapport a la droite d’équation y = —2 dans R?
e la rotation de centre 0 et d’angle /3 dans R?

la projection orthogonale de R3 sur le plan d’équation y = 0

la projection orthogonale de R3 sur la droite d’équations = =0 et iy = 0

e la réflexion de R3 par rapport au plan d’équation z = 0

Corrigé Il n’y a qu’a regarder les images des vecteurs de la base canonique, et on trouve les
matrices

o) () () (o) (oo

Exercice 2 Soit E un espace vectoriel, et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

o O
o = O

| o O
—_

1. Donner la définition de F' et G sont supplémentaires.

2. Si E = R?, donner un exemple de deux sous-espaces vectoriels qui sont supplémentaires I’'un de I'autre.
Faire un dessin.

3. Si E =R3, donner un exemple de deux sous-espaces vectoriels qui ne sont pas supplémentaires 'un de
I’autre. Faire un dessin.

4. Si E =R3, donner un exemple d’application linéaire p : E — E telle que pop = p.

5. Soit E un espace vectoriel et p : E — FE une application linéaire telle que p o p = p. Montrer que
F = Kerp et G = I'm(p) sont supplémentaires.

Corrigé

F et G sont supplémentaires si F +G = F et F NG = {0}.
Par ex le plan horizontal d’équation z = 0 et la droite verticale d’equations x = y = 0 sont supplé-
mentaires.
Les droites Re; et Re; ne sont pas supplémentaires 'une de 1'autre.
La projection orthogonale p sur le plan d’équation z = 0 vérifie p o p.
On écrit x € E comme x = (x —p(x)) +p(x). Comme = —p(x) € Kerp et p(x) € Imp ceci prouve que
F+G=E. Deplus, siy € KerpN Imp, alprs y = p(z) et p(y) =0 doupop(z) =0 maispop=rp
donc p(z) =0 donc y = p(z) = 0.

Exercice 3 Soit E = C[X] le C-espace vectoriel des polynomes a coefficients complexes.
1. Montrer que F est aussi un R-espace vectoriel.
2. Le sous-ensemble F' = R[X] est-il un C-sous-espace vectoriel 7 Pourquoi ?

3. Le sous-ensemble F' = R[X] est-il un R-sous-espace vectoriel 7 Pourquoi ?



Corrigé Soit £ = C[X]. Il est déja muni d’une addition comme C-eV. Comme R C C, on peut
restreindre la multiplication de C x F — E qui & (A € C,z € F) associe A.xz en une multplication de
R x E dans E.

R[X] n’est pas un C-ev. Par exemple, i.X n’est pas un polynome a coefficients réels.

R[X] est un R-sous eV du R-eV E. En effet, il est non vide, il est stable par addition (la somme
de deux polynomes a coefficients réels est un polynome a coefficients réels) et par multiplication par
un nombre réel : si A € R et P € R[X] alors AP € R[X].

Exercice 4 Soit G = R3[X] le R-espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré au plus 3.

1. Soit H ={P € G,P(0) + P'(0) + P"(0) + P"(0) = 0}. Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de
G.

2. Montrer que H est inclus strictement dans G.

3. Montrer que les polynoémes Pp, Py, Py et Py définis par Pi(X) = 6 — X3, Py(X) = X3 — 2X? — 2X,
P3y(X)=X2-3X+1,et Py(X)=X3— X?— 4 sont dans H.

4. La famille (Py, P3, P3, Py) est-elle libre dans G 7 Et dans H?
5. La famille (P1, P2, Ps, Py) est-elle génératrice dans G7 Et dans H ?

6. Trouver une base de H

Corrigé H est non vide car le polynome nul est dans H. H est stable par addition : si P € H et
Q € H, alors

(P+Q)(0)+(P+Q)(0)+(P+Q)"(0)+(P+Q)" (0) = P(0)+F'(0)+P"(0)+P" (0)+Q(0)+Q'(0)+Q" (0)+Q"(0) = (
H est stable par multiplication par un nombre : si A € Ret P € H, alors
(AP)(0) + (AP)'(0) + (AP)"(0) + (AP)"(0) = A (P(0) + P'(0) + P"(0) + P"(0)) =X.0=0
H est strictement inclus dans G car le polynéme P(X) =1 n’est pas dans H.

Le fait que P;, P, P3 et P, soient dans H est une simple vérification.

[’ev G est de dimension 4 donc H est de dimension au plus 3. Or la famille (P, P», P3, Py) est
dans H donc elle ne peut pas étre libre, sinon elle engendrerait un sous eV de dimension 4. Etre libre
dans G ou dans H c’est la méme chose. Donc elle ne peut pas étre libre ni dans G ni dans H.

La famille Py, ... P, est incluse dans H, elle ne peut donc pas étre génératrice de tout G, puisque
H est strictement inclus dans G.

Les polynémes P;, P,, P; forment une famille libre. En effet, si aP; + 8P; + vP, = 0, alors
aPj(0) + BP;(0) + vP;(0) = 0, ce qui donne —38 = 0 donc 8 = 0 et aP}'(0) + BPY(0) +~vP;(0) =0
ce qui donne de méme v = 0 et finalement a = 0 aussi. Donc dim H > 3 donc dim H = 3 donc

(Py, P3, Py) est une famille libre de 3 vecteurs de H de dim 3, c¢’est donc une base de H.

Exercice 5 Calculer les déterminants des matrices suivantes de la maniére la plus rapide possible.

1 2 1
et B= 7 4
V2 3 342

Tt O N =
00 O DO

O = O
T =R |



Corrigé On développe det A suivant la troisiéme colonne.

1 27 1
det A= (—1)det [ 9 5 0 | +det| 2
5 8 8 9

Ot = N

7
4 | =-225-130=—-355
0

La matrice B a manifestement ses colonnes liées, donc det B = 0.

Exercice 6 Soient (e1,ez,e3,¢e4) la base canonique de R* et (Ej, Eo, F3) la base canonique de R3. Soit f
I'application linéaire de R* dans R3 définie par f(z,y, z,t) = (X,Y, Z) avec

X=x—y+z+t,Y=x+2z—t,Z=x+y+ 3z — 3t.
1. Quelle est la matrice A de f dans les bases canoniques (ey, ea,e3,¢e4) et (E1, Ea, E3).
2. Montrer que (f(e1), f(e2)) est une base de Imf et que B = (f(e1), f(e2), E3) est une base de R3.
3. Montrer que ker f est de dimension 2 et donner une base (uy,u2) de ker f.
4. Verifier que € = (eq, e2,ur, us) est une base de R*.
5. Quelle est la matrice B de f de la base C vers la base B?
6. Quelle est la matrice P de I'identité de R* de la base € vers la base canonique (eq, ..., es) de R*?
7. Quelle est la matrice Q de Iidentité de R? de la base B vers la base canonique (E1, Eo, F3) de R3 ?

8. Quelle relation satisfont les matrices A, B, P,Q 7

1 -1 1 1
Corrigé La matrice Avaut A= 1 0 2 -1
1 1 3 -3
L’image Im(f) est engendrée par les vecteurs colonnes de A. TL’algorithme de Gauss Jordan
10 2 -1
aboutit & Frel(A)=| 0 1 1 2 donc f est de rang 2, et Im(f) est de dimension 2. Les deux
000 O

premiéres colonnes de A sont les coordonnées de f(e1) et f(es). Il est donc clair (régle des zéros par
exemple) que ces vecteurs ne sont pas colinéaires. L’algorithme de Gauss Jordan montre que la famille
(f(e1), f(e2), F3) est libre, c’est donc une base de R3 de dim 3.

Le théoréme du rang nous dit que rg(f) + dim Kerf = 4. Donc Ker(f) est de dimension 2. La
forme de Frel(A) nous donne les relations de liaison suivantes entre les colonnes : C3 = 2C) + C; et
Cy = —Cy — 20, ce qui nous donne deux vecteurs u; = (2,1, —1,0) et uy = (1,2,0,1) indépendants
I'un de l'autre dans Ker(f). L’argument de dimension assure que c’est une base de Ker(f).

L’algorithme de gauss Jordan assure que (e1, e, up, us) est libre, donc une base de R* (car 4 vecteurs
dans R* de dim 4)

1000 é (1) f
La matrice B s’obtient immédiatement: B=| 0 1 0 0 |. Lamatrice Pvaut P = 00 —1
00 0O 00 0
1 =10
La matrice @ vaut Q= 1 0 0
1 1 1
0O 1 0
Et on vérifie que B = Q'AP, avec Q' =| -1 1 0
1 -2 1

—_— O N =
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Exercice 1 (Espaces vectoriels et sous-espaces vectoriels, environ 10 minutes, ~ 2 points ) 1. Soit E un R-espace vectoriel. Donner la définition d’un sous-
espace vectoriel de E.

2. Soit E = R2. Dessinez I’ensemble A; = {(z,y) € E, 2z + 3y = 0}. Est-ce un sous-espace vectoriel de I ?
3. Dessinez 'ensemble Ay = {(z,y) € E, 2z + 3y = 1}. Est-ce un sous-espace vectoriel de E ?
4. Dessinez I’ensemble Az = {(z,y) € E, z2 4 y2 < 1}. Est-ce un sous-espace vectoriel de E 7

5. Dessinez I'ensemble Ay = {(z,y) € E, 2 = y2}. Est-ce un sous-espace vectoriel de E ?

Corrigé Un sev de E est un sous-ensemble de FE qui contient Og, qui est stable par addition (¥ € E et 4 € E
impliquent & 4+ i € E) et stable par multiplication par un scalaire (¥ € E et A € R impliquent A\.Z7 € E. )

A; est une droite passant par lorigine. C’est un sev: 0 € Ay, et A; est stable par addition et multiplication par un
scalaire.

As est une droite affine, ne passant pas par Uorigine. 0 ¢ Ay donc Ay pas seV.

Aj est le disque de rayon 1 centré en (0,0). Ce n’est pas un sev. Par exemple, (1,0) et (0,1) sont dans A3 mais leur
somme (1,1) n’est pas dans As.

Ay est 'union des deux droites d’équations respectives y = x et y = —zx. Il contient 0 et est stable par multiplication
par un scalaire, mais pas par addition : (1,1) et (—1,1) sont dans A4 mais pas (0, 2).

Exercice 2 (Applications linéaires, environ 10 minutes, ~ 3 points) 1. Soit E et F deux R-espaces vectoriels. Rappelez la définition de f est une application
linéaire de E dans F.

2. Méme question lorsque E et F sont des C-espaces vectoriels ?

3. L’application f1 : R — R3 définie par fi(z,y, 2, t) = (y — 2, 22y, t — @) est-elle linéaire ?
4. L’application fg : R — R4 définie par fo(z) = (22,0, —z, V2z) est-elle linéaire ?

5. L’application fg : R2 — R définie par f3(z,y) = (z — y, 2y, © + 1) est-elle linéaire ?

6. On identific un élément z = @ 4 iy de C au point (z, y) de R2. Soit f4 : C — C l’application z — 2. Montrer que f4 n’est pas C-linéaire, i.e. pas linéaire de C dans C
vu comme C-espace vectoriel.

7. Dans l'identification de C avec R2, comment s’écrit 'image d’un point (z,y) par f4 ? Montrer que f4 est R-linéaire, i.e. linéaire comme application du R-espace
vectoriel R2 dans R2.

Corrigé f est linéaire si f(0g) = 0p, f(z+y) = f(z) + f(y) pour tous z,y € E et f(Ax) = Af(z pour tout A € R.

Si E et F' sont deux C espaces vectoriels la seule différence est qu’il faut prendre A\ € C.

£1(2,2,0,0) = (2,8, —2) alors que f1(1,1,0,0) = (1,2, —1) donc f1(2,2,0,0) # 2.£1(1,1,0,0).

f2 est linéaire, soit d’apreés le cours, soit en vérifiant a la main.

f3(0,0) = (0,0,1) # (0,0,0) = Ogs donc f3 n’est pas linéaire.

Si A =iet z=1on voit que f(\.z) = f(—1) = —1 tandis que A\f(z) = i.i = —i2 = 1. Donc f; n’est pas linéaire
de C dans C vu comme C-ev. En revanche, si on voit un point z = x + iy de C comme le point (z,y) € R?, f; est
I'application qui & (x,y) associe (x, —y). Elle est donc R-lindaire de R? dans R2.

Exercice 3 (Diagonalisation, environ 5minutes, >~ 2 points) 1. Pouvez-vous donner un exemple d’application linéaire de R2 — R2 qui n’a aucune valeur propre 7
Si oui lequel 7

2. Pouvez-vous donner un exemple d’application linéaire de Rr3 — B3 qui n’a aucune valeur propre ? Si oui lequel 7
3. Pouvez-vous donner un exemple d’application linéaire de R2 dans R2 qui a une valeur propre et qui n’est pas diagonalisable ? Si oui lequel ?
4. Pouvez-vous donner un exemple d’application linéaire de R2 dans R2 qui a deux valeurs propres distinctes et qui n’est pas diagonalisable ? Si oui lequel ?

Pouvez-vous donner un exemple d’application linéaire de R3 dans R3 qui a une valeur propre et qui n’est pas diagonalisable ? Si oui lequel ?

o

6. Pouvez-vous donner un exemple d’application linéaire de R3 dans R3 qui a deux valeurs propres distinctes et qui n’est pas diagonalisable ? Si oui lequel 7

Corrigé La rotation d’angle 7/2 n’a aucune valeur propre, et aucune direction propre, car elle fait tourner toutes
les droites. N’importe quelle rotation d’angle différent de 0 ou @ modulo 27 n’a aucune valeur propre non plus pour la
méme raison.

Dans R3, toutes les applications linéaires ont au moins une valeur propre. En effet , leur polynéme caractéristique
est de degré trois, il a donc au moins une racine, qui est une valeur propre.

2 1
0 2
polynéme caractéristique est (X — 2)? mais elle n’est pas diagonalisable, sinon ce serait 2.1d.

Une application linéaire de R? dans R? qui a 2 valeurs propres distinctes est diagonalisable par un théoréme du
cours (trés facile : 2 VP distinctes, donc deux espaces propres supplémentaires, donc on peut trouver deux vecteurs
propres indépendants, et on est en dimension 2, donc ils forment une base).

Dans R?, Papplication linéaire dont la matrice dans la base canonique est a une valeur propre, son



Dans R? la rotation d’axe R.e3 et d’angle 7/2 a une valeur propre, 1, avec espace propre associA© Daxe de la
rotation (qui est fixé par la rotation, d’ou la valeur propre 1), mais toutes les autres directions tournent par la rotation,

0 -1 0
donc pas d’autre direction propre. Matriciellement, la matrice est 1 0 0 |. Son polynéme caractéristique est
0 0 1

(X —1)(X? + 1) et la seule valeur propre est 1 et I’espace propre associé¢ est de dimension 1. Donc elle n’est pas
diagonalisable.

2 1 0
Dans R3 D'application dont la matrice est | 0 2 0 | a pour polynéme caractéristique (X2)?(X — 1); elle a 2
0 0 1

valeurs propres, 2 et 1. Mais ses espaces propres sont chacun de dimension 1 donc elle n’est pas diagonalisable.

Exercice 4 (Espaces vectoriels de polynémes, environ 10 minutes, ~ 3 points) Soit G = R3[X] le R-espace vectoriel des polynémes & coefficients réels de degré au
plus 3.

1. Soit H = {P € G, P(0) + P'(0) + P'"(0) + P'"/(0) = 0}. Pourquoi H est-il un sous-espace vectoriel de G?
2. Montrez que H est inclus strictement dans G.
3. Qu’est-ce que cela signifie sur la dimension de G et de H ?

4. On suppose déja vérifié que les polynémes Pq, Py, Py et Py définis par Py (X) = 6 — X3, Py(X) = X3 —2X2 —2X, P3(X) = X2 —3X +1, et Py(X) = X3 — X2 -4
sont dans H.

5. La famille (Py, Py, P3, Py) est-elle libre dans G 7
6. Pouvez-vous en déduire si elle est libre ou pas dans H7
7. La famille (Py, Py, P3, Py) est-clle génératrice dans G?

8. Est-elle génératrice dans H 7

A Corrigé Déja vu au partiel. H est un sev car défini par une équation linéaire.

H est strictement inclus dans G par exemple car le polynome P(X) = X n’est pas dans H. Donc dim H < dim G = 4.

Si la famille (Py, P2, Ps, Py) était libre dans G ce serait une base de G qui est de dimension 4. Elle serait donc
génératrice. Or Vect(Py, Py, P3, Py) C H. Donc cette famille n’est pas génératrice de tout G. Donc pas libre dans G.

Etre libre dans G ou dans H c’est pareil, elle n’est donc pas libre dans H.

Cette famille n’est pas génératrice dans G. En revanche, rien ne lui interdit d’étre génératrice dans H. Dans H, on
vérifie aisément que Py, Pa, P35 forment une famille libre, donc Vect(Py, P2, P3) est de dimension 3. Mais

VeCt(Pl,PQ,Pg) C VeCt(Pl,PQ,Pg,P4) CcCH

et H est de dimension 3. DOnc Vect(Py, Pa, P3) = Vect(Py, Po, Ps, Py) = H et la famille (P, Py, P35, Py) est génératrice.

Exercice 5 (Diagonalisation, environ 25 minutes, >~ 6 points) Soit E = ]R4, et f: R4 — R% définie par
f(z,y, z,t) = (—4z — 32y + 4z + 18t, 6y — 3t, —2x — 10y + 2z + 6t, 6y — 3t) .
1. Donnez la matrice A de f dans la base canonique (ej, eg, e3, e4) de E.
2. Pouvez-vous dire avant tout calcul si f est diagonalisable ou pas 7
3. Calculez son polynéme caractéristique.
4. Quelles sont les valeurs propres de f 7
5. Pouvez-vous en déduire directement si elle est diagonalisable ou pas 7
6. Calculez les espaces propres de f.
7. Donnez une base (by, by, b3, by) de E constituée de vecteurs propres de f.
8. Donnez (sans calculs) la matrice D de f dans la base (by, by, b3, byg).
9. Donnez la matrice P de ’application identité de (by, bg, b3, by) vers (ey, eq, e3,eyq).
10. Calculez P~ 1.
11. Faites un diagramme et donnez la relation entre A, P, D, P~ 1.

12. Comment fait-on pour calculer A17 ? On ne demande pas le résultat du calcul mais la méthode.

-4 =32 4 18
0 6 0 -3 , . . . R
OnaA=| = 9 10 2 6 Elle n’est pas symétrique, on ne peut donc rien dire avant calcul. Son polynéme

0 6 0 -3
caractéristique se calcule en développant par rapport a la 2me ligne par exemple. On trouve

X+4 32 -4 —18
|0 XxX-6 0 3
xr(X)=| o 0 x_9 g |=EXAX-3)(X+2)

0 —6 0 X+3



Les valeurs propres sont 0,3, —2. Elle n’a que 3 valeurs propres dans R*, on ne peut encore pas en déduire si elle est
diagonalisable ou pas. On calcule par Gauss Jordan

Ey= Kerf =Vect

[\
O = O

-2

Ces deux vecteurs forment une base deEy. De méme, par Gauss Jordan,

2
E_5=Ker(f+2Id) = Ker(A+2I4) = Vect (1)
0
—2
Et pour finir E3 = Vect (1)
1
On prend by = (1,-1,2,-2), b, = (1,0,1,0), b3 = (2,0,1,0) et by = (—2,1,0,1). La matrice D de f dans la base (b;)
00 0 O 1 1 2 =2
00 0 O . _ -1 0 0 1
est D = 00 -2 0 | La matrice de passage P de la base (b;) vers la base (e;) est P = 5 11 0
00 0 3 -2 0 0 1
O 1 0 -1
. 1 -1 3 2 0 . .
On calcule son inverse par Gauss Jordan, et on trouve P~ = 1 5 -1 -3 | Le diagramme usuel nous dit
0o 2 0 -1
que A = PDP~! de sorte que
0 0 0 0
0 0 0 0
17 _ 17p—1 _ 1
AT=PDTPT =P e g | P
0 0 0 317

Exercice 6 (Diagonalisation, environ 25 minutes, ~ 6 points) Soit E = R3. Soit f: R3 — R3 I’application linéaire définie par
1
f(x,y,z) = —(—5x 4+ 4y + 132, 4x + 4y + 4z, 13z + 4y — 52)
6

1. Donnez la matrice A de f dans la base canonique (ej, ea, e3) de E.

2. Pouvez-vous dire avant tout calcul si f est diagonalisable ou pas ?

3. Calculez son polynéme caractéristique.

4. Donnez les valeurs propres de f.

5. Calculez les espaces propres de f.

6. Donnez une base (by, bg, bg) de E qui est orthonormée et constituée de vecteurs propres de f.
7. Donnez (sans calculs) la matrice D de f dans la base (by, ba, bg).

8. Donnez la matrice P de I’application identité de (by, bg, bg) vers (e, eq, e3).

9. Donnez P~ 1.

10. Faites un diagramme et donnez la relation entre A, P, D, p—1.

-5 4 13
La matrice A est A = % 4 4 4 . Elle est symétrique de sorte qu’on sait, d’aprés le cours, que f est
13 4 -5
diagonalisable. So,n polyndéme caractéristique est
1 X+5 —4 —13
XA(X):6—3 -4 X-4 -4 =X(X-2)(X+3) .
-13 -4  X+5

On sait alors aussi d’aprés un autre théoréme du cours que comme f a 3 valeurs propres distinctes, 0, 2 et —3, elle est

1
diagonalisable. Mais on le savait déja. On calcule par Gauss Jordan Fy = Ker(A — 2I3) = Vect [ 1 |. De méme
1



-1 -1
Ey = KerA = Vect 2 ) et B35 = Ker(A+ 3I3) = Vect ( 0 ) On veut une base orthonormée de vecteurs
-1 1

1 (1 1 [ 1 [
ol -s(2) il
0
0 . Ona

(1/\/3 ~1/V6 —1/\/5) ( V3 13 1/V3 )
p= ot Pl="'pP=

propres. On pose alors

On a alors D = (

o O N
o O O

1/vV3  2/V/6 0 ~1/v6 2/V6 —1/\6
1/vV3 —1/V/6  1/v2 —1/v/2 0 1/v2

Comme d’habitude le diagramme donne A = PDP~!.



