Feuille 7: Corrigé d’exercices

December 11, 2018

En cours, nous avons vu que le polynéome caractéristique d’une matrice A
était défini comme Y 4(X) = det(X.Id — A). Il y a deux conventions différentes
en mathématiques. En TD les groupes 1 et 3 ont utilisé det(A — X.Id). Cela ne
change que le signe du résultat, mais pas les théorémes ni les calculs pratiques.

Dans les exercices suivants, je calcule le polynome caratéristique d’une matrice A par la
formule Py(X) = det(A — X.Id). Si vous voulez calculer par la formule o(X) = det(X.Id —
A), les calculs (et donc le polyndme ) peuvent varier un peu mais peu importe, les valeurs
propres (racines du polynome ) obtenues sont les mémes!

-1 1 0
Exercice 1. 1. A = 0 -1 1
10 -1
Notons f : R® — R3 I'application linéaire dont la matrice dans la base canonique est
Aj.
Etape 1: Calculer le polyndme caractéristique de :
-1-X 1 0
Pp(X) = det(Ay — X.1d) = det 0 -1-X 1
1 0 -1-X

—-1-X 1 1 0
:(—1—X)det( 0 _1_X)+1.det(_1_X 1)

=(-1-X)(-1-X)(-1-X)+1=1-(1+X)*
= - X(X*+3X +3)

Etape 2 Chercher les racines de Py, (X):

P (X)=0—-X(X?+3X+3)=0—>X=00u X?+3X +3=0,
%X:OouX:#ouX:#.

Rappel: Les racines (complexes) du polynome P(X) : aX?+bX +csont X =

X = _b;‘/z, ou A = b% — 4ac.
Remarque: Le polynome caractéristique a des racines qui ne sont pas réelles = la
matrice Ay n'est pas diagonalisable sur R — on va la diagonaliser sur C .

Notons maintenant g : C* — C? 'application C -linéaire dont la matrice dans la base

canonique de C? est A;. L’étape précédente nous dit que le polynome caractéristique

—b+vVA
2

et

1
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Sea — _ —3+iV3 _ —3-iV3
de g a 3racines: X =1, X = == X = === donc ce sont 3 valeurs propres de g.

Etape 3: Calculer les espaces propres:

X=0:E={veC?®:g(v)=0wv=0} =Ker(g) Pratiquons GJ:

-1 1 010 1 =1 010 1 =1 010 1 0 —-1]0
o -1 1/0}]—-(0 -1 1]0]—={0 1 —-1|0)J—=110 1 =110
1 0 -110 1 0 —-110 0 1 -—-1]0 00 010
) ) r —z=0 r =2z
Cela implique = .
y—z=20 Yy==z
Donc Ey = {(z,2,2),2 € C} = Vecte((1,1,1)) = dime(Ep) = 1
X = =35 E,gyﬁ = {veC?: glv) = 2B 4} = Ker(g — =243 [4).
—3+4iV3 1-iv3
(e 1 5 1
Al_—3'i; 3Id — 0 -1— —3—21\/3 1 | — 0 1—;\/3
1 0 1 — =343 1 0
GJ: , )
1—;\/3 0 0 1 e 0 0 1 =3 0 0
0 L= o =0 =28 I 0
—iv/3 1—iV3 —2 1-iv/3
1 20 =3 10 1 0 N30 0 =% =520
—4
(1) 171\/5 (2) 8 1.0 (1—i2\/§)2 0
0 e 5 0 00 0
Cela nous donne:
4 _ _ 4
2 _ 2
Y+ 15757 0 — 1557
Finalement, E_3+2Ng = {((1—1'?/5)22’ 1__1.3/32, z),z € C} = Vectc(m, ﬁ@ 1)
_ —3-iV/3
X 5 | |
Eosss ={v€Cig(v) = =500} = Ker(g — =5.1d).
—1 — =3-iv3 1 0 1+iV3
' 2 ' 2 :
A1_7372’L\/§Id — O -1 — —3—21\/3 1 | — O 1 ;\/ﬁ
1 0 —1— =is 1 0
GJ: ) )
1+;\/§ 0 0 1 Tiv3 0 0 1 i3 0 0
0 L3 . 0= fo =5 . 0 —» |0 ¥ 1f 0
1+iv/3 1+4iV3 —2  14iV/3
1 0 + 0 1 0 2 0 0 =7 51 0
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2 —4
Lty 0|0 10 e [0
— 10 1 1+iﬁ 0l —» 01 73 0
—2 1413+/8
0 2. g 00 0 |0

Cela nous donne:

4 _ _ 4
2

>
y+ i =0 TT3©

Finalement, £ 5., 3
2

z,2),z € C} = Vecte(+—=

_ 4 —2
- {((1+zf)2 T 144 f (1+iv/3)27 144iv/3’ 1

= dim(c(E_:;_“/g) — 1.
2

Etape 4 Conclure:

On a dim¢(FEy) + dime(E _sy505) + dime(F_s_iy5) = 1+ 14+ 1 = 3 = dimc(C3?). D’ou
2 2

la matrice A; ( et 'application linéaire g ) est diagonalisable sur C.

Notons B = (vy, va,v3), ici :

v; = (1,1, 1)(base de Ey)

Vg = (ﬁ, ﬁg, 1)(base de E,ggi\/g)

vg = (ﬁ’ ﬁgv 1)(base de E,g,zwg).

Alors la matrice de passage pour la diagonalisation est

4 4
(=32 (4iy3)?
P = (U1’U2”U3) = 1 17_1,\/5 1;\/5

1 1 1

et on a

0 0 0
PrAP=| 0 =28
—3—i/3
0 0 =E

Autrement dit, aprés la diagonalisation sur C, on a trouvé une base B de C? contenant
0 0 0
des vecteurs propres de g et la matrice de g dans cette baseest | 0 #3 0
0 0 =S5
2

Remarque: Si on choisit P' = (vs|vy|v3) et la base B' = {vy, vy, v3}, alors P71 A;.P' =

—3+i\/§ 0 0
0 O 0
O —3— Z\/g
2. et f I'application linéaire associée.
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2-X -1 1
P, (X) = det(Ay — X.1d) = det 1 -X -1
2 -2 1-X

-X -1 -1 1 -1 1
2 — Xdet( 9 1_ X)—ldet< _9 1_X)+2.det<_X _1>
| —

)
2 — X)[— ( X) - (X —1)+2]+2(1+X)
2-X)(X?-X-2)—-(X+1D)+21+X)=2-X)(X +1)(X —=2) + (X +1)
X +1)(— X2+4X—3) (X +1)(1—-X)(X —3)

(
(
(
= (
e —1,1,3 sont des racines de Py4,(X) donc ce sont 3 valeurs propres de f.

e X=-1:FE ,={velR’: f(v)=—-1w} = Ker(f — (-1)Id)

GZ]s:—110 1 = 1o 1 =2 1o 1 =2 110
3 3 3 3 3 3

1 1 -1/0|—=[1 1 —-1{0f—=1[0 53 ZF|0]—={0 1 —-1/0

2 -2 2|0 2 -2 20 0 5 310 0 35 310

10 010

— 10 1 —1]0]. Cela nous donne:

00 010

T =0 x =0
%
y—z=20 Y=z
= F 1 ={(0,2,2),z € R} = Vect(0,1,1), dim(E_;) = 1 et (0,1, 1) est une base

de E_l.
e X=1: FE={velR’: f(v)=1v} = Ker(f —1)Id)

GJ:
1 -1 110 1 -1 110 1 -1 110 1 -1 010
1 -1 -1{0} =10 0 —-2|0]—=10 O 1 ]0)—=1|(0 0O 11/0
2 =2 010 O 0 =210 0O 0 =210 0O 0 010

Cela nous donne:

z—y =0 x =y
—
z=0 z=0
= F1 ={(y,9,0),y € R} = Vect(1,1,0), dim(E;) =1 et (1,1,0) est une base de

E.
e X=3: FE3={veR’: f(v)=3w}=Ker(f —3)Id)

GJ:
-1 -1 10 1 1 —-1]0 1 1 —-11/0 1 0 —-11]0
1 -3 -1j0) —+(1 -3 -1|/0| =10 -4 O |O] =101 0|0
2 =2 =210 2 =2 =210 0 —4 0|0 00 010

Cela nous donne:

r —z=0 r =z
_>
y =0 y=20
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= F3={(2,0,2),z € R} = Vect(1,0,1), dim(F3) = 1 et (1,0,1) est une base de
B,

e On a dim(E_1) + dim(Ey) +dim(Es3) =1+ 1+ 1 = im(R3) donc A, est
011
diagonalisable sur R. Notons: P = | 1 1 0 | la matrice de passage pour la
1 01
1 00
diagonalisation, alors P~1A,.P = 10
0 3
3 -3 —4 -1
0o 2 0 -1
3 A=y 4 3 9
0o 2 0 -1
[ ]
3—X =3 —4 -1
0 2-X 0 -1
Py (X) = det(As — X.1d) = det 9 4 _3_x 0
0 2 0 -1-X
=X(X-1D)*X+1)
— X =0,X =1,X = —1 sont des racines du polynéme caractéristique.
o X=0,E={veR': f(v)=0v}= Ker(f)
GJ:
3 =3 —4 —1]0 1 -1 3t S0 1 -1 5 Fo
020—10_>020—10_>020—10_>
2 =4 =3 010 2 =4 =3 010 0 -2 35 2|0
0 2 0 —-1]0 0o 2 0 -1]0 0 2 0 —-1]0
1 -1 5t Fo 103 2o 103 2o
0 1 0 |0 fo1 0 o {01 0 F0f
0 -2 5 2|0 00 35 3]0 00 1 110
0 2 0 —-1]0 00 0 010 00 0 010
100 3]0 x+1t z —7175
010*710“.1. 0 _ Ly
001 110 ela implique ¢y — 5t = y =3
000 010 z+t=0 z = —t
— By = {(5't, 3t, —t,t),t e R} = Vect((5, 3, -1,1)) = dim(Ep) = 1
e X=-1,FE ,={velR: f(v)=—1v}= Ker(f — (-1)Id)
GJ:
4 -3 —4 —11|0 1’73—1’710 1’73—1’710
030—10_)030—10_}030—10_>
2 -4 -2 010 2 =4 =2 0|0 032 0 110
0 2 0 010 0 2 0 010 0 2 0 010
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1 22 -1 |0 10 -1 30 10 -10]0

01 0 o0 01 0 |0 01 0 00

0—750%0%000?10%00010

02 0 00 00 0 =10 00 0 00
T —2z r =z

Cela implique ck y =0 — y=20
t=20 t =0
— Ey={(2,0,2,0),z € R} = Vect((1,0,1,0)) = dim(E_;) =1
e X=1F={veR': f(v)=1v} = Ker(f —1)Id)

GJ:
2 =3 =4 —-1|0 1 32 -2 o 132 -2 o
010—10_>010—10_>010—10_>
2 -4 —4 0|0 2 -4 —4 0|0 0 -1 0 110
0 2 0 =210 0 2 0 =210 0 2 0 =210
1 0 -2 =210
01 0 -1|0 ) r—22—-2t=0 =224 2t
. Par suite,
00 0 00 y—t=0 y=t
00 0 00
— By ={(2z+2t,t,2,1), 2 € R} = Vect((2,0,1,0),(2,1,0,1) :>dzm(E) 2
e On a dim(Ey) + dim(E_y) + dim(FE,) = 1 —|— 14+2 =4 = dim(R*) — Aj
10202
: . 200 1 )
est diagonalisable sur R. Posons: P = _21 110 , alors P7".A3.P =
1 001
0 0 00
0 —1.0 0
0O 0 10
0 0 01
1 0 0 0
4. Ay = o 1 1 1 . Py, = (1= X)*(X —2)% et 1,2 sont des racines de Py, (X)
3 -1 -1 3

(donc valeurs prorpes de f ).

e X =1 E ={veR: f(v)=1v} = Ker(f — 11d)

GJ:

0 0 0 0/0 1 0 -1 1]0 1 0 -1 110
1o —1 1ol _fo o o ool _foo o ofo|_
2 -1 0 1]0 2 -1 0 1]0 0 -1 2 —110
3 -1 —1 20 3 -1 -1 2]0 0 -1 2 -110
1 0 -1 110 1 0 -1 110 10 —1 1]0
0 -1 2 =110 01 -2 110 01 -2 110
o0 0o olo]7lo o o olo]l 7 foo o olo
0 -1 2 —110 0 -1 2 —110 00 0 0]0
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r—z+t=0 r =z—t
%
y—224+t=0 y=22z—t
— B = {(z — t,2z — t,z,t),2,t € R} = Vect((1,2,1,0),(-1,-1,0,1)) =

Par conséquent,

e X =2 FE ={veR': f(v)=2v} = Ker(f — 2Id)
GJ:
-1 0 0 0/0 1 0 0 010 1 0 0 010
1—1—110_}1—1—110_>0—1—110_>
2 -1 -1 1|0 2 -1 -1 110 0O -1 -1 110
3 -1 =1 1]0 3 -1 -1 1|0 0 -1 -1 110
1 00 010
01 1 —-1/(0 . z=0 R r =0
0000 010 y+z—1t=0 y=—z+t
000 010

— By = {(0, —2+t, 2,t),2,t € R} = Vect((0,-1,1,0),(0,1,0,1)) = dim(E3) =2

o dim(E,) + dim(Ey) = 2+ 2 = 4 = dim(R*) — A4 est diagonalisable sur R et
1 000 1 -1 0 O
0100 2 -1 -1 1
-1 o . . . o

P—AP= 00 20 ,ici P est la matrice de passage P = 1 0 1 0
000 2 0 1 0 1

3 -1 7 —-14

4 -1 7 —15 ;

b As = 0 0 3 -4 Pr(X)=(X—-1P(X+1)et X =1,X = —1 sont des

0 0 2 =3

racines de P4 (X).

GJ:
2 -1 7 —14]0 I 12 I 70
4 -2 7 =150 . 4 -1 7 —=15|0 . 0 0 =7 1310 N
0O 0 2 —410 0 0 2 —410 0O 0 2 —-4]0
0O 0 2 —410 0O 0 2 —410 0O 0 2 —4]0
_ 7 _ _ _
122 I 70 I R 1= o oo
0 0 1 —les 0 o 0 0 1 ’Tl?’ 0 . 0 0 1 0/0
0 0 2 —410 0O 0 O _72 0 0O 0 0 170
0O 0 2 —410 0 0 O _72 0 0O 0 0 0/0
fx ly
s x—%y: ’ 1 1
D’ou 0.1 —0 — z=0 — E_1={(5%,4,0,0),y € R} = Vect((3,1,0,0).
Z = s =
t =0

\

e X =1 FE ={veR: f(v)=1uv} = Ker(f — 11d).
GJ:
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4 -1 7 —1410 1= o 121 o
4 0 7 1510 |4 0 7 <1500 [0 1 0 —1)0} |
0 0 4 —410 0 0 4 —410 0 0 4 —4/0
0 0 2 =210 00 2 =210 00 2 —2/0
10 I =20 102 =210 100 —2]0
010 —1(0] (010 =10 |0 10 —1/0
004 —410 001 =110 001 =10
002 =210 002 =210 000 010
r—2t=0 r =2y
Il s’ensuit que ¢y —t = — y =t — E; = {(2t,t,t,t),t € R} =
z—1=0 z=1

Vect((2,1,1,1). et dim(E;) =1

o dim(E 1)+ dim(E;) =1+ 1 =2 # dim(R*) — A; n’est pas diagonalisable sur

R, ni sur C.
-1 2 3
Exercice 5. 1. A= 0O -2 0
1 2 1
—1-X 2 3
Py(X) = det(A — X.Id) = det( 0 —-2—-X 0
1 2 1-X

= (X +2)%(2 - X).
Donc X = —2, X = 2 sont des racines de P4(X).

e X=-2F ,={veR: f(v)= -2} = Ker(f — (-2)Id).
Pratiquons GJ:

1 2 3]0 1 2 3]0

00 0[{0]—=10 0 010

1 2 3(0 0000
Cela implique £+ 2y +32 =0= 2= -2y — 3z = E 5 = {(—-2y — 3z,y,2)} =
Vect((—2,1,0),(—3,0,1)) = dim(E_5) = 2

e X =2 FE,={veR?: f(v)=2v}= Ker(f — 2Id).

-3 2 310 1 3 —-1]0 1 2 —1]0 1 2 -1
0 -4 0]0]—={0 -4 0|0]—=[0 -4 0]0o]—=(f0 1 o0
1 2 -1]0 1 2 -1]0 0 3 00 0 5 0
10 —1]0

01 00 :{x—Z—O —>{x © B = {(2,0,2),z € R} =
00 010 y= y=0
Vect((1,0,1). et dim(Ey) =1
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o dim(E_ )+dzm E2 =2+1 m(R3) donc A est diagonalisable sur R.
—3 1
Notons P = 0 ) la matrice de passage pour la diagonalisation, alors:
1
O 0 -2 0 0
P1AP= -2 0 = 0 —2 0 |.P~L. Par conséquent:
0 2 0 0 2
-2 0 0 -2 0 0 -2 0 0
A" = (P o -2 0 |.PYH(P o -2 0 |.PH. (P 0 -2 0 |.PhH
0 0 2 0o 0 2 0o 0 2
-2 0 0\" (=2 0 0
=P 0 20 ) P'=P 0o (=2» o |.p!
0 0 2 0 o 2
Il reste & calculer P!, Prathuons GJ:
—2—31100 1211500 1 3 1|5 00
1 0 0(0 1 1000 10)=(0F 3|35 10|—
0 1 110 0 01 1,0 01 0 1 1]0 01
13 = 0 0 10 010 0 10 00 1 0
01_§§§oﬁo1_§§%oﬁ01_g§§o 5
01 1]0 0 1 00 3|35 2 1 00 1|53 5 2
1 00[0 1 O
0 1 0
— Pl = ?1 _?1 é et on peut enfin calculer :
4 2 1
-2 -3 1 (—2)" 0 0 0 1 0
A" = 1 0 0 0 (=2)" 0 ?1 ’?1 é
0o 1 1 0 o 2 i 03 1
on ( 2>n+1+2n+1 0
=1 0 (—2)" 0
0 0 2"
1 3 0
2. A=13 =2 —1 |. P4(X)=(1—-X)(X +4)(X —3) donc 1,—4, 3 sont 3 racines
0 -1 1
distinctes de Pa(X).
oX—l, El—{UER3 f(v) =} = Ker(f — Id).
3—3—10 1 -1 F|0 1 -1 F|0
3—3—10—>0300—>0300—>0100—>
0 —1 0 -1 010 0 -1 0|0 0 -1 010

9
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y _=
(32,0,2), 2z € R} = Vect((5,0,1). et dim(E;) =1

0 1 1

_1l,_p =1
0 ]. Cela implique: {x 3% o {x Sz
0

O = O
| o
ot

o O O

——
&
+
w
N

I
S
—N—
8
I
|
w
N

0

o dim(Ey) + dim(E_y) + dim(Es) =1+ 141 =3 — A est diagonalisable sur R.

I -3 -3
Notons P = (3) 5 =2 | , par le méme raisonnement qu’en question 1, on a
1 1 1
1 0 0
A=P | 0 —4 0 | .PL.
0 0 3

Par Gauss-Jordan on trouve P~ = d’ou la formule de A™.

w

ot
S|l o
=-gl-5le
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