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Algébre linéaire pour 1’économie
Feuille de TD 6 : Matrices d’applications linéaires, dualité
Séances des 9 et 16 novembre environ

Exercice 1 Soit f 'endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base canonique est

1 1 2 =2
M:§ 2 1 2
-2 2 1

Soient v1 = (1,—1,1),v9 = (1,1,0),v3 = (—1,1,2).
1. Montrer que B = (v1,ve,v3) est une base de R>.
2. Déterminer la malrice associée o f dans la base B.

3. En déduire que [ est une symétrie par rapport & un plan vectoriel que l'on déterminera.

Exercice 2 Soit g Uapplication linéaire de R® dans R? définie par rapport aur deuz bases (e1, ez, e3) et
(f1, f2) par la matrice
2 -1 1
A= { } ‘

3 2 =3

1. On prend dans R? la nouvelle base el =ey+es e, =€+ eg,eg = e1 + ey. Ecrire la matrice B de g
quand on se place dans cette base.

2. On prend dans R? la nouvelle base f] = %(ﬁ + fo), ff = %(fl — f2). Ecrire la matrice C de g par
rapport auz bases (€}, €5, e5) et (f1, f3).

Exercice 3 Soient (e1,ea,e3,¢e4) la base canonique de R* et f Uapplication linéaire de R* dans R? définie
par f(x,y,z,t) = (X,Y, Z) avec :

X=zxz—y+z+t,Y=ax+2z—-t,Z=x+y+ 32— 3t.
1. Quelle est la matrice de [ dans les bases canoniques?
Montrer que (f(e1), f(e2)) est une base de imf et la compléter en une base B de R3.

Montrer que ker f est de dimension 2 et donner une base (uq,us2) de ker f.

Vérifier que (e1,ea,u1, us) est une base de R*. Quelle est la matrice de f dans les bases (ey, e, u1, uz)
et B?

Exercice 4 Notons (e1,ez,e3) la base canonique de R3. Soient e1 = (1,1,1) et o = (1,2,1).

1. Vérifier que les vecteurs €1,€9 et e1 forment une base de R?.

2. Soit f Uapplication linéaire définie de R® dans R® par :

fle1) =e2, fle2)=e2 et fler) =e1+ea
Donner la matrice de f dans la base canonique de R3.

3. Calculer la matrice de f dans la base (1,€2,€1).

Exercice 5 Soit f : R® — R3 Uapplication linéaire définie par
flz,y,2) =(x+y,2x —y+z,2+2).

1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R3.



2. Montrer que les vecteurs v = (2,1, —1), vo = (2,-1,2) et v3 = (3,0,1) forment une base de R>.
Donner la matrice de f dans la base (vi,v2,v3).

Exercice 6 Considérons l'espace vectoriel R™ ; notons (e1,...,e,) sa base canonique et v le vecteur défini
parv=-ej + ...+ e,. Soit f:R™ — R" Uapplication linéaire définie, pouri=1,...,n, par f(e;) = e; + v.

1. Montrer que tout vecteur de ker f est colinéaire a v et, en fait, égal o 0.
2. Montrer que f est un isomorphisme.

3. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R™.

Exercice 7 Soit f : R? = R3? une application linéaire. Posons g = f —Id ; supposons que go g # 0 et que
gogog=0.

1. Soit v dans R3 tel que g o g(v) # 0. Montrer que les vecteurs v, g(v) et g o g(v) forment une base de
R3.

2. Donner la matrice de g puis la matrice de f dans la base {v,g(v),go g(v)}.

3. Supposons maintenant que f est Uapplication linéaire dont la matrice dans la base canonique de R3 est

2 1 0
A= 0 1 1
-1 -1 0

Posons v = (1,0,0). Montrer que f et v vérifient les conditions énoncées en 1). Ecrire la matrice de

f dans la base (v, g(v),gog(v)).
Exercice 8 Soient (e1,ea,e3) la base canonique de R? et f : R® — R? lapplication linéaire définie par :
flx,y,2) =(—z+y+2 —2x+y+ 2z —6x+ 2y +4z2).
1. Ecrire la matrice de f dans la base canonique de R3.

2. Considérons les vecteurs v1 = (1,0,2), vo = (1,1,2) et v3 = (2,1,5) de R®. Montrer que (v1,ve,v3)
est une base de R? et calculer la matrice de f dans cette base.

Exercice 9 Soient E un R-espace vectoriel de dimension 3 et (e1,e2,e3) une base de E. Notons f : E — E
Uapplication linéaire dont la matrice dans la base (e1,ez,e3) est :

1 1 -1
4 1 =2
6 3 —4

1. Trouver une base de ker f.

2. Posons v1 = e1 + 2e3 + 3es, va = ea + e3 el v3 = e1 + 2e3. Montrer que (vi,ve,v3) est une base de E.
Calculer la matrice de f dans cette base.

3. En déduire que l'on a fo f=—f.

Exercice 10 Notons B = (e1, ez, e3) la base canonique de R3. Soit f : R® — R3 l'unique application
linéaire telle que :

fle1) = —e1 +ea+es, f(ea) = —2e1 + 2ezet f(e3) = —4de1 + ea + 4es.
1. Ecrire la matrice de f dans la base B.

2. Donner une base de imf et une équation de imf.

3. Pour quelles valeurs du parameétre réel t Dapplication linéaire f — tld est-elle un isomorphisme ¢



4. Trouver une base vy de ker(f — 3Id) et une base vo de ker f. Montrer que les vecteurs vy et vy sont
linéairement indépendants. Trouver vs dans R? tel que (vi,vs,v3) soit une base de R3. Quelle est la
matrice de f dans la base (v1,va,v3) ?

Exercice 11 Soient E un espace vectoriel de dimension 3 et B = (e1,e2,e3) une base de E. Notons f
Uapplication linéaire de E dans E dont la matrice dans la base B est :

1 0 3
0 2 1
2 -1 2

1. Ecrire la matrice de f dans la base (e3, ea,e1).

2. Ecrire la matrice de f dans la base (e + e3,e3,ea — e3).

Exercice 12 Dans [’espace vectoriel R* muni de sa base canonique (e1, ea, e3), on considére l’endomorphisme
u défini par :
u(e;) =2e; —3ea +e3, wulez) =e; —ea et u(ez) =ey — e3.

1. Ecrire la matrice M de u dans la base canonique. Calculer M? et vérifier que M3 = 0.
2. Déterminer keru, ker u?, imu, imu? et donner les relations d’inclusion entre ces sous-espaces.

3. On pose €] = u®(e1), ey = —ul(es), ey = e3. Montrer que (€}, €),e}) est une base de R3. Donner la

matrice N de u dans cette base.

4. Soilt S la matrice de passage de (e1,e2,e3) a (€], ¢eh,€5). Calculer S? et en déduire S™1. Vérifier que
S™'MS = N.

Exercice 13 Soit

¢: Ray[X] — Rcy[X]
P — P
1. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base (1, X, )g—f, )g—!g, %4).

2. Que vaut A®?
Exercice 14 Soit ¢ l'endomorphisme de R<3[X] défini par :
#(P)(X) = P(X +1).
1. Déterminer la matrice A de ¢ dans la base canonique (1, X, X%, X3).
2. Monirer que A est inversible.
Exercice 15 Soit ¢ lapplication de R<3[X]| dans R[X| définie par :
p(P)(X) = P(X) — XP'(X).
1. Montrer que ¢ définit un endomorphisme de R<3[X].
2. Déterminer le noyau de .
3. Déterminer la matrice M de ¢ dans la base canonique (1, X, X2, X3).
4. Quel est le rang de M ?

Exercice 16 Soit u l'application définie sur R<4[X]| par

uw(P) = X*P"(X) - 3X P (X).



1. Montrer que u est une application linéaire de R<4[X] dans R<4[X]. Donner la matrice de u dans la
base canonique de R<4[X].

2. Déterminer keru et Imu. En donner des bases et les dimensions.

8. L’équation u(P) = 1 a-t-elle une solution dans R<4[X]? Donner une solution de l’équation u(P) = X3.
Si Py et Py sont deuz solutions de cette équation, que peut-on dire de Py — Po? Donner toutes les
solutions de ’équation u(P) = X3.

Exercice 17 Soient A = [ _01 (1) } et :

v May(R) — Ma(R)
M — AM-MA

a b

1. Montrer que o est linéaire. Calculer ¢ ([ e d }) Déterminer une base de ker ) et une base de ima).

2. Donner la matrice K de v dans la base canonique de Ma(R).

3. Trouver une base de Ma(R) dans laquelle la matrice de v soit :

000 O
0 00 O
L= 0 00 -2
00 2 O



