Feuille 5: Corrigé d’exercices

December 10, 2018

Exercice 1.

1. Pratiquons l'algorithme de Gauss-Jordan pour la matrice formée par les vecteurs

U1, U2, U3

1 1 -1 1 1 -1 1 1 -1 1 0 -1

-1 1 1 — 0 2 0 — 0 1 0 — 01 0 —
1 0 2 0o -1 3 0 -1 3 00 3

1 0 -1 1 00

01 0 -1 0 1 0

00 1 0 01

(Les opérateurs sur les lignes sont:
L, L
L1+L2;—L1+L3—> 7 — —L2—|—L1;L2+L3—> ? —)L1—|—L3

) Il résulte qu’il y a 3 pivots dans la forme FREL, donc la famille vy, v9, v3 sont libre
et génératrice de R? donc la famille B = (vy, v, v3) est une base de R?

2. Notons C = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} la base canoique de R?. On a le diagramme
commutatif suivant: ( faites attention auz sens des fleches! ).

Ma
®,) < gs, o)

Matpe(idgs) [ l Matcp(idgs)

R? B) —— (R3,B
( atBB(fg )

Ici: -Matee(f): la matrice de f par rapport & la base canonique C de R?

- Matgs(f): la matrice de f par rapport a la base B de R3.

- Matge(idgs): la matrice de passage de la base B vers la base canonique C.
- Matep(idgs): la matrice de passage de la base C vers la base canonique B.

Cela implique:

MCLtBB(f) = Matcg(idR3).Matcc(f).Math (idRs)
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o Matpe(idgs) est la matrice de passage de la base BB vers la base canonique C, Par
définition, on a:

V1 = (]_, —]_, 1) = 1.61 — 1.62 + 1.63
Vg = (1, ]_,0) = 1.61 + 1.62 -+ 0.63
vy =(—1,1,2) = —1l.e; + l.eg + 2.e3

1 1 -1

Par conséquent, Matpe(idgs) = | —1 1 1

1 0 2
1 2 =2
e Par 'hypothese: Matee(f) = M = % 2 1 2
-2 2 1

e Calculons Matep(idgs), on sait que Matep(idgs) est la matrice inverse de la ma-
trice Matpc(idgs), autrement dit:

Matep(idgs) = (Matpe(idgs)) ™

Pratiquons l'algorithme de Gauss Jordan pour la matrice étendue de la matrice

Matgc(idRs)l
1 1 -1/1 0 0 1 1 -1 1 00 11 -1} 1 0O
—111010—>020110—>01o§§
1 0 2|0 01 0 —1 -1 01 0 -1 3 |-10
10 -1/3 S0 10 : 5 0 1003 F 3
010%%0%010%%0%010%%0
00 3|3t I 1 00 1]zt 11 001/t I 1
I -1 1
. 4 3 3 3 .
Par suite, (Matpe(idrs))” = | 5 5 0 | = Matep(idgs).
T 5 s
Finalement,
MCLtBB(f) = Matcg(idR3).Matcc(f).Matgc(idst)
1 -1 1
? 5 3 1 2 =2 1 1 -1
=35 5 0]z 2 1 2 |. [ -111
%1 % % -2 2 1 1 0 2
-1 0 0
= 0 10
0 01
-1 0 0
D’ou la matrice de f dans la base B est 0 10
0 01
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3. Fixon un vecteur quelconque v € R? de coordonnées (z,y,z) dans la base B, c’est a

-1 00
dire: v = x.v1 +y.v2+ z.v3. Puisque la matrice de f dans la base B est 0O 1 0 ],
0 01
les coordonnées de f(v) dans la base B sont calculés comme suit:
-1 0 0 x —x
0 10 ]).\y|= Y
0 01 z z
c’est a dire f(v) = (—x).v1 +y + v2 + z.v3. Il résulte que
v+ flv) T +yve+zus+ (—x)v +y+ v+ 2o
= =1y.eg + 2.3

2 2
Remarquons que les vecteurs y.e5 + 2.e3 appartient au plan P d’équation x = 0 dans

la base B. Par conséquent, %@) appartient a P et f est la symétrie par rapport au

plan P d’équation x = 0 dans la base B.
Exercice 2.

Notons € = (ey, €9, €3) la base de R3 et F = (f1, f2) la base de R2.

1. On a le diagramme suivant:

Mat
®, &) L e, )

Matgre(idgs) [ JMat]:]:(idﬂp)
(R?, &) —— (R%, F)
ateF(9)
Par suite,
Matg/;(g) = Mat]:]:(idRQ).Matg]:(g>.Matglg (ZdRS)

-Notons £ = (€], 5, €3) la nouvelle base de R?. Par dfinition la matrice de passage de

Eacfest:
0 11
Matglg(idRSZ 1 01
110
. 10
- Mathgz(idgz) = ( 01 ) Donc,
011
10 2 -1 1 0 31
110
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2. Notons F' = (f1, f2)-

Mat
®, &) LRz, )

Matglg(idR:s) [ \Mat;;/(idRQ)

(RS, &) ——

(R?, )
atgrF ()

Par suite,
M(Itg/]:/ (g) = Mat]:]:/ (idR2).Matg}-(g).Matg/g(idR3)

- La matrice de passage de la base ' a la base F est
11

Matz x(idge = ( i i >
2 2

1
Matzz (idg2) est la matrice inverse de Matz r(idg2). Pratiquons GJ:

%%10%1120%11 2 0\ (1L 1[2 0  (LOfL 1
5 501 T 501 0 —1|-11 0 11 —1 0 1|1 —1

D’ou,

101 \! 1 1
Matzr (idg2) = (Matz r(idge)) ™" = ( A ) - ( 1 -1 )

2 2

Finalement,
01 1

11 2 -1 1 ~1 3 6
Matg/f'(g)—<1_1>'<3 2 —3)' 1(1)(1) _<1 3_4>.

Exercice 3. 1. Calculons f(e;) = (1,1,1), f(e2) = (=1,0,1), f(e3) = (1,2,3), f(eq4) =
(1,—1,—3). Donc la matrice de f dans la base canonique est

1 -1 1 1
1 0 2 -1
1 1 3 =3

2. Remarque: L’'image de f est un sous espace vectoriel de R3 engendé par f(e;), f(es), f(e3), f(es):

Imf =Vect(f(er), f(ez), f(es), f(eq)). Pratiquons GJ:
1 -1 1 1 1 -1 1 1 1 0 2 -1
10 2 -1]—=1011-2]|—=1011 -2
1 1 3 =3 0 2 2 —4 000 O

Dans la forme FREL, il y a 2 pivots se trouvant a deux premieres colonnes, il s’ensuit

que f(e1), f(ez) sont libres et de plus f(es) = 2f(e1) + f(e2), f(ea) = —f(e1) — 2f(e2),

par suite

Imf = Vect(f(e1), f(e2), fles), f(ea)) = Im(f(er), f(e2))
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-La famille f(e;), f(ez2) est libre et génératrice de Imf donc c’est une base de Imf.
- Posons v = (0,0, 1), montrons que la famille {f(e;), f(e2), v} est libre:
En effet, par GJ

1 -1 0 1 -1 0 1 00
10 0)]—=10 1 O0)]—=10120
1 1 1 0 0 1 0 01

Il y a 3 pivots dans la forme FREL donc B = {f(e1), f(ez2), v} est libre et cela forme
une base de R3.

. Ker(f) = {(z,y,2,t) € R* : f(z,y,2,t) = 0}, autrement dit, un vecteur (x,y;z,t)
appartient & Ker(f) si et selement si il est solution du systeme linéaire:

r—y+z+t=0
r+224+t=0
r+y+32—-3t=0

L’algorithme de Gauss-Jordan en question 2, on a :

r+2z2—1t=0 N r=—-2z+t

y+z—-2t=0 y=—z+2
D'ow: Ker(f)={(—2z+t, —2+2t,2,1), z,t € R} = {z.(-2,—1,1,0)+¢.(1,2,0,1), 2,t €
R} = Vect(((—2,-1,1,0),(1,2,0,1)). Par suite la famille {(-2,—1,1,0),(1,2,0,1)}
est une famille génératrice de Ker(f).
Montrons que cette famille est libre: supposons z.(—2,—1,1,0) + y.(1,2,0,1) = 0 =
x=y=0donc u; = (—2,—1,1,0),us = (1,2,0,1) sont libres et forment une base de
Ker(f).

. Pratiquons GJ pour la famille (eq, e, u1,us), on a 4 pivots dans la forme FREL, donc
c’est une famille libre et génératrice de R* donc c’est une base de R*.

Calculons la matrice de f dans les base €& = (e, €, u1,us) et B en question 2. On a le
diagramme suivant:

Ma
®:,0) < gs, o)

Matge(idpa) [ lMatcg (idg3)

RY,E) —— (RS, B
( atSB(fS )

Matglg(f) = Matcg(’idRs) .Matcc(f).Matgc (idR4).

10 -2 1 L1 o
. . 01 -1 2 ) . 1
Ou Matgc(idgs) = 00 1 0 et Mateg(idgs) = (Matpe(idgs))” = 1 0 0
00 0 1 L.
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Pratiquons GJ:

1 -1 0|1 0 O 1 -1 01 0O 10 0[O0 1 O
1 0 0oj0o 1 0y—(f(O0O 1 O}|—-1 1 0}—1(01O0—-1 1 0
1 1 1{0 0 1 0 2 1|—-1 0 1 0011 =21
1 -1 0\ " 0 1 0
Donc Matep(idgs) = | 1 0 0 = | —1 1 0 |]. Finalement la matrice de
1 1 1 1 -2 1
f dans les bases £ et B est:
0 1 0 111 1 cL T 10 0
Mates(f)=[ -1 1 0 1 0 2 -1 0o 1 o0l=lo1 o0
1 -2 1 1 1 3 -3 00 0 1 00 -2

Exercice 4. 1. Pratiquez GJ

2. Notons C = (ey, 9, €3) la base canonique de R? et £ = (1, €2, €1) la nouvelle base. Par
I’hypothese, on a :
fler) =€ =(1,2,1) = l.eg + 2e5 + l.eg
flea) = e =1(1,2,1) = l.eg + 2e5 + l.eg
fler) = ey + ez = e1 + e + Oes.

Par conséquent, la matrice de f : (R3, &) — (R?,C) est A = . Onale

— N
— N
O~

diagramme suivant:

R3,C) —— (R3,C
( at(;c( S )

Il s’ensuit que la matrice de f dans la base canonique C est Matee(f) = Q.A.P. Ici

1 00
Q = Matee(idgs) = | 0 1 0 | est la matrice de passage de C vers elle méme et
0 01
P = Matcg(idgs) est est la matrice de passage de C vers & et on peut la calculer
1 10
par GJ: c’est la matrice inverse de la matrice Matge(idgs) = 12 0] —-P=
1 11
0 -1 2
0o 1 -1
1 0 -1
1 00
Réponse: Matee(f) =QAP=| 1 0 1
0 01

o O O
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Remarque: Vous pouvez la calculer comme suit: La matrice de f dans la base canon-
ique est formée par les coordonnées des vecteurs f(e1), f(es), f(e3) dans la base canon-
ique. Or :

fler) =e1+e2=(1,1,0)

€2 =—€1+ e = f(e2) = f(—e1) + fle2) = —f(e1) + f(e2) = —e2 + &2 = (0,0,0)
fles) =261 —ea—e; = fles) = 2f(e1) — fea) — fles) = (2,4,2)—(1,2,1)—(1,1,0) =
(0,1,1). D’ou le résultat.

00 —1
3. Réponse Matge(f) =1 1 1 1
00 1
1 1 0
Exercice 5. 1. Réponse: 2 -1 1
1 0 1

2. Pratiquez GJ pour montrer que vy, vs, v3 est une base de R?.
B = (v, v9,v3) la nouvelle base, C la base canonique

(®e,0) e g )

| =

(R3, B) —— SR?’,B)

atpi(f
2 2 3 1 -4 -3
P = 1 -1 0 |,Pt= 1 =5 —3 | (attention: Pratiquez GJ pour cal-
-1 2 1 -1 6 4
culer P71 )
1 —4 -3 1 1 0 2 2 3
MatBB(f)prl.Matcc(f).P: 1 -5 -3 . 2 -1 1 . 1 -1 0
-1 6 4 1 0 1 -1 2 1
—1
Exercice 8. 1. -2 11
—6 2 4

2. B = (vy,v9,v3) la nouvelle base, C la base canonique

(®e,0) e g )

d =

R? B) —— (R®,B
(& atBB(fS )
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1 1 2 3 -1 -1
P=| 0 1 1 | etpar GJ on peut calculer: P! = 2 1 -1
2 2 5 -2 0 1
3 -1 -1 -1 1 1 11 2
MatBB(f):Pfl.Matcc<f).P: 2 1 -1 . -2 11 . 011 =
-2 0 1 -6 2 4 2 2 5
1 10
010
0 0 2

Exercice 9. 1. Pratiquez Gauss-Jordan, Ker(f) = Vect(v), ot v = 3e; + 2e5 + e3 € E.

0 0 0
2. Réponse [ O —1 O
0 0 -1

Exercice 10. 1. On a: f(e;) = —e; +ea +e3 = (=1,1,1), f(e2) = (=2,0,2), f(e3) =
-1 -2 —4
(—4,1,4), par conséquent, la matrice de f dans la base canonique est: 1 0 1

1 2 4

2. Im(f) =Vect(f(e1), f(ez), f(es)), puis vous pratiquez GJ pour la famille f(e1), f(ez2), f(es),
vous trouvrez une base de Im(f), c’est {f(e1), f(ea)}.

L’equation de Im(f) est o + z = 0 (revoir I'exo 3.1b de la feuille 4).

4. Ker(f —31d) = Vect((—1,0,1)) et v; = (—1,0,1) est une base de Ker(f — 31d).
Ker(f) = Vect((—1 =3 1)) et vo = (—1, _73, 1) est une base de Ker(f).

) 9

On peut ajouter v3 = (0,0,1) pourque (vy,v9,v3) soit une base de R3. Puis vous
faites un diagramme pour calculer la matrice de f dans cette base. ( Réponse:
14
30 %
0 0 _?2 ) (attention: si vous choisissez une autre vecteur vz, vous aurez un
0 0 O
autre résultat! )
2 -1 2
Exercice 11. 1. 1 2 0
3 0 1
4 3 -3
2 10 1
1 1 -1
2 1 0 11 1
Exercice 12. 1. M=| -3 -1 1 CMP= -2 -2 -2
1 0 -1 1 1 1



Phuong.V

2. Ker(u) = {(2.9,2) - u(r..2) = 0)) = Veet(L, ~2,1))
La matrice de u? dans la base canonique est M? et Ker(u?) = {(x,y,2) : v*(x,y,2) =
0)} = veCt(<_17 L, O)? (_]-7 07 1))

Im(u) = Vect((u(er),u(es), u(es)) = Vect((2,-3,1),(1,-1,0), (0,1, —1)), pu1s vous
pratiquez GJ pour trouver une base de Im(u): Im( ) = Vect((2, -3,1),(1,-1,0)).
De méme, Im(u?) = Vect((u?(e1), u?(ez),u*(e3)) = Vect((1,-2,1), (1, -2, 1), (1 -2,1)) =

Vect((1,-2,1)).
On a Ker(u) = Im(v?), Im(u) = Ker(u?).

0 -1 0
3. N=|10 0 -1
0 0 0
1 0 0 100
4. S= -2 -1 0 |=5*=1010]|=51=5dousS'MS=N
1 1 1 00 1
Exercice 15. 1. R3[X] est un R-sous espace vectoriel de R[.X| contenant des polynomés
de degrée < 3. Pour montrer que ¢ est un endomorphisme de R<3[X], on doit montrer

2 choses:

- Si P(X) € Res[X], alors ¢(P)(X) € Res[X], autrement dit, ¢(P)(X) est un
polynome de degrée < 3

-  est linéaire

En effet, prenons P(X) = ag+ a1 X +as X%+ a3 X3 Q(X) = b+ 01 X + b2 X2+ b3 X3 €
Rgg[X] et A € R.

On a:

P'(X) = a; +2a,X + 3azX?

= o(P)(X)=P(X)—X.P(X) =ap+ a1 X +a: X?+ a3 X> — X.(a1 + 2aX + 3a3 X?) =
ag — as X? — 2a3X3. Cela implique que p(P)(X) est un polynome de degrée < 3, donc
o(P)(X) € Rey[X],

De méme, ©(Q(X) = by — by X? — 203 X3. Par suite:

- ¢(P)(X)+90(Q)(X)—a0—a2X —2(13X3—|—b0—b2X2—2ng3 (Clo—{—bo) (a2+
)X 2ay + by) X* = p(P+ Q)(X).

Ap(P)(X) = Mag — a2 X? — 2a3X3) = o(A\.P)(X). Cela montre que ¢ est linéaire.
Par conséquent ¢ est un endo de R<3[X].

Ker(p) = {P(X) = ag + a1 X + ax X* + a3 X? : (P)(X) = ap — ax X* — 2a3X> = 0}
:{P(X> :&0+G1X+GQX2+G3X3:G(_):G2 = Qa3 :0}
={a1 X, a1 € R} = Vect(X).

3. Rappel: Si P(X) = ag + a1 X + aaX? + a3 X3, alors p(P)(X) = apg — aa X? — 2a3X3.
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- P(X) =1,0(P)(X) =1

- P(X) = X, p(P)(X) =0

- P(X) = X2 o(P)(X) = - X?
- P(X) = X7, o(P)(X) = —2X°

4. Pratiquez GJ pour la matrice M, rang(M)= nombre de pivots= 3. Ou bien vous pou-
vez appliquer le théoreme du rang: dim(Ker(y)) + dim(Im(y)) = dim(R< 3[X] = 4 —
dim(Im(yp)) =4 — dim(Ker(y)) =4 — 1= 3. d’ou rang(M) = dim(Im(p)) = 3.
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