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Géométrie di�érentielle. Feuille de TD 4: Courbes

Exerie 1 Soit h : R → R
3
la ourbe paramétrée dé�nie par

h(t) = (r cos t, r sin t, ht) .

a) Est-elle régulière ? Birégulière ?

b) Trouvez un paramétrage normal de la ourbe véri�ant γ(0) = h(0) et γ′(0) de même sens que h′(0)
) Caluler la ourbure et la torsion, le plan osulateur, le entre de ourbure, en un point de la ourbe.

d) Caluler la longueur de la ourbe h|[0,1].

Exerie 2 a) Donnez une ourbe paramétrée la plus simple possible dont l'image soit la parabole d'équation y = x2
.

b) Donnez un paramétrage normal.

) Calulez ourbure, entre de ourbure, erle osulateur.

d) En quel(s) point(s) la ourbe traverse-t-elle son erle osulateur ?

Exerie 3 a) Donner un paramétrage du mouvement d'un point M(t) d'un rayon d'une roue de vélo de rayon R qui

roule sans glisser à vitesse onstante v, lorsque M(t) est à distane onstante 0 ≤ r ≤ R du entre de la roue.

b) Lorsque 'est possible, donner un paramétrage normal, puis aluler ourbure, longueur, entre de ourbure, erle

osulateur.

Exerie 4 (Constrution d'une ourbe plane dont la ourbure est presrite) Soit κ : I → R une fontion C∞
,

et 0 ∈ I. Nous allons montrer que pour toute ondition initiale �xée (x0, v0, n0) ∈ (R2)3, il existe une unique ourbe

c : I → R
2
véri�ant c(0) = x0, c

′(0) = v0 et c′′(0) = n0.

a) Résoudre le système di�érentiel c(0), v(0) = v0, κ(0) = n0 et
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où c, v, n : I → R
2
. b) En déduire le résultat énoné i-dessus.

) En déduire que les ourbes à ourbure nulle sont les ourbes dont l'image est une droite.

Exerie 5 (Constrution d'une ourbe dont la ourbure et la torsion sont presrites) Enoner puis démon-

trer le résultat analogue pour les ourbes de R
3
.

En déduire que les ourbes à torsion nulle sont les ourbes planes.

Courbes paramétrées en L1

Plan d'étude d'une ourbe :

Étape 0 : Trouver un paramétrage de la ourbe..

Lorsqu'elle est dé�nie omme desription du mouvement d'un point mobile, ou omme solution d'un problème mathématique,

par exemple un problème de lieux de points, ou un système d'équations di�érentielles, ou . . .

Étape 1 : Déterminer un domaine d'étude le plus petit possible

On étudie la périodiité et les symétries de la ourbe.

Étape 2 : Faire le tableau de variation simultané des deux fontions oordonnées

- On herhe d'abord quels sont les points où la ourbe n'est pas dérivable.

- On fait ensuite le tableau de variation des deux fontions oordonnées, ave sur la première ligne x′
puis x puis y puis y′

e qui

permet de lire x et y en même temps. Dans e tableau, on note bien les points singuliers (tels que

−−→

c′(t) = ~0, ie x′(t) = y′(t) = 0),
les variations et extrema des fontions oordonnées x et y.

Étape 3 : Étudier la ourbe loalement en tous les points qui ne sont pas biréguliers.

- On herhe d'éventuelles tangentes aux points non réguliers trouvés à l'étape préédente (dans e as vous serez guidés)

- On herhe les points non biréguliers (tels que det (c′(t), c′′(t)) = 0).
- On pousse l'étude plus loin et on herhe les points d'in�exion et les points de rebroussement parmi les points non biréguliers.

Cette étude peut mener à des aluls longs, à faire almement. Dans les as où les aluls sont di�iles à mener à bout, vous aurez

soit des indiations, soit l'aide de Maple.

Étape 4 : Étudier les branhes in�nies

- On herhe en quel(s) point(s) la ourbe admet des branhes in�nies, et on étudie leur type: existene éventuelle d'asymptotes,

branhes paraboliques . . .

- Lorsqu'il y a une droite asymptote, on herhe la position de la ourbe par rapport à son asymptote.
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Étape 5 : Traer la ourbe

Plaer les points singuliers, les points d'in�exion, les points de rebroussements, les points orrespondant aux extrema des fontions

oordonnées ainsi que les tangentes à la ourbe en tous es points. Traer les asymptotes s'il y en a. Plaer les points doubles s'il y

en a. Traer la ourbe sur le domaine d'étude. Compléter le traé par symétrie, translation ou périodiité (f étape 1).

Exerie 6 On onsidère un har qui se déplae à vitesse onstante v > 0 le long de l'axe (0x). On veut étudier le

mouvement du point M(t) de la haîne qui se trouve au dessus du entre de la roue arrière à l'instant t = 0. Étudiez

qualitativement et traez approximativement sa trajetoire (sans aluls, en vous aidant de l'exemple de la roue de vélo

traité en ours) pendant deux tours omplets de la haîne, en onsidérant suessivement ses mouvements lorsque :

- il est sur la partie supérieure de la haîne,

- il � tourne � autour de la roue avant du har,

- il est sur la partie inférieure de la haîne,

- il � remonte � autour de la roue arrière.
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Exerie 7 On onsidère une grande roue �xe de rayon R, de entre O = (0, 0) et une petite roue de rayon 0 < r ≤ R qui

roule sans glisser sur le bord extérieur de la grande roue. On note C(t) la position du entre de la petite roue à l'instant

t, et M(t) elle du point du bord qui est en haut à l'instant t = 0 (M(0) = (0, R + 2r)). Donnez un paramétrage du

mouvement de M(t) au ours du temps t (on suppose que C(t) fait ω tours de grande roue par minute, et tourne don

d'un angle 2πω par minute).

Indiation : introduisez le point P (t) de ontat entre les deux roues à l'instant t et dérivez d'abord son mouvement.

On ne demande pas d'étudier la ourbe obtenue omme mouvement du point M(t) (voir exerie ??), mais seulement de

donner un paramétrage.

Les ourbes obtenues dans et exerie pour les di�érentes valeurs de 0 ≤ r ≤ R sont appelées des épiyloïdes.

Exerie 8 Même exerie, mêmes notations, mais on suppose ette fois que la petite roue roule sans glisser à l'intérieur

de la grande.

Exerie 9 On onsidère le mouvement d'une éhelle de longueur l > 0, qui à l'instant t = 0 est adossée à un mur

vertial, et qui se met à glisser. On note H(t), B(t) et M(t) les positions respetives à l'instant t du haut, du bas et du

milieu de l'éhelle. On suppose que B(t) se déplae à vitesse onstante v > 0 le long de l'axe (0x). Véri�ez que H(t) ne se
déplae pas à vitesse onstante, puis donnez un paramétrage des mouvements de H(t), B(t) et M(t) au ours du temps

t. Quelles sont leurs trajetoires?

Exerie 10 Soit C le erle de entre O et de rayon R, et I le point de oordonnées (a, 0). La podaire de C par rapport

à I est l'ensemble des pieds des perpendiulaires issues de I sur toutes les tangentes à C. Donnez un paramétrage de la

ourbe obtenue lorsque a = R (la ourbe est une ardioïde), puis étudiez ette ourbe. Mêmes questions pour a = 2R
(limaçon à boule) et a = R

2 (limaçon sans boule).

Exerie 11 (La spirale logarithmique) Étudiez la ourbe paramétrée par t ∈ R 7→ (et cos t, et sin t), et donnez

l'équation de sa tangente en t0 = 3π
4 . Indiation: montrez que vous pouvez étudier la ourbe sur [0, π], puis réupérer le

traé sur tout R, par une transformation géométrique que vous préiserez.

Exerie 12 (La strophoïde droite) Soit C le erle de entre C(1, 0) et de rayon 1, et ∆ la droite d'équation x = 1.
On onsidère une droite d non vertiale de pente t = tan θ ∈ R passant par l'origine. On note A le point d'intersetion de

C ave d, B elui de d ave ∆, et M le point du plan tel que

−−→
OM =

−−→
AB. Paramétrez en fontion de t ∈ R, puis étudiez la

ourbe dérite par les points M lorsque la droite d varie (sans être vertiale).

Exerie 13 (La onhoïde de Nihomède ) Soit ∆ la droite d'équation x = 1, et d une droite non vertiale de pente

tan θ (ave θ ∈] − π
2 ,

π
2 [) passant par l'origine. On note A le point d'intersetion de d et ∆ et M le point de d à distane

2 de A et tel que A ∈ [0M ]. Paramétrez en fontion de θ ∈]− π
2 ,

π
2 [ la ourbe dérite par l'ensemble des points M quand

d varie. Étudiez ette ourbe.
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