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Feuille 4 : Dimension, rang, bases
Semaines du 1 au 5 et du 8 au 12 octobre

Plan de travail de la semaine, en cours, en TD, et a la maison:
e Relisez bien siir le cours d’amphi, avant chaque TD et chaque cours, et notez des questions & poser.
e En TD, semaines 4 et 5, faites au minimum les exercices 1 & 8 si possible. Sinon, finissez les chez vous.
e Si vous avez fini, continuez la feuille, finissez-la chez vous si vous le pouvez.
Exercice 1 Dans l'espace R?, vérifier que les vecteurs
up = (1,2,-1,-2), wuy=1(2,3,0,—1, wus=(1,3,—-1,0) et wug=(1,2,1,4)
sont linéairement indépendants et calculer les coordonnées de v = (7,14, —1,2) dans la base (uy,ug, uz, us).
Exercice 2 Dans I'espace C3, vérifier que les vecteurs
up = (1,-1,7), wa=1(1,-1,1) et wusz=(i1,-1)
forment une base et calculer les coordonnées de v = (1 + 4,1 — 4,4) dans la base (u1,uz,us).
Exercice 3 1. Soit F le sous-espace vectoriel de R* engendré par
vy =(1,-1,3,2), wve=(3,-1,0,1), wvw3=(1,1,—6,—-3) et wvy=(0,2,—9,-5).
(a) Déterminer la dimension de F' et en donner une base.

(b) Donner un systéme d’équations cartésiennes de F'.

2. Soit
G = {($1,$2,$3,$4) € R* | T1— Xo +2x3 —4xy = O}

Montrer que G est un sous-espace vectoriel de R* et donner une base de G.

3. Montrer que FF C G. A-t-on F =G ?

Exercice 4 Déterminer une base sur R pour les sous-espaces vectoriels suivants, et la compléter en une base de tout
I’espace.

1. Vect((l, 2, 1), (0, 1, 3), (2, 2, —4)) cR?
2. Vect((l, 3, 0), (2, 3, —3)) N Vect((L 1, —3), (1,4, 3)) C R?
3. {<$1,$2,$3) € R3 | 201+ x9 + 3 = 0} cR?

Exercice 5 Déterminer une base sur C pour les sous-espaces vectoriels suivants, et la compléter en une base de tout
I’espace.

1. Vect((2+1i,1+14,4), (1 + 34,2i, —1 + 2i)) C C?
2. Vect((1,0,1), (0,1 +1i,1 —1i)) N {(x1,22,23) € C3| (4 + i)y — 22 = 0} C C?

Exercice 6 Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R™, donner une base de F' et sa dimension dans les cas suivants

1. F={(z1,...,2,) € Rz + 20+ ... + 2, = 0}
2. F:{(ml,...,ajn)eRn‘xl—Fl‘n:$2+xn:._,+xn:xn_l+xn:0}

Exercice 7 Dans R[X], vérifier si nécessaire que les sous-ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels et en déter-
miner une base.

1. i ={PeR[X]|P(X)=aX?+bX(X —T)+c}
2. Fp =Vect(X, X(X +1),X+1)
3. F3=Vect((X —1)2, X% -1, X +1,X —1)



4. Fy = {P € R[X|<, | P(X) multiple de (X? + 1)}
Exercice 8 Dans lespace vectoriel E = R[X]<3, On considére les quatre polynémes :
P(X)=6-X3 P(X)=X3-2X2-2X, P3(X)=X?-3X+1, P(X)=X3-X?_4.

1. Soit F ={P € E | P(0)+ P'(0) + P"(0) + P""(0) = 0}. Montrer que F # E et vérifier que les quatre polynomes
précédents sont dans F'.

2. le systéeme (Py, Pa, Ps, Py) est-il libre?
3. Le systéme (P, Py, P3, Py) est-il unsystéme générateur de E 7
4. le systéme (Py, Py, P3, P,) est-il une base de F' ?
Exercice 9 Montrer que les polynémes
PUX) = X(X —1)(X —2), Py(X) = X(X —1)(X —3),

Py(X)=X(X —2)(X —3) et Py(X)=(X—1)(X—2)(X—3)
forment une base de R[X]<3. Exprimer dans cette base le polynome P tel que P(0) =3, P(1) = =2, P(2) =5, P(3) =T.

Exercice 10 Déterminer le rang des matrices suivantes :

1 0 0 -1 0 0
1 2 3 4 5 0 1 0 0 -1 0
2 3 4 5 6 0 0 1 0 0 -1
345 6 7| 1 -1 -1 2 0 0
4 5 6 7 8 o 1 -2 -1 2 0
0 0 1 -2 -1 2
1 1 0 1 1.0 80 pB
01 0 8 pB
3 2 -1 3
; 3 08 0 8
a 3 -2 0
-1 0 -4 5 030 8 8
00 3 0 p
oll & et 3 sont des paramétres.
a 2 —1 b
Exercice 11 Soit A=| 3 0 1 —4 | oua et b désignent deux réels.
5 4 -1 2

1. Montrer qu’'on a 2 <rg A < 3.

2. Pour quelles valeurs de a et b a-t-on rg A = 27

Exercice 12 Notons B la base canonique de R3. Soit f I’endomorphisme de R3 dont la matrice dans la base B est:

M =

—_ = =

1
1
1

— =

1. Calculer le noyau et 'image de f.
2. Quel est le rang de f7
3. Calculer la matrice de f2 = f o f dans la base B et montrer que f2 — 3f = 0.

4. M est-elle inversible?



