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Chapitre 1

Introduction-Motivation

1.1 Rappels concernantlathéorie ergodique classique

Rappels concernant la théorie ergodique d'une transformation T : X — X
d’un espace de probabilité (X, 28, m) préservant une mesure de probabilité, en
abrégé transformation p.m.p.

— Ergodicité de T;

— Exemples d’actions ergodiques : rotation irrationnelle, décalage de Ber-
noulli, automorphisme d’un tore, flots ergodique et horocyclique d'une
surface;

— Méthodes hilbertiennes pour montrer I'ergodicité (analyse de Fourier).

1.2 Théorie ergodique des actions de groupes

Le cadre estla donnée d'un groupe G agissant par transformation sur un es-
pace mesuré (X, %8, m), la mesure m n’étant pas nécessairement finie ni méme
préservée par G, mais non singuliere (c-a-d m est quasi-invariante). Le cas clas-
sique d'une transformation correspond a une action du groupe Z.

1.2.1 Motivations

Voici quelques exemples de situations qui motivent I’étude de la théorie er-
godique d'un groupe G de transformations :

— Marches aléatoires : par exemple, étant données des transformations Ty, ...

de (X, m), on s’interesse a la répartition de I'orbite de x € X sousI’action de

1



Théorie Ergodique des actions de groupes-2015/2016-B.Bekka

TI—FI, . ..,Tf;}l, une de ces transformations étant choisie a chaque pas avec
probabilité 1/2N. A titre d’exemple, on peut considérer les deux matrices

1 2 11
A‘(o 1) et B_(z 1)

et le sous-groupe G de SL(Z) qu’elles engendrent. Alors G agit par auto-
morphismes sur le tore T? = R?/ Z? et on peut s'intéresser a I’ergodicité et
au mélange d’'une telle action ou bien a la vitesse avec laquelle la marche
aléatoire converge vers la mesure uniforme sur T2,

— Géométrie : les flots ergodique et horocyclique d'une surface ~ de genre =
2 sont en fait la restriction a des sous-groupes a un parametre (copies de
R) de I'action naturelle du groupe G = SL,(R) sur I'espace de probabilité
G/T, ouT =m(Z) estle groupe fondamental de X.

— Algebre, théorie des nombres : le comptage de solutions entieres d’équa-
tions polynomiales se raméne souvent a des comptages d’orbites de ré-
seaux de groupes de Lie ou algébriques, comme par exemple I'asympto-
tique de Card{g € SL,(Z) : ligll < R} quand R — oo pour une norme sur
I'espace des matrices. Dans I'étude des valeurs de formes quadratiques
sur le réseau des entiers, on est également amené a étudier des orbites
(et donc des actions) d’'un groupe sur un espace (souvent homogene) ;
ainsi, la célébre conjecture d’'Oppenheim a été résolue par Margulis a tra-
vers une analyse des orbites d'une copie du groupe SL,(R) dans I’espace
SL3(R)/SL3(Z).



Chapitre 2

Actions mesurées de groupes

2.1 Groupes et actions de groupes

2.1.1 Groupes localement compacts

Définition 2.1.1 (Groupes localement compacts) Un groupe localement com-
pact, en abrégé g.l.c., est un groupe topologique G tel que tout élément g € G
possede une voisinage compact. On supposera toujours que G possede une
base dénombrable d’ouverts.

Exemple 2.1.2 Principaux exemples de groupes rencontrés dans ce cours :
1. Groupes compacts : G =S0(n), SU(n), Sp(n), Z,, [1,2Z/2Z,...
2. Groupes de Lie : G=GL,(R), SL,(R), SO(p,q), Sp,R),...

3. Groupes (dénombrables) discrets : Z", SL,,(Z), ®,Z/2Z, Fy (groupe libre
sur N générateurs), ...

Théoreme 2.1.3 Soit G un g.l.c. (groupe localement compact) et A la tribu des
boréliens de G.

1. Il existe une unique mesure mg sur 9 telle que
— mg est invariante par translation a gauche : mg(gA) = mg(A) pour tout
geGettoutAe $
— mg(U) > 0 pour tout ouvert non vide U de G
— mg(K) < oo pour tout compactK de G

2. mg est unique au sens suivant : si |\ est une mesure sur 9B vérifiant les
propriétés (1), alors L = cmg pour unc >0

3
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3. mg est finie si et seulement si G est compact.

Démonstration Admis : voir par exemple la monographie [Foll95] B

Définition 2.1.4 (Mesure de Haar) La mesure mg est appelée mesure de Haar
(a gauche) de G.

Définition 2.1.5 (Fonction modulaire) Pour tout g € G, la mesure
mg:A— mg(gA)

est invariante par translation a gauche et est donc un multiple de mg : il existe
Ag(g) > 0 tel que mg = Ag(g)mg. La fonction g — Ag(g) est un homomor-
phisme continu G — R, appelé fonction modulaire de G. Si Ag = 1, le groupe
est dit unimodulaire (ses mesures de Haar sont bi-invariantes).

Exemple 2.1.6 1. G discret : mg mesure de comptage ; G est unimodulaire
2. G=R": mg mesure de Lebesgue ; G est unimodulaire
3. G=T"=R"/Z" mesure de Lebesgue ; G est unimodulaire

4. G=GL,,(R): mg = det(X)‘”HlS,—,jsn dx;j pour X = (X;j)1<i,j<n € G; G est
unimodulaire

5. Gle groupe “ax+ b", c-a-d le groupe des transformations affines
R—R, x—ax+b:

dmg(a,b) = dadbl|al?*; G n'est pas unimodulaire : Ag(a, b) = 1/|al;

6. Le groupe de Heisenberg

1
G= 0
0

O = =

z
Yy |:xyzeR
1

mg est la mesure de Lebesgue dmg(x,y,z) = dxdydz; G est unimodu-
laire
dxd

5 Y est la mesure G-

7. G =SL,>(R) : mg est la mesure ® dk, ol

2
invariante sur le demi-plan de Poincarée H={x+iy : x€ R,y > 0} = G/K,
pour K = SO(2) et dk est la mesure de Lebesgue sur K = S!.
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8. Soit G un groupe de Lie; une mesure de Haar sur G peut étre déterminée
ainsi : soit w, une n-forme alternée sur I'espace tangent T.(G) en e (n =
dimG). Soit w € A"TG la forme volume sur G donnée par

wg = g(we) pour tout geaG.

La mesure associée a w est invariante par G.

2.1.2 Actions sur des espaces mesurés

Soient

- Gungl.c.

- (X,9%, m) un espace mesuré, ou m : 8 — R, U {+o0} est une mesure po-
sitive que nous supposerons toujours o-finie (mais pas nécessairement
finie).

Définition 2.1.7 (Actions mesurables) Une action mesurable de G sur X, notée
G ~ (X, m), est une action telle que

GxX—-X,(g,x)—x

est mesurable et qui n'est pas singuliere : m est quasi-invariant pour l'action
de G, c-a-d gm et m sont des mesures équivalents, pour tout g € G. L'action est
dite invariante si gm = m pour tout g. Elle est dit p.m.p (préservant une mesure
de probabilité) si elle est invariante et si m est une mesure de probabilité.

dgm
m

Soit G ~ (X, m) une action mesurable. Pour g € G, on note c(g, x) =

(x)

la dérivée de Radon-Nikodym, de sorte que

ff(x)dm(x) :f c(g,x)f(gx)dm(x) pour tout fe L'X, m).
X X
Alors, on a la relation de cocycle

c(g182,x) =c(g1,82Xx)c(g2,x)  pourtout g, g2 €G xeX.

Exemple 2.1.8 1. Soit X une variété différentielle orientée et G un groupe
de difféomorphismes de X. Soit v € A"TX une forme volume sur X (avec
n = dimX). La mesure m = m, sur X associée a v est quasi-invariante par
G.
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2. G = SLy(R) agit sur la droite projective X = P!(R) par homographies; la
mesure de Lebesgue sur X est quasi-invariante (mais n’est pas invariante)

3. G = SL,(Z) agit sur le tore T"" = R"/Z" en préservant la mesure de Le-
besgue (I'action est p.m.p)

4. Soit I" un sous-groupe discret de G = SL(R). L'espace homogeéne X = G/T’
possede une mesure m qui est G invariante (par translations a gauche);
m est la mesure induite par mg sur un domaine fondamental de I' (c-a-d
un borélien Q de G tel qu’on ait une partition G = UycrQy). On obtient
ainsi une action H ~ (X, m) pour tout sous-groupe H de G. Les flots géo-
désiques et horocycliques d'une surface sont des cas particuliers de telles
actions.

Nos espaces mesurés (X, m) seront souvent des espaces homogeénes, du type
G/H.

Théoreme 2.1.9 (Mesures de Haar sur les espaces homogenes) SoientG un g.l.c.
etH un sous-groupe fermé.

1. Il existe une mesure o -finie mg/y sur les boréliens de G/H qui est quasi-
invariante sous l'action de G par translations a gauche. Cette mesure est
unique a équivalence pres et s‘appelle la mesure de Haar de G/H.

2. La mesure mgy est G-invariante (plus précisément : il existe une telle me-
sure dans la classe mg,n) i et seulement si Aglg = Ay; dans ce cas, on a la
formule de Weil

fG fl@)dme(g) = fG  dmeu(gh fH flghydmu(h)  pourtour feC.(G),

pour un choix convenable des mesures de Haar mg, my de G, H.

Démonstration Admis : voir par exemple la monographie [Foll95]. B

2.1.3 Actions ergodiques

Soit Gun g.l.c. et G ~ (X, 98, m) une action sur un espace mesuré, m n’'étant
pas nécessairement invariante, ni finie.

Définition 2.1.10 (Action ergodique) Laction G ~ (X, %8, m) est ergodique si,
pour tout A € 98 tel que gA = A pour tout g € G, on a soit m(A) = 0 soit m(X\A) =
0.
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Une fonction f: X — R est dite G-invariante si
flgx)=f(x) pourtout geG,xeX.

Une fonction f : X — R est dite essentiellement G-invariante si, pour tout g € G,
ona f(gx) = f(x) pour m-presque tout x € X.

Proposition 2.1.11 Soit G ~ (X, m) une action mesurable. Pour toute fonction
mesurable et essentiellement G-invariante f : X — R, il existe une fonction me-
surable et G-invariante f : X — R telle que, m presque partout,ona f = f.

Démonstration

Corollaire 2.1.12 Soit G ~ (X, m) une action mesurable. Alors les propriétes sui-
vantes sont équivalentes

1. G~ (X, m) est ergodique;

2. toute fonction mesurable et essentiellement G-invariante f : X — R est
constante m-presque partout.

Démonstration

2.2 Représentations unitaires de groupes

Soit G un g.l.c. (comme toujours, avec une base dénombrable d’ouverts).

Définition 2.2.1 (Représentation unitaire) Une représentation unitaire de G
est la donnée d'un couple (, #), ol A est un espace de Hilbert (complexe le
plus souvent) et 1 : G — U(#) un homomorphisme dans le groupe

U(A)={TeB(A) : T"T=TT" =1}

des opérateurs unitaires de ./, avec la condition de continuité suivante : pour
tout £ € A, la fonction

G- A, g—mn(gg

est continue.
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Proposition 2.2.2 (Représentation réguliére d’un groupe) Soit 7 = 12(G, mg)
etng: G — U(?(G)) définie par translations a gauche :

(mg(@fHx) = f(g_lx) pour tout f¢€ LZ(G),g eG,xeG.
Alors g est une représentation unitaire de G.

Démonstration ...H

Définition 2.2.3 (Représentation réguliére d'un groupe) La représentation ng
définie plus haut est appelée la représentation réguliere (gauche) de G.

Remarque 2.2.4 (i) La représentation réguliere droite pg de G peut étre définie
de laméme maniére, en tenant compte du fait que mg n’est pas nécessairement
invariante a droite :

(pc(@) ) (x) =Agg H f(xg) pourtout fe 12(G), g€G xeG.
(ii) La représentation triviale 1 de G est la représentation

G—-C, g-—1

2.3 Représentations unitaires associées a des actions

Soit G un g.l.c. et G ~ (X, %, m) une action sur un espace mesuré, m étant
G-quasi-invariante (mais pas nécessairement invariante ni finie). Pour g € G,
soit

dgm
m
la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure image gm par rapport a m. On dé-
finit x (g) : L2(X, m) — L?(X, m) par

c(g,x)= (x) pour tout x€X

(nx(@HH®) =clg L, 02 f(g'x)  pourtout fel?X,m),xeX.
Alors mx(g) € U(L2(X, m)).

Proposition 2.3.1 Lapplicationny : G — U(L?(X, m)) est une représentation uni-
taire de G.

Démonstration ...H
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Définition 2.3.2 (Représentation de Koopman) La représentation unitaire (mx, L2 (X, m))
est appelée la représentation de Koopman associée al’action G ~ (X, %8, m).

Proposition 2.3.3 Supposons que m soit une mesure de probabilité G invariante
(en abrégé, G ~ (X, %8, m) est p.m.p). Alors Clx est un sous-espace G-invariant,
ainsi que son complément orthogonal

L3(X) = (Clx)*" = {fe L>(X,m) : fodm = 0}.
Démonstration ...H

Théoreme 2.3.4 (Ergodicité par “Koopmanisme") Soit G ~ (X, %8, m) une ac-
tion p.m.p. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes

1. G (X, %, m);

2. la restriction Tr?( demx a L% (X) ne possede aucun vecteur G-invariant non
nul:
LX) = {0};

3. les constantes sont les seuls vecteurs G-invariants dans 12X, m) :
L>(X,m)° = Clx.

Démonstration ...H

2.3.1 Exemples d’actions ergodiques de groupes
Actions par translations sur un groupe compact
Soit G un groupe compact, muni de sa mesure de Haar normalisée mig.

Proposition 2.3.5 SoitH un sous-groupe deG. LactionH ~ (G, %8, mg) par trans-
lations (a gauche ou a droite) est ergodique si et seulement si H est dense dans G.

Démonstration ...H

Exemple 2.3.6 (i) On retrouve I'ergodité des rotations irrationnelles : pour G =
S! et H le sous-groupe engendré par e>™'%, on voit que H ~ S! est ergodique si
et seulement si H est dense in G, c-a-d a est irrationnel.

(ii) Soient G = T" et a,...,a, € R. Soit H le sous-groupe de T" engendré par
(Mo p2midny Alors H ~ S! est ergodique si et seulement si H est dense in
G, c-a-d 1,qay,...,qa, sont linéairement indépendants sur Q.
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Actions par automorphismes sur un groupe abélien compact

Soit A un g.l.c. abélien.

Définition 2.3.7 (Groupe dual) Le groupe dual de A est le groupe A formé de
tous les homomorphismes continus  : A — S, la loi de groupe étant donnée
par la multiplication point par point.

Exemple 2.3.8 1. R” s'identifie 2 R” par
R"—R", y—e,

_ p2mix. _
avec ey(X) =e y,x.y— Z?leiyi-

2. Z7 'identifie a T par
T=R"/Z"—~Z", y+Z"—e,,

avec ey (x) = g2mix.y X.y= Z?Zl Xi Vi
3. T" s'identifie a Z" par
7" —T7, y— ey,
avec ey (x+Z") = ezmx'y,x.y = Z?Zl XiYi-
4. Le dual du corps Q, des nombres p-adiques s’identifie a Q,,.

5. Le dual de Q, vu comme groupe discret, s'identifie au quotient Aq/Q de
I'anneau des adéles de Q par le sous-groupe Q plongé diagonalement.

La transformée de Fourier & : LY(A, myp) — C(A) de A est définie par
F(H = fAf(x)x(x)dmA(x) pourtout feLl(A),xeA.

Théoreme 2.3.9 Soit A un g.l.c.abélien.
1. Aestunglc
2. A est discret si et seulement si A est compact.

3. (Dualité de Pontrjagin) Le groupe dual de A sdentifie a A; plus précisé-
ment : Uapplication ¢ : A — (A) définie par ¢(g)(x) = x(g) est un isomor-
phisme topologique de groupes.
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4. (Théoréme de Plancherel) La transformée de Fourier, restreinte aL! (A) N L2(A),
setend al?(A, ma) en une isométrie bijective linéaire
F12(A, mp) — L*(A, my)
pour des normalisations convenables de mp et my.
Démonstration Admis : voir par exemple voir par exemple la monographie

[Foll95]. B

Remarque 2.3.10 (i) Soit Aut(A) le groupe des automorphismes continus A — A.
Pour tout 0 € Aut(A), 'application

0:A—A, y—xo0
est un automorphisme continu de A. Ceci définit un homomorphisme
Aut(A) — Aut(d), 60— 0.

En particulier, si G est un groupe agissant par automorphismes sur A, on ob-
tient une action (dite action duale) de G par automorphismes sur A.

(ii) Supposons que A est compact. Alors, apres normalisation, ma est une me-
sure de probabilité. La mesure m, est préservée par 0 car

B(mp) : B— ma(0~1(B)) pour tout Be %

est une mesure invariante par translations; comme 0(m1,) est également une
mesure de probabilité, on a 0(ma) = ma.

Proposition 2.3.11 Soit A un groupe abélien et compact. Soit G un g.l.c. avec
une action par automorphismes sur A. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1. Laction G ~ (A, my) est ergodique.

2. Toutes les orbites de G dans A\ {1}, pour Uaction duale G ~ A, sont infinis.

Démonstration ...H

Exemple 2.3.12 1. (Automorphismes de tores) Pour A = T”, on a Aut(A) =
GL,(Z) et mp estla mesure de Lebesgue. Pour un sous-groupe G c Aut(A),
on a G~ T" est ergodique, si et seulement si toutes les orbites de G’ dans
7'\ {0} sont finies.
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2. (Actions de Bernoulli) Soit I' un groupe dénombrable discret quelconque.

Soit X = {0, 1}!, 'espace des suites (e5)ser, avec €5 € {0,1}. Soit m = v® T,
la mesure produit avec v la mesure uniforme sur {0,1}. On définit une
action p.m.p.I' ~ (X, m) par

Y((€5)ser) = (€y-15)ser  pourtout yeT.
On regarde X = {0,1}' comme le groupe abélien compact

A=[]Z/2Z  (produitdirect).
yel'

Ona
A= @Z/ 2Z (somme directe).
yel'
Alors T ~ (X, m) est une action par automorphismes de A etl’action duale
est donnée par

Y(®5eres) = ®serey-1s pour tout yeT.

On obtient que I' ~ (X, m) est ergodique si et seulement si I" est infini.
En effet, le stabilisateur de chaque élément ®s.re5 € A\ {1} est fini (car
I'action de T par translation sur lui-méme est libre).

2.4 Actions mélangeantes de groupes

2.4.1 Actions fortement mélangeantes

Rappel : Une transformation p.m.p T d'un espace de probabilité (X, 28, m) est
fortement mélangeante si, pour tous A,B € 98, on a

m(T"ANB) =100 M(A)m(B);

ceci équivaut a

fXUT(fl)Edm—’rwwofxfldmeEdm pour tout fi, f> € L*(X),

ou Ur(f1) = f1oT. Ceci équivaut encore a

fXUT(fl)Edmﬁn_,Jrooo pour tout fi, f> EL(Z)(X).
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Soit E un espace localement compact. On dira qu’'une suite (x,), dans E
tend vers 'infini, et on écrira x,, — oo, si, pour tout compact K c E, il existe N
avec x, ¢ K pour tout n = N. On note Cy(E) I'espace des fonctions continues
¢ : E — C qui tendent vers 0 a I'infini, c-a-d pour lesquelles on a lim,, ¢(x,) =0,
pour toute suite (x,), dans E avec x;, — co. On ecrira lim,_.., ¢(x) =0.

Soit Gun g.l.c. et G ~ (X, m) une action p.m.p.

Définition 2.4.1 (Action fortement mélangeante) L'action G ~ (X, m) est for-
tement mélangeante si, pour tous f, f> € L(Z) (X), le coefficient de correlation

Cflva :G—C,g—(x(©f, f2) = fX(JTX(g)fl)Edm
appartient a Cy(G).

Proposition 2.4.2 SoitG un g.l.c. et G ~ (X, m) une action p.m.p. fortement mé-
langeante. Soit H un sous-groupe de G d'adhérence non compacte. Alors H ~
(X, m) est ergodique (et méme mélangeante si H est fermé et non compact).

Démonstration ...H

2.4.2 Actions faiblement mélangantes

Rappel : Une transformation p.m.p T d'un espace de probabilité (X, 2, m) est
faiblement mélangeante si Ut : L% X) — L% (X) ne possede pas de valeur propre;
ceci équivaut a I'’ergodicité de la transformation T x T de (X x X, m ® m).

Définition 2.4.3 (Action faiblement mélangeante) L'action G ~ (X, m) est fai-
blement mélangeante si la représentation (mx, L% (X)) de Koopman ne possede
pas de sous-représentation de dimension finie non nulle : {0} est le seul sous-
espace vectoriel G-invariant de dimension finie de Lg X).

Théoreme 2.4.4 Soit G ~ (X, m) une action p.m.p. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. G~ (X, m) est faiblement mélangeante;

2. G X xX,m® m) est ergodique, ot G ~ (X x X, m ® m) désigne Uaction
diagonale donnée par

gx,y)=(8x,8y) pour tout geG,(x,y)eXxX.
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Démonstration ...H

Exemple 2.4.5 Laction SL,(Z) ~ T" est mélangeante (car SL,(Z) ~ T" ® T" est
ergodique). On observera qu’a la différence du mélange fort, le mélange faible
n'est pas hérité par les sous-groupes fermés : par exemple, I'action du sous-

groupe
H:{( (1) f ) : er}

sur T? n’est pas méme pas ergodique, car le caractere

270 X

X:T*—8Y x(x;,x)=e

est invariant par H.

2.5 Exercices

Exercice 2.5.1 (Densité des orbites d'une action ergodique) Soient G un groupe
localement compact, X un espace métrique séparable et G ~ X une action conti-
nue. Soit m une mesure G quasi-invariante sur les boréliens de X telle que
m(U) > 0 pour tout ouvert non vide U < X. On suppose que m est ergodique
pour l'action de G.

Montrer qu’il existe un ensemble borélien X’ de X avec m(X\X') = 0 tel que,
pour tout x € X/, 'orbite Gx de x est dense dans X.

[Indication : Soit (Up)n une base dénombrable d’ouverts de X; que peut-on dire de np (Ug€G gUn)?

Exercice 2.5.2 (Essentielle transitivité des actions ergodiques d'un groupe com-
pact) Soient G un groupe compact, X un espace métrique séparable et G ~ X
une action continue. Soit m une mesure G quasi-invariante sur les boréliens de
X. On suppose que m est ergodique pour I'action de G.

Montrer qu'’il existe x € X tel que m(X \ Gx) = 0. En déduire une classifica-
tion des actions ergodiques de G sur un espace métrique séparable muni d'une
mesure quasi-invariante, a ensemble de mesure nulle pres.

[Indication : Montrer d’abord que deux orbites distinctes de X peuvent étre séparées par des ouverts G-invariants.]

Exercice 2.5.3 (Théoréme de dualité de Moore) Soient G un groupe locale-
ment compact a base dénombrable d’ouverts et Hy, H, deux sous-groupes fer-
més de G.

(i) Montrer que 'action H; ~ G/H; est ergodique si et seulement si I’action
H, ~ G/H; est ergodique
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[Indication : On pourra utiliser le fait que, pour un sous-groupe fermé H, une fonction mesurable f : G/H — R est 0 presque partout sur G/H si et seulement si

elle est f o p est 0 presque partout sur G, ol p : G — G/H est I'application canonique.]

Exercice 2.5.4 (Groupe de Heisenberg) Soit G le sous-groupe de GL3(R) formé

1 x z
des matrices| 0 1 y |,pourx,y,z€R.
0 0 1

(i) Déterminer le centre Z de G ainsi que la structure de G/Z.

(ii) Montrer que G est topologiquement isomorphe a R® = R? x R, muni du pro-
duit ((x, ), (X, ¥), 0 = ((x+ X, y+¥), s+ t+xy = x'y)).

(ii) Montrer que la mesure de Lebesgue m on R® est une mesure de Haar a
gauche et a droite sur G.

(iii) Montrer que SL, (R) agit par automorphismes sur G

(iv) Montrer que A = {((x,¥),s) : X,y € Z2,s € Z} est un réseau dans G et que
I'action de T = SL,(Z) sur G induit une action de I sur la nilvariété X := N/A
préservant une mesure de probabilité.

Exercice 2.5.5 (Actions faiblement mélangeantes) Soit G un groupe locale-
ment compact avec une action mesurable sur un espace de probabilité (X, m)
préservant m.

On se propose de montrer que G ~ (X, m) est faiblement mélangeante si et
seulement si G ~ (X x X, m ® m) est ergodique.

Supposons que G ~ (X, m) est faiblement mélangeante et soit k une fonc-
tion G-invariante dans L3 (X x X). Soit K : L*(X) — L?(X) 'opérateur intégral dé-
fini par k.

(i) Montrer que K ainsi que K* commutent avec tous les opérateurs mx«x(g)-
(ii) Montrer que K est un multiple de la projection orthogonale sur Clx et donc
que k est constant m ® m -presque partout.

[Indication : On pourra considérer la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints T +T* et i(T —T*).]

Supposons maintenant que G ~ (XxX, m®m) est ergodique. Soit V un sous-
espace de 12(X) qui est G-invariant et de dimension finie. Soit {fj, ..., f,} une
base orthonormeée de V. Soit k € L(Z) (X x X) définie par k(x,y) = Z?Zl fi(x) fi(y).
(iii) Montrer que k est G-invariante et conclure que V = {0}.

Exercice 2.5.6 (Le mélange fort implique le mélange faible (ouf!)) Soit G un
groupe localement compact, (X, m) un espace de probabilité et G ~ (X, m) une
action mesurable préservant m.

(i) On suppose que G est fortement mélangeante et que G n’est pas compact.
Montrer que G ~ (X, m) est faiblement mélangeante.
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(ii) Montrer que si G ~ (X, m) est faiblement mélangeante, il n’est pas vrai que
G ~ (X, m) est faiblement mélangeante pour tout sous-groupe fermé non com-
pact H de G.

Exercice 2.5.7 (Mélange fort des actions de Bernoulli) Soit I' un groupe dé-
nombrable infini. Montrer que son action de Bernoulli I' ~ (X, m) sur X = {0, 1
est fortement mélangeante.

Exercice 2.5.8 (Ergodicité d’actions ne préservant pas une probabilité) Soit I
un réseau dans SL; (R), par exemple I' = SL,(Z).

(i) Montrer que la restriction a I' de I’action linéaire de SL,,(R) sur R", muni de
la mesure de Lebesgue, est ergodique.

(ii) Montrer que la restriction a I de 'action naturelle de SL;(R) sur 'espace
projectif P(R"), muni de la mesure de Lebesgue, est ergodique.

[Indication : Pour (i) et (ii), utiliser I'Exercise 2.5.3.]



Chapitre 3

Le théoreme du mélange de
Howe-Moore

3.1 Rappels

Nous adopterons la définition suivante d'un groupe de Lie; cette définition,
bien que restrictive, sera amplement suffisante pour ce cours.

Définition 3.1.1 (Groupes de Lie simples)
— Un groupe de Lie (linéaire) est un sous-groupe fermé de GL, (R) pour un
n = 1. Par le théoréme de Cartan, un tel groupe est une sous-variété de
I'ouvert GL,,(R) de R™.
— Un groupe de Lie connexe G est simple si tout sous-groupe distingué
propre de G est fini

Exemple 3.1.2 (i) Les groupes SL,(R),Sp,(R),SO¢(p, g) sont des groupes de
Lie simples.

(ii) Le groupe “ax + b", le groupe de Heisenberg, le groupe GL,(R) sont des
groupes de Lie qui ne sont pas simples.

Définition 3.1.3 (Réseaux de groupes localement compacts) Soit G un g.l.c.
Un réseau dans G est un sous-groupe discret I' tel que I'espace homogene G/T’
posséde une mesure de Haar mg,r qui est finie (c-a-d qu’il existe une mesure

de probabilité G invariante sur les boréliens de G/T').

Exemple 3.1.4 (i) Le sous-groupe I' = Z" est un réseau dans G = R".

17
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(ii) Les sous-groupes I = SL,, (Z) et = Sp,(Z) sont des réseaux dans G = SL,,(R)
et G =Sp,(R), respectivement.

(iii) Soit Z une surface compacte orientée de genre = 2. Alors m; (Z), le groupe
fondamental de X, est un réseau dans PSL, (R).

3.2 Enoncé du théoréeme de Howe-Moore

Définition 3.2.1 Soit Gun g.l.c.et (1, #’) une représentation unitaire de G; nous
dirons que m est Cy, si ses coefficients matriciels

Ci,;:G—C, g—(n(gkmn  pourtout {nesw
sont tous dans Cy(G).

Théoreme 3.2.2 (Théoréeme du mélange de Howe-Moore) Soit G un groupe de
Lie simple et non-compact. Soit (n, /) une représentation unitaire de G telle que
A6 =1{0}. Alors Tt est Co.

Voici un corollaire immédiat de ce théoréme.

Corollaire 3.2.3 (Critere d’ergodicité de Moore) Soit G un groupe de Lie simple
et non-compact et H un sous-groupe de G d'adhérence non compatcte.

(i) Soit G ~ (X, m) une action ergodique p.m.p. Alors l'action H ~ (X, m) est ergo-
dique (et méme mélangeante si H est fermé).

(ii) En particulier, soit I un réseau dans G. Alors Uaction H ~ (G/T, mgT) est
ergodique (et méme mélangeante si H est fermé).

Démonstration ...H

Exemple 3.2.4 (Ergodicité des flots géodésique et horocycliques) Soit ~ une
surface compacte orientée de genre = 2 et I' = 1; (), le groupe fondamental de
X, vu comme réseau dans G = PSL;(R). Le corollaire plus haut donne une nou-
velle démonstration (apres celle vue au 1e semestre) du théoreme de Hedlund
et Hopf sur I'ergodicité du flot géodésique et du flot horocyclique de X.

En effet, le flot géodésique et le flot horocyclique sont donnés, respective-
ment, par I’action par translations des sous-groupes fermés

ef(s 2 ) o]
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wel(3 1)

sur I’espace homogene G/I'. Comme H; et Hy ne sont pas compacts, ces flots
sont ergodiques (et méme mélangeants).

et

3.3 Preuve du théoreme de Howe-Moore

Lemmes préliminaires

Soit G = SL, (R). On considérera les sous-groupes suivants de G :

K={geG: g'g=1},

le groupe orthogonal (qui est un groupe compact), et

a 0 ... 0
A= 0 a . 0 ca;>0vi=1,...,n
0 0 .. a
ainsi que 'ensemble
a 0 0
At = 0 a .. 0 a1 z2a=--=2a,>0
0 O an

Lemme 3.3.1 (Décomposition de Cartan) On a
G=KA'K;

de maniére plus précise : pour tout g € G, il existe un unique a € A* ainsi que
ki, ko € K tels que g = kyak,.

Démonstration ...H

Lemme 3.3.2 Soit (n, &) une représentation unitaire de G. Supposons que n est
Co surA*. Alors  est Co surG.
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Démonstration ...H

Lemme 3.3.3 (Lemme de Mautner) SoitG un g.l.c. et (n, /) une représentation
unitaire de G. Soit x € G. On suppose qu'il existe une suite (y,), dans G telle que
lim, y,'xy, =e.

Soit & € A et s0it &, € S une valeur d’adhérence de (n(y,)<),, pour la topo-
logie faible. Alors &, est invariant par n(x). En particulier, si € /€ est invariant
par les(y,), alors & est invariant par m(x).

Démonstration ...H

On introduit les sous-groupes fermés suivants de G = SL, (R), pour chaque

j=1,...,n-1:
I X
N;j=3|/ ] XeMj iR

e l[§ 1) e

Lemme 3.3.4 Le groupe G = SL,(R) est engendré par

U Nu U Nj

j=1..,n-1 j=1..,n-1

ainsi, pour G = SL,(R),

en particulier, SLy(R) est engendré par NUN'.

(@) @)

Lemme 3.3.5 SoitG =SL,(R) et unesuite (a;); dansA* avec a; = diag(a,”,...,ay
On suppose quelim; a') = oo dans A*. Alors

1. ilexisteje{l,...,n—1} tel que

40

I oo
a(i) ’
j+1
2. ona
limai_lxaizln pour tout x€N;
1
et
li§na,~xai—1:1n pour tout xeN;.

).
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Démonstration ...H

Lemme 3.3.6 Soit (n, /) une représentation unitaire de G = SLy(R). Alors
FN = 7C
c-a-d : tout vecteur & € A qui est invariant sous N est invariant sous tout G.

Démonstration ...H

Preuve du théoreme de Howe-Moore : cas G = SL,(R)

Soit (i, #) une représentation unitaire de G = SL,(R) possedant un coeffi-
cient matriciel

Cen:g— (m(QE M)
qui n’est pas dans Cy(G) Nous voulons montrer que .#C # {0}, c-a-d que 7 pos-
sede des vecteurs invariants non nuls.

Par le Lemme 3.3.2, on peut supposer que Cg ,[a+ n'est pas dans Co(A™). 1l
existe donc une suite (a;); dans A* avec lim; a; = oo telle que

li?1<n(ai)ﬁ, n #0.

Comme (m(a;)¢); est une suite bornée dans I'espace de Hilbert /7, elle pos-
sede une sous-suite extraite faiblement convergente dans .#; quitte a rempla-
cer (m(a;)§); par cette sous-suite, nous pouvons supposer que la limite faible

oo 1= limm(a;)§
1

existe dans /.
On observera que, comme

(E,OO’ r]) = ll?l(T[(dl)E,, l’]> #0,

onaé, #0.
Par le lemme de Mautner et le Lemme 3.3.5, £, est invariant par N. Par le
Lemme 3.3.6, &, est invariant par G. Ceci complete la preuve dans le cas n = 2.
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Preuve du théoréme de Howe-Moore : cas G = SL,,(R)

On suit tout d’abord la stratégie de la preuve du résultat dans le cas n =
2, résultat qu’on utilisera alors pour conclure. Soit (11, #) une représentation
unitaire de G = SL, (R) possedant un coefficient matriciel

Cen:g— (m(QE M)

qui n'est pas dans Cy(G) ; il s'agit de montrer que #° # {0}.
Par le Lemme 3.3.2, il existe une suite (a;); dans A* avec lim; a; = oo telle
que
ligl(ﬂ(ai)ﬁ, m #0.

et on peut supposer que la limite faible
Soo 1= limm(a;)g

existe dans /. Lhypothése garantit que &, # 0.
Par le Lemme 3.3.5, il existe j € {1,...,n—1} tel que

limai_lxai =1, pour tout x € Nj.
1

Alors, & est invariant sous N, par le Lemme de Mautner,

Pour chaque couple (i,/) avec 1 <i < jet j+1 <1< n, soit H;; la co-
pie de SL,(R) formée des matrices A € SL,(R) avec Aey = ey pour tout k €
{1,...,m}\ {i, I}. Alors N; contient le sous-groupe N; ; formé des matrices uni-
potentes supérieures de H; ;. Par le Lemme 3.3.6, il s’ensuit que &, est inva-
riant sous H; ; pour tout 1 <i < jet j+1<1<n. Comme U<i<j j+1<i<n Hi;
engendre SL,(R), le vecteur £, est invariant SL, (R).H

Une premiére application du théoréme de Howe-Moore : un théo-
reme ergodique en moyenne

Soit G un groupe localement compact, G ~ (X, m) une action pmp et (B,),,
une suite de boréliens de G avec

0<mgB,) <oo et li’rln mg(B;) = +oo.
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Soit yu, = 1, € LY(G). Pour fe L2(X, m), on considere les moyennes
mG(Bn)

nx (M) f € L2(X), définies par

nix (Un) f(x) = f(g_lx)de(g) pour tout xe€X,

mg (Bn) B,
La question générale est :
Question : A-t-on

li’gmx(pn)f:fxf(x)dmu),

en moyenne L? (Théoréme ergodique L?) ou méme ponctuellement (Théoréme
ergodique ponctuel) ?

Une conséquence facile du Théoréme de Howe-Moore est qu’effectivement
un tel théoreme ergodique L? est vrai pour les actions de groupes de Lie simples.

Théoréme 3.3.7 (Théoréme ergodiquel? pour les groupes de Lie simples) Soit
G un groupe de Lie simple non compact et (B,), une suite de boréliens de G
comme plus haut. Alors, pour toute action pmp ergodique G ~ (X, m), ona

liflnIIJTX(pn)f—fo(x)dm(x)llz =0 pour tout fe€ L2(X),

15, € LYG).

avec |, = B B
n

Démonstration ...H



24

Théorie Ergodique des actions de groupes-2015/2016-B.Bekka



Chapitre 4

Comptage de points d’'un réseau :
Théoréme de Duke-Rudnick-Sarnak

Nous allons démontrer un résultat de Duke-Rudnick-Sarnak [DuRS93] sur
I’asympotique du nombre de points d'un réseau, avec une méthode élémen-
taire due a Eskin et McMullen [EsMM93] basée sur le Théoreme de Howe-Moore
du chapitre précédent.

4.1 LeThéoreme de Duke-Rudnick-Sarnak : énoncé

Soit n = 2. On considére la norme euclidienne || - || sur R” et la norme asso-
ciée sur G=SL,(R):

Igll= sup ligvl pour tout geG.

lvli=1

On remarquera que cette norme est invariante par rotations :
lkgll=lgkl=1gl pour tout geG,kek

ol K=S0(n) est le groupe orthogonal.
Pour r > 0, on note
Br={geG:ligl=r}

la boule de rayon r dans G.
Soit I" un réseau dans G (comme, par exemple, I' = SL,(Z)). On s’intéresse
au comportement asymptotique du nombre

N, =CardI’'nB;) =Card{yeTI : |yl =r}

25
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quand r — +oo. On normalise la mesure de Haar mg sur G de telle sorte que
la mesure de Haar myx induite sur X = G/T" soit une mesure de probabilité. Soit
vy = mg(B;) la mesure de B;.

Théoréeme 4.1.1 (Théoréme de Duke, Rudnick et Sarnak (1993)) On a

N, ~ v, quand r — oo.

4.2 Un théoreme d’équidistribution de spheres

Soit I un réseau dans G = SL,(R) et X = G/T", muni de sa mesure de Haar
normalisée mx. Soit xp =I' € X le point base et Y = Kxy < X, 'orbite de xy sous
K =S0(n). Soit my la mesure de probabilité sur Y qui est 'image de la mesure
de Haar normalisée my de K par I'application k — kxy :

fcpdmy :f @ (kxo)dmx (k) pour tout @ € C.(X).
X K
Pour la preuve du prochain résultat, nous aurons besoin d’'une deuxieme dé-
composition de G, la décomposition d'Twasawa. Soit

1 * ... =

0 1 =

N =

0 ... 0 1
le sous-groupe des matrices unipotentes supérieures et A le sous-groupe des
matrices diagonales diag(a,..., a,) dans G avec a; > 0 pour tout i ; alors

R=AN

est le sous-groupe (résoluble) des matrices triangulaires supérieures avec élé-
ments diagonaux > 0.

Proposition 4.2.1 (Décomposition d’Iwasawa) On a
G =KAN;
de maniere plus précise, Uapplication
KxAxN—G, (k,a,n)— kan

est un homéomorphisme. De plus, I'image de mg ® mg par cette application est
une mesure de Haar sur G, ot mg est une mesure de Haar a gauche surR = AN et
myx la mesure de Haar normalisée surK.
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Théoreme 4.2.2 (Equidistribution de sphéres) Pour g € G, ona
gggo g« (my) = my,
c-a-d
gli_pgon(p(gy)dmy(y) = fX(p(x)de(x) pour tout @ € C.(X).

Démonstration ...H

4.3 Unrésultat de comptage en moyenne

Soit I' un réseau dans G = SL;(R) et X = G/T’, muni de sa mesure de Haar
normalisée my. Pour r > 0, soit B, la boule de rayon r dans G. Avant d’estimer
N, = Card(I' n B;), nous allons d’abord montrer que les moyennes sur X de la
fonction

N, :X—N, N, (x) =Card(gl'nB,) = Z 1g,(gY) pourtout x=gl'eX
yel'

sont équivalentes a v, quand r — +oo.

Proposition 4.3.1 Pour tout ¢ € C.(X) avec fX(p(x)dmx(x) =1,0na

lim 1 N, (x)px)dmx(x) =1.
X

r—0o0 Y,

Démonstration ...H

4.4 LeThéoreme de Duke-Rudnick-Sarnak:démons-
tration

Soit I' un réseau dans G = SL,,(R) et X = G/I', muni de sa mesure de Haar
normalisée myx. Pour r > 0, soit N, = Card(I' n B,).
On admetta le lemme suivant.

Lemme 4.4.1 [l existe une constante C > 0 telle que
2_
v,=Cr"™ ™" pourtout r>0.

Démonstration du Théoreme de Duke-Rudnick-Sarnak : N, ~ v, quand
r—oo....1
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4.5 Exercices

Exercice 4.5.1 (Expression de la mesure de Haar de SL,(R) dans les décom-
positions de Cartan et d’Iwasawa) Soit G = SL,(R.) Pour g € G, on considere les
décompositions de Cartan et d’'Iwasawa :

g=k(0Oa(s)k(0,) e KA'K; g = k(0)a(s)n(x) € KAN,

ol k(0) est la rotation d’angle 2n0 avec 0 € [0;1[, a(s) diag(s, s~ ') avec respecti-
1

vement s > 1 et s >0 et n(x) :( 0 )lc )avechR.

(i) Montrer que la formule

1 p+oo pl
f’—’f f f f(k(el)d(s)k(ﬁz))(sz—8_2)d91%d62 pour tout f € C.(G)
oJ1 Jo

définit une mesure de Haar mg sur G.
(ii) Montrer que la formule

1 p+o0 pl
f-—»f f f Fk@® a(s)n(x)(s*—s2)d0sdsdx  pourtout feCq(G)
0 Jo 0
définit une mesure de Haar mg sur G.

Exercice 4.5.2 (Volume de boules dans SL,(R)) On considére la norme eucli-
dienne | - | sur R? et la norme associée sur G = SL,(R). Pour r > 0, soit B, = {g €
G : |lgll < r} la boule de rayon r dans G et v, = mg(B;) son volume. Montrer
qu’il existe une constante C > 0 telle que v, = Cr? pour tout r > 0.

[Indication : utiliser la formule de I'Exercice 22 donnant I'expression de la mesure de Haar mc dans la décomposition de Cartan.]



Chapitre 5

Trou spectral pour les actions et les
représentations de groupes

5.1 Actions mesurables avec trou spectral

Soit G un groupe localement compact et G ~ (X, 98, m) une action sur un es-
pace mesuré, m étant G-quasi-invariante (mais non nécessairement invariante
nifinie). Rappellons que, si m est une mesure de probabilité G-invariante, L(Z) X)
désigne le sous-espace

L3X):={fel*X,m) : fxfdm =0}.
Quand m n’est pas une mesure de probabilité G-invariante, on pose
L3(X) := L*(X, m).

Soit (Hx,L(Z) (X)) la représentation de Koopman associée a I'action G ~ X (voir
Définition 2.3.2).

Définition 5.1.1 (Actions avec trou spectral) On dit que I'action G ~ (X, m)
possede la propriété de trou spectral, en abrégé la propriété (TS), s’il existe un
couple (Q,€) formé d'une partie compacte Q de G et d'un nombre réel € > tels
que

sup lnx(g) f— fll=el fl pour tout fe L%(X).
geQ

29
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Remarque 5.1.2 Supposons que G ~ (X, m) soit pmp; 'ergodicité de cette ac-
tion équivaut a :

sup Inx(g)f = flII>0 pourtout fe Lg X)
g8eQ

pour toute partie génératrice Q de G. Nous voyons donc que la propriété (TS)
est une variante forte de ’ergodicité : il y une borne uniforme € > 0 pour

suplinx(g) f - fl pour tout fe L%(X), Ifll<1.
8eQ

Exemple 5.1.3 (i) Soita € R\Q et Z ~ S I'action associée de G = Z par rotations
irrationnelles. Alors Z ~ S! n’a pas la propriété (TS). En effet, soit f,, : $' — C
définie par f,(x) = e2minx Alors, fne L%(Sl), I ful=1etona

ngi(1) =", pourtout n=1.
Comme il existe une sous-suite (7;) telle que limy ™% =1, on a
lilrcn I7tg1 (1) i = fri I = 0.
Comme {1} engendre Z, ceci montre que

lilrcn 71 (m) fr, — fn, I =0 pour tout meZ.

En fait, nous verrons que 'absence de la propriété (TS) est un phénomene gé-
néral pour les groupes moyennables discrets.

(ii) Soit I un groupe non moyennable ; nous verrons plus tard que 'action de
BernoulliI' ~ {0,1}! (voir Exemple 2.3.12) posséde la propriété (TS).

5.2 Représentations unitaires avec trou spectral

Soit G un groupe localement compact et (1, #°) une représentation unitaire
de G.

Définition 5.2.1 (Représentations unitaires avec trou spectral) On dit que la
représentation (m,.#) possede la propriété de trou spectral, en abrégé la pro-
priété (TS), s’il existe un couple (Q,e) formé d'une partie compacte Q de G et
d’'un nombre réel € > tels que

supn(g)s—¢&ll zellél  pourtout &e ..
geQ
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Remarque 5.2.2 (i) Une action mesurable G ~ (X, m) possede la propriété (TS)
si et seulement si la représentation de Koopmann (rx, L3 (X)) possede la pro-
priété (TS).

(ii) (Négation de la propriété (TS)) Il est instructif d’écrire ce que signifie I'ab-
sence de (TS) pour une représentation unitaire : la représentation unitaire (1, #)
ne possede pas la propriété (TS) si et seulement si, pour tout couple (Q, €) formé
d’'une partie compacte Q de G et d'un nombre réel € > il existe { € A avec
€l =1 et tel que

sup [Im(g)¢—¢ll <e.
geQ

(iii) (Topologie de Fell et propriété (TS)) Soit # un espace de Hilbert séparable
et Rep(G, #) 'ensemble des représentations unitaires de G dans /. Il existe
une topologie naturelle sur Rep(G, /), appelée topologie de Fell. On peut for-
muler absence de (TS) en termes de cette topologie : la représentation unitaire
1t dans A ne possede pas la propriété (TS) si et seulement si la représentation
triviale 1g est dans 'adhérence du singleton {r}.

Voici un critére simple pour établir 'absence de la propriété (TS).

Lemme 5.2.3 Soit (n,. /) une représentation unitaire de G. Supposons qu’il existe
une suite (&), de vecteurs dans A€ avec ||E,|| =1 et

lirlln It(g)&n—Enll=0 pour tout geG.
Alors (n, /€) wa pas la propriété (TS).

Démonstration ...H

5.3 Moyennes invariantes et propriété (TS)
Moyennes sur des espaces mesurés
Soit (X, $, m) un espace mesuré o-fini.
Définition 5.3.1 (Moyenne) Une moyenne sur (X, m) est une forme linéaire
M:L*X,m) —C

qui est
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1. positive : M(¢) = 0 pour tout ¢ = 0;
2. normalisée : M(1x) = 1.
On note Moy(X, m) 'ensemble des moyennes sur (X, m2).

Exemple 5.3.2 L'ensemble
Dens(X,m) = {f e L'(X, m) : fzo,f fdm=1}
X
des densités sur (X, m) se plonge dans Moy(X, m) par

cprfcpdm pour tout @ € L*°(X, m).
X

Plus généralement, soit 1 une mesure de probabilité sur X qui est absolument
continue par rapport a m, c-a-d, telle que pour tout A € 98 avec m(A) =0, on ait
K(A) = 0; alors p définit une moyenne sur (X, m) par intégration par rapport a

W
qw—»f(pdp pour tout @ € L*°(X, m).
X

Remarque 5.3.3 (i) Une moyenne M sur (X, m) définit une mesure de probabi-
lité finiment additive (mais non nécessairement o-additive) py; sur X par

MM (A) = M(14) pour tout Ae 2.

De plus, 1y est absolument continue par rapport a m.

(ii) Réciproquement, on peut montrer que toute mesure de probabilité fini-
ment additive p sur 98 et qui est absolument continue par rapport a m définit
une moyenne M, sur (X, m) telle que

n n
M(Z cila;) = Z Cip(A;) pour tout A; € %,c; €C.
i=1 i=1

(iii) (Image d’'une moyenne par une application mesurable) Soit (X', %', m')
un facteur de (X, 98, m), c-a-d (X', %', m') est un espace mesuré et il existe une
application mesurable 0 : X — X' telle que 0. (m) = m’. Alors

O:L°X,m) - L®°X, m), p— @pob

est une application linéaire, qui est bien définie, qui préserve la positivité et
telle que ®(1x) = 1x. Cette application induit donc une application

0. : Moy (X, m) — Moy(X/, m'), M— 0,(M) := Mo ®.

On appelle 0. (M) 'image de M sous 0.
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Soit X un espace localement compact. On notera Prob(X) '’ensemble des me-
sures (o-finies) de probabilité sur la tribu 2(X) des boréliens de X.

Quand X est un espace compatct, il est bien connu que Prob(X) est compact
pour la topologie faible o(C(X)’,C(X)). Ceci n’est plus vrai quand X n’est pas
compact, comme le cas de X = R le démontre.

Lutilité des moyennes provient du lemme suivant qui montre la compacité
Moy (X, m) pour une topologie faible.

Lemme 5.3.4 Soit (X, %8, m) un espace mesuré o -fini.

(i) Lensemble Moy (X, m) est une partie convexe et compacte de la boule unité du
dual topologique L (X)' de L (X) pour la topologie faible o (L*°(X)', L (X)).

(ii) L'espace Dens(X, m) des densités sur (X, m), vu comme partie de Moy (X, m),
est dense dans Moy(X, m), pour la topologie faible o (L*°(X)', L (X)).
Démonstration ...H

Dans le cas ou X est compact, chaque moyenne sur X définit une mesure de
probabilité.

Lemme 5.3.5 SoitX un espace topologique compact, muni d’'une mesure de pro-
babilité m sur sa tribu borélienne. Soit M € Moy (X, m). Alors, M définit une me-
sure de probabilité uy; € Prob(X) donnée par

fxf(x)dpM(x):M([f]), pour tout f e C(X),

ot [f] est la classe de f dans L>°(X, m).
Démonstration En effet, 'application
p:CX)—C, f—MUfD

est une forme linéaire positive sur C(X) avec ¢(1x) = 1. Par le théoreme de Riesz,
il existe donc une mesure de probabilité py sur la tribu borélienne de X telle
que ¢(f) = [x f(x)dpm(x) pour tout f € C(X).H

Moyennes invariantes sur des espaces mesurés

Soit maintenant G ~ X une action mesurable sur I'espace mesuré (X, %8, m),
avec une mesure o-finie et G-quasi-invariante m. Alors G agit par isométries
sur L* (X, m) par (g,¢) — ¢, avec

gP(x) :(p(g_lx) pourtout geG,pelL®X,m),xeX.
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Par conséquent, G agit dualement sur ’espace Moy(X, m) des moyennes :
gM(y) = M(g_1 P) pour tout ge€G,MeMoyX,m),pe L®X, m).

Définition 5.3.6 Une moyenne M € Moy(X, m) est G-invariante si gM = M pour
tout g € G. On notera Moy(X, m)G le sous-espace compact et convexe (mais
éventuellement vide!) des moyennes G-invariantes sur (X, m).

Nous aurons besoin de considérer I'action de G par isométries sur L'X, m)
donnée par

nx(g) fx) =cg L, x)f(g 1 x) pourtout feLl(X,m), geG,xeX,
dgm(x)

dm(x)
gm par rapport a m.

La proposition suivante est un résultat crucial établissant un lien entre la
propriété (TS) et]'existence de moyennes invariantes. Ce résultat est non trivial
seulement dans le cas ou m n’est pas une mesure de probabilité invariante.

ouc(g,x) = désigne la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure image

Proposition 5.3.7 (Propriété (TS) et moyennes invariantes) SoitG ~ (X, m) une
action mesurable. Supposons que la représentation (mx, L2(X, m)) na pas la pro-
priété (1S). Alors

Moy (X, m)© # @.

Démonstration Comme (rx, L?(X, m)) n’a pas la propriété (TS), il existe une
suite (£,,) dans L2 (X, m) avec ||€,,]| = 1 tell que lim,, ||tx (8)€,,— &, 2 = 0 pour tout
geeG.

On pose f; := |€,12. Alors fn € Dens(X, m) et, pour tout g € G, on a, en utili-
sant I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Itx(8) frn— frll =fXIC(g‘1,x)fn(g‘1x)—fn(x)ldm(x)
_ fx o™, 0208 0P — [En () Pldm(x)
= fx (e(g™h, 0 2, (g7 0 + 1€, D [le(g™h, 028, (g7 0| - 1€, (0) || dm(x)

1/2
< ( fx Ueg™h 0?8, (g o)l + |an(x)|)2dm(x)) x

1/2
x (fx||c(g‘1,x)”2£n(g‘1x)| -~ |€n(x)||2dm(x))
< 21Enl2Imx ()& — Enlla.
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Par conséquent, on a
li,rlnllnx(g)fn—fn||1=0 pour tout geG.

Soit M € Moy (X, m) dans I'adhérence de la suite (f;,) ;. Alors M est G-invariante ;
en effet, soit g € G et ¢ € L°(X, m) et € > 0. Choississons N tel que

Imx(8)fin—fnlh<e

et tel que

<E&.

'M(cp) —foN(x)cp(x)dm(x)

<e et 'M(g(p)—foN(x)g(p(x)dm(x)

Alors

IM(gp — )| < M(gcp)—foN(x)gcp(x)dm(x) + foN(x)gcp(x)dm(x)—foN(x)cp(x)dm(x) +
+ foN(x)tp(x)dm(x)—M(tP)‘
=2e+ foN(x)cp(g‘lx)dm(x)—foN(x)cp(x)dm(x)
=2e+ fX (mx (g™ M fn () — N () p(x)dm(x)

<2e+|Inx(8) v — Nl lPlloo = 2 +€llPlloo-

Remarque 5.3.8 Nous verrons plus tard (voir Theoreme 7.1.6) que laréciproque
est vraie également, du moins quand 12(X) est séparable : si Moy(X, m)S # @,
alors (nx, L2(X, m)) n'a pas la propriété (TS).

5.4 Exercices

Exercice 5.4.1 (Critere de non existence d’un trou spectral) Soient G un groupe
localement compact a base dénombrable d’ouverts et (1, #°) une représenta-
tion unitaire de G.

(i) On suppose qu'il existe une suite de vecteurs (), dans A avec ||,| =1
pour tout 7 et tels que, pour tout g€ G,on a:

lim [|7(g)&n = &nll = 0.
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Montrer que 1t ne possede pas la propriété de trou spectral.
[Indication : Utiliser le lemme de Baire.]
(ii) On suppose maintenant que, pour toute partie finie F de G, il existe une
suite de vecteurs (Ef,) » dans A avec ||§5 | =1 pour tout n et tels que, pour tout
geEona:

lim | 7(8)&;, — &, = 0.

La conclusion de (i) subsiste-t-elle 2

[Indication : On pourra considérer le groupe compact G = s1 et 7t un caractére unitaire convenable de G.]

Exercice 5.4.2 (Densité des densités dans les moyennes) Soit (X, 72) un espace
mesuré, Moy(X, m) '’ensemble des moyennes sur (X, m) et

L'X)1s = (f e L' K, m) : fzo,fxfdm:u

I'ensemble des densités sur (X, m), vu comme partie de Moy (X, m).

Montrer que le convexe L! (X); ; est dense dans Moy (X, m), pour la topologie
faible o (L (X)’, L (X)).
[Indication : Raisonner par 'absurde, en utilisant la version géométrique du Théoreme de Hahn- Banach sur la séparation de convexes par des hyperplans

dans les espaces vectoriels localement convexes (voir, par exemple, Rudin : Functional analysis).]



Chapitre 6

La propriété (T) de Kazhdan

Nous allons introduire une propriété de rigidité de certains groupes conti-
nus et discrets, ayant des applications remarquables.

6.1 Définition et premieére application de la propriété
(T)

Soit G un groupe localement compact.

Définition 6.1.1 (Propriété (T) de Kazhdan) On dit que G possede la propriété
(T) de Kazhdan si toute représentation unitaire (1r,.#°) de G avec #° = {0} pos-
sede la propriété (TS).

Remarque 6.1.2 (i) Si G est compact, alors G possede la propriété (T). Ce sont
les seuls groupes pour lesquels il est aisé d’établir la propriété (T). En effet, soit
(mt, #) une représentation unitaire de G sans la propriété (TS); il existe alors
une suite (§,);, dans A avec ||, || = 1 et limy, |n(g)E, — &xll = 0 uniformément
sur G. En particulier, il existe N tel que

N =

sup [[m(g)En —Enll =
geG

En dénotant par mg la mesure de Haar normalisée sur G, soit

n:= fGT[(g)ENde(g) €A,

37
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c-a-d n est le vecteur dans # défini (au moyen du Théoreme de Riesz) par la
forme linéaire continue sur /# donnée par

&— L(ﬁ,n(g)ﬁmdmc(g).

Comme, par G-invariance de mg,
L(n(h‘l)é,n(g)EN>de(g):fG&,n(hg)EN)de(g):fG<€,n(g)EN>de(g)

pour tout £ € #, on a n(h)n = 1 pour h € G, c-a-d n € #C. De plus, comme
lEn]l =1 et comme

In—&xll = I fG (n(@)en — Ex)dma(g)ll < fG In(g)Ex — Exlldmg(g)

1 1
S—[de:—,
2Jc 2

onan#0.

(ii) Observons que la la propriété (T) est héritée par les quotients : soit G un
groupe localement compact possédant la propriété (T) et N un sous-groupe
distingué fermé de G; alors G/N posseéde la propriété (T). En effet, soit (i, .#)
une représentation unitaire (7, #°) de G/N qui ne posséde pas la propriété (TS).
Alors, en notant p : G — G/N1'’epimorphisme canonique, mo p est une représen-
tation unitaire de G qui ne posséde pas la propriété (TS). D’oit #C = #C/N #
{0}.

(iii) Le groupe discret I' = Z ne possede pas la propriété (T). En effet, d'une part,
la représentation réguliere (mr, 02(IN) ne possede pas la propriété (TS) : avec

En=Cn+ 1)1, € D),

ona |[§,]l =1et, pourtout ke Zet n=|k|,

{-n+k,n+ktA{-nnt 2kl
2n+1 C2n+1

Imr(k)Ey — Enll® =

et donc lim,, [|[nr(k), — &, ]l = 0. D’autre part, on a 2 = {o}.

De maniere similaire, on montre que R ne possede pas la propriété (T). Plus
généralement, nous verrons (voir Corollaire 7.2.5) qu'un groupe moyennable et
non compact ne possede pas la propriété (T).
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Voici une des conséquences les plus spectaculaires de la propriété (T), qui
a été une des motivations principales pour la considération de cette notion par
Kazhdan.

Théoreme 6.1.3 Soit I' un groupe dénombrable (discret) avec la propriété (T).
Alors T est de type fini : il existe une partie finie S de I' qui engendre I, c-a-d
I'=Upen S*U™H™

Démonstration Soit (S,), une suite croissante de parties finies S,, de I" avec
I'=u,S,.

Pour tout n, on considere H;, =< S;, > le sous-groupe engendré par S, et la
représentation unitaire naturelle de I' dans .7, := £'T'/H,,). On observera que
Eni=0n, € Jf,ll{m pour tout m < netque ||, =1.

Soit  := &, m, la somme directe des représentations m, : c’est la représen-
tation unitaire de I' sur A := @, (somme hilbertienne) donnée par

TT(Y) M) n = ([ (YNL) pour tout yYeTl',(n,), € &,H.

En notant de nouveau par ¢, le vecteur ¢, € #,;, vu comme vecteur dans ./,
onalim|n(y)§,—&,ll =0, pour tout y € I (car y € Hy pour un certain N et donc
n(y)¢, = &, pour tout n = N). Ceci veut dire que (11, .#) n’a pas la propriété (TS)
et il existe donc = (1),,), € A" avec n # 0. Il existe un n tel que n, # 0 et,
comme 1), € 0>(T'/H,) et Nn € Jf,g, il s’ensuit que I'/H,, est fini. Ceci implique
que I' est engendré par 'ensemble fini S := S, UD, ol D est un systeme fini de
représentants des classes a gauche modulo H,, dans T".l

6.2 Représentations unitaires de groupes abéliens

Nous aurons besoin tout d’abord de quelques préliminaires sur les mesures
spectrales, habituellement associées a des opérateurs auto-adjoints sur un es-
pace de Hilbert (voir I'ouvrage “Functional analysis" de W. Rudin).

Mesures spectrales

Soit X un ensemble muni d’'une tribu 28 ; soit # un espace de Hilbert et
notons
Proj(#) = {P € B(H) : P> =P =P*}
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I’ensemble des projecteurs orthogonaux de /. Une mesure spectrale sur (X, 8, #)
est une application
% — Proj(#), B— P(B)

avec les propriétés suivantes

- PX)=IetP(®)=0;

— pour tous By, B, € 8, on a P(B; nBy) =P(B1)P(B>)

— pour toute suite By,B,,... de parties dans 4 disjointes deux-a-deux, on

a P(uu=1By,) = XY ,,P(B,), pour la topologie forte des opérateurs (c-a-d

limy [P(Un=1Bn)E ~ X}, P(BA)E]l =0, pour tout § € ).

Etant donnée une mesure spectrale B — P(B), tout vecteur { € A4 définit
une mesure positive finie pg sur 98, de masse totale pg (X) = IEN2, par

e (B) = (P(B)E, &) pour tout Be 2.

Soit f : X — C une fonction mesurable et bornée; alors on peut définir un opé-
rateur, noté [y f(x)dP(x) € B(H#), par la formule

<(fxf(x)dP(x))E,E>fof(x)dpa(x) pour tout &€ 4.

Représentations unitaires de groupes abéliens localement com-
pacts

Soit A un groupe abélien localement compact; soit A le groupe dual de A et
9B(A) la tribu des boréliens de A.

Théoréeme 6.2.1 (Théoréme “SNAG" de Stone, Naimark, Ambrose et Godement)
(i) Soit (n, A) une représentation unitaire de A. Alors il existe une unique mesure
spectrale surP : B(A) — Proj(A) telle que

N(a):ﬁx(a)dP(x) pour tout ac€A. (%)
A

(ii) Réciproquement, toute mesure spectrale P : B(A) — Proj(#) définit une re-
présentation unitaire de A par la formule ().

Démonstration Voir par exemple la monographie [Foll95].1

Etant donnée une représentation unitaire de A, il sera important d’exprimer
'existence de vecteurs A-invariants non nuls au moyen de la mesure spectrale
associée.
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Proposition 6.2.2 Soit (1, #) une représentation unitaire de A et P : B(A) —
Proj(#°) la mesure spectrale associée. Alors 7 = ImP ({1,}).

Démonstration Soit ¢ € A avec ||| = 1. Par Cauchy-Schwarz, ona ¢ € SO0 si
et seulement si (n(a)¢,&) = 1 pour tout a € A, c-a-d (par définition de la mesure
spectrale) si et seulement si

ﬁx(a)dpg(x) =1 pour tout ae€A.
A

Comme ¢ est une mesure de probabilité et comme 1 est un point extrémal du
cercle unité, cette derniere égalité a lieu si et seulement si pg est la mesure de
Dirac 87, en 15. D’autre part, on a pg = 81, si et seulement si (P({1a}),&) =1 et
donc si et seulement si ¢ € ImP({15}.1

Remarque 6.2.3 (Effet d'un automorphisme sur une mesure spectrale) Soit
(1, #€) une représentation unitaire de A et P : 28(A) — Proj(.#) la mesure spec-
trale associée. Soit O € Aut(A) un automorphisme de A. Alors ®, définie par
1% (a) = 10(a) pour tout a € A, est également une représentation unitaire de A
sur le méme espace de Hilbert .#. La mesure spectrale associée a n® est I'appli-
cation

PY: B(A) — Proj(#), B— P(0(B)),

pour I'action duale de 0 sur A, donnée par
Ox(a) =x0 ' (a) pour tout Y €A, acA.
En effet, pour tout a€ A et tout { € A4, on a
(@, & = (@i, &) = fgx(ﬁ(a))dua(x)
- [ 0 x@dpetx

= f?\ X(@d0, " (ue) ()

D’autre part, comme la mesure associée a PY et ¢ est également 6;1(}15), ceci
prouve 'assertion.
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6.3 SL,(R) possede la propriété (T) pour n =3

Nous allons démontrer le théoreme suivant.

Théoréme 6.3.1 Le groupe localement compact G = SL,(R) posséde la propriété
(T) pourn = 3.

Démonstration Soit (11, #) une représentation unitaire de G. Supposons que
7 n'a pas la propriété (TS). Il faut montrer que #° # {0}.
On considere les sous-groupes suivants Het Ade G:

0 10 % 0
H= 0 A=lo1 « o |
1, s 00 1 I,

HESL,(R), AR

et HA = SL(R) x R? pour I'action standard de SL;(R) sur R%. On identifiera H a
SL,(R), A aR? et HA a SL,(R) x R2.

Par le Théoreme de Howe-Moore (Théoreme 3.2.2), il suffit de montrer que
F0N #1{0}.

On considere la restriction de 7 a2 A = R2. On identifie A & R? de la maniére
habituelle :

O * ¥
S * %

Ona

R®>— A, x— (a— e'%%),

Soit P : B(R?) — Proj(#) la mesure spectrale associée a la restriction o := 7|
demaA;onadonc

o(a) =f26i“'de(x) =1 pourtout aeA=R>
R

Soit g € H = SL»(R) et o¢ la représentation unitaire de R? conjuguée a o par
I'automorphisme g € Aut(R?), c-a-d 08(a) = o(g(a)). Laction duale x — gy de
g sur A, identifié comme plus haut a R?, correspond a I'action habituelle de la
matrice (g~ 1) ¢ sur R,

La mesure spectrale associée a o¢ est (voir Remarque 6.2.3)

P8 : B(R?) — Proj(#), B— P((g™1)'(B)).

D’autre part comme o est la restriction a A de la représentation unitaire t de
HA,ona

o(gag ) =n(gag™) =n(g)o(a)n(g™) pour tout a€ R
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Comme gag™! = g(a),onao(g(a)) =n(g)o(@n(g™!) et donc
n@P®B®)n(g ) =P((g™H!(B)) pourtout Be BR?>,geSL(R). (%)

Supposons, par l'absurde, que #* = {0}, c-a-d P({0}) = 0 par la Proposi-
tion 6.2.2.
La représentation 1t n’ayant pas(TS), il existe une suite (£,), avec ||, =1
et
li’rlnlln(g)ﬁn—ﬁnll =0 pour tout geG.

Pour tout n, soit p, := yg, la mesure de probabilité sur la tribu des boréliens
de R? associée a P et &,. Comme P({0}) = 0, on a p,({0}) = 0 et y, peut étre
considérée comme mesure de probabilité sur R? \ {0}.
Posons I
mi=3 Shn € Prob(R*\ {0}).
n=1

Alors 1, € Moy (R? \ {0}, m). Par la relation (*), on a, pour tout B € Z(R?\ {0}) et
geSL(R):

(g (B)) — ta(B)l = [(M(QPB)T(g NEn, En) — (PB)E, En)l
= (PB)(g ™ En (g NER) — (PB)ES, En)
<PB)T(g ™ En (g ER —E + (PB)((g ™) — En), En)]
<2|n(g "En —&nll

et donc

li’rlnlpn((g_l)t(B))—pn(B)l:0 pour tout Be BR*\{0}),g€SLy(R). (%)

SoitM € Moy(R2 \ {0}) une valeur d’adhérence de la suite (i) ,. Alors M est une
moyenne SL,(R)-invariante, par (*x*).

Soit p : R?\ {0} — P(R?) I'application canonique. Alors p, (M), I'image de M
par p, est une moyenne sur (P(R%), m),oum’ = px«(m) est'image de m. Comme
p est SL, (R)-équivariante, p. (M) est SL, (R)-invariante. Comme P(R?) est com-
pact, p. (M) définit une mesure de probabilité SL, (R)-invariante sur P(R?), par
le Lemme 5.3.5. Une telle mesure n’existe pas (voir Exemple 2.1.8). B

Remarque 6.3.2 (i) Nous verrons plus loin (voir Remarque 6.4.8) que SL;(R) ne
possede pas la propriété (T).

(ii) La preuve donnée de la propriété (T) pour SL,(R) plus haut peut s’étendre
a d’autres groupes de Lie simples, comme par exemple Sp., (R) pour n = 2.
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6.4 Propriété (T) pour les réseaux de SL,,(R), n = 3.

Nous venons de voir que SL,(R) possede la propriété (T) pour n = 3. 1l
est important d’établir cette propriété pour des groupes discrets, comme par
exemple SL;(Z). C’est le but de cette section dans laquelle nous verrons que la
propriété (T) est héritée par les réseaux. La preuve de ce fait est basée sur la
notion de représentation induite.

Représentations unitaires induites

Soit G un groupe localement compact (a base dénombrable d’ouverts, comme
d’habitude) et soit I' un sous-groupe discret de G. Il existe un domaine fonda-
mental X pour G/T’, c-a-d une partie borélienne X c G telle que

- G= Uyel" XY;

- Xy1 nXy2 = @, pour tous y1,Y2 € I' avec y1 # v2.

La donnée de X permet de définir deux applications mesurables

a:GxX—-T, (g,x)—ag,x) et GxX-X, (g,x)—g.x

données par
gx=(g.x)a(g,x) pour tout geG,xeX.

L'associativité de la loi de groupe sur G montre que I'application
GxX—-X, (g,x)—g.x
est une action de G sur X et que « vérifie la relation de cocycle suivante
(8182, x) = alg1, g2x)a(g2, x) pour tout g1,8 €G,xeX.
Soit m la restriction de la mesure de Haar mg a X.
Lemme 6.4.1 mx est invariante par l'action de G surX.

Démonstration ...H

Soit maintenant une représentation unitaire (1, .#) de I'. On pose
H=L12X, #) ={F:X — # : F est mesurable et f IF(x) 12 dmx (x) < oo}
X

Alors H est un espace de Hilbert pour le produit scalaire évident.
Pour g € G,F € H, on définit (g)F : X — A par

F(@)F) (x) =n((a(g™ !, x)"HF(gl.x)  pourtout xeX.



Théorie Ergodique-2015/2016-B.Bekka 45

Proposition 6.4.2 1. Ona7(g)F € H pour tous g € G,Fe H;
2. T(g) est un opérateur unitaire sur A6 pour tout g € G;
3. l'application: G — %(J?), g — Ti(g) est une représentation unitaire de
G.

Démonstration ...H

Définition 6.4.3 (Représentation induite) Soient G un groupe localement com-
pact et I' un sous-groupe discret de G. Soit (1, #°) une représentation unitaire
de I'. La représentation unitaire (%, #) de G construite plus haut s’appelle la
représentation induite de m a G et se note souvent Indlgn.

La proposition suivante est cruciale pour établir la propriété (T) pour un
réseau I' dans G; rappelons que I est un réseau si le domaine fondamental X
G a un volume fini : mx(X) = mgX) < oo.

Proposition 6.4.4 (Continuité de la représentation induite) Soit I' un réseau
dans un groupe localement compact G. Soit (n, /) une représentation unitaire
deT sans la propriété (TS). Alors la représentation induite 7t = Indg’n ne possede
pas la propriété (TS).

Démonstration On peut supposer que my = mglx est une mesure de proba-
bilité sur le domaine fondamental X c G.

Comme 7 ne posséde pas la propriété (TS), il existe une suite (§,), dans A
avec ||E,ll=1et

lir11n||n(y)£n—£n|| =0 pour tout yeT.
Soit F,, € /2 défini par
F,(x)=¢, pour tout xeX.

Alors
||Fn||2:anFn(x)nzdmx(x) =fx||an||2dmx(x)=1.

Soit g € G. Alors, on a

|7 (g)Fp — Fpll® = fx I(alg™", X)En — Enll2dmx ().
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Comme
li,IlI1||H((X(g_1,x))5.n—E,n||2 =0 pourtout xeX

et comme IIJT((x(g_l,x))E,n —&,1? < 2, on a donc lim, IT(g)F, —F,ll =0, par
convergence dominée. Ceci montre que Tt ne possede pas la propriété (TS). B

Nous aurons besoin d’identifier les vecteurs invariants dans une représen-
tation induite.

Lemme 6.4.5 SoitI" un réseau dans un groupe localement compact G et (n, /)
une représentation unitaire deT. Soit (%, /) = (Ind?n,L2 X, A)) la représenta-
tion induite. Alors 76 est l'ensemble des applications F € L?(X,.7#) telles qu'il
existe & € A" avec F(x) = & pour my -presque tout x € X.

Démonstration Ilestclairque,siFe L2(X,.7) est telle qu’il existe € € JEF avec
F(x) = £ pour mx-presque tout x € X, alors F € /.
Réciproquement, soit F € #C. Alors, pour tout g € G, on

F(g.x) = n(a(g, x))F(x) pour mx-presque tout x € X.

On montre, comme dans la preuve de la Proposition 2.1.11, qu’on peut suppo-
ser que, pour tout g € G,

F(g.x) =n(a(g, x))F(x) pour tout xeX.
On peut supposer que e € X. On a alors, en particulier,
F(y.e) =F(e) =n(y)F(e) pourtout yel
et, par conséquent,
F(g.e) =n(a(g,e))F(e) =F(e) pour tout geG.
Comme I'action G ~ X est transitive, ceci démontre |’assertion.l
Théoréme 6.4.6 (La propriété (T) est héritée par les réseaux) Soit G un groupe

localement compact possédant la propriété (T) et soit I un réseau dans G. Alors
I" possede la propriété (T).
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Démonstration Soit (71, #) une représentation unitaire de I' sans la propriété
(TS). Alors 7 = Ind?n n’'a pas la propriété (TS), par la Proposition 6.4.4. D’ou
S # {0}, car G possede la propriété (T). Le lemme précédent montre alors
que A" #{0}.1

En combinant leThéoréeme 6.3.1 avec le Théoréme 6.4.6, on obtient le résul-
tat suivant.

Corollaire 6.4.7 Le groupe discret SL,,(Z) posséde la propriété (T) pour n = 3.
Plus généralement, tout réseau dans SL,(R) possede la propriété (T) pour n =
3.n

Remarque 6.4.8 (Le groupe SL,(R) n’a pas la propriété (T)) Le groupe G =
SLy(R) possede un réseau I' qui est isomorphe au groupe libre F;, sur deux gé-
nérateurs. En effet, soit I'(2) le noyau de 'homomorphisme SL;(Z) — SL,(Z/2Z)
de reduction modulo 2. Alors I'(2) est un sous-groupe d’indice fini (égal a 6)
dans SL,(Z) et est donc un réseau dans G. D’autre part, ['(2) possede comme
sous-groupe d’indice 2 le groupe I' engendré par les deux matrices suivantes

de SL,(Z) :
1 2 1 0
A_(O 1) et B—(z 1).

Le groupe I étant libre sur {A, B} (voir Exercice 7.4.3), il admet Z comme quo-
tient qui ne possede pas la propriété (T) (voir Remarque 6.1.2); donc I' ne la
posséde pas non plus. Le Théoréme 6.4.6 implique alors que G = SL, (R) ne pos-
sede pas la propriété (T).

Plus généralement, on peut montrer que les groupes d’isométries SO(n, 1)
ou SU (n,1) des espaces hyperboliques réels ou complexes ne possedent pas la
propriété (T). Par contre, le groupe d’isométries Sp(n, 1) de I'espace hyperbo-
lique quaternionique posséede la propriété (T) ; pour tout ceci, voir la monogra-
phie [BHVO08].

6.5 Lapropriété (T) est héritée des réseaux

Nous allons voir que la réciproque du Théoréme 6.4.6 est également vraie.

Théoreme 6.5.1 (La propriété (T) est héritée des réseaux) Soit G un groupe lo-
calement compact et soit I' un réseau dans G. Supposons que I possede la pro-
priété (T). Alors G possede la propriété (T).
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Démonstration Soit (1, /) une représentation unitaire de G sans la propriété
(TS) : il existe une suite (§;), in G avec ||{,|| = 1 telle que, pour tout Q c G
compact, ona

lim sup [|1(8)&, —&nll = 0.
170 geQ
On considere la décomposition
T = Hyo HET,
ol1 #, estle complément orthogonal de #" dans .#. Soit
=0+ avec EVesmmettV et
la décomposition correspondante de ¢,. Alors, pour tout y € I', on

ImER—Enll = IMNEPY £ =, 00 0

Comme la représentation (|, #) de I' ne possede pas de vecteurs invariants
non nuls, il s’ensuit qu’on a nécessairement

. 0
lim 1€}, | =0.

Soit X < G un domaine fondamental pour G/T et mx = mglx. Il existe Q € X
compact tel que

1
mx(X\Q) < 0 ()
et un entier N tel que
sup [Im(g)én —&Enll = L Hm (€Y | < L (%)
2cQ 10 n N0

Définissons n € A par

n::fxn(x)éNde(x).
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Soit g€ G. On a, avec gx = g.xa(g,x), ou g.x € X et a(g, x) € I', par I'-invariance
de &1(\}) et G-invariance de mx :

n(g)n=fxn(gx)€§)de(x)
:fxn(g.x(x(g,x))ﬁl(\})dmx(x)
:fxn(g.x)al(\})dmx(x)
= fx n(x)EY dmx (x)
-,

Doncne A5 1l reste 2 montrer que n # 0. En utilisant (**) et (), on a

In—&nll Sfxlln(x)ﬁl(\})—ENllde(x)
< jx ImG0EN — Exlldmx (x) + fx In (e | dmy ()
1
Sf [t(x)én — Enlldmx (x) + —
X 10

3
< f It(x)En — Enlldmx (x) + —
Q 10

4
S_
10

Comme ||{x|l =1, onadoncn # 0.0

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du théoreme précédent
combiné avec la Remarque 6.4.8.

Corollaire 6.5.2 Aucun réseau dans G = SL(R) ne possede la propriété (T). Plus
généralement, aucun réseau dans G = SO(n,1) ou SU(n, 1) ne possede la pro-
priété (T). R

6.6 Exercices

Exercice 6.6.1 (Propriété (T) pour SL,(R) x R")
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(i) Soit G = SL,(R) x R" le produit semi-direct de groupes, donné par I'action
standard de SL, (R) sur R”. Montrer que G possede la propriété (T) de Kazhdan
pour n = 3.

|Indication : Utiliser le fait que SLy; (R) posséde la propriété (T) de Kazhdan pour 1 = 3 en combinaison avec le Lemme de Mautner. |

(ii) Montrer que I = SL,(Z) x Z", muni de la topologie discrete, posséde la pro-
priété (T) de Kazhdan pour n = 3.

Exercice 6.6.2 (Quelques groupes ne possédant pas la propriété (T)) Soit n >
2.

(i) Montrer que GL; (R) ne possede pas la propriété (T) de Kazhdan.

(ii) Montrer que SL,(Q), muni de la topologie discrete, ne posséde pas la pro-
priété (T) de Kazhdan.

(iii) Généraliser (ii) a SL,,(K) pour tout corps dénombrable infini K.

Exercice 6.6.3 (Quelques propriétés d’hérédité des groupes de Kazhdan)

(i) Soient G un groupe localement compact et N un sous-groupe distingué de
G. On suppose que les groupes N et G/N possedent la propriété (T). Montrer
que G la possede aussi.

(ii) Soient G; et G, deux groupes localement compacts et ¢ : G; — G un ho-
morphisme continu d’image dense. On suppose G; possede la propriété (T).
Montrer que Gy la possede aussi.

(iii) Soit G un groupe localement compact possédant la propriété (T). Montrer
que son abélianisé G/[G, G] est compact, ou [G, G] désigne le sous-groupe fermé
engendré par les commutateurs aba b Yaveca,beG.

(iv) Soit G un groupe localement compact possédant la propriété (T). Montrer
que G est unimodulaire.

Exercice 6.6.4 (Deux matrices engendrant un groupe libre) Soient A et B les
deux matrices suivantes de SL,(Z) :

1 2 10
a=(o 3] e om=(, 1)

et soit I' le sous-groupe engendré par A et B.
(i) Soient
Q1 = {(x,y) eR*\{(0,0)} : |x| <|yl}

et
Qo = {(x,7) €eR*\{(0,0)} : |y <|xl}.
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Montrer que AQ; < (), et que BQy < Q.

(ii) Soit w € O, fixé. Montrer que A" B ---Bin-1Aln ) # w pour tous les entiers
i1,...,inp € Z\{0}.

(iii) En déduire que I est un groupe libre sur A et B.
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Chapitre 7

Moyennabilité

Nous allons introduire et étudier la notion de moyennabilité, d’abord pour
les actions de groupes, ensuite pour les groupes eux-mémes. Comme nous le
verrons, la moyennabilité est une obstruction a I'existence a la propriété (TS)
de trou spectral.

7.1 Actions co-moyennables

Soit G un groupe localement compact et soit G ~ X une action mesurable
sur 'espace mesuré (X, 28, m), avec une mesure o-finie et G-quasi-invariante
m.

Rappelons que G agit par isométries sur L>(X, m) par (g, ) — ¢, avec

gP(x) :(p(g_lx) pourtout geG,pelL®X,m),xeX.
et dualement sur I'’espace Moy (X, m) des moyennes :
gM(p) = M(g_up) pour tout g e G,M e Moy(X, m),p € L(X, m).

Définition 7.1.1 (Action co-moyennable) On dit quel’action G ~ (X, m) est co-
moyennable si Moy(X, m)® # @.

Remarque 7.1.2 Nous aurions pu plutot parler d’actions moyennables au lieu
d’actions co-moyennables; nous ne le faisons pas, car une notion d’action moyen-
nable, distincte de la ndtre (moyennabilité au sens de Zimmer), est désormais
bien établie dans la littérature (voir [Zimm84]).

53
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Etant donnée une action G ~ (X, m), il sera techniquement utile de considérer
le sous-espace L (X)g,. de L*°(X, m) des fonctions G-continues, c-a-d, 'espace
L*X)g,c des fonctions ¢ € L*(X, m) pour lesquelles 'application

G— LX), g ¢

est continue (L*°(X, m) étant muni de la topologique normique).
Des fonctions dans L®(X)g . sont obtenues ainsi. Pour f € L}(G) et ¢ €
L>®(X, m), soit f * ¢ : X — C définie par

f*tp(x)=fo(g)(p(g_1x)dmg(g) pour tout xeX.

Lemme 7.1.3 (i) Soient f € LY(G), @ eL>®X, m) et g €G. Alors
= 1 f*@lloo = I fll1lPlloos
- g(f*(P):gf*(P?
- G—LYG),g — 4 f estcontinue;
- [*pel®X)g,e.
(ii) Soit M € Moy (X, m)C. Alors, pour tout f € Dens(G, mg) et € L°(X)g,¢, ona

M(f * @) = M(@).

Démonstration ---H

Définition 7.1.4 Une moyenne M € Moy(X, m) est dite topologiquement inva-
riante si

M(f * @) = M(p) pour tout f € Dens(G, mg) et ¢ € L°(X).

Proposition 7.1.5 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Laction G ~ (X, m) est co-moyennable;
(ii) ilexiste une moyenneM € Moy (X, m) qui est topologiquement invariante.

Démonstration Supposons que G ~ (X, m) est co-moyennable et soit M €
Moy (X, m)S. Soit ( f)n € Dens(G, mg) une unité appochée dans L' (G, mg).

Soient f € Dens(G, mg) et ¢ € L*°(X). Alors lim,, || f * f,, — fll1 =0 et donc

Hm |l f+ fu* @ = f* @l =0.
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Comme f;, * ¢ € L°(X)g,c, il s’ensuit en utilisant le Lemme 7.1.3 que
M(f * @) :liqunM(f* fn*@) 211,1}1M(fn * ().
En particulier, pour toutes f, f' € Dens(G, mg), on a
M(f * @) = M(f' * @) pour tout @ € L™(X).
Fixons fy € Dens(G, mg) et définissons M’ € Moy (X, m) par
M’ () = M(fo * @) pour tout ¢ € L*(X).

Alors M’ est topologiquement invariante : en effet, soit f € Dens(G, mg) et ¢ €
L>(X). Alors, comme fp * f € Dens(G, mg), on a

M'(f * @) = M(fo * f * @) = M(fo * @) = M'(¢).

Réciproquement, soit M € Moy (X, m) topologiquement invariante. Alors M €
Moy(X, m)S. En effet, fixons f € Dens(G, mg). Alors, pour tout g € G et ¢ €
LX), ona f * ¢ = fg * @, ou fg € Dens(G, mg) est définie par

fe(h) =Ag(g Hf(hg ™ pourtout hegG,
et donc

M(g) = M(f * g0) = M(f * @) = M(¢). W

Soit (mx, 12X, m)) la representation de Koopman associée a I'action G ~
(X, m). La Proposition 5.3.7) montre que, si mx n’a pas la propriété (TS), alors
G v (X, m) est co-moyennable. Nous allons voir que la réciproque est vraie éga-
lement.

Nous aurons besoin de considérer I'action de G par isométries sur LYX, m)
donnée par

nix(8)E(x) = c(g_l, x)E,(g_lx) pour tout &€ L', m), geG,xeX,

dgm(x)

dm(x)
gm par rapport a m. Il en découle une structure de L!(G)-module sur L} (X, m)
donnée pour f € L1(G) et £ € L' (X, m) par

ouc(g,x) = désigne la dérivée de Radon-Nikodym de la mesure image

f*&x) ZLf(g)nX(g)E(x)de(g) pour tout xe€X.
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Pour f € L1(G),& € L1 (X, m) et ¢ € L>°(X, m), on vérifie que la formule suivante
est valable :

fX(f*E,)(x)(P(x)dm(x) =fXE,(x)(f*(P)(x)dm(x),
ot1 f € L(G) est défini par f(g) = Ag(g™ 1) f(g™h.

Théoreme 7.1.6 Les propriétés suivantes sont équivalentes pour une action du
groupe localement compact G sur un espace mesuré (X, m) :
(i) Laction G ~ (X, m) est co-moyennable;
(i) la representation de Koopman (mx,L?(X, m)) associée ne posseéde pas la
propriété (TS).

Démonstration Comme indiqué plus haut, seule I'implication (i) = (i) reste
a démontrer.

Soit .Z une partie dénombrable dense de Dens(G, mg), pour la norme L!.
Pour chaque f € £, prenons une copie de L! (X) et considerons I'espace produit

E=[]L'x),
fe&

muni de la topologie produit des topologies normiques. Alors E est un espace
vectoriel localement convexe; de plus, la topologie faible o (E,E’) est la topo-
logie produit des topologies faibles o(L! (X),L%°(X)). On considére la partie sui-
vante X de E:

L={(f*E—&pe »: E€Dens(X,m)} cE.

Par la Proposition 7.1.5, il existe une moyenne M € Moy(X, m) qui est topo-
logiquement invariante.

Soit ¢ € L*(X, m). Comme, par le Lemme 5.3.4, Dens(X, m) est dense dans
Moy (X, m) pour la topologie o (L™ (X), L (X)), il existe une suite (£,),, dans Dens(X, m),
dépendante de ¢, avec

M(p) :limf Enpdm.
noJx

Comme M est topologiquement invariante, on a alors,

lim(f En(f*(p)dm—fﬁncpdm):o pour tout f € Dens(G, mg).
n \Jx X



Théorie Ergodique-2015/2016-B.Bekka 57

D’autre part, comme (voir la formule plus haut)

faﬂf*¢nhn=jlf*ﬁmwdm,
X X

il s’ensuit que
liqunf (f*&n—En)pdm =0 pour tout f € Dens(G, mg).
X

Ceci montre que 0 appartient a 'adhérence faible de X~ dans E. Or, comme X est
convexe, son adhérence forte coincide avec son adhérence faible, par le Théo-
reme de Hahn-Banach. Donc 0 appartient a ’adhérence forte de X dans E. Il
existe ainsi une suite (&), dans Dens(X, m) avec

li£n||f*ﬁn—ﬁn||1 =0, pour tout f €% < Dens(G, mg).
Par densité de £, il s’ensuit que
li}r@n | f*&,—Enlli =0, pour tout f € Dens(G, mg).
Soit g € G. Comme

Imx () (f *En) — [ *&ull1 < ”(gf)*an_énlll“'”f*&n_&n”lr

ona
lilgllllﬂx(g)(f*ﬁn)—f*inlll =0 pourtout geG.

Fixons f € £ et posons n,, = v/f * &,. Alors
Il = 11f *&nlli = 1.

De plus, pour tout g € G, on a
li,r1n It (g)Nn —Null2 =0;

en effet, en utilisant I'inégalité élémentaire |\/a — vV/b|*> < |a — b| valable pour
tous nombres réels a, b =0, on a

2
dm(x)

[ENCIL PR =fx‘\/c(g‘1,x)f* En(g™1x) - \/f* En(X)

SfXI(C(g_l,JC)f* En(glx) = f*E(0)]dm(x)
= ”T[X(g)(f*én)_f*én”l

En conclusion, nx n’a pas la propriété (TS).l
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7.2 Groupes moyennables

Nous introduisons maintenant une classe éminemment importante de groupes
localement compacts.

Définition 7.2.1 Un groupe localement compact G est dit moyennable si 'ac-
tion G ~ (G, mg) de G sur lui-méme par translations a gauche est co-moyennable.

Remarque 7.2.2 Le groupe localement compact G est donc moyennable s’il
existe une moyenne sur L*°(G, mg) qui est invariante par translations a gauche.

Exemple 7.2.3 Les premiers exemples de groupes moyennables sont les groupes
compacts. En effet, si G est un groupe compact, alors sa mesure de Haar mor-
malisée mg définit une moyenne G-invariante sur L™(G, mg).

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 7.1.6.

Théoreme 7.2.4 (Théoréme de Hulanicki-Reiter ) Soit G un groupe localement
compact. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) G est moyennable;
(i) la representation réguliere (ng,L*(G, mg)) ne posséde pas la propriété
(TS).m

Le corollaire suivant découle du théoreme précédent, de la définition de la
propiété (T) et du fait que L?(G, mg)® # {0} si et seulement si G est compact.

Corollaire 7.2.5 SoitG un groupe localement compact et moyennable. Alors G a
la propriété (T) si et seulement si G est compact.B

Les groupes moyennables peuvent étre caractérisés par diverses propriétés,
la plus importante d’entre elles étant celle du point fixe. Avant de I"énoncer,
mentionnons le lemme général suivant.

Lemme 7.2.6 (Barycentre d’une mesure de probabilité) Soit € une partie convexe
et compacte d'un espace vectoriel localement convexe V. Il existe une application

bar : Prob(€¢) — €, u— bar(p)

caractérisée par la propriété

(p(bar(p)):f @(x)dp(x) pour tout @eV'
€
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De plus, pour toute transformation continue et affine f : € — €, ona
bar(f. (W) = f(bar(u)).

Démonstration Voir [Rudi73], Chapitre 3. &

Remarque 7.2.7 L'élément bar(un) € € plus haut est appelé le barycentre de
la mesure de probabilité pu € Prob(¥) et est noté fcg xdp(x). Sip= Z?Zl cidy,
est une combinaison convexe de mesures de Dirac, alors, bien sir, bar(p) =
mcix;.
i=1"t"

Théoréme 7.2.8 (Propriété du point fixe) Soit G un groupe localement com-
pact. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) G est moyennable;
(i) pour toute action continue G ~ € de G par transformations affines sur
une partie convexe, compacte et non vide € d'un espace vectoriel locale-
ment convexe, on a

€S £ @.

Démonstration Supposons que G posséde la propriété du point fixe (ii). Alors
(voir Lemme 5.3.4), € = Moy(G, mg) est une partie convexe, compacte et non
vide de L*°(G, mg)’, muni de la topologie faible o (L>°(G)’, L*°(G)). De plus, G agit

de maniere continue par transformations affines sur 6. D’ou ¢S #@,c-a-dG

est moyennable.

Réciproquement, supposons que G est moyennable. Il existe donc une moyenne

M € Moy(G, mg)C©. Soit € une partie convexe, compacte et non vide d’un espace
vectoriel localement convexe et soit G ~ € une action continue de G par trans-
formations affines. Fixons x( € 6. Lapplication orbitale

0:G—€6,8— gxo

est continue et G-équivariante. Comme % est compacte, 0. (M) (voir Lemme 5.3.5)
définit une mesure de probabilité p € Prob(€) par

[gfdpze*(M)(f):M([foe]) pour tout f e C(¥),
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ol [f 0] estla classe de f o0 dans L*°(G, mg). Pour tout g € G et f € C(¥), on
a, par équivariance de 0 et invariance de M,

[g fdgu= [g of i =Ml f 6)
= M([z(f 0 8)1) = M(gl.f 0 0]) = M([f 0 0])

:Lpfdp.

Ceci montre que p est G-invariante. Soit bar(p) € € le barycentre de p (voir
Lemme 7.2.6). Alors bar(p) € €°, car

gbar(p) =bar(gp) = bar(p) pour tout geG.H

Le corollaire suivant montre que la moyennabilité est une obstruction a la
propriété (TS).

Corollaire 7.2.9 SoitG un groupe localement compact et moyennable. Alors toute
action G ~ (X, m) sur un espace mesuré (X, m) est co-moyennable.

Démonstration On applique la propriété de point fixe au convexe compact
€ =MoyX, m).l

7.3 Exemples de groupes moyennables

En dehors des groupes compacts (voir Exemple 7.2.3), les premiers exemples
de groupes moyennables sont les groupes abéliens.

Théoreme 7.3.1 (Théoréme de Markov-Kakutani) Soit G un groupe abélien lo-
calement compact Alors G est moyennable.

Démonstration Montrons que G possede la propriété du point fixe.
Soit donc G ~ € une action de G par transformations affines sur une partie
convexe, compacte et non vide € d'un espace vectoriel localement convexe V.
Pour tout entier n € N et tout g in G, considérons I'application

Ay(g):€—€
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affine et continue définie par

1 & .
Ap(@)x=—— 'x our tout x€ €.
n(8) n+1 ;‘, & P
Soit S the semi-groupe de transformations continues et affines de € engendré
par {A,(g) : n€N, g € G}. Observons que S est abélien :

S182 = 8281 pour tout s1,s2 €8S.

Observons aussi que, comme € est compact, s(¢) une partie compacte et donc
fermée de €, pour tout s€ S.
Montrons que

N s #o.

seS

Comme ¥ is compact, il suffit de montrer (“propriété de I'intersection finie")
que

n

(si(€)#@  pourtout si,...,Sp€S.

i=1

Soient sy,...,5, € S; posons s = s;...5, € S. Alors, comme S est abélien,
$(€) c 5i(¥) pourtout i=1,...,n.

Il s’ensuit que
n
S(E)c()si(€)#8
i=1
et 'assertion est prouvée.
Montrons que tout point xy € [ses () est un point fixe pour G.
Soit g € G et n € N. Alors xy s’ecrit sous la forme

Xo=An(g)x pour un certain x € 6.
Soit ¢ € V/, une forme linéaire continue sur V; alors, avec

C=suple(y)| <oo,
YEE

ona

I’l+1x)|s_ _

+1

n—oo 0.

1
lp(xo— gxo0)| = mlcp(x) -p(g
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Ceci montre que @(xg) = @(gxo) pour tout ¢ € V'. Comme V est localement
convexe, V' sépare les points de V et on a donc

Xo = gXo pour tout geG.H

Avant de donner d’autres exemples de groupes moyennables, montrons que
la moyennabilité jouit de bonnes propriétés d’hérédité.

Proposition 7.3.2 Soient G un groupe localement compact et N un sous-groupe
distingué fermé de G.

(i) Si G est moyennable, alors G/N est moyennable.

(ii) SiN et G/N sont moyennables, alors G est moyennable.

Démonstration (i) découle directement de la propriété de point fixe.

(ii) Soit G ~ € une action de G par transformations affines sur une partie convexe,
compacte et non vide € d’'un espace vectoriel localement convexe V. Par res-
triction et moyennabilité de N, on a €N # @. Alors €™ est une partie convexe,
compacte et non vide de V. De plus, G laisse ¢" invariant. Comme N agit trivia-
lement sur €Y, cette action factorise par G/N. Par moyennabilité de G/N, on a
donc (€N)E/N £ @ et ainsi €€ # ¢.1A

Le corollaire suivant est immeédiat.

Corollaire 7.3.3 Tout groupe résoluble est moyennable.R

Exemple 7.3.4 Montrons que le groupe libre F, sur deux générateurs a, b n’est
pas moyennable.

En effet, supposons, par 'absurde qu'il existe une moyenne invariante M
sur ¢°°(F3). Ecrivons M(X) au lieu de M(1x) pour une partie X de F; et considé-
rons la partie A c F, formée des mots dans F, qui commencent par une puis-
sance non nulle de a. Alors F, = Au aA. Comme

M(aA) =M(A) et M(Fp) =1,

on a donc nécessairement M(A) = 1/2.
D’autre part, A, bA et b?A sont des parties deux-a-deux disjointes de Fo.
Comme
M(bA) = M(b*A) = M(A) et M(Fy) =1,

on a donc M(A) < 1/3. Ceci est absurde.
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7.4 Exercices

Exercice 7.4.1 (Vecteurs presqu’invariants) Soit (JIR,L2 (R)) la représentation
réguliére de R. Construire explicitement une suite (f,,) dans L2(R) avec || full2 =
1 etlim;,—o IMR(8) f1 — frll2 = 0 uniformément sur chaque partie compacte de
R.

Exercice 7.4.2 (Moyennabilité d’'une limite inductive) Soit G un groupe loca-
lement compact. On suppose qu’il existe une suite croissante de sous-groupe
fermés et moyennables G,, de G tels que U,en G, est dense dans G. Montrer que
G est moyennable.

En déduire que le groupe %, (N) des bijections o : N — N de support fini
(c-a-d a(n) # n pour au plus un nombre fini d’entiers n € N) est moyennable.

Exercice 7.4.3 (Suites de Folner) Soit I' un groupe dénombrable moyennable
et soit F une partie finie de I'.
(i) Soit € > 0. Montrer qu'il existe f € £1(I'); ; (c-a-d f=0et || fll; = 1) tel que

Inr(Y)f—flli<e  pourtout Ye€F

(avec Ttr(y) f (%) = f(y ™' x).
(i) Soient f, f" deux fonctions dans £'(I') avec f =0, f' = 0. Pour ¢ > 0, soit

S;={yeTl: f(y)y>ttetS,={yel : f'(y)> 1}

Montrer que
+00

If-rf'h :fo Card(S,AS)dt;

en particulier, || fll; = f;° Card(S/)d.

[Indication : On pourra écrire Card(StAS’t) comme une somme de fonctions indicatrices d’intervalles évaluées en ¢ > 0.]

(iii) Soit € > 0. Montrer qu'’il existe une partie finie et non vide S de I telle que

Card(ySAS) <e¢ our tout eE
—— < ur tou {
Card(S) P Y

(iv) Montrer qu’il existe une suite, dite suite de Folner, de parties S, finies et non
vides de I telle que

Card(yS,AS,)
=0 tout erl.
im Card(S,) pour tout 'y

(v) Donner un exemple d'une suite de Folner pour I' = Z.
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Exercice 7.4.4 (Action de Bernoulli et trou spectral) Soit I' un groupe dénom-
brable infini. On considére I'action de Bernoulli ' ~ (X, m) de I sur X = {0, 1}L.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. I' ~ (X, m) possede la propriété (TS) de trou spectral ;
2. T'n’est pas moyennable.

Exercice 7.4.5 (Croissance de groupes et moyennabilité)
Soit I' un groupe de type fini et soit S une partie génératrice finie telle que
S =S~1. On définit la longueur ¢5(y) d'un élément y € T par ¢5(y) = min{neN :
Y € S™}. Soit
ds:TxT —R, (y1,Y2) — €s (Y3 Y1)

(i) Vérifier que dg est une distance sur I" invariante par translations a gauche.

Pour tout n = 1, soit B;, la boule de rayon n dans I" pour la distance ds.

(ii) Montrer que ks := lim,_o, Card(B,)!/" existe.

|Indication : Montrer que la suite (log( Card(B;))) e est sous-additive. ]

(iii) Montrer que si ks = 1, alors kg' = 1 pour tout autre partie génératrice finie
S’ deT telle que S’ =S'"1.

On dit que I est a croissance sous-exponentielle si ks = 1. C’est le cas, en
particulier, si I' est a croissance polynomiale, c-a-d Card(B,) < P(n) pour un
polynéome P.

(iv) Montrer que, si I" est a croissance sous-exponentielle, alors I est moyen-
nable.

[Indication : Construire, a 'aide des boules By, une suite de fonctions fy € ¢2(I") avec llfnll=1etlimp np(y) fn = fnll =0 pourtout yeT.]

(v) Soit I le groupe de Heisenberg discret, c-a-d le sous-groupe de SL3(Z) formé

1 x z
des matrices | 0 1 y |, pour x,y,z € Z. Montrer que I est de type fini et a
0 0 1

croissance polynomiale.

Exercice 7.4.6 (Actions ergodiques co-moyennables et propriété (T)) Soit G
un groupe localement compact possédant la propriété (T) et soit G ~ (X, m)
une action avec une mesure m quasi-invariante et o-finie. On suppose que G ~
(X, m) est co-moyennable.

(i) Montrer qu'’il existe une fonction f € L1(X, m)1,+ telle que

d
dgnrf (x)f(gx) = f(x) pourtout geG, xeX.

(ii) On suppose, de plus, que G ~ (X, m) est ergodique. Montrer que m est équi-
valente a une mesure de probabilité G-invariante sur X.
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Exercice 7.4.7 (Actions fortement ergodiques et trou spectral) Soit ' un groupe
dénombrable discret et I' ~ (X, m) une action mesurable sur un espace de pro-
babilité (X, 98, m), avec une mesure I'-invariante m.
Laction I’ ~ (X, m) est dite fortement ergodique si, pour toute suite A, € 98
telle que
lirlln m(yA,AA,) =0 pour tout YyeT,

onainf, m(A,;)(1-m(A,)) =0.

(i) On suppose que 'action I' ~ (X, m) possede un trou spectral. Montrer que
I' ~ (X, m) est fortement ergodique.

(ii) Montrer que, si I" possede la propriété (T) et si ' ~ (X, m) est ergoddique,
alors I' ~ (X, m) est fortement ergodique.

1 2
Soit I’y le sous groupe de SL,(Z) engendré par les deux matrices a = ( 01 )

10

eth= ( 2 1 ) . On rappelle que I'; est un groupe libre sur {a, b}.

(iii) Soit Y = {0,1}!" avec la mesure de probabilité habituelle m. Montrer que
I'action de Bernoulli I'y ~ (Y, m) posséde un trou spectral et est donc fortement

ergodique.

Soit X :=Y x N*, muni de la mesure de probabilité p définie par
6 &1
p(A):ﬁ Z ﬁm({er : (ynEA}, A c X mesurable.
n=1

On admettra qu’il existe T : X — X mesurable, bijective et préservant p telle
que T(Y x {n}) cY x {n— 1} pour tout n = 2.

Soit I = F3 le groupe libre sur 3 générateurs a, b, ¢ (avec a, b comme plus
haut). On définit une action de I' sur (X, p) par

a(y,n) :=(ay,n), b(y,n) := (by,n), c(y,n) :=T(y,n) pour (y,n) €X.

(iv) Montrer que I' ~ (X, 1) est fortement ergodique mais ne possede pas de
trou spectral.
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Chapitre 8

Marches aléatoires sur des espaces
homogenes et normes d’opérateurs

de Markov

Pour des raisons de simplicité, nous ne considérerons que des groupes dé-
nombrables discrets dans ce chapitre. On fixe un tel groupe I" ainsi qu'une me-
sure de probabilité p € Prob(I') sur I

8.1 Marches aléatoires sur des espaces homogenes

On considere la marche aléatoire sur I" associée a | et définie par des va-
riables aléatoires i.i.d. X,, a valeurs dans I, avec Xy = e; la position Z, de la
marche a l'instant n est donnée par Z,, = X, X;,—1 - - - Xo, avec les probabilités de
transition

P(Zps1 = Y|Zn=x) = pu(y ' x).

Soit maintenant I' ~ (X, m) une action de I sur 'espace de mesuré (X, m).
On considere I opérateur de Markov nx (p) sur L?(X, m), défini par

Tx(WEM) = Y py)nx (@) = ) HEY 1x) pour tout &€ L*(X, m)
yel' yel'

Comme la prochaine section le montrera, il est intéressant de considérer la
norme d’opérateur de mx(u) sur L2(X, m); si m est une mesure de probabilité
invariante, alors L(z) (X) est mx (u)-invariant et c’est plutdt la norme de mx (p) sur
L3(X) qui sera intéressante.

67
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8.2 Représentation unitaires et opérateurs de Mar-
kov

Soit (m, /) une représentation unitaire de I" et g € Prob(I'). On définit un
opérateur linéaire n(p) : /&£ — A par

T(WE= ) py)n(y)§  pourtout &e.#.
yer'

Proposition 8.2.1 1. Onaln(wl <1, c-a-d n(p) est une contraction.

2. Unvecteur € S est un point fixe de n(y) (c-a-d n(p)§ = &) si et seulement
si(y)§ = & pour tout y € T' (W), ot T' (W) =< supp(p) > est le sous-groupe
engendré par le support de 1.

3. Une suite (¢,), dans A avec ||, || = 1 est une suite de points fixes appro-
chés demn(p), c-a-dlimy, ()&, —&,ll =0, si et seulement

liirin It(Y)&n—Enll =0 pour tout yeT ().

Démonstration (i) est évident
(ii) Sim(y)§ =  pour tout y € I'(p), alors il est évident que n(p)§ = &. Réciproque-
ment, supposons que (u)§ = &. Alors

Y RO UEN = (RYE EN = IIEN? = (m(E, &) = 0

yel'

Comme, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, E]1% - (m(Y)E,€) =0, il s’ensuit que
HEES (m(y)€, &) etdonc m(y)E = € (par le cas d’égalité de Cauchy-Schwarz) pour
tout y € supp(p). Ceci implique que n(y)§ = € pour tout y € I'(p).

(iii) Supposons que lim,, |t (Y)¢, — &, ]l = 0 pour tout y € I'(i); comme

IM(WEn = &nll < Y L ITNEL = Enl

yel

et comme [|t(Y)§, —&pll <2 pour tout nettoutyel',ona
lim ()& = Enll = 0.
Réciproquement, supposons que lim, [|t(pn)§, — &, |l = 0. Pour tout n, on a

Y U A= (&R En)) = En & — T(WER)

yel'
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et, comme (par Cauchy-Schwarz),

1€€n, €n = T(WEW| < IT(WEx — Enll,

on adonc

lim " p()(1 = (m(Y)gn,En)) =0,

yel'

Ceci implique que lim,(n(Y)¢,,§,) = 1 et donc
lim (Y& — &nll® = lim2(1 ~ Re(m(y)En, §n)) = 0
pour tout y € supp(p). Linégalité triangulaire montre alors que

lillqnlln(y)én—ﬁnll =0 pour tout yeTI'(p).H

Rappelons que le produit de convolution de py, 12 € Prob(I') est la mesure
de probabilité p; * py € Prob(I') définie par

M1 * H2(Y) = Z (Y8 o (871 pour tout yeT.
o€l

La symétrisée de p € Prob(I') est la mesure de probabilité [1 définie par
ey =piy™H pour tout yeT.

Définition 8.2.2 La mesure de probabilité p sur I est dite adaptéesiI'(n) =1T;
elle est dite fortement adaptée sila mesure [1 * 1 est adaptée.

Remarque 8.2.3 (i) On peut montrer que (voir Exercice 8.4.1) la mesure de pro-
babilité p est fortement adaptée si et seulement si supp(i) n'est pas contenu
dans la classe a gauche (ou a droite) d’'un sous-groupe propre de I'.

(ii) Une mesure fortement adaptée est adaptée, mais la réciproque est fausse :
la mesure 6 sur Z est adaptée et n’est pas fortement adaptée (car [1* L = §y n’est

1
pas adaptée). Par contre, la mesure p = > (01 + ) sur Z est fortement adaptée.

En général, si e € supp(p) et si p est adaptée, alors p est fortement adaptée (voir
Exercice 8.4.1).
(iii) Soient p, v € Prob(I'). Alors (voir Exercice 8.4.2)

T( * V) = () (V) et i) = () *.

En particulier, [1 * i est un opérateur auto-adjoint positif.
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La proposition suivante lie la propriété (TS) de la représentation m a la norme
de I'opérateur mt(p).

Proposition 8.2.4 Soient I' un groupe dénombrable et (n, /) une représenta-
tion unitaire deT'. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) T ne posseéde pas la propriété de trou spectral (1S);

(i) pour toute p € Prob(I'), ona |n(w) | =1;

(ii)’ il existe p € Prob(I') fortement adaptée telle que ||mt(p)| = 1.

Démonstration (i) = (ii) Supposons 7 ne possede pas la propriété (TS); il
existe donc une suite §;, dans # avec ||, = 1 telle que

li)gnllﬂ(y)ﬁn—ﬁnll =0 pour tout yeT.
Soit p € Prob(I') ; posons T = mt(p). Alors, par la Proposition 8.2.1, on a
im I T¢; —&xll =0.

Ceci implique que 1 est une valeur spectrale de T; d’ot 1 < | T| (car le rayon
spectral de T est lim, IT™|I™ < |ITI) et donc || T|| = 1 car T est une contraction.
(ii) = (ii)’ est évident (I'ensemble des p € Prob(I') fortement adaptées n’est
pas vide).

(ii)) = (i) Soit p € Prob(T') fortement adaptée telle que [[(p)| = 1. Alors v :=
[ * p est adaptée. D’autre part, T := m(v) est un opérateur auto-adjoint (voir
Remarque 8.2.3.iii). De plus,

ITI = I *m (Wl = (W * =1.

Donc 1 est une valeur spectrale de T. Il est bien connu les valeurs spectrales
d’un opérateur auto-adjoint sont des valeurs propres approchées (voir [Rudi73]).
Il existe donc une suite (§,);, dans A avec ||, || = 1 telle que

li’rln ITEn —Enll = 0.
Par la Proposition 8.2.1, on a alors
li,r1n IT(Y)En —Enll =0

pour toutyeI'(v)=T.1

Le premier corollaire donne une caractérérisation des groupes de Kazhdan
par le fait que les opérateurs de Markov associées a des représentations sans
vecteur invariant sont de norme < 1.
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Corollaire 8.2.5 (Propriété (T) et norme d’opérateurs de Markov) Soit I un
groupe dénombrable. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) T possede la propriété (T);
(i) pour toute p € Prob(I') fortement adaptée, il existe € = €(p) > 0 tel que,
pour toute représentation unitaire (n, #) avec #* = {0}, on a

[l =1-e.

(ii)’ il existe u € Prob(I) telle que, pour toute représentation unitaire (n, /)
avec A = {0}, ona (| < 1.

Démonstration (i) = (ii) : Supposons, par’absurde, que l’assertion est fausse
pour p € Prob(I') fortement adaptée. Alors, pour tout n = 1, il existe une repré-
sentation unitaire (i, #,) de I" avec Jf,g = {0} et telle que

1
[mp(Wl=1-—.
n\H "
Considérons la représentation unitaire 1 := &,7, de I' sur A := & ,4,. Alors

(Wl =sup [, (WI = 1.

n=1

Par la Proposition 8.2.4, m n'a pas donc pas la propriété (TS). Comme I'
A =@, A0 =0},

ceci est absurde, car I" possede la propriété (T).

Limplication (ii) = (ii)’ est évidente.

(ii)) = (i) : soit u € Prob(I') telle que, pour toute représentation unitaire (1, /)
avec ' = {0}, on a ()l < 1. Limplication (i) = (ii) de la Proposition 8.2.4
montre alors que chaque telle représentation n possede la propriété (TS). Ceci
signifie que I" possede la propriété (T). ®

Le deuxieme corollaire donne une caractérisation de la moyennabilité par
le fait les opérateurs de Markov associées a la représentation réguliere sont de
norme 1.

Corollaire 8.2.6 (Théoreme de Kesten) SoitI" un groupe dénombrable. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) T est moyennable;

(i) pour toute p € Prob(I'), on a ||[np (Wl =1;
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(ii)’ il existe p € Prob(I") fortement adaptée telle que ||mr (W) || = 1.

Démonstration Par le Theoreme 7.2.4), I' est moyennable si et seulement si
la représentation réguliére (nir, £2(I')) de T ne posséde pas la propriété (TS). Le
corollaire est donc une conséquence de la Proposition 8.2.4.1

Remarque 8.2.7 Limplication (ii)’ = (i) du corollaire précédent peut étre mise
en défaut si p est supposée seulement adaptée (voir Exercice 8.4.6).

8.3 Marches aléatoires et rayon spectral d’'un groupe
discret

Soit I un groupe de type fini; fixons une partie génératrice finie S de I' avec
S~1 =S.Nous introduisons le rayon spectral p = p(I', S) associé 4 la marche aléa-
toire simple sur le graphe de Cayley déterminé par S.

Définition 8.3.1 (Graphe de Cayley d'un groupe) Le graphe de Cayley Cay(T’,S)
de I', muni de la partie génératrice finie S = S~ est le graphe ainsi défini :
— les sommets de Cay(I,S) sont les éléments de I';
— un couple (x, y) € I'xI" est une aréte, et on écrit alors y ~ x, si et seulement
siil existe s € S tel que y = xs;

On considere la marche aléatoire X,, simple sur Cay([',S), avec Xy = e et la
probabilité de transition

| B
PXp+1=yIXy=x) = E Siy~x
et P(X,,+1 = yIX,; = x) = 0 sinon. Lopérateur de Markov M : 02(I') — 0%(I) associé
est

1
— > 7r(6y)
|S|§ I'\Og

ol ug est la mesure uniforme sur S. On observera que, pour tout 7,

M =nr(us) =

(M"8,,8.) =g (e) =P(X, =elXo=e)

est la probabilité de retour a 'origine de la marche a I'instant n. Le lemme sui-
vant donne une interprétation probabiliste de la norme de M = nr(Us).
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Lemme 8.3.2 Ona

lim P (X2, = e[Xo = €)'2" = lim ug" (&) /" = I (is) .

Démonstration Comme g est symétrique, on a
2 y 2 2
IM[|= = IM*M|l = lImtr (s * ps) Il = [l (ps) =l = M|
et, comme M? est auto-adjoint,

IM?| = lim (Y S IRE

IM||?> = sup (1imsup<M2”f,f>””),
feCIT] n

ou C[I'] est 'espace vectoriel engendré par {8, : x€I'}.Ona

k k
k
Y ciby, ) €82 < 2max (limsup<M2"5xp5x,->”2" ,
1= n

limsup(M>"
n i=1 i=1

pour tous xi,...,x; € I' et cy,...,c in C. Par ailleurs, pour tout x € I' et toute
mesure de probabilité v € Prob(I'), on vérifie immédiatement que

(r(V)dy, 0x) = (Ir(v)8e0e) = v(e).
D’ou

IMI2 < max limsup (M2"8.., 8.,)'"*" | = limsup((tr (123, 80) 2"
i= n "

Ceci termine la preuve. B

Le nombre

p=limpg It ()|

est habituellement appelé le rayon spectral de 1a marche simple associée a S.

Quand I" n'est pas moyennable, on a p < 1 et ceci signifie que la probabilité
P(Xy;, = elXyp = e) de retour a I'origine décroit exponentiellement vite quand
n — +oo.
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8.3.1 Calcul du rayon spectral pour le groupe libre

Kesten a déterminé dans [Kest59b] la valeur exacte du rayon spectral de la
marche simple sur un groupe libre.

Soit I' = Fy le groupe libre sur N generators ay, ..., ay. Soit p la mesure de
probabilité uniforme sur {ai—’l, e alﬁl} .

1
p(a;) = p(al-_l) =N pourtout 1<i=<N.

Théoreme 8.3.3 (Rayon spectral du groupe libre) On a

2N-1

p=Ilnr(Wl= N

Ce résultat découle du résultat plus général suivant sur le rayon spectral de
la marche aléatoire simple sur un arbre.

Soit T = T4 I'arbre régulier de degré d = 2 (chaque sommet a donc d voisins
etil n'y a pas de boucle).

On considere la marche aléatoire simple sur les sommets de T, avec proba-
bilité 1/d d’aller d’'un sommet vers un de ses d voisins. Soit M : £2(T) — £2(T)
I'opérateur de Markov associé, qui est défini par

Mf(v):é Y fw), pourtout fe€*(T),veT

ou la somme porte sur les sommets w qui sont voisins de v. (Remarquons que
le graphe de Cayley Cay(Fy, {ai—’l, e af—\}l}) est 'arbre régulier Ton de degré 2N
et que M s’identifie a 7, (W)).

Théoreme 8.3.4 (Rayon spectral de la marche simple sur un arbre) On a

2vd-1
P

M|l =

Démonstration Comme M est auto-adjoint, on a (voir [Rudi73]) :
IMI| = sup {(Mf, I = f e (T, 1 fll2=1}.
Comme [(Mf, )l < MIfI,|f]) etque || fllz =l flll2, on a
IMIl =sup{(Mf, f) : fe®T),f=0,lfll.=1}.
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Fixons une origine 0 € T et notons & : T — N la distance a |'origine : 8(v) est la
longueur du plus court chemindeoa veT.

Observons que tout sommet v # o possede d — 1 “descendants", c-a-d des
voisins w avec §(w) = 8(v) + 1 et un unique “ancétre”, c-a-d un voisin w, noté
w(v), avec d(w) = 8(v) — 1; 'origine o possede d voisins qui sont tous des “des-
cendants."

Soit f € L(T) avec f =0 et | f|l» = 1. Alors

d(Mf, f) = Z(Z fw fw)

veT \w~v

= ) f(o)f(w)+2( > f(v)f(w))+Zf(v)f(w(V))

w:6(w)=1 v£o \w:8(w)=086(v)+1 V#£0

:22( > f(v)f(w))

veT \w:6(w)=0(v)+1
Pour v, w € T avec §(w) = 6(v) + 1, on applique I'inégalité

<1 ; 2 _ 2
f(v)f(w)_z(mf(v) VA1 W) )

et on obtient ainsi

- d-1 ) — ) d )
d(Mf,f>_l§o(—mf(v) +Vd-1f(v) )+mf(o)
<Vd-1) 2f(w)?=2vd-1.

veT

Ceci montre que

2vd-1
IMIl = .
d
Pour établir 'inégalité dans 'autre sens, soit A, < 1 une suite croissante de

nombres réels avec lim, A, = 1. Soit f;, la fonction radiale sur T définie par

fn(v) = (\/%) sid(v) = m.

Alors, on calcule que

”fnllgzl_'_z(d(d_l)m-l(%)zm)zl.pi( A2 )

m=1 da-
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et que

2 )\n m+1 )\n m
(anyfn>:3 Z (d(d_l)m_l(d_l)( ) ( 1) )

m=0 vd-1 d—
=)
d—1\1-7A%2)"
D’ou
Mf, 2vd-1
i S _
ol falls d
2vVd—-1
etdonc |[M]| = .a
d
Remarque 8.3.5 (i) Une analyse plus poussée montre qu’en fait le spectre de
2vVd—-1 2vd-1
'opérateur de Markov M comme plus haut est'intervalle | - R

(voir [Kest59b]).

(ii) Soit I' un groupe engendré par N = 2 elements ay,...,an. Soit p le rayon
spectral de la marche aléatoire simple sur I" définie par la distribution uniforme
sur {az—’l,..., alﬁl}. Alors, comme I' est un quotient de Fy;, il découle du Théo-
reme 8.3.3 que (voir Exercice 8.4.3)

v2N-1

>
P=TN
D’autre part, un résultat remarquable de Kesten (voir [Kest59b]) montre

que, si on a égalité p = ~ 2113_1, alors I est le groupe libre sur ay,..., a.

8.4 Exercices

Exercice 8.4.1 (Mesures fortement adaptées) Soit I' un groupe dénombrable
et i € Prob(I') une mesure de probabilité sur I

(i) Montrer que p est fortement adaptée si et seulement si le support supp(p)
de p nest pas contenu dans la classe a gauche (ou a droite) d'un sous-groupe
proprede .

(ii) On suppose que e € supp(p) et que p est adaptée. Montrer que p est forte-
ment adaptée.
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Exercice 8.4.2 (Opérateurs de Markov et convolution) Soient I un groupe dé-
nombrable et |, v € Prob(I'). Montrer que

n(u*v)=n(wmn(v) et () =m(Ww".

Exercice 8.4.3 (Rayon spectral d'une marche-quotient) Soient I" un groupe
discret de type fini et S = S™! une partie génératrice finie de I'. Soient N un
sous-groupe distingué, G = I'/N le groupe quotient et p : I — G ’homomor-
phisme canonique. Alors S= p(S) est une partie génératrice (finie) de T. Soient
ps et pg les rayons spectraux des marches aléatoires X, et X,, = p(X,) simples

sur Cay(T',S) et Cay(T,S). Montrer que

Ps = Pg-
[Indication : Se rappeller que pg = limp P(Xp,, = elXg =€) 121 pyautre part, pour tout n, on a

P(Xp = elXg =€) =PXp eN[Xg = e) =PXp =2lXg =2).]

Exercice 8.4.4 (Norme d’une action de Bernoulli) Soit I' un groupe dénom-
brable infini et T ~ X son action de Bernoulli sur X = {0, 1}!. Soit (myx, L(zJ X)) la
représentation de Koopman associée.

Montrer que, pour toute p € Prob(I'), on a

lex (W < e (.

(Indication : Considérer X = {0, 1}’ commele groupe abélien compact A = Hysl" Z/2Z (voir Exemple 2.3.12) et I' comme groupe d’automorphismes de A ; écrire

une décomposition 12 X)=eq 02 (), o1 O parcourt I'ensemble des I'-orbites dans Al

Exercice 8.4.5 (Un opérateur de Markov de norme 1 sur le groupe libre) Soit

1
I' =F; le groupe libre sur les 2 générateurs a et b. Soit u = 5(661 +8) € Prob(I),

qui est une mesure de probabilité adaptée sur I".On va montrer que ||nr(p) |l = 1,
bien que I" est non moyennable (et donc nr possede la propriété (TS)).

(i) Soit v =06,-1 * u. Montrer que [ (V)| = 1.

(ii) Montrer que [mr (Wl = [tr (V) || et donc [l (Wl = 1.

Exercice 8.4.6 (Comparaison de normes d’opérateurs de Markov avecle rayon
spectral) Soient I' un groupe dénombrable discret et p € Prob(I'). Soient I' ~
X une action sur I'espace mesuré (X, m) et (nx,L?(X, m)) la représentation de
Koopman associée.
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(i) Soit £ € L?(X) avec £ = 0 et ||E] = 1 Montrer, que pour toutn=1,ona

(mx (W€, &) = pn" (e).

(ii) En utilisant la formule du rayon spectral (Lemme 8.3.2), en déduire que

lex (W = ler (-
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