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Exercice 1 (Complétude d’espaces d’applications bornées) Soient T’
un ensemble et (X, d) un espace métrique complet. Soit £>°(7, X') ’ensemble
des applications bornées f : T — X, muni de la distance du(f,g) =
sup;er d(f(t), g(t)). Montrer que (£>°(T, X),d) est complet.

Exercice 2 (Complétude d’espaces d’applications continues) Soient
(X,d) et (Y,9) deux espaces métriques. On suppose que X est compact et
que Y est complet. Soit C'(X,Y’) Pensemble des fonctions continues sur X
a valeurs dans Y.

(i) Soient f,g € C(X,Y). Montrer que, pour sup,¢cy 0(f(z), g(z)) < 0o

(i) On munit C'(X,Y") de la distance doo(f, 9) = sup,cx d(f(z), g(x)). Mon-
trer que (C(X,Y),dx) est complet.

Exercice 3 (Adhérences et intérieurs de boules d’espaces normés)
Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Pour x € E et r > 0, soit B(z, )
(respectivement B(x,7)) la boule ouverte (respectivement fermée) de centre
x et de rayon .

(i) Montrer que B(z,r) est 'adhérence de B(x,r).

(ii) Montrer que B(z,r) est 'intérieur de B(x,r).

(iii) Donner un exemple d’espace métrique (E, d) pour lequel les enoncés (i)
et (ii) sont faux.

Exercice 4 (Normes équivalentes sur K") Soit K = R ou C. Montrer
que les normes = — |[|z]|c0, © — ||z||1 €t z — [|z]|2 sur K™ sont mutuellement
équivalentes.

Exercice 5 (Adhérence d’un sous-espace vectoriel) Soit £ un espace
vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F/. Montrer que ’adhérence
F de F' dans E est un sous-espace vectoriel.

Exercice 6 (Espaces d’applications continues a valeurs dans un es-
pace de Banach) Soient K un espace métrique compact et (E, || -]|) un es-
pace de Banach sur K = R ou C. L’ensemble C(K, E) des applications con-
tinues f : K — E est un espace vectoriel pour les lois: (f+g)(t) := f(t)+g(t)
et (Af)(t) := Af(t) pour f,g € C(K,E) et A\ € K. Montrer que
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est une norme sur C'(K, E) et que (C(K, E), || ||oo) est un espace de Banach.

Exercice 7 (Normes non équivalentes sur C|0, 1]) Soit Ck|[0, 1] 'espace
vectoriel des fonctions continues f : [0,1] — K, ou K =R ou C.
(i) Montrer que
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est une norme sur Ck|0, 1].
(ii) Montrer que (Ck[0,1], ] - |[1) n’est pas complet.

Exercice 8 (Espaces de fonctions hdélderiennes) Soit o €]0,1]. Soit
C?]0, 1] lespace vectoriel des fonctions a-hélderiennes f : [0,1] — R c-a-d
telles qu’il existe C' = C(f) > 0 avec |f(t) — f(s)| < CJt — s|* pour tous
s,t € [0,1]. Montrer que C*[0,1], muni de la norme
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est un espace de Banach.

Exercice 9 (Normes de matrices) Soit K = R ou C. Soit A = (aij)1<i j<n €
M, (K), vue comme application linéaire K" — K".

(i) On munit K" de la norme || - ||oo. Montrer que la norme associée de A
est [|All = maxi<i<n D7 [aijl-
(ii) On munit K" de la norme || - [|;. Montrer que la norme associée de A
est || All = maxi<jcn D2ty asgl-
(iii) On munit K" de la norme || - ||2. Montrer, pour que la norme associée

1/2
de A, on a ||A4| < <sz:1 |al-j|2> / :
(iv) A-t-on égalité dans (iii)?
Exercice 10 (Norme d’un opérateur intégral) Soit K = R ou C. Soit
k :[0,1] x [0,1] — K une fonction continue. Pour tout f € Ckl0,1], on
définit Kf:[0,1] — K par Kf(s) = [; k(s,t)f(t)dt.
(i) Montrer que K f € Ck|0, 1], pour tout f € Ck][0,1].
(ii)* On munit Ck|0, 1] de la norme || - ||oc. Montrer que I’application

K : Ck[0,1] — Ckl[0,1], f — K f

est linéaire et continue et que | K|| = maxo<s<1 fol |k(s,t)|dt.



