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Corrigé

Exercice 1 (7P.) Soient X et Y deux v.a.r qui suivent des lois de Bernoulli, cha-
cune de paramètres 1/2. On suppose que P(X = 1,Y = 1) = 1/12.
(i) Déterminer la loi conjointe de (X,Y), en présentant le résultat sous forme de
tableau.
Solution :

X/Y 0 1 PX

0 1/12 5/12 1/2
1 5/12 1/12 1/2

PY 1/2 1/2 1

(ii) Montrer que XY est une v.a.r. de Bernoulli dont on identifiera le paramètre.
Solution : On a XY(Ω) ∈ {0,1}; comme {XY = 1} = {X = 1,Y = 1}, on a P(XY = 1) =

P(X = 1,Y = 1) = 1/12 et donc XY ∼B(1/12).
(iii) Calculer la covariance Cov(X,Y) ; X et Y sont elles indépendantes?
Solution : Cov(X,Y) = E(XY)−E(X)E(Y) = 1

12 − 1
2 × 1

2 =−1
6 ; comme Cov(X,Y) 6= 0,

les v.a.r X et Y ne sont pas indépendantes.

Exercice 2 (7P.) Pour a ∈ R fixé, soit X une variable aléatoire continue de den-

sité f , donnée par f (x) = a

x +1
pour tout x ∈ [0,1[ et f (x) = 0 sinon.

(i) Déterminer a.

Solution : On a : 1 = ∫
R f (x)d x = a

∫ 1
0

1

x +1
d x = a[ln(x + 1)]1

0 = a ln2 et donc

a = 1

ln2
.

(ii) Montrer que X possède une espérance et la calculer.
Solution : On a∫

R
|x f (x)|d x = 1

ln2

∫ 1

0

x

x +1
d x = 1

ln2

∫ 1

0

x +1−1

x +1
d x

= 1

ln2

∫ 1

0
(1− 1

x +1
d x = 1

ln2
[x − ln(x +1)|10 =

1− ln2

ln2
.

Comme
∫

R |x f (x)|d x = ∫ 1
0 |x f (x)|d x = ∫ 1

0 x f (x)d x = ∫
R x f (x)d x, ceci montre

que E(X) existe et qu’on a E(X) = 1−ln2
ln2 .
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(iii) Déterminer la densité de Y = 1

X−1
.

Solution : On a X(Ω) = [0,1[ (plus précisément P(X ∉ [0,1[) = 0) et donc Y(Ω) =
]−∞,−1]. D’où FY(y) = P(Y ≤ y) = 1 pour y ≥ −1. Soit y < −1; alors, comme
X−1 ≤ 0 et y 6= 0, on a

{Y ≤ y} =
{

1

X−1
≤ y

}
=

{
X−1 ≥ 1

y

}
=

{
X ≥ 1+ 1

y

}
et donc

FY(y) = 1

ln2

∫ 1

1+1/y

1

x +1
d x = 1

ln2
[ln(x +1)]1

1+1/y =
1

ln2
(ln2− ln(2+1/y)).

La densité fY de Y s’obtient en dérivant FY : on a fY(y) = 0 pour y ≥−1 et fY(y) =
1

ln2
× 1

2y2 + y
pour y <−1.

Exercice 3 (6P.) Soit

f : R2 → R+, (x, y) 7→
{

e−x si 0 < y < x

0 sinon .

(i) Vérifier que f est bien une densité.
Solution : On a∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
f (x, y)d yd x =

∫ ∞

0

(∫ x

0
e−xd y

)
d x

=
∫ ∞

0
xe−xd x

=
IPP

[−xe−x]+∞0 +
∫ ∞

0
e−xd x

= 0+ [−e−x]+∞0 = 1.

Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité f .
(ii) Déterminer les densités fX et fY de X et de Y.

Solution : Pour x ∈ R, on a

fX(x) =
∫ ∞

−∞
f (x, y)d y
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et donc fX(x) = 0 pour x < 0 ; soit x ≥ 0, alors

fX(x) =
∫ x

0
e−xd y = xe−x .

Pour y ∈ R, on a

fY(y) =
∫ ∞

−∞
f (x, y)d x

et donc fY(y) = 0 pour y < 0. Pour y ≥ 0, on a

fY(y) =
∫ +∞

y
e−xd x = [−e−x]x=+∞

x=y = 0− (−e−y ) = e−y .

(iii) X et Y sont-elles indépendantes?
Solution : Non, X et Y ne sont pas indépendantes ; en effet, supposons par

l’absurde que X et Y sont indépendantes. On a alors (voir Cours)

∀(x, y) ∈ R2 : f (x, y) = fX(x) fY(y).

On a, en particulier, e−x = e−x xe−y , c-à-d 1 = e−y x ou encore x = e y pour tous
0 < y < x. Ceci est absurde (en prenant y = 1 par exemple, on aurait x = e pour
tout x > 1).


