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Exercice 1 (7P.) Soient X et Y deux v.a.r qui suivent des lois de Bernoulli, cha-
cune de parametres 1/2. On suppose que PX=1,Y=1) =1/12.

(i) Déterminer la loi conjointe de (X,Y), en présentant le résultat sous forme de
tableau.

Solution :

X[ 0 1 [Px]
0 [[1/12 5712 1/2
1 |[5/12 1/12] 1/2
Py [1/2 172 1 ]

(ii) Montrer que XY est une v.a.r. de Bernoulli dont on identifiera le parametre.
Solution : On aXY(Q) €{0,1}; comme{XY=1}={X=1,Y=1}, onaPXY=1) =
PX=1Y=1)=1/12 etdoncXY ~ 28(1/12).

(iii) Calculer la covariance Cov(X,Y); X et Y sont elles indépendantes?
Solution : Cov(X,Y) = EXY) -EX)E(Y) = 15 — 1 x § = —1; comme Cov(X,Y) #0,
les v.a.rX etY ne sont pas indépendantes.

Exercice 2 (7P.) Pour a € R gxé, soit X une variable aléatoire continue de den-
sité f, donnée par f(x) = 1 pour tout x € [0, 1] et f(x) = 0 sinon.
(i) Déterminer a. .
Solution : Ona:1= [ f(x)dx = afol ?dx = al[ln(x + 1)](1) = aln2 et donc
X
1
a=—

In2’
(ii) Montrer que X possede une espérance et la calculer.

Solution : Ona

1 ! 1 (lx+1-1
fle(x)ldx:— de f de
R 0

In2Jy x+1 :E x+1

1 [} 1 1 1-In2
=— 1-——dx=—7I[x-1 +1)|L =

1n2f0 ( x+1 o lnz[x nlx+Dlo In2

Comme [glxf(x)|ldx = folle(x)ldx = fol xf(x)dx = [gxf(x)dx, ceci montre

. ) _ 1-In2
que E(X) existe et qu'on aE(X) = ~5=.




1
(iii) Déterminer la densité de Y = -1
Solution : On a X(Q) = [0, 1] (plus précisément P(X ¢ [0,1[) =0) et doncY(Q)) =
] —oo,—1]. Dot Fy(y) = P(Y < y) =1 pour y = —1. Soit y < —1; alors, comme
X—-1=0ety#0,0na

et donc

1 ! 1 1 1
Fy(y) = — — dx=—/[nx+D]},,,. =—Un2-1In@2+1/y)).
v(y) ln2‘[1+1/yx+1 o lnz[n(x My ln2(n n{ y)

La densité fy deY s'obtient en dérivantFy:ona fy(y) =0 poury=—-1et fy(y) =
1 1

— X —— <-1.
m2 2y2+y poury

Exercice 3 (6P) Soit

—X

e sid<y< x

f:R2~R+,(x,y)H{ ,
0 sinon .

(i) Vérifier que f est bien une densité.
Solution:On a

foofoof(x,y)dydx:foo(f e‘xdy)dx
—00 J—00 0 0

o0
= f xe *dx
0

oo
= [—xe‘x]g""+f e “dx
IPP 0

=0+ [—e"‘]g“’ =1.
Soit (X,Y) un couple aléatoire de densité f.

(ii) Déterminer les densités fx et fy de X etde Y.
Solution : Pour x€ R, ona

fx(x) :f flx,ydy



et donc fx(x) =0 pour x <0; soit x =0, alors

X
Fx () =f e tdy=xe ",
0

PouryeR,ona
K@) =f flx,y)dx

etdonc fy(y) =0 pour y <0. Poury=0,0na

+00

K@) =f e tdx=[-e " 5;°=0-(e ) =e".
y

(iii) X et Y sont-elles indépendantes?
Solution : Non, X etY ne sont pas indépendantes; en effet, supposons par
I'absurde queX etY sont indépendantes. On a alors (voir Cours)

V(x,)eR*:  f(x,) = xx) {().

On a, en particulier, e = e *xe™Y, c-a-d 1 = e™Yx ou encore x = e¥ pour tous
0 < y < x. Ceci est absurde (en prenant y = 1 par exemple, on aurait x = e pour
toutx >1).



