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Chapitre 1

Introduction

La théorie des probabilités est I'analyse du hasard, plus précisément, 'ana-
lyse mathématique de phénomenes ou le hasard intervient. Il s’agit de ’étude
d’événements dépendant d'un grand nombre de facteurs qui échappe a notre
contrdle et dont nous ne savons pas s’ils se réaliseront ou non. Voici quelques
exemples :

— le résultat d'un jeu de hasard : pile ou face dans le lancer d'une piece de

monnaie, nombre obtenu dans le lancer d'un dé, résultat d'une loterie,

— la durée de vie d'un atome radioactif, d’'un individu ou d'une ampoule
électrique, ...

— le lancer d'une fleche sur un cible,

— la quantité de précipitations annuelles dans une région donnée,

— la position d'un grain de pollen en suspension dans 'eau,

— I’évolution du cours de la bourse,

— lerésultat d’'un match de football; etc

La théorie des probabilités, issue a I'origine de la modélisation des jeux de
hasard, occupe aujourd’hui une place centrale dans la plupart des sciences :
analyse des données par la statistique (avec d'innombrables applications a pra-
tiquement a toutes les disciplines scientifiques, de la physique aux sciences hu-
maines, ainsi qu'a de nombreux domaines du monde économique, comme les
assurances ou la finance), modélisation de nombreux phénomenes en sciences
exactes (physique, chimie, biologie, informatique, ...), humaines (économie,
sociologie, par exemple) ou médicales. Aujourd’hui, ses méthodes sont utili-
sées également dans de nombreux domaines des mathématiques, comme les
EDP I'analyse fonctionnelle ou méme la géométrie et la théorie des nombres.
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Chapitre 2

Espaces probabilisés

La premiere notion de la théorie des probabilités est celle d’ expérience aléa-
toire. 1l s’agit d'une épreuve avec un résultat incertain ou inconnu de I'expéri-
mentateur avant que I’expérience n’ait lieu.

2.1 Modélisation d’une expérience aléatoire

La théorie des probabilités fournit une modélisation de I'expérience aléa-
toire.

2.1.1 Univers d’'une expérience aléatoire

Une expérience aléatoire nécessite la donnée d’'un ensemble Q appelé uni-
vers de 'epreuve, décrivant 'ensemble des résultats possibles de I'expérience,
chacun des éléments w € Q) étant une issue ou eventualité de |'épreuve.

Lensemble Q peut étre fini, dénombrable infini ou méme infini non dé-
nombrable. Dans les exemples plus haut, on peut choisir

— Q = {PF} dans un tirage a pile ou face; Q = {PP,PE FE FP} dans deux ti-

rages a pile ou face; Q = {P,F}N pour une infinité de irages a pile ou face;

— Q={1,---,6} dans le lancer d'un dé;

— Q=[0,+oo[ pour la durée de vie d'un atome radioactif, d'un individu ou

d’'une ampoule électrique;

— Q=R? pour le lancer d'une fleche sur une cible;

— Q=C([0,+00[,R®) pour le mouvement d’'un grain de pollen dans I'eau.
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2.1.2 Eveénements, tribus

Une fois 'univers Q choisi, on s’'intéresse a la réalisation ou non d’évene-
ments particuliers. Un événement est une propriété dont on peut dire si elle est
vérifiée ou non une fois le résultat de I'expérience connu. Un événement est dé-
crit par un sous-ensemble de Q, qui représente les réalisations de I’événement.
Par exemple, le lancer de deux dés est modélisé par

Q:{l,"',G}X{l,"',G},

et 'évenement “la somme des deux lancers est égale a 4" correspond au sous-
ensemble {(1,3),(3,1),(2,2)}.

Lensemble des événements associés a une expérience aléatoire est donc
décrit par un sous-ensemble & des parties de Q. Les éléments w € Q sont les
“éveénements élémentaires". L' événement impossible s'identifie a 'ensemble
vide @ et ]’ événement certain a Q. Les opérations logiques telles que “ou" et
“et" se traduisent par les opérations ensemblistes “réunion” et “intersection"”
Voici un tableau des correspondances entre ces deux langages

Symbole | Language ensembliste Language probabiliste
Q ensemble plein événement certain
0} ensemble vide événement impossible
A sous-ensemble de Q) évenement
) élément de Q évenement élémentaire
AUB réunion de A et B AouB
ANnB intersection de A et B AetB
A° complémentaire de A | événement contraire de A
AcB Ainclus dans B A implique B
AnNB=¢@ | AetBsontdisjoints | AetB sontincompatibles

Soit Q I'univers d'une expérience aléatoire et soit & < 22(Q) I'ensemble des
évenements. Il pourrait semblait raisonnable de prendre & = 22(Q). C’est ce
choix qui sera fait en général quand Q est dénombrable. Cependant, dans le cas
ol Q n'est pas dénombrable, il sera en général impossible d’associer a chaque
partie de Q2 une probabilité de facon cohérente. Pour cette raison, on choisira
pour & un sous-ensemble strict de £2(Q2), pour lequel on imposera des condi-
tions naturelles de stabilité.

Définition 2.1.1 (Tribu) Un sous-ensemble & de 22(Q) est appellé tribu (ou
o-algebre) siles propriétés suivantes sont satisfaites :
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(i) Qe %,

(ii) pourtoutAe %, onaAfe Z (stabilité par complémentaire) ;

(iii) pour toute suite (Ay), d’éléments de &, on a U, A, € & (stabilité par
réunion dénombrable).

Remarquons tout de suite qu’'une tribu est stable par intersection dénom-
brable. Tout d’abord, rappelons les formules de Morgan et les formules de dis-
tributivité.

Remarque 2.1.2 (Rappel) Pour (A;);e; une famille quelconque de parties de
I'ensemble QetBc Q,ona

c
L_J[Xi ::r-]}\g et

i€l iel

UA;

iel

c
-Un;

iel

A

iel

BN =JBnA; et Bu

iel

A

iel

=[BUA;.

iel

Proposition 2.1.3 Soit% une tribu de parties de). Alors les propriétés suivantes
sont satisfaites :
() peF;
(iii) pour toute suite (A,), d'éléments de &, on a(\, A, € F (stabilité par
intersection dénombrable).

Démonstration (i) Par les propriétés de tribu, ona Q € F et donc @ = Q¢ € &.
(i) Par les propriétés de tribu, on a AS, € &# et donc U, A, € &. 1l s’ensuit, par
les formules de Morgan, que

A =AY eF.m
n n

La proposition suivante se vérifie immédiatement a partir de la définition
d’'une tribu.

Proposition 2.1.4 Soit (%;)ic1 une famille de tribus de Q). Alors & := Nje1F; est
une tribu de Q.1

Corollaire 2.1.5 Soit € < 22(Q)). Lintersection des tribus de 2?(Q)) contenant €
est une tribu s'appelle la tribu engendrée par € et est notée o(€). On a donc
0(6) = NgF, ou F parcourt l'ensemble de tribus contenant €. C'est la plus
petite tribu contenant 6.
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Exemple 2.1.6 (i) 22(Q) est une tribu, appelée tribu triviale;

(ii) {Q, @} est une tribu, appelée tribu grossiere;

(iii) Soit A c Q; alors {Q, A, A%, @} est une tribu; il est clair que c’est la tribu o (A)
engendrée par A;

(iv) Soit Q = R et € I'ensemble des intervalles | —oo, a] pour a € R. La tribu ¢ (¥)
s’appelle la tribu des boréliens de R et contient tous les intervalles de R.

2.1.3 Mesures de probabilité

Soit Q un univers muni d'une tribu d’évéenements %. Un mesure de pro-
babilité sur & permet d’attribuer a chaque évenement un nombre réel dans
[0,1] qui mesure le degré de confiance que I'on a quant a la réalisation de cet
évenement.

Définition 2.1.7 (Mesure de probabilité) Une mesure de probabilité sur (Q, F)
est une application P: &% — [0, 1] possedant les deux propriétés suivantes :
Q) [P = L]
(ii) (o-additivité) pour toute suite (finie ou dénombrable infinie) d’éléments
A, d’éléments deux-a-deux dispoints de &, deux-a-deux dispoints de

F,ona|P(JA,) =) PAy,).
n n

On dit que le triplet (Q2, %, P) est un espace probabilisé ou un espace de proba-
bilité.

Voici quelques propriétés immédiates d'une mesure de probabilité.

Proposition 2.1.8 Soit (Q,F,P) une espace de probabilité. Alors les propriétés
suivantes sont satisfaites :
(i) P(A°) =1—-P(A) pour tout A€F;
(ii) P(@) =0;
(iii) (monotonie) P(A) < P(B) pour tous A,B € & avec A C B;
(iv) P(AUB) =P(A) +P(B) —P(ANB) pour tous A,B € & avec A cC B;
(v) (sous-co-additivité) P(U,A,) <, P(A;) pour toute suite (éventuellement
finie) (Ay,),, dans F;
(i) P(A) =) ,P(AnA,) pour tout A € F et toute partition (A,,),, de) par des
évenementsA, € F.

Démonstration (i) Les évenements A et A° sont disjoints et donc, par les pro-
priétés de P,
1=P(Q)=PAUA") =P(A) + P(AY).
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(ii) estle cas particulier A = Q de (i).
(iii) On a
PB)=PAU(B\A)=PA)+PB\A) =PA).
(iv) On a des partitions AUB =AU (B\(AnB)) et B= (AnB)U(B\(ANB)) etdonc

P(AuB)=P(A) +PB\(AnB)) =PA) +P(B)-P(AnB).

(v) On définit By = Ag et, de maniere recursive, B,,;1 = A, \U;C’=O Ap AlorsUyA;, =
UpB,. Comme les B, sont deux-a-deux disjoints et comme B, cA,, ona

P(UyAy) =P(UyBy) = ZP(Bn) = ZP(An)-
n n

(vi) découle du fait que A= U, (ANA,) et de la o-additivité de P.H

Souvent, nous aurons a calculer la probabilité d’'une réunion croissante ou
d’une intersection croissante d’évenements; le lemme suivant nous sera utile

Lemme 2.1.9 (Limites monotones) (i) Soit (A,) une suite croissante d'événe-
ments, c-a-d A, € A1 pour tout n. Alors, pour A:=U,A,, ona

P(A) = li’rlnP(An).

(ii) Soit (B,,) une suite décroissante d'évenements, c-a-d B, 11 c B, pour tout n.
Alors, pourB:=n,B,, ona

P(B) = li’rlnP(Bn).

Démonstration (i) On définit By = Ay et, de maniére recursive,

n—-1
B,=A,\|JArx pourtout n=1
k=0
Alors, pour tout n€ N,onau?’ A; =U? B;etdoncA=UjenA;. OrU? A;=A,,
car la suite (A;), est croissante. Comme les B, sont deux-a-deux disjoints on
on a donc

P(A)=P(U,B,) =) P(B,)
n
= lirrln;)P(Bn) = li}gnP(u?zOBi)
=limP(A,).
n



8 Notes Cours PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka

(ii) On pose A, := BY,. Comme (B,), est décroissante, (A,), est croissante et on
a dong, par (i), P(A) =lim, P(A,) pour A = U,A,. Or, par la formule de Morgan,

UnAn = Uanl = (ﬁan)c = BC.

P(B) = 1 -P(B) = 1 - limP(A,)
=1-1limP(B}) = 1 - (1 - limP(B,))
=1limP(B,).m

2.2 Espaces de probabilité finis ou dénombrables

Soit Q = {w; : i € I} pour un ensemble I fini ou dénombrable infini, muni de
la tribu 22(Q2). Une mesure de probabilité sur 22(Q2) est entierement déterminée
par sa valeur sur les événements élémentaires ;. Commencons par une rappel
sur les séries convergentes a termes positifs ; concernant sa preuve, voir le cours
sur “Suites et séries numériques".

Lemme 2.2.1 Soit(a,)en une suite de nombres positifs tels que la série)_,cn an
est convergente et soit s sa somme.

(i)(Commutativité)Soito : N — N une bijection. Alors la série}_ ,en Gg(n) €St conver-
gente de méme somme s.

(i) (Convergence “envrac") SoitN = U;cNN; une partition deN en sous-ensembles
N; = b, bgi), ..., }. Alors, pour chaque i €1, la série ) ,>¢ bg) est convergente et,
on notant s sa somme, la série ¥ ,,cn s\ est convergente de méme somme s. On

peut donc écrire
Y. an=) () ap.m
neN ieN neN;

Remarque 2.2.2 Soit ) un ensemble dénombrable et f : Q — [0, +o0o[ une fonc-
tion a valeurs positives telles que la série Y ,cn f(p(n)) est convergente pour
une bijection ¢ : N — Q (“énumération" de Q). Alors }_ ,,cn f (W(n)) est conver-
gente et de méme somme, pour tout autre bijection ¢ : N — Q. On peut donc
écrire sans ambiguité ), f(w) eton a

Y. f@=) () flw),

we ieN weQ;

pour toute partition Q = U;en ;.
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Proposition 2.2.3 (i) Soit P une mesure de probabilité sur 2 (Q). On définit p :
Q—1[0,1],w — py, par p, =P{w}). Alorsonay ,ecqpo, =1 et

P(A) =) p, pourtout AePQ).
weA
(ii) Réciproquement, soit p : Q — [0,1],w — p,, une fonction telle que ) ,cq P =
1. Alors la fonction P : 22(Q)) — [0, 1] définie par

PA) =) p,  pourtout A€P(Q),

weA

est une mesure de probabilité sur 2 ().

Démonstration (i) Comme A = Uyepi{w} est une partition de A, pour toute
partie A de Q, on a par o-additivité

P(A) =P(Upeain}) = Z P({w}) = Z Po
WEA WEA
et en particulier 1 =P(Q) =) ,cq Po-
(ii) On a tout d’abord P(Q) =Y ,cq P = 1. Ensuite, soit A = U, A, une partition
de A c Q. Alors, en utilisant le rappel précédent (Lemme 2.2.1), on a

PA) =) po=)_() po)=)_PAy,.

WEeA n weA, n

Ceci montre la o-additivité de P.R

2.2.1 Espaces de probabilité finis

Soit Q un ensemble fini, de cardinal Card(Q2) = n. Un cas particulierement
important est celui ot1 la méme probabilité est associée a chaque résultat pos-
sible de I'expérience. (Ceci n’est pas possible quand Q = {w,w>,...} est infini :
on aurait alors 1 =P(Q) = Y9, p = +o0, si P(w;) = p >0.)

Définition 2.2.4 On appelle mesure de probabilité uniforme sur Q la mesure
de probabilité définie par la fonction p: Q — [0,1],w — 1/n. On dit dans ce cas
qu’il y a équiprobabilité.

La probabilité d'un évenement A c Q) est alors donnée par la formule

B Card(A)

P(A) = Card(Q)
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c-a-d, la probabilité de A est

nombre de cas favorables

P(A) =

nombre total de cas

Exemple 2.2.5 On lance deux dés et on s’'intéresse a la probabilité de I'évene-
ment
A: “lasomme des points obtenus est 4".

Lexpérience est modélisée par I'univers Q = {1,...,6}?, muni de la mesure uni-
forme

1
P({w} = 5 pour tout o € Q.
Alors A correspond a la partie {(1,3), (2,2),(3,1)}. On a donc

Card(A) 3 1
PA) = ———=—=—.
Card(QQ) 36 12

2.2.2 Dénombrements

Les calculs de probabilités dans le cas d’équiprobabilité se raménent sou-
vent a des calcul de cardinaux d’ensembles, c-a-d a des problémes de dénom-
brement.

Voici quelques formules simples concernant les cardinaux d’ensembles.

Proposition 2.2.6 (i) Soit E un ensemble fini et A et B deux parties deE.
1. si A et B sont disjoints, alors Card(A U B) = Card(A) + Card(B);
2. Card(A°) = CardE — Card A;
3. Card(AuUB) = CardA + Card B — Card(An B).

(ii) Soient Ey,Ey, ..., E, des ensembles finis. Alors
Card(E; x --- x E;) = Card(E;) - -- x Card(E,,).

Exemple 2.2.7 On tire au hasard un nombre entre 1 et 1000. Quelle est la pro-
babilité pour que ce nombre soit divisible par 2 ou 5?

On modélise 'expérience par I'univers Q = {1,2,...,1000}, muni de la pro-
babilité uniforme. Soient A I’événement “le nombre est divisible par 2" et et B
I’évenement “le nombre est divisible par 5". Alors

Card(A) =1000/2 =500, Card B = 1000/5 = 200, Card(AnB) =1000/10 =100
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et donc
Card(AuUB) = Card A + Card B — Card(A nB) = 600.

La probabilité cherchée est donc p = 600/1000 = 0.6.

Mentionnons quelques formules concernant les cardinaux d’ensembles d’ap-
plications.

Définition 2.2.8 (Listes et arrangements) Soient E un ensemble fini. Soit p €
N*.

(i) On appelle p-liste d’éléments de E tout p-tuplet (x1,..., xp) dans EP.

(ii) On appelle p-arrangement d’éléments de E tout p-tuplet (x1,...,xp) dans
E?, avec x; # xj pour tout i # j.

Proposition 2.2.9 SoientE etF deux ensembles finis de cardinaux respectifs p et
n.

(i) Le nombre d'applications f : E — F est nP et est égal au nombre de p-liste
d’éléments deF.

(ii) Soit p < n. Le nombre d'applications injectives f :E — F est

n!

AZ::nx(n—l)x---x(n—p+1): (n—p)!;

ce nombre est égal au nombre de p-arrangements d'éléments de E
(iii) Le nombre d’applications bijectives f :E — E est

nl:=nxmn-1)x---x1;
ce nombre est égal au nombre de permutations d’éléments deE.

Démonstration Soit E = {x;,..., xp}.

(i) Se donner une application f : E — F revient a choisir une p-liste (f(x1),..., f(xp))
d’éléments de E Pour chaque x; € E, il y a n choix possibles pour f(x;) et donc

nP choix possibles pour f.

(ii) Se donner une application injective f : E — F revient a choisir un p-arrangement
(f(x1),..., f(xp)) d’éléments de E Pour x1, il y a n choix possibles; quand f(x;)

est fixé, il y a n — 1 choix possibles pour f(x,), car f(x2) # f(x1) par injectivité

de f; de proche en proche, on voit qu’il y a

nxmn—1)x---x(n—p+1)

choix possibles pour f.
(iii) On applique (ii) a E=F etdonc p = n.l
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Exemple 2.2.10 On considére une urne contenant zn boules numérotées de 1 a
n (et donc discernables).

(i) (Tirage avec remise et ordonné) On effectue p-tirages successifs en remet-
tant a chaque fois la boule tirée. Le nombre de tirages possibles est le nombre
de p-listes et est donc n”. Par exemple, le nombre de mots de 5 lettres formés
avec 'alphabet latin est 26° (ici n = 26, p = 5).

(i) (Tirage sans remise et ordonné) On effectue p-tirages successifs en ne re-
mettant pas la boule tirée. Le nombre de tirages possibles est le nombre de p-
arrangements et est donc AY = nx (n—1) x--- x (n— p+1). Par exemple, la pro-
babilité de gagner au tiercé avec 20 chevaux en course est

1

— = =——— ~0.0002.
A3, 20.19.18

Passons maintenant au dénombrement de parties d’ensembles.
On rappelle que pour 0 < p < n, le coefficient binomial (Z) est défini par

’

n\| n! _n(n—l)---(n—r+1)
p| pln-p)! r!

avec la convention 0! = 1.

Définition 2.2.11 (Combinaisons) Soit E un ensemble fini a n éléments et 0 <
p < nun entier.

(i) On appelle combinaison de p-éléments de E toute partie de E a p-éléments.
(ii) On appelle combinaison avec répétition de p-éléments de E tout n-tuplet
(ki,...,ky) dans N" avec ky +---+ k,, = p.

Proposition 2.2.12 SoitE un ensemble fini a n éléments et0 < p < n un entier.

. . . n!
(i) Le nombre de combinaisons de p-éléments deE est (") = ————.
P pl(n—-p)!
(ii) Le nombre de combinaisons avec répétitions de p-éléments deE est (" ;f Il) =

(n+p-1)!
pl(n—-1)!

Démonstration (i) Soit ¢/, le nombre de combinaisons de p-éléments. Le nom-

(n—p)!

bre de p-arrangements est A} = . Pour choisir un p-arrangement, on



COURS PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka 13

choisit une combinaisons de p-éléments (pour laquelle il y a ¢, choix pos-
sibles) et on ordonne ces éléments (il y a p! choix possibles). D’ol1 AL = ¢! x p!

et donc
|
plin-p! \p

(ii) Soit T'? le nombre de combinaisons avec répétitions de p-éléments. Alors
I'? est le nombre d’applications f:{1,...,n} — {0,..., p} vérifiant

f+--+ f(n)=p.

On aligne n + p — 1 objets, disons des boules blanches; on en colorie n -1 en
noir. A chaque coloriage correspond une et une seule application f vérifiant

f)+--+ f(n) =p.

En effet, on définit f(1) comme le nombre de boules blanches a gauche de la
lere boule noire; f(2) comme le nombre de boules blanches entre les 2 pre-
mieres boules noires; f(3) comme le nombre de boules blanches entre les boules
noires suivantes, et ainsi de suite.

Réciproquement, si f: {1,...,n} — {0, ..., p} vérifiant f(1)+---+ f(n) = p est
donnée, on colorie la boule numéro f(1) + 1, puis la boule f(1) + f(2) + 2, etc,
jusqu’alalaboule f(1)+---+ f(n—1)+n—1. Commeilya (";f;l) choix possibles
pour le coloriage, on abien T’} = ("7 7).

Par exemple, si n =7 et p =5, on dessine 11 boules (carrées!)

O

On en colorie 6 en noir
| [m(m] [m] [ [m] [ [m

Lapplication f:{1,...,n} — {0, ..., p} correspondante est donnée par f(1) =0, f(2) =
2,f3)=1,f4=0,f5=1,f6)=0,f(7) =11

Exemple 2.2.13 On considére une urne contenant n boules numérotées de 1 a
n (et donc discernables)

(i) (Tirage sans remise et non ordonné) On effectue p tirages successifs en
ne remettant pas la boule tirée et sans se soucier de I'ordre d’apparition des

boules. Le nombre de tirages possibles est le nombre de p-combinaisons et est

n!

donc (") = ————.
(”) pl(n—p)!
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Par exemple, le nombre de bindmes dans une classe de 30 étudiants est

30!

) = =30.29/2 = 435.
21(28)!

(i) (Tirage avec remise et non ordonné) On effectue p-tirages successifs remet-

tant a chaque fois la boule tirée. On ne s’intéresse pas a I’ordre d’apparition des
boules, mais seulement au nombre k;,..., k,, ou k; désigne le nombre d’appa-
ritions de la boule i. Il s’agit du nombre de p-combinaisons avec répétition de
E={1,...,n}.

Considérons I'exemple suivant : 4 listes se présentent a des élections, ou 9
sieges sont a pourvoir. Le nombre de répartitions de siéges possibles entre les
listes est le nombre de 4-uplet (k,..., ky) dans N* avec k; + kp + ks + ks = 9, ol
k; représente le nombre de sieges de la liste i € {1,2,3,4}, c-a-d du nombre de
combinaisons avec répétition de 9-éléments de {1,2, 3,4} (ici, n =4 et p =9) qui

est donc égale a
9+4-1 12} 9x8x7
= :—:84
4-1 3 1x2x3

Exemple 2.2.14 (Nombre de piles dans un jeu de pile ou face) Pour 0 < k < n,
on cherche la probabilité de I'évenement

Ay : “obtenir exactement k piles”

en n parties de pile ou face avec une piéece équilibrée. Cette expérience aléatoire
est modélisée par Q = {0,1}", I'ensemble des suites (ay, ay,...,a,) avec a; = 1
si on obtient pile au i-iéme lancer et a; = 0 sinon. L'évéenement en question
correspond a la partie

Ar={ay,...,an)€EQ : a1 +---+ay, = k}.

Alors on a Card(Ay) = (’,Z), car chaque (ay,...,a,) € Ay correspond a une par-
tie unique de {1,...,n} avec k éléments : 'ensemble des i € {1,...,n} tels que
a; = 1. Réciproquement, a une partie X de {1,...,n} avec k éléments, on peut
associer un unique élément de Ay : I'élément (ay,...,a,) € Q tel que a; = 1 si et
seulement si i € X.

Il s’ensuit que
_CardAp) (7))
~ Card(Q) 27’
Nous verrons plus tard que ceci est un cas particulier de la loi binomiale. Ober-
vons que la formule plus haut permet de retrouver le fait que

P(Ag)

Card(Z(E)) = 2"
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pour tout ensemble fini E avec Card(E) = n. En effet,

n n n
Card(Z2(E)) = ) Card(Ap) = )_2"P(Ax) =2" ) P(Ap) =2".
k=0 k=0 k=0
Exemple 2.2.15 (Sondage simple) On considére une urne contenant N boules
dont N; sont blanches et N, noires, avec N = N; + N». On effectue un tirage
de n < N boules sans remise. Pour 0 < k < n, on cherche la probabilité de
I’évenement Ay :“obtenir exactement k boules blanches." Il y a (1,\11) tirages pos-
sibles. Si on considere que ces tirages sont équiprobables, on peut modéliser
I'expérience par 'univers (2, I’ensemble des sous-ensembles a n ensembles de

{1,...,N}. Le nombres de tirages avec exactement k boules blanches est () (2.

D’ou N N
() ()
N
(o)
C’est un cas particulier de la loi hypergéométrique.

Par exemple, dans une main de Poker, on tire 5 cartes parmi 52. La probabi-
lité d’obtenir un paire d’As est

P(Ay) =

P(“paire d’'As") = ~0.144.
Exemple 2.2.16 (Probleme des anniversaires) On cherche la probabilité p,
que, parmi n personnes, au moins deux d’entre elles soient nées le méme jour.
On suppose que les naissances sont équidistribuées sur 'année et on ne tient
pas compte des années bissextiles.

On modélise cette expérience par Q ={1,...,d}" avec d = 365, qu'on munit
de la mesure uniforme. On considere I'évenement

A: "au moins deux personnes sont nées le méme jour".

Alors A€ est I'évenement “les n personnes sont nées en des jours différents"”;

Card (A°) est donc le nombre de n-arrangements dans un ensemble a d élé-

dd-1)...(d- 1
ments. D’ou P(A€) = ( )dr(l nt )etdonc

dd-1)...(d-n+1)
an '

pn=PA)=1-PA°)=1-
On trouve

P20 ~ 0.41, P30 ~ 0.71, Pao ~ 0.89, Pso ~ 0.97.
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2.2.3 Probabilités conditionnelles

Considérons le lancer d’'un dé équilibré, modélisé par Q2 = {1,...,6} muni de
la probabilité uniforme. La probabilité d'un évenement A (comme, par exemple,
“obtenir 4 ou plus") est donnée par

B Card(A)

P(A) = Card(Q)

(donc 1/2 dans I'exemple). Supposons qu’'on dispose de l'information qu'un
évenement B s’est produit (comme, par exemple, “le résultat est pair" et donc
B =1{2,4,6}). Alors, I'univers des cas possibles ainsi que '’ensemble des cas favo-
rables ont changé : Q) est remplacé par B et A par An B. La nouvelle probabilité

est
Card(AnB)

Card(B)
(donc 2/3 dans I'exemple).

Définition 2.2.17 (Probabilité conditionnelle) Soient (Q2,%,P) un espace de
probabilité et B € & avec P(B) > 0. Pour tout A € &, la probabilité conditionnelle
de A sachant B, notée P(A|B) estle nombre

P(ANB)

P(A|B) = P®B)

Voici quelques propriétés importantes des probabilités conditionnelles.

Proposition 2.2.18 Soient (0, %,P) un espace de probabilité, A,B € F avecP(A) >
0 etP(B) > 0. Alors

] P(ANB) = P(B)P(A|B) = P(A)P(B|A). \

. . s P(ANnB) P(ANB)
Démonstration On a, par définition, P(A|B) = ———— et P(B|A) = ———.
P(B) P(A)

L assertion s’ensuit. ®

Proposition 2.2.19 Soient (0, %,P) un espace de probabilité etB € & avecP(B) >
0. Alors l'application

P(B):#—[0,1], A—P(AIB)
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est une mesure de probabilité, c-a-d

1) P(QB) =1;

(ii)) P(A°|B) = 1 — P(A|B) pour tout A€ F;

(i) P(U,A,|B) =), P(A,|B) pour toute suite Ay, A,, ... d’évenements disjoints de
Z.

Démonstration Les propriétés (i), (ii) et (iii) sont des conséquences immé-
diates du fait que P est une mesure de probabilité sur .1

Théoreme 2.2.20 (Formule des probabilités totales) Soit (2, & ,P) un espace de
probabilité et soit Q) = U, B,, une partition de Q) pour une suite (finie ou infinie)
d’évéenements B, € &.

(i) Formule des probabilités totales- 1ére version) Pour toutAe &, ona

P(A)=) P(ANnB,).

(i) Formule des probabilités totales- 2éme version) On suppose que P(B,) >0
pour tout n. Pour toutA€ %, ona

P(A) =) P(AB,)P(B).
n

En particulier, pour toutBe & avecO0<P(B)<1,0na

P(A) =P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B) | pour tout A€

Démonstration (i) On a A = U,AnB,, car Q = U,B, est une partition. Les
évenements AN B, étant disjoints, on a donc

PA) =P(U,ANB,) = ZP(AHBH).
n
(ii) La formule découle de (i) et du fait que P(An B,,) = P(A|B,)P(B,,), par défi-
nition de P(A|B,,).l

Le conditionnement est souvent utilisé dans les expériences aléatoires qui
comportent plusieurs étapes.
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Exemple 2.2.21 Dans une population donnée, on pense qu'une personne sur
1000 est atteinte d'une certaine maladie. On met au point un test médical pour
la dépister. Il s’avere que le test déclare positifs 99% des malades testés ainsi
que 2% des personnes saines. On choisit une personne au hasard (1ére étape :
elle peut étre malade ou non) et on la soumet au test (2eme étape : le test peut
étre positif ou non).
Soient A I'évenement “le test est positif" et B 'évéenement “la personne est
malade". Alors
1 99 2
P(B)=——, P(A|B) = —, P(A|B®) = —.
1000 100 100
La probabilité (“totale") de I'événement A est

P(A) =P(A|B)P(B) + P(A|B)P(B®)
99 1 2 999 )
~ 1001000 1001000
La lere étape dans I'’exemple plus haut peut étre vue comme une “cause" (ma-
ladie ou non) et la 2éme comme une “conséquence" (test positif ou non). On
peut essayer de retrouver la cause en partant de la conséquence. C’est la for-

mule de Bayes (ou “formule de la probabilité des causes").

Théoreme 2.2.22 (Formulede Bayes) SoitA,B € & avecP(A) >0et0<P(B) < 1.
Alors

P(A|B)P(B) 3 P(A|B)P(B)
P(AnB)+P(AnB¢ P(A|B)P(B)+P(AIB°)P(B)
Démonstration On a, d’apres la formule des probabilités totales,

P(A|B)P(B) = P(B|A)P(A)
=P(B|A)(P(ANB) + P(ANB")
=P(B|A)(P(A|B)P(B) + P(A|B)P(BY)).

P(B|A) =

Exemple 2.2.23 Reprenons|’exemple plus haut. Calculons la probabilité P(B|A)
qu'une personne testée positive (évenement B) est effectivement malade (éve-
nement A). Ona
P(A|B)P(B)
P(AnB)+P(AnB¢

~ 0.99 x 0.001

~0.99 x 0.001 +0.02 x 0.999

~0.05,

P(B|A) =

ce qui est une probabilité tres faible.
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Théoreme 2.2.24 (Formule des probabilités composées) Soit (Q0, F,P) un es-
pace de probabilité et soient Ay, ...,A, € F tels queP(A;N---NA,) > 0. Alors, on
a

P(A1n---NnAy,) =PADPA2|A1)P(A3|A1 NA) - -P(AplA1N---NA,-1). ‘

Démonstration On a

P(A1)P(A2|AP(A3IA1 NAR) - P(AplA1N---NAy) =
P(AonA;) P(AsNnAsnAy) PA1n---NnAy,)

P(A) P(AxNAy) PA1N---NAu-1)
=PA1N---NA,).

=P(Ay)

On observera que toutes les probabilités conditionnelles sont bien définies : on
aP(A;n---NnA;)>0pourtout i car P(A;n---NA,) >0 par hypothése.ll

2.2.4 Indépendance

Etant donnés deux événements A et B dans un espace de probabilité (2, %, P),
supposons que la réalisation de A ne dépende pas de celle de B; cela veut dire

que la probabilité de A sachant B est simplement celle de A : P(A|B) = P(A),

P(AnB
c-a-d PANB) =P(A). Nous dirons alors que A est B sont indépendants.

Définition 2.2.25 (Indépendance de deux événements) Soit (Q2,%,P) un es-
pace de probabilité. Deux événements A et B dans & sont dits indépendants
si

[P(ANB) =P(A)P(B). |

Remarque 2.2.26 Deux évenements A et B avec P(A) > 0 et P(B) > 0 sont indé-
pendants si et seulement P(A|B) = P(A) ou bien si et seulement P(B|A) = P(B).

Exemple 2.2.27 Considérons le lancer d'un dé équilibré, modélisé par I'uni-
vers Q ={1,2,3,4,5,6}, la tribu 22(Q) et la mesure de probabilité uniforme. Les
évenements A : « le résultat est < 4 » et B : « le résultat est pair » sont indépen-
dants : en effet, on a
P(A) = 1_2 P(B) =
6 3 B
etdonc P(AnB) =P(A)P(B).

, P(ANB) =

[N\
W | =

| w
N =



20 Notes Cours PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka

Proposition 2.2.28 Soient A et B deux événements indépendants. Alors A et B¢
sont indépendants.

Démonstration On a
A=(ANnB)U(ANnBY

et donc, la réunion étant disjointe et les évenements A et B indépendants,

P(ANB‘) =P(A)—P(ANB)
=P(A)-PAPB) =PA)(1-P(B))
=P(A)P(BY),

ce qui prouve I'indépendance de A et B°.l

Définition 2.2.29 (Indépendance d’une famille d’événements) Soit (2, %,P)
un espace de probabilité et soit (A;);e; une famille (finie ou infinie) d’évene-
ments dans %.
— On dit que les évenements A; sont mutuellement indépendants (ou bien
indépendants) si, pour toute partie finie ] cI, on a

P(NjgAj) =[[P@A).
i€l

En particulier, des évenements Aj,..., A, sont dits mutuellement indé-
pendants, si pour toute partie finieJ < {1,...,n},onaP(NjgA;) =1 P(A;).

— On dit que les événements A; sont deux a deux indépendants (ou bien
indépendants) si, A; et Aj sontindépendants pour tout i # j (c-a-d P(A;n
Aj) =PA)HP(A))).

Remarque 2.2.30 Il est clair que, si des évenements A; sont mutuellement in-
dépendants, alors ils sont deux a deux indépendants. La réciproque est fausse,
comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 2.2.31 Considérons le lancer d'un dé équilibré deux fois, modélisé
par 'univers Q = {1,2,3,4,5,6}2, la tribu 2(Q) et la mesure de probabilité uni-
forme. Considérons les évenements A : « le premier résultat est pair », B : « le

deuxieme résultat est impair» et C : « la somme des deux résultats est paire».
2
Alors, en comptant les cas possibles, on trouve P(A) = P(B) = P(C) = > = 3
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9 1
PAANnB) =P(ANnC)=PBnNnC) = % = Z Par conséquent, A,B,C sont deux a
deux indépendants. Or, comme ANBNC =@, ona

P(ANBNC)=0#£PA)PB)P(C).

Ceci implique que A, B, C ne sont pas mutuellement indépendants.

Remarque 2.2.32 Soient A et B deux événements; il importe de pas confondre
la propriété « A et B sont incompatibles » avec la propriété « A et B sont indépen-
dants ». La premiere notion est purement ensembliste et signifie que ANB = @;
elle s'interprete en disant que A et B ne peuvent pas arriver simultanément. La
seconde nécessite une mesure de probabilité : intuitivement, elle signifie que
savoir que A a eu lieu ne donne aucune information sur B.

Il faut noter que, si A et B sont a la fois indépendants et incompatibles alors
P(A)P(B)=PANB)=P(@)=0etdonc P(A)=00uP(B)=0

2.2.5 Produits d’espaces probabilisés-Epreuves de Bernoulli

On désire modéliser I'expérience aléatoire qui consiste a répéter n fois une
épreuve, dans les mémes conditions, le résultat de chacune des épreuves n’in-
fluancant pas celui des autres épreuves. Des exemples de telles expériences
aléatoires sont :

— des tirages successifs avec remise dans une urne;

— des lancers successifs d'un dé;

— le controle de n piéeces issues d'une usine ...

A chaque épreuve, on associe le méme espace de probabilité (Q2,%,P). L'uni-
vers attaché a I’épreuve global est le produit cartésien

Q" = {(wg,...,0,) :0; €Q pourtout i=1,...,n}

muni de la tribu &#" engendrée par les évenements du type A; x --- x A, avec
A; € & et de la mesure de probabilité P: " — [0, 1], définie par

P(Ay x---xAp) =P(A1)---P(Ay).

Un cas particulier important est celui ou il n'y a que deux issues possibles
(0ou1; “oui" ou “non"; “succes" ou “échec",...).
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Définition 2.2.33 (Schéma de Bernoulli)

(i) On appelle épreuve de Bernoulli une expérience aléatoire ne comportant que
deux issues possibles et donc modelisée par (2, %,P), ou Q =10, 1}, & = 22(Q)
et P:22(Q) — [0,1] est donnée par P({1}) = p et P({0}) = 1 — p pour un nombre
p€[0,1].

(ii) Soit n = 1. On appelle schéma de Bernoulli 1a répétition de n épreuves de
Bernoulli indépendantes; un tel schéma est modelisé par (Q2,%,P), ot Q =
{0,1}", F =22(Q) et P: 22(Q)) — [0,1] donnée par

P({(01,0)}) =P({o1})---Plw,}) = pFa - p)k,

ou k estle nombre de 1 dans la suite (wq,...,w,) et n— k le nombre de 0.

2.3 Exercices

Exercice 2.3.1 Soient Q2 un ensemble et A et B des parties de Q.
Simplifier les expressions

E=(AUuB) Nn(A°UB)N(ANB°) et F=(AuB)Nn(A°UB)n(AUB").

Exercice 2.3.2 Soient QQ un ensemble et A, B, C des parties de Q.
Parmi les propositions suivantes, prouver celles qui sont vraies et donner des
contre-exemples pour les autres :

1. AUB=Q) = (AcB9 2. (AUB=Q) = (A°cB)
3. AUB=Q et AnNB=¢) = (A=B°) 4.(AcB) = (AUB=Q)
5.(AnB)uC=AnBUQC).

Exercice 2.3.3 Soit ) un ensemble; pour toute partie A de Q, on rappelle que
1, est la fonction indicatrice de A.
(i) Montrer que, pour toutes parties A,B de (2, on a

1anB = 1alB, 1aug = 1A+ 15— 1anB,
Iac=1qg—1a, 1a1ac =0, 1a1p =14.

(ii) Utiliser (i) pour simplifier les expressions

(A°UB)N(ANBY) et (A°UB) N (AUBC).
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Exercice 2.3.4 Soit (A,),en une suite infinie d’évenements d'un univers Q.
(i) Montrer que

(liminfA,)¢ =limsupAj, et (limsupA,)° =liminfAf,.
(i) Montrer que

liminfA, = {Z 1p¢ < oo} et limsupA, = {Z 15, = oo}
n n

(iii) On pose Ay, =liminfA, et A* =limsupA,. Montrer que
1o, =liminfl,, et 1po =limsupl,,,.

Exercice 2.3.5 Soient E et F deux ensembles de cardinaux respectifs n et k. On
note FE 'ensemble des applications de E dans F : F¥ = {f | f: E — F}. Quel est
le cardinal Card(FF) de FF?2

Exercice 2.3.6 Soit Q un ensemble. Decrire une bijection entre 22(Q) et {0, 1}.

Exercice 2.3.7 On jette 10 fois successivement une piece de monnaie. Com-
ment peut-on représenter le résultat d'une telle épreuve? Combien a t-on de
résultats différents? Dans combien de résultats obtient-on exactement trois
piles? Dans combien de résultats obtient-on au moins un pile?

Exercice 2.3.8 Une urne contient 5 boules blanches numérotées de 1 a 5 et 8
boules noires numérotées de 6 a 13. On tire successivement 6 boules de I'urne;
a chaque fois, on note le numéro de la boule tirée et on la remet ensuite dans
I'urne.
Comment peut représenter le résultat d'une telle épreuve?
Combien y a-t-il de tirages possibles?
Dans combien de tirages obtient-on :

1. 1 boule noire au plus?
3 boules blanches exactement?
1 boule blanche au moins?

5 boules noires et une blanche, dans cet ordre?

A

5 boules noires et une blanche, dans n'importe quel ordre?

Exercice 2.3.9 Reprendre 'exercise précédent en supposant cette fois que les
boules ne sont pas remises dans l'urne apres tirage.
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Exercice 2.3.10 On dispose de 13 livres différents : 4 de mathématique, 6 de
physique et 3 de chimie.

On les range au hasard. Combien de facons y a-t-il de les ranger sur une méme
étagere?

Combien de facons y a-t-il de les ranger en regroupant les livres de mathéma-
tique?

Combien de facons y a-t-il de les ranger en les regroupant par matiere?

Exercice 2.3.11 On considere un groupe de 2N personnes qui veulent prendre
place autour d’une table ronde.

1. Quel est le nombre de manieres différentes de répartir ces personnes?

2. On suppose qu’il y a N femmes et N hommes et on souhaite avoir une
alternance (femme, homme, femme...). Quel est le nombre de manieres
différentes de répartir ces personnes?

Exercice 2.3.12 Apreés une marée noire en Bretagne, 'organisme de protection
des oiseaux de mer a évalué a 20 000 la population de sternes au large du Finis-
tere. 500 d’entre eux ont été bagués. Un an apres, on capture 100 sternes dans
cette zone. Calculer la probabilité :

1. de ne pas avoir d’oiseau bagué?

2. d’avoir au moins deux sternes baguées?

Exercice 2.3.13 On lance trois fois une piece de monnaie équilibrée. Expliciter
I'espace de probabilité (2, %, P) qui modélise cette expérience aléatoire.
— Quelle est la probabilité d’obtenir exactement une fois face?
— Quelle est la probabilité d’obtenir au moins une fois face?
— Quelle est la probabilité d’obtenir pile au ler lancer et au moins une fois
face lors des deux suivants?

Exercice 2.3.14 Soient(Q,.%,P) un espace de probabilité et (A}, Ay, A3) € F3.
On pose, pour i,j€{1,2,3},i # ],

pi=P(A;y), pij =P(A;NAj) et p123=P(A1NAzNA3).

Exprimez en fonction de ces probabilités les probabilités suivantes :
1) les trois évenements se réalisent, 2) au moins 'un des éveénements se réa-
lise, 3) au moins deux des événements se réalisent, 4) A; seul se réalise,
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5) A; et A, se réalisent mais pas Az, 6) deux évenements au plus se réalisent,
7) un seul évenement se réalise, 8) deux évenements seulement se réalisent,
9) deux événements ou plus se réalisent, 10) aucun des trois événements ne
se réalise.

Exercice 2.3.15 (i) Combien de fois faut-il lancer un dé équilibré pour avoir au
moins une chance sur deux d’obtenir un « six »?

(ii) Méme question avec deux dés pour obtenir un « double-six »

(iii) Quel est I'évenement le plus probable : obtenir au moins un « six » en lan-
cant 4 fois un dé ou bien obtenir au moins un « double-six » en lanc¢ant 24 fois
une paire de dés?

Exercice 2.3.16 Au loto, on tire six numéros entre 1 et 49, deux-a-deux distincts
et sans tenir compte de leur ordre. Calculez les probabilités des événements
suivants, pour0 < k<6:

— “Avoir exactement k bons numéros”

— “Avoir zéro, un ou deux bons numéros”

— “Avoir au moins trois bons numéros”

Exercice 2.3.17 Pour r < n, on répartit aléatoirement r boules a I'intérieur de
n urnes, chaque urne pouvant contenir plusieurs boules. Expliciter I’espace de
probabilité (Q2, &, P) qui modélise cette expérience aléatoire.

(i) Déterminer la probabilité de I'évenement « chaque urne contient au plus
une boule ».

(ii) Déterminer la probabilité de I’évenement « il existe une urne contenant au
moins deux boules ».

Exercice 2.3.18 Une urne contient N boules, dont N; sont blanches et N, noires.
On opere a des tirages successifs avec remise. Soient n > 1 et k < n.

(i) Quelle est la probabilité que la premiere boule blanche tirée apparaisse lors
du n-iéme tirage?

(ii) Quelle est la probabilité que la k-iéme boule blanche tirée apparaisse lors
du n-iéme tirage?

Exercice 2.3.19 On considere un jeu de 32 cartes. On en distribue 5 au hasard
a chacun des deux joueurs A et B.
1. Calculer la probabilité pour que A ait au moins un as.

2. Sachant que B a exactement un as, calculer la probabilité pour que A ait
au moins un as.



26 Notes Cours PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka

Exercice 2.3.20 Deux joueurs A et B s’exercent au tir a 'arc. Le joueur A ne tire
qu'une fois sur 3 et atteint sa cible 9 fois sur 10 quand il tire. Le joueur B, moins
adroit, n’atteint sa cible que 6 fois sur 10. Un des joueurs tire.

1. Quelle est la probabilité pour que la cible soit atteinte ?

2. Sachant que la cible est atteinte, quelle est la probabilité pour que ce soit
par B?

Exercice 2.3.21 Une urne contient 4 boules rouges et 3 vertes.

1. On tire successivement sans remise deux boules dans 'urne. Sachant
gu’au premier tirage, on a obtenu une boule rouge, quelle est la proba-
bilité qu’on obtienne une boule verte au deuxiéme tirage?

2. Répondre a la méme question quand on suppose que le tirage se fait
avec remise.

Exercice 2.3.22 Dans une usine, 1% des articles produits sont défectueux. Un
controle de qualité permet de rejeter 95% des articles lorsqu’ils sont défectueux
mais aussi de rejeter 2% des articles qui ne le sont pas.

1. Quelle est la probabilité qu'’il y ait un erreur dans le controle de qualité?

2. Quelle est la probabilité pour qu'un article accepté soit en réalité défec-
tueux?

Exercice 2.3.23 Dans un étang, il y a des poissons rouges et des poissons verts.
Les poissons trop petits sont remis a I’eau par les pécheurs.

On estime qu’il y a 60 pour cent de poissons rouges dans I'étang, que la moitié
des poissons rouges et le tiers des poissons verts sont trop petits.

Quelle est la probabilité de pécher un poisson trop petit? Sachant qu'on a péché
un poisson trop petit, quelle est la probabilité que ce soit un poisson rouge?

Exercice 2.3.24 On considere n = 1 individus Ay,...,A,. On lance une piece de
monnaie et on transmet le résultat (“Pile" ou “Face") a A;. Le résultat est trans-
mis par A; a Ay, ensuite par Ay a As, etc. On suppose que tous ces individus
mentent avec la probabilité p et qu’ils le font de maniere mutuellement indé-
pendante. Quelle est la probabilité p, que le résultat recu par A, soit le bon?
Quelle est la limite r}l_t& pn?

Exercice 2.3.25 Pour N = 1, on considere N + 1 urnes numérotées 0,1,...,N.
L'urne numéro k contient k boules blanches et N — k boules noires. On choisit
une urne au hasard, tous les choix étant mutuellement indépendants.
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1. Quelle est la probabilité p, que la (n + 1)-ieme boule tirée soit blanche,
sachant que les n précédentes le sont toutes.

2. Donner un équivalent de p, pour N — oo.

Exercice 2.3.26 Soient (2,%,P) un espace probabilisé et A et B des évene-
ments dans & tels que P(A) >0,P(B) >0etAnB=g.

(i) Montrer que A et B ne sont pas indépendants.

(ii) Montrer que A n’est pas indépendant avec lui-méme.

Exercice 2.3.27 On considére une urne contenant initialement une boule blanche
et une boule noire. On effectue des tirages successifs de la facon suivante : on
tire une boule de 'urne, on la remet en y ajoutant une boule de la méme cou-
leur que la boule qui a été tirée.

Pour k = 1, on considére les évenements

Ny : “une boule noire apparait au k-iéme tirage"

Ak : “une boule blanche apparait pour la 1ére fois au k-ieme tirage"
(i) Calculer les probabilités de A; et Nj.
(ii) Soit k = 2. Calculer les probabilités conditionnelles P(Ng|N; N --- N Ng_;) et
P(N2|N1 N--NNg_1)
(iii) Soit n = 1. Calculer la probabilité P(A ).

Exercice 2.3.28 Au poker, une main désigne un ensemble de 5 cartes piochées
dans un paquet de 52 cartes.

Il y a 4 couleurs (pique-coeur-carreau-trefle) et 13 hauteurs consécutives
(as-roi-dame-valet-dix-neuf-huit-sept-six-cing-quatre-trois-deux).

On se propose de calculer les probabilités de piocher certaines combinai-
sons classiques au poker.
(i) Modéliser I'expérience aléatoire par un espace probabilisé adéquat. Quelle
est le nombre total de mains?
(ii) Une quinteflush est une main constituée de 5 cartes de méme couleur et
de hauteurs consécutives (i.e. as-roi-dame-valet-dix de pique ou as-roi-dame-
valet-dix de coeur etc...). Quelle est la probabilité d’obtenir une quinteflush?
(iii) Un carré est une main constituée de 4 cartes de méme hauteur (i.e. 4 as,
4 rois etc...) et d'une cinquiéme carte. Quelle est la probabilité de piocher un
carré?
(iv) Un full est une main constituée de 3 cartes de méme hauteur et de deux
cartes de méme hauteur. Quelle est la probabilité de piocher un full?
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(v) Une couleur est constituée de 5 cartes de méme couleur et qui n’est pas une
quinteflush. Quelle est la probabilité de piocher une couleur?

(vi) Une suite est une main constituée de 5 cartes de hauteurs consécutives
(i.e. as, roi, dame, valet, dix etc..) et qui n’est pas une quinteflush. Quelle est la
probabilité de piocher une suite?

(vii) Un brelan est une main constituée de 3 cartes de méme hauteur et de deux
autres cartes de hauteur différentes et qui n’est pas un carré. Quelle est la pro-
babilité d’obtenir un brelan?

(viii) Classer les combinaisons ci-dessus par ordre de rareté.

Exercice 2.3.29 (Probleme de rencontres)

On suppose que n personnes déposent leurs chapeaux dans un vestiaire; a
la sortie, chacun prend un chapeau au hasard. Expliciter I'espace de probabi-
lité (Q, Z,P) qui modélise cette expérience aléatoire. Déterminer la probabilité
pn de I'évenement « au moins une personne récupere son propre chapeau ».
Quelle est la limite lim;,—. 100 pi?

Exercice 2.3.30 Soient (Q2, %,P) un espace probabilisé et A,B,C € & trois éve-
nements.

(i) On suppose que A et B sont indépendants ainsi que A et C. Les évenements
A et BUC sont-ils indépendants? Méme question pour Aet BN C.

(ii) On suppose que A et Bu C sont indépendants ainsi que A et BN C. Les éve-
nements A et B sont-ils indépendants?

Exercice 2.3.31 Soient (2, %,P) un espace probabilisé et Ay,...,A, € & des
évenements mutuellement indépendants. Pour chaque i =1, ..., n, soit B; = A;
ouB; = Al?. Montrer que By,...,B, € & sont des évéenements mutuellement in-
dépendants.

Exercice 2.3.32 Soient (Q2,%,P) un espace probabilisé et A;,...,A, € & des
évenements mutuellement indépendants. Montrer que la probabilité qu’aucun
des A; ne soit réalisé est inférieure a exp(— Z?zl P(A))).

Indication : Utiliser I'Exercice 2.3.31.



Chapitre 3

Variables aléatoires

Supposons qu’'on lance 7 fois une piece équilibrée et qu'on s’'intéresse au
nombre de fois oul on a obtenu “pile"; ce nombre X est compris entre 0 et n
et varie selon le résultat de I'expérience. Ceci correspond a un schéma de Ber-
noulli (voir Definition 3.2.2). On trouve que alors, pour0< k< n:

()

PX=k)= on

De maniere similaire, dans de nombreux problemes, on s'intéresse aux aspects
quantitatifs d'une expérience aléatoire (gain dans un jeu de cartes ou a la rou-
lette, temps d’attente a un guichet, durée de vie d'une piéce,...). Ceci nous ameéne
a la notion de variable aléatoire.

3.1 Variables aléatoires : généralités

Remarque 3.1.1 (Rappel : Propriétés de 'image réciproque par une applica-
tion) Soient E et F deux ensembles et f : E — F une application et B c F une
partie de E L'image réciproque de B par f estla partie de E définie par

f'B)={x€E: f(x)eB}.

Onremarquera que f n’est pas nécessairement une bijection et que donc f~!(B)
est un symbole qui ne signifie pas I'image de B par la fonction réciproque de f
(qui n’existe pas nécessairement;. bien sfir, si f est une bijection, f~!(B) est
effectivement I'image de B par ..

29
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Pour toute partie B de F et toute famille (B;);¢; de parties de E on a les for-
mules suivantes

B9 = (B¢, F N UieB) = Uil f (B, FHMieBi) = Nier f 1 B)).

Soit (Q, %,P) un espace probabilisé.

Définition 3.1.2 (Variable aléatoire) Une application X : Q — R est appelée va-
riable aléatoire réelle (en abrégé v.a.r) si, pour tout intervalle I c R, 'ensemble

Xel:=X"'D={weQ : X(w) e}
appartient a la tribu &.

Exemple 3.1.3 (i) Lexpérience consistant en n lancers indépendants d'une piéce
de piéce monnaie équilibrée est modélisée par Q = {0,1}" avec 1 représentant
“pile", # = 22(Q) et P la probabilité uniforme. L'appliciation X : Q — R définie
par

n
X =) w; pourtout ;= (w1,...,w,)€Q
i=1

prend comme valeurs le nombre nombre de fois ot1 on a obtenu “pile" al’épreuve
w. Cette fonction est bien une variable aléatoire, puisque {X € I} € 22(Q) pour
toute partie [ de R.
(ii) Dans’exemple précédent, la v.a.r. prenait ses valeurs dans un ensemble fini.
Ceci n’est pas toujours le cas : I'ensemble des valeurs d'une variable aléatoire
peut étre infini; par exemple, si on joue a pile ou face une infinité de fois, le
numeéro (ou l'instant) n ol1 on obtient la premiére fois un “pile" est une v.a.r X
qui peut prendre toute les valeurs dans N* U {oo}.

Comme autre exemple, considérons un roue de loterie qu’on fait tourner en
la lancant. L'angle X dont tourne la roue est une v.a.r qui peut prendre toutes
les valeurs dans [0, 27t[.

Définition 3.1.4 (Variable aléatoire discréete) Etant donné (2, %,P) un espace
probabilisé, nous dirons qu'une v.a.r. X : Q — R est discrete si X(Q2), 'ensemble
des valeurs de X, est contenu dans une partie finie ou dénombrable infinie de
R.

Pour vérifier qu'une fonction est un v.a.r, il n'est pas nécessaire de vérifier
que {X € I} € &F pour tousles intervalles I c R.
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Proposition 3.1.5 (i) Une application X : @ — R est une v.a.r. si et seulement si
X< x} =X"1(]-o00,x]) €F pour tout x € R.

(ii) Soit X : Q — R une application a valeurs dans une partie dénombrable (ou
finie) D deR. Alors X est une v.a.r. si et seulement si {X = x} € & pour tout x € D.

Démonstration (i) Soit [ un intervalle du type I =]a, b]. Alors I =] — oo, b]N] —
00, a]¢ et donc

X' =X"11-00,b)nX (] -00,a]) € Z.

Sil=[a,b], alors

I:] _Oorb] ﬁﬁnzl] _oo’a__](,‘
n
et donc )
X' =X"0-00,b) NNp=1X"'(1—00,a- —Ned.
On traite les cas I = [a, b|,]a, b, [a, +o0[, ... de maniere similaire.

(ii) Supposons que {X = x} € & pour tout x € D et soit I R un intervalle. Alors,
commeD est dénombrable et comme & est une tribu, on a

XeBh= [ X=xje&F

xeDnlI

et X est bien une v.a.r.
Réciproquement, supposons que X est une v.a.r. Soit x € D fixé. Alors {x} =

Nren+1r avec I = [x, x + E]. Comme {X € [} € & pour tout k et comme ¥ est

une tribu, on a
X=xl=nien+XelpleF.0

En partant de certaines v.a.r, on peut obtenir de nouvelles en utilisant cer-
taines opérations.

Proposition 3.1.6 (Propriétés de stabilité des v.a.r) Soit (0, %,P) un espace
probabilisé.

(i) Soient X : Q — R une v.a.r sur Q et f : R — R une fonction continue; alors
fX)=foX:Q— Restunev.a.rsurQ.

(ii) SoientX etY deux v.a.r surQ et a€ R. AlorsX +Y,XY et aX sont v.a.r sur ()
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Démonstration (i) Nous supposons que X est une v.a.r. discrete prenant ses
valeurs dans un ensemble dénombrable ou fini D et f : R — R quelconque et
admettrons le résultat général. Alors f(X) prend ses valeurs dans I'ensemble
dénombrable (ou fini)

fD)={f(x) : xeD}L

On peut donc utiliser la proposition précédente pour montrer que f(X) est une
v.a.r. Pour tout y € f(D), on a

fX=p=Xef M= U X=xeg,
xeD:f(x)=y

car {x€e D : f(x) = y} est au plus dénombrable (étant une partie de D) et car
X=x}eZ pourtout xeD..

(ii) Nous supposons que X et Y sont des v.a.r. discretes avec ensemble de valeurs
dénombrables (ou finis) A et B et admettrons le résultat général. Alors X +Y
prend ses valeurs dans I'ensemble dénombrable (ou fini)

C={x+y:xe€A yeB}.
Pourtoutze C,on a

X+Y=z=J U X=xn{y=pez.
x€EAyeB:x+y=z

On montre de maniere similaire que XY et aX sont des v.a.r.l

3.1.1 Loietfonction de répartition d’'une variable aléatoire

Soit (Q2,.%,P) un espace probabilisé et X : 2 — R une v.a.r.

On rappelle que ceci signifie que X~ !(I) € & pour tout intervalle I c R. La
proposition suivante montre que ceci reste vrai si on prend pour I n'importe
quelle partie dans la tribu %8 (R) des boréliens de R; rappellons que Z8(R) est la
tribu engendrée par les intervalles I c R (voir Exemple 2.1.6).

Proposition 3.1.7 SoitX une v.a.r. sur l'espace probabilisé (Q, % ,P). Alors, pour
toutAe BR), ona

X 1A = XeAle Z.



COURS PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka 33

Démonstration Soit 28 I'ensemble des parties A c R telles que
XA ={XeAleZ.

Montrons que % est une tribu. En effet, ona R € 98 car X 1R =QeZ.De plus,
supposons que A € 98; alors X }(A) € & et donc X 1 (A°) = X1 (A))€ € &. Ainsi
A‘ € B. Finalement, soit (A,),, une suite d’éléments de 2. Alors, pour tout 7, on
aX (A, € Z etdonc

X YU,Ay) =uX 1A, e Z.

Ainsi, U,A,, € B. Donc 28 est bien une tribu.

Par hypotheése, 98 contient tous les intervalles I ¢ R. Comme 28 est une tribu
et comme % (R) est la plus petite tribu contenant les intervalles, on a 8(R) c %.
Ceci signifie que X! (A) = {X € A} € &, pour tout A € Z(R).H

Définition 3.1.8 (Loi d’'une variable aléatoire) L'application Px : 8(R) — [0, 1],
définie par

Px(A) =P(X € A) =P(X 1(A)) pour tout A€ %B(R))|,

s’appelle la loi de probabilité de la v.a.r X.

Proposition 3.1.9 Soient (0, %,P) un espace probabilisé et X : Q) — R une v.a.r.
Alors Px est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

Démonstration On a
Px(R)=PXeR)=P(Q) =1.

Soit Aj,Ay,... une suite de parties disjointes dans Z(R). Alors {X € A},{X €
Ay}, ... sont des évenements disjoints dans % et donc

Px(UnAp) =P(UpX €A, =) PXEA,) =) Px(Ay).

ceci montre que Px est une mesure de probabilité sur (R, 2(R)).H
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Remarque 3.1.10 (Loi d’'une v.a.r. discrete) Soit (2, %,P) un espace probabi-
lisé et X : Q — R une v.a.r. discrete, prenant ses valeurs dans un espace fini ou
dénombrable E = {x, x2,...} < R. Alors Px est déterminée par la donnée des
nombres

prn:i=PX=uxy,) pourtout n=1,2,....

En effet, on a, pour tout A € (R),

Px(A) =PXeA) = ) py.
n:xp€A
Caractériser la loi d’'une v.a.r. discréete, c’est donc se donner les valeurs x;, de
X et les coefficients p,, = P(X = x;) pour tout n = 1,2,.... On dira, par abus de
langage, que la suite des couples (x,, p,), estlaloi de X.

Exemple 3.1.11 (i) Soit a € R fixé et X : Q — R la v.a.r constante X = a. Alors
Px est la mesure de probabilité sur R définie par Px(A) =1si ae A et Px(A) =0
sinon. Elle est notée §, et est appelé mesure de Dirac en a.

(ii) On dit qu’une v.a.r. discrete X suit la loi uniforme sur I'’ensemble fini {x, ..., x,}
de Rlorsque P(X = x;) = 1/n pour tout1 < k < n.

(iii) Soit (2, &#,P) un espace probabilisé et soit A € & avec P(A) = p €]0, 1[. Alors

X =1, estunev.a.rsurQ, avec X(Q) = {0, 1}. Alors Px estla mesure de probabilité
sur R définie, pour tout iintervalle I ¢ R, par

sileletO¢l
si0eletlel
si0eletlel
si0gletlel

Px(D) =

Op—lr—t‘g
|
=

Définition 3.1.12 (Fonction de répartition) Soit (2,.%,P) un espace probabi-
lisé et X : O — R une v.a.r. On appelle fonction de répartition de X la fonction
Fx : R — R définie par

Fx(x) =PX<x)=PX !(-o00,x])) pourtout xeR.

Exemple 3.1.13 (i) La fonction de répartition d'une v.a.r. constante X = a est
donnée par Fx(x) = 0 pour x < a et Fx(x) = 1 pour x = a. Donc Fx = 14 4o

(ii) Soit X un v.a.r. discrete suivant la loi uniforme sur ’ensemble fini {x;, ..., x,} c
R avec x; < xp < --- < x,,. Alors Fx est constante sur les intervalles

]_Oo)xl[y [x1!x2[;---y [xl’l—lixn[y [xny+00[y
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avec les valeurs successives 0,1/n,2/n,...,(n—1)/n,1.
(iii) Soientt (Q2,.%,P) un espace probabilisé, A € & avec P(A) = p €]0,1[. et X =
15, comme dans '’Exemple 3.1.11.iii. Alors Fx : R — R est donnée par

0 six<O0
Fx(x)=41-p si0=sx<1
1 six=1.

Proposition 3.1.14 (Propriétés d’'une fonction derépartition) Soit (0, % ,P) un
espace probabilisé et X : Q) — R une v.a.r. La fonction de répartition Fx deX pos-
sede les propriétés suivantes :

1. Fx est croissante surR;
2. limy_ o Fx(x) =0 etlim,_ o Fx(x) = 1;
3. Fx est continue a droite en tout point x € R: lim;_ s~ Fx(f) = F(x);

4. pourtout x € R, on aFx(x) —lim;_ ;«x Fx(f) = PX = x).
Démonstration 1.Pour x < y,ona]—o0,x] c]—o0,y] et donc
Fx(x) = Px(] — oo, x]) = Px(] — oo, y]) = Fx(y).

2. Soit (x;), une suite décroissante avec lim,, x,, = —oo. Alors (] — oo, x,,]), est
une suite décroissante d’intervalles et N,] — oo, x,,] = @. On a donc, par conti-
nuité monotone des probabilités (voir Lemme 2.1.9),

imFy (x,) =1imPx(] - 0o, xn]) = Px(2) = 0.

De méme ,si (x;), est une suite croissante avec lim,, x,, = +oo. Alors (] —
00, X,]), est une suite croissante d’intervalles et U, (] — oo, x,]), = R; par conti-
nuité monotone des probabilités, on a donc

HmF,(x,) = 1limPx (( - 00, x,]) = Px(R) = 1,
3. Soit x € R. Soit (x;,);, une suite décroissante avec lim,, x;, = x. Alors (]—oo, X, 1)
est une suite décroissante avec N,] — oo, x,] =] — oo, x] et donc, par continuité

monotone,

lim F (xz) = lim P (] - 00, x]) = Px(] - 00, x1) = Fx ().
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4. Soit x € R. Soit (x;,),, une suite croissante avec lim,, x;,, = x. Alors (] — oo, x;,1)
est une suite croissante avec N,] —oo, x,] =] —oo, x[ et donc, par continuité mo-
notone,

li’gan(xn) = lirIlan(] — 00, Xp]) = Px(] — o0, x[);

Comme
Px(] — oo, x[=Px(] — 00, x]) = Px({x}) = Fx(x) - P(X = x),

on donc bien
Fx(x) —lirrlan(xn) =PX=x).1

Remarque 3.1.15 (Lien entre loi et fonction de répartition) (i) Soit X: Q — R
une v.a.r. sur un espace probabilisé (Q,%,P). Il est clair que, par définition, la
loi Px détermine Fx. En fait, la réciproque est également vraie : la fonction de
répartition détermine Px. Montrons-le dans le cas d’'une variable aléatoire dis-
crete X avec un ensemble de valeurs D. En effet, d’aprés le 4. de la proposition
précédente, on a pour tout x € D,

PX=x)=Fx(x)- lim Fx(?)

et ceci détermine Px.

(ii) Soit X : O — R une v.a.r. discréte, prenant ses valeurs dans un espace fini ou
dénombrable {x;, x»,...} c R, avec les probabilités p, := P(X = x,). Alors Fx est
donnée par

Fx(x)= ). pn pourtout xeR.

n:Xp<x

3.1.2 Espérance d’'une variable aléatoire discrete

Soit (2, %,P) un espace probabilisé et X : Q — R une v.a.r. que nous sup-
poserons discréte dans toute cette section. Soit D I’ensemble (fini ou dénom-
brable) des valeurs de X. Pour se faire une idée du comportement d'une v.a.r. X,
dont on observe n valeurs successives xi,..., X, € D, il est naturel de considérer
la moyenne arithmétique

1
Mn:_(x1+"'+x").
n

En regroupant selon les différents résultats possibles de I'’expérience, on a

Mp =) fulx)xi,

i=1
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ol f;(x;) estla fréquence d’apparition de I'évenement {X = x;}. Avec I'idée (qui
reste encore a justifier) que ces fréquences f,(x;) sont des approximations de
la probabilité p; = P(X = x;), on est amené a définir la notion d’espérance de X.

Définition 3.1.16 (Espérance d’une v.a.r) Soit D = {x;, xp,...} 'ensemble des
valeurs de la v.a.r. discrete X. On dit que X possede une espérance si la série
Y 2 x,P(X = x;) est absolument convergente (c-a-d si la série ), |x,|P(X = x,)
est convergente). Dans ce cas, on appelle espérance de X le nombre réel E(X)
qui est somme de cette série :

EX):=) x,PX=xp) =) XnPn,

avec p, = PX = x,).

Remarque 3.1.17 (i) Si 'ensemble des valeurs de X est un ensemble fini D =
{x1,...,x,}, alors E(X) existe et vaut

EX) =) xPX=xp).
k=1

(ii) Si X = 0 (c-a-d si x, = 0 pour toute valeur x, € X(Q)), alors X posséde une
espérance si et seulement si la série ), x,P(X = x,,) est convergente et, dans ce
cas, E(X) est la somme de cette série.

Exemple 3.1.18 (i) Soit X = a une v.a.r. constante; alors E(X) = a.
(ii) Soit X une v.a.r de Bernoulli, c-a-d X prend les valeurs {0, 1} avec les proba-
bilitesPX=1) = p et PX=0) =1- p. Alors

EX)=1xp+0x(1-p)=p.

(iii) Soit X une v.ar. avec N* comme ensemble de valeurs et les probabilités

6
pn:P(X: n):W

1
(Onabien) =1 pn=1card) ;»1 — = n?/6.) La v.a.r. X n’a pas d’espérance car
n
la série (harmonique) ) ;-1 np, = ) ,>1 — N'est pas convergente
n

Voici quelques propriétés couramment utilisées de I'espérance.
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Proposition 3.1.19 Soit (Q, % ,P) un espace probabilisé.

(i) (Linéarité) Soient X,Y : Q — R deux v.a.r. discretes et a € R; alorsEX+Y) =
EX) +E(Y) etE(aX) = aE(X).

(ii) (Formule de transfert) Soient X : O — R une v.a. r. discrete, avec ensemble
(fini ou dénombrable) de valeursE et f : R — R; alors

E(fX) =) f()PX=x),

x€E

a condition que la série ) g f(x)P(X = x) converge absolument.

Démonstration (i) Soient E = X(Q) et F=Y(Q). On pose Z = X +Y. Lensemble
des valeurs de Z est
G={x+y:(x,y)€ExE

Pour z € G, posons
A;={x, ) eExF: x+y=2z}

Alors
Z=z= |J X=xY=y
(x,y)€A,
est une partition en la famille (au plus dénombrable) des parties {X = x,Y =
y}€&%.0nadonc

PZ=2) = ) PX=xY=y).
(x,y)EA,

Montrons que la série Y, |z|P(Z = z) converge. Notons qu’'on a également
la partition
ExF=UzGA;

de E x F en une famille (au plus dénombrable) de parties. On a alors

Y 12PZ=2)=) lzI ) PX=xY=y=) Y |x+ylPX=xY=})

Z€Z zeG (x,y)EA, zeG(x,y)€A,
<> > (xl+lyhPX=x,Y=Yy)
zeG (x,y)€A,
=Y Y IxXPX=x,Y=p+) )Y [VIPX=xY=}Y)
zeG (x,y)EA, zeG (x,y)EA,
= Y IPX=xY=y+ Y [xIPX=xY=})
(x,y)€EExF (x,y)EExF

=) xIPX=x)+)_IyIPY=y).
x€E yeF
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(Dans la derniere égalité, on a utilisé le fait que Y ypekxk X PX=xY=y) =
YxeelXIXyer PX=x,Y =y) =Y ycg Ix| PX = x) et de méme } (. )epxr |y PX =
xY=y)=LyerlyIPY =Y))

Comme ces deux dernieéres séries sont convergentes, il s’ensuit que E(X+Y)
existe. Le méme raisonnement montre que

EX+Y)=) zP(Z=2)=) z Y PX=xY=y)=) Y x+yPX=xY=y)

z€Z zeG  (x,y)€A, zeG(x,y)€A,
=) ) xPX=xY=p+) > yPX=xY=})
zeG(x,y)€A, zeG (x,y)EA,
= Y yPX=xY=p+ )Y yPX=xY=y)
(x,y)EEXF (x,y)EExF
=Y xPX=x)+) yP(Y=y)=EX)+E®).
x€E yeF

Soit a € R. Alors I’ensemble des valeurs de aX est {ax : x € E}. Si a =0, alors
aX =0 et donc E(aX) = 0 = aE(X). On peut donc supposer que a # 0; il est alors
clair que {aX = ax} = {X=x} et donc

E(aX)=) axP(aX=ax)=a) xPX=x) =aEX).

x€E x€E

(ii) Lensemble des valeurs de f(X) est f(E). Pour chaque y € f(E), soit E;, =
f iy ={x€E: fx) =yl Ona{fX) =y} = Uxek, {X = x}, une partition en
une famille au plus dénombrable de parties. D’ou

P(fX)=y)= ) PX=x).

X€E)
Alors E = UyerE) f ~1({y}) est une partition et en supposant que la série

Y fOPX=x)

x€E

converge absolument, on a alors

EfX)= ) yPUX=y= ) y>) PX=x)

yef(® yef(®) xeEy
Y ) yPX=x)
yef(E) x€Ey
Y Y foPX=1x
yef(E) x€E,

Y fOPX=x).1

x€E
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Remarque 3.1.20 Si X admet un espérance, alorsla v.a.r Y = X — E(X) admet un
espérance et E(Y) = E(XX) - E(E(X)) = 0. Une v.a.r Y avec E(Y) = 0 est dite centrée.

3.1.3 Moments d’ordre quelconque et variance

A coté de I'espérance, qui correspond a la valeur moyenne de la v.a.r. en
question, on introduit d’autres indicateurs qui tiennent compte de la disper-
sion de cette v.a.r. autour de la moyenne.

Définition 3.1.21 (Moments) Soit (2, &#,P) un espace probabilisé et X une v.a.r.
discrere sur Q, avec loi donnée par (x,, pn)n=1. Soit k € N. On dit que X admet
un moment d’ordre k, si la v.a.r X* posséde une espérance (c-a-d si ¥ ,=1 x5 p,,
est absolument convergente). Le moment d’ordre k de X est alors le réel E(XX).

Remarque 3.1.22 Si X admet un moment d’ordre k, alors X admet un moment
d’ordre k' pour tout 1 < k’ < k. En effet, comme K< xk41 pour tout x =
0 (car xk/(xk_k, —1)=-1pour x =0, 0n a Ixnlk/pn < Ixnlkpn + pn. La série
Y sl |x, % pPn + pn étant convergente, I’assertion s’ensuit.

Définition 3.1.23 (Variance) Soit X une v.a.r. discrete sur ’espace probabilisé
(Q, Z#,P) admettant un moment d’ordre 2. La variance Var(X) de X est le mo-
ment d’ordre 2 de la v.a.r. centrée X — E(X), c-a-d

Var(X) = E(X — E(X))?).

Laracine carrée v/ Var(X) s’appelle écart type de X et est noté o (X). (On observera
que, par la remarque plus haut, si X admet un moment d’ordre 2, alors E(X)
existe automatiquement.)

Remarque 3.1.24 Soit X(Q) = {x1,x2,...,} I'ensemble des valeurs de X. Alors
Var(X) existe si et seulement si la série nx% pn converge, ou p, = PX = x).
Dans ce cas, on a, en posant m = E(X) :

Var(X) = ) (xp — m)*pp.

n

Voici quelques propriétés de la variance.
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Proposition 3.1.25 Soit X une v.a.r. discréte sur l'espace probabilisé (0, % ,P)
admettant un moment d’ordre 2.
(i) Pour touta€ R, on a

Var(aX) = a? Var(X) et Var(X+ a)=Var(X).

(ii) (Formule de Konig-Huygens) On a

Var(X) = E(X?) - E(X)2.

Démonstration (i) Ces formules sont immeédiates :
Var(aX) = E((aX — E(aX))%) = E(@*(X - E(X))%) = a’E(X - E(X))?) = a* Var(X)
et
Var(X + a) = E(X + a— EX + a))?) = E(X - E(X))?) = Var(X).
(ii) On a

Var(X) = E(X - E(X))?) = E (X* - 2XE(X) + EX)?)
=EX?) -2EX)EX) + EX)?
=EX)-EX)°.m

Il est parfois utile de savoir que, si Var(X) = 0, alors X est essentiellement
constante.

Proposition 3.1.26 Soit X une v.a.r. discrete sur l'espace probabilisé (2, Z%,P),
admettant un moment d’ordre 2. Alors Var(X) = 0 si et seulement s’il existe a € R
telquePX=a) =1.

Démonstration il est clair que, siP(X = a) =1, alors E(XX) = a et P(X-EX))? =
0) =1 et donc Var(X) = 0.
Réciproquement, si Var(X) = 0, alors, en notant D = X(Q2) et a = E(X),on a

0=VarX)= )_ (x—a)’PX=1x)

xeD

et donc (x — a)?P(X = x) = 0 pour tout x € D, car (x — a)?P(X = x) = 0. Comme
Q = UyepiX = x} est une partition,onaaeDetPX=a)=1.1
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3.2 Variables aléatoires discretes classiques

Nous donnons un “catalogue" des principales lois discretes.

3.2.1 Loiuniforme

Nous l'avons déja rencontrée plus haut. On tire une boule au hasard dans
une urne contient n boules numeérotées de 1 a n; le numéro tiré X est une v.a.r
discrete avec les valeurs 1, ..., n, de probabilité uniforme py =PX =k) =1/n.

Définition 3.2.1 (Loi uniforme). Soit E = {x1, xp,..., X} une partie finie a n élé-
ments de R. On dit qu’'une v.a.r. X suit la loi uniforme sur E sil’ensemble des va-
leurs de X est E et si py = P(X = x¢) = 1/n pour tout k € [[1, n]]. On écrit X ~ % (E).

Supposons que E = [[1,n] ={1,...,n} et que X ~ %([1, n]). Alors
n+l

vl 2 w2l (m+D)@2n+1)
E(X)—k;kn— S E(X)_k;kn_—6

et, avec la formule de K6nig-Huygens,

(n+1)@n+1) n+l, n*-1

Var(X) =
6 2 12

3.2.2 Loide Bernoulli

Nous 'avons déja rencontrée plus haut; c’est la loi de réalisation ou non
d’'un évenement (comme “obtenir Six" dans le lancer d'un dé).

Définition 3.2.2 (Loi de Bernoulli). On dit qu'une v.a.r. X suit une loi de Ber-
noulli de parametre p €]0, 1[ si’ensemble des valeurs de X est {0, 1} et si

PX=1)=p
etdonc PX=0)=1- p. On écrit X ~ AB(p).

EX%) =1’EX =1)+0’E(X =0) = p,

et, avec la formule de Kénig-Huygens,

Alors, comme vu plus haut,

Ona

Var(X) = pg, avecg=1-p.
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3.2.3 Loibinomiale

Soient p €]0,1[ et n = 1. On lance une piece donnant pile avec probabilité
p et face avec probabilité g = 1 — p. On considere la v.a.r. X égale au nombre de
piles apres n lancers indépendants.
Lensemble des valeurs possibles pour X est [0,n] = {0,1,...,n}. Soit k €
[0, n] fixé. Alors {X = k} est réalisé quand exactement k lancers donnent pile.
Ilya (Z) facons de choisir les rangs de ces k lancers. Pour un choix fixé de ces
rangs, la probabilité de cette séquence est p*g” ¥, par indépendance des lan-
cers. On a donc

pri=PX=k) = (Z)pkqn—k.

Définition 3.2.3 (Loibinomiale). On dit qu'une v.a.r. X suit une loi binomiale de
parametres (n, p) avec n € N et p €]0,1[, si 'ensemble des valeurs de X est
{0,1,...,n} et si, pour tout k € [0, n], on a

n

P(X:k):(k

)pkq”_k avec g=1-p.

On écrit X ~ AB(n, p).

Calculons I'espérance et la variance d’'une telle loi.

Proposition 3.2.4 (Espérance et variance d’une loi binomiale) Soit X une v.a.r
suivant une loi $(n, p). Alors on a

B = np:

(i)’Var(X) =npq, avecq=1-p. ‘

Démonstration (i) Ona
L n _ L n _
EX) =), k( )pkq” =y k( )pkq” g
=0 \k o1 \k

Comme, pour 1 < k < n, on a la relation

i n _kn(n—l)...n—k+1 _n(n—l)...(n—l)—(k—1)+1 - n-1
k| k! - (k—1)! k-1
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il s’ensuit que

=np(p+q)" ' =np.

(i) On calcule d’abord EX(X - 1)) = X7_, k(k—1)(}) p¥q"~* : en utilisant deux

fois la relation k(}) = n(z:i), on a

EXX-1)=Y k(k-1) ")pkq”"“
k=2 k

n —
=Y nk-1) " 1);9’%;”"C

k:2 k_l
- n=2\ ¢ n-k
= -1 n

_ 2 [(P2) ko nek
=nn=Dp° ) | |Pq
k=2

n-2 -2
=nn-1p* Y. " pkq=2-p
i—o\ k
=n(n-1)p*(p+q) " *=nn-1)p*

Comme

Var(X) = EX(X - 1)) + E(X) — E(X)%,

il s’ensuit que

Var(X) = n(n - l)p2 +np-— nzp2 =np(l-p)=npg.n
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3.2.4 Loihypergéométrique

Pour a, b = 1, considérons une urne avec N boules, dont a sont blanches
et b =N - a noires. On tire n < N boules simultanément et on considere la v.a.r.
X donnant le nombre de boules blanches tirées. La valeur minimale de X est
Osin<betn->bsin>b.Lavaleur maximalede Xestnsin<aetasin>
a. Lensemble des valeurs possibles pour X est donc [max{0, n — b}, min{n, a}].
Pour k € [0, n[ fixé, on a

(9020

pei=PX=k) =

Définition 3.2.5 (Loi hypergéométrique). On dit qu'une v.a.r. X suit une loi hy-
pergéométrique de parametres (N, n, p) avec 1 < n <N et p €]0, 1], sil’ensemble
de ses valeurs est E = [[max{O, n— Nq},min{n,Np}]] avec g = 1 - p et et si, pour

tout ke E,ona
(O ()
PX=k) = %
On écrit X ~ A (N, n, p).

Proposition 3.2.6 (Espérance et variance d’une loi hypergéométrique) Soit X
une v.a.r suivant une loi /N, n, p). Alors on a

B = np:

(i)|Var(X) = npq

N-n ]
,avecq=1-p.
N-1 q p

Démonstration
Remarquons d’abord la formule (dite formule de Vandermonde)

El2d-02)

valable pour tous a,b,n € N, avec n < a+ b = N. Cette formule est claire : le
membre de droite est le nombre d’échantillons de n boules choisies dans un
ensemble de N boules. On suppose que cet ensemble de N boules est composé
de a boules blanches et de b boules noires. Alors un échantillon de n boules
choisies parmi ces N boules est déterminé de maniere unique par un échan-
tillon de k < n boules blanches choisies parmi les a boules blanches et par
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un échantillon de n — k boules noires choisies parmi les b boules noires. Le
membre de gauche est égal au nombre de choix de ces deux échantillons.

Posons a=Np et b=Ng, de sorte que a+ b =N.
(i) Ona

(00,5
)

EX) =) k
k=1

En utilisant la relation

il s’ensuit que

E(X) = ai —(Zj()N()”ﬁk)

n_1 (a1 b

s [P
k=0 (n)

En utilisant la formule de Vandermonde, on obtient

(a+b—1)

EX) = a—2L
()
(N-D)! n!'(N—n)! n
=a =Np—
(n—1!(N-mn)! N! N
=np.

(ii) On calcule d’abord

(0) (2

EXX-1) =) k(k-1)—=.
k=2 (n)

En utilisant deux fois la relation k(}) = n(}"}), ainsi que la formule de Vander-
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monde, on a

2 (12,2
EXX-1) =a(a-1) ) K2k

= ()

n_o (42 b
—al@a-1Y —( k )((13‘2)"‘)

k=0 (n)

(“057)
=ala—1)————

)
N=-2)! n!(N - n)! nn-1)

=ala-1) n-2)(N-n)! N ala - 1)N(N— X

Il s’ensuit que

Var(X) = EX(X - 1)) + EX) - E(X)?
-NpNp- D22 (npy?
N(N-1)
_ np((Np—l)(n—l)
N-1
N+np—an) - ((l—p)(N—n))
N-1 N-1

+1—np)
- N—n.
= qu—l'

3.2.5 Loigéométrique

Une piéce de monnaie améne “Pile" avec probabilité p €]0,1[ et “Face"
avec probabilité g = 1 — p. On effectue des lancers successifs jusqu’a 'appa-
rition de “Pile". Soit x le nombre de lancers effectués. Lensemble des valeurs
possibles pour X est donc [1, +oo] et, pour k € [1,+o0[, on a

pe:=PX=k) =g p.

Définition 3.2.7 (Loi géométrique). On dit qu'une v.a.r. X suit une loi géomé-
trique de parameétre p €]0, 1], si’ensemble de ses valeurs est [1,+oo et si pour
tout k € [1,+o00[, on a

pri=PX=k =q""p.

On écritX ~ ¥4 (p).
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Proposition 3.2.8 (Espérance et variance d’'une loi géométrique) Soit X une
v.a.r suivant une loi 4 (p). Alors on a

HEX) =—

(i)| Var(X) = %, avecq=1-p.

Démonstration Le calcul repose sur la considération de la fonction

qui est définie sur | — 1, 1[; cette fonction est indéfiniment dérivable sur ] -1, 1[.
Sa dérivée est donnée par

f()— =Y kxF!
k=1

et sa dérivée seconde par

fx) = =Y k(k-1)x*?

(1-x)3 - k=2

(les séries étant convergentes pour |x| < 1). On en déduit que, pour |x| < 1,ona

1+x
xE =Y (k(k-1)+k)x* 1=
1;1 k;(( )+ k) 105

En appliquant ce qui précede a x = g on voit que E(X) existe (car |q| < 1) et
que
1 1 1

:p—:—.
p: p

EX) = kgt =
pLka =P

ce qui précéde montre également que E(X?) existe et que

_ 1+g¢g 2-p
E(X?) = k2q ! = = :
pgl A

Avec la formule de Konig-Huygens, on conclut que

2-p 1
Varx)==F - — -9 m

p> p? p?
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3.2.6 Loide Poisson

La loi de Poisson ne correspond pas a une situation-type comme les lois
précédentes; elle modélise souvent des situations ot on s’intéresse au nombre
d’apparitions d’'un évenement rare (c-a-d de petite probabilité). Elle sert aussi
comme loi-limite (comme approximation de la loi binomiale, par exemple : voir
Proposition 4.5.1 plus loin).

Définition 3.2.9 (Loi de Poisson). On dit qu'une v.a.r. X suit une loi Poisson de
parametre A € R,A > 0 si’ensemble de ses valeurs est N et si pour tout k € N, on

d
AR
pe=PX=k =e AE'

On écrit X ~ 22 (\).

)\k
On observera que, comme e = X oona
=V k!
- A AF A —A4A
Y pr=e —':e_e:e_Jr =el=1,
k=0 i=o k!

de sorte que X est bien une v.a.r.

Proposition 3.2.10 (Espérance et variance d’une loi géométrique) Soit X une
v.a.r suivant une loi 22(\). Alors on a

[E0O -
0 Varc = L m

Démonstration (i) Ona

A i AR i A
EX)=e" k—=e" k—
i—o k! - Kk
) )\k 0o )\k—l
= -A ‘ = Ae_)\ '
oy (k=1)! oy (k=1)!
0o Ak
=Ae ? —_=Aeret =

=10l
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(ii) On calcule d’abord EX(X —-1)):

k o) )\k
_ oA —_ oA
EXX-D)=e Zk(k 1)——e Zk(k—l)F
k=0 k=2
00 )\k—2

—)\ 2 —)\
Z (k 21 &=, (k—2)!

— )\Ze—)\ )\_k — )\Ze—)\e)\ — )\2
& !

EX?) =EXX-1)+EX) =A%+ A

et donc
Var(X) =EX?) —EX)? = A2+ A=A’ =1

3.3 Vecteurs aléatoires discrets

Une expérience aléatoire fait souvent intervenir non pas une mais plusieurs
v.a.r. Par exemple, on considére une urne contenant n boule numérotées de 1
a n. On en tire deux successivement avec remise et on s’interesse au plus petit
numéro obtenu X ainsi qu’au plus grand Y. ces deux variables prennent leurs
valeurs dans {1,..., n} et on s'intéresse aux évenements du type

X=i,Y;}:=X=in{Y=j}

Définition 3.3.1 (Vecteur aléatoire) Soit (2, %,P) un espace probabilisé. Soit
n = 1. On appelle vecteur aléatoire de dimension n toute application

V:Q— R0~ X (0),...,X, (),

ou Xj,...,X, sont des v.a.r. On note en général V par V = (X,...,X;,).

Quand Xy,...,X,, sont des v.a.r discretes, on dit que V est vecteur aléatoire
discret. Dans le cas n = 2, on parlera de couple aléatoire discret, et on le notera
souvent V= (X,Y).
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Définition 3.3.2 (Loi d'un couple aléatoire) Soit V = (X,Y) un couple aléatoire
discret; notons E, F les ensembles des valeurs de X et de Y. Les lois marginales
du couple V sont les lois Px et Py de X et Y.

La loi conjointe du couple V est la famille de nombres réels (py, ;) (x,y)eExF
définie par

pry=PX=xY=y):=P({X=y}n{Y=y}).

Exemple 3.3.3 Dans I'exemple cité en introduction, I'’ensemble des valeurs de
XetY est [1,n] Soit (i, j) € [1,n]* et p;; =P(X = i,Y = j). Envisageons plusieurs
cas.

lecas i > j:il est clair que p;; =0carX <Y.

2ecasi=j:onap;; = —;, parindépendance des deux tirages.
n

decasi<j:onap;j= 2?, car on doit obtenir (i, j) ou (j, 7).
Remarque 3.3.4 Supposons que les v.a.r X et Y prennent leurs valeurs dans des
ensembles finis {x1,..., x,} et{y1,..., ym}. Il est alors pratique de présenter la loi
du couple (X,Y) sous forme d'un tableau a double entrée; a I'intersection de
la ligne i (correspondant a x;) et de la colonne j (correspondant a y;), on fait
figurer la probabilité p;; =PX = x;,Y = y;)

XY y2 o ym || Px |
X1 || P11 P12 -.- Pim | P1,.
X2 || P21 P22 ... Pom || P2,
Xn || Pn1 Pn2 --- Pnm|| Pn,

| Py [pa P2 .. pm | 1]

On observera que la somme de probabilités des lignes (colonnes) permet de
trouver la loi de X (respectivement de Y) :

pi.:=PX=x)=) PX=0Y=/)=) pi
J J

et
p.j=PN¥=y) =Y PX=0Y=))=) pij.
i i

On introduit la notion de v.a.r. indépendantes.
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Définition 3.3.5 (Variables aléatoires indépendantes) SoientX;,..., X, desv.a.r
discretes sur un espace probabilisé (2, &, P), avec ensemble de valeurs Dy,...,Dy,.
OnditqueXy,...,X, sont (mutuellement) indépendantes si, pour tout (x,...,Xx,) €
Dy x---xDjy,ona

PX; =x1,Xo=x2,...,. X =x,) =PX; = x1)PX2 = x2) ... P(X;, = xp).

Remarque 3.3.6 Soit (X,Y) un couple de v.a.r prenant leurs valeurs dans des
ensembles finis {x;,..., x,} et {y1,..., ym}. Soient

pij =PX=x;Y=yj), i, =PX=x;), p.i =P =y;).

Alors, X et Y sont indépendants si et seulement si

Pij = pi,.P.j pourtout 1<i,j<n.

Exemple 3.3.7 (i) On considere un tirage successif de deux boules, avec remise,
dans une urne contenant des boules numérotées de 1 a n. Soient X; et X, les
v.a.r. égales aux numéros de la 1ere et de la 2eme boules tirées. On a, pour tous
i,jell,...,n},

1 1
PX;=1,Xo=])= Pl PX; =)PX2 = j).

Les v.a.r. X; et X, sont donc indépendantes.
(ii) Dans ’exemple précédent, considérons maintenant deux tirages successifs
sans remise. Alors, pour les mémes v.a.r. X; et X2, ona P(X; = i,X, = i) =0, pour

1
touti € {l,...,n}. D’autre part, on a P(X; = i) = — ainsi que
n

PXp=i)=) PXo=ilX; =kPXKi=k) =) PXp=ilX;=kPX;=k)
k=1 k#i

1
PX;=i)PXp=1)= ) #PXy1=1,X2=1)
etles v.a.r. X; et X, ne sont pas indépendantes.

La formule transfert suivante généralise la formule de transfert de la Propo-
sition 3.4.6 et se démontre de maniere similaire.
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Proposition 3.3.8 Soient X etY deux v.a.r. discrétes, avec ensembles de valeurs
E=X(Q) etF=Y(Q). Soit f : E x F — R une fonction.
(i) La fonction

fXY):Q—R, 0— fX),Yw)

est une v.a.r.
(ii) (Formule de transfert généralisée) Supposons que la série

Y IfxnPX=xY=y)
(x,y)€EExF

est convergente. Alors f(X,Y) possede une espérance et

E(fX,Y)) = Z fx,yPX=xY=y).
(x,y)eExF

Démonstration On pose Z= f(X,Y). Lensemble des valeurs de Z est
G={f(x,y) : (x,y) €eExF}.
Pour z € G, posons
A,={(x,)€ExF : z=f(x,y} = f'(a}.
(i) On a une partition

Z=z = |J X=xY=p
(x,)EA,

etdonc {Z=2z}e % car X=1x,Y =y} €& pour tout (x, y) et car A, est dénom-
brable.
Notons qu’on a également la partition

ExF=UzGcA;
(ii) Pour z € G, on a, avec la relation plus haut,

ZP(Z=z) =z ) PX=xY=y)
(x,y)€A,

et donc

Y iPZ=2)=) z ) PX=xY=y)

zeG zeG  (x,y)€A,

=Y Y fxyPX=xY=y)

zeG (x,y)EA,

= Y [fxyPX=xY=y).H
(x,y)€eExF
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Corollaire 3.3.9 SoientX etY deux v.a.r., possédant chacune une variance. Alors
(i) la v.a.r. XY posséde une espérance;
(ii) siX et Y sont indépendantes, on a

|EXY) = EX)E(Y). |

Démonstration Soient E et F les ensembles de valeurs de X et Y. Soit f : R x
R — R, (x,y) — xy, de sorte que f(X,Y) =XY.
(i) Montrons que la série }_ ., Y)EEXF |xy|P(X = x,Y = y) est convergente, Comme

1
ab < E(a2 +b?) pour tous a,b € R*, on a

1
lxyPX=xY=y) = |xllyIPX=x,Y=y) < 5(x2 +yH)PX=xY=y).
et donc
1
Y kyPX=xY=y= Y -(F+y)PX=xY=y)
(x,y)EExF (x,y)eExF
1

:—( Y FPPX=xY=y+ Y yPX=xY=y)
2 (x,y)eExF (x,y)€ExF

= % (Z FPX=x)+Y yPY=y)
x€E yeF

= %(Var(X) +Var(Y)) < oo.

Donc XY possede une espérance.

(ii) Supposons que X et Y sont indépendantes. Avec la proposition précédente,
on a alors

EXY)= ) xyPX=x,Y=y)

(x,y)EExF
= ) xyPX=x)P(Y=y)
(x,y)€EExF
Y xPX=x)) yP(Y=})
x€E yeF

=EX)E(Y).®
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3.3.1 Lois conditionnelles

Soient X et Y deux v.a.r; surl’espace probabilisé (2, #,P), avec X(Omega) =
{xl!er-'-} etY(Q) = {J/I;J’Z,---}-

Définition 3.3.10 (Lois conditionnelles) Soit x; € X(Q) fixé avec P(X = x;) > 0.
La loi conditionnelle deY sachant I'événement {X = x;} estla v.a.r Y~ prenant
les valeurs {y1, y», ...} avec les probabilités mesure probabilité P* sur Y(Q) dé-
finie par
P(Y = yj,X =X;)

PX=1x;)

PY M =y =P =yIX=x;) =

On définit de méme les lois conditionnelles de X sachant {Y = y;}.
(ii) Pour tout x; € R tel que P(X = x;) > 0, le nombre réel E(Y|X = x;), défini par

E(Y[X = x;) = B4 = 3 y;P(Y = y;IX = x;)
j=1

est appelé espérance conditionnelle de Y sachant X = x;.

(iii) Soit N = {x e R| P(X = x) = 0} et définissons ¢ : R — R par y(x) = E(Y|X =
x) pour x € R\ N et y(x) = 0 pour x € N. La variable aléatoire discrete E(Y|X),
définie par

E(YX)=yX)|

est appelée espérance conditionnelle de Y sachant X.

Exemple 3.3.11 (i) Considérons, comme dans I’exemple 3.3.7.ii, un tirage suc-
cessif de deux boules dans une urne contenant des boules numérotées de 1 a
n. Soient X et Y les v.a.r. égales aux numéros de la 1ére et de la 2éme boules
tirées. Supposons que le tirage soit sans remise. Soient i,j € {1,...,n}. On a

PX=ilY=j)=0sii=jetPX=ilY=)) =
donc la loi uniforme sur {1,..., n} \ {j}.
Supposons que le tirage soit avec remise. Pour tous i,j € {1,...,n}, on a

1 ,
: sinon. La loi de XY=/ est

P(X = i[Y = j) = —. La loi de X?=/) est donc la loi uniforme sur {1,...,n}, qui
est également la loi de X.
(i) On considere une urne contenant a boules blanches et b boules noires et

on procede a un tirage successif de deux boules, sans remise. Soient X;, pour
i=1,2,lav.a.r. égale a1 sila i-eme boule est blanche et 0 sinon.
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Cherchons la loi de X3|x,=1): on a, en posant N = a+ b,

A=l b, =0 =1 =2
N—l, 2_ 1_ - ]

PX,=1X;=1) = T

a—1
de sorte que la loi X3|x,=1) est une loi de Bernoulli 8(—).

Cherchons la loi de X |x,=0) : avec la formule de Baye_s, ona

PX; =1/X, =0) =

PX,;=0X;=1)PX;=1) b a N a
= X — X —
PX>=0) N-1 N b N-1

- a
de sorte que la loi ngz_o) est une loi de Bernoulli %(m).

Exprimons la notion d’'indépendance au moyen des lois conditionnelles.

Proposition 3.3.12 Soient X etY deux v.a.r. discretes sur l'espace de probabilité
(Q,Z,P). Le propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) X etY sont indépendantes;
(i) Pour tout y € Y(Q) avec P(Y = y) > 0, la loi conditionnelle de X sachant
{Y = y} est la méme que la loi deX.
(iii) Pour tout x € X(Q2) avec P(X = x) > 0, la loi conditionnelle deY sachant
{X = x} est la méme que la loideY.

Démonstration Il suffit de montrer que (i) et (ii) sont équivalents (I'équiva-
lence de (i) et (iii) s'en déduit, les roles de X et Y par rapport a I'indépendance
étant symétriques).

Supposons que X et Y sont indépendantes et soit y € Y(Q2) avec P(Y = y) > 0.
Alors, pour tout x € X(Q), on a

PX=xY=)) PX=xPY=y)
PY=y) P(¥=y)

Ceci montre que la loi de X|(y=y) est la méme que la loi de X.

Réciproquement, supposons que (ii) est vraie. Soient x € X(Q2) et y € Y(Q).
SiP(Y=y)=0,alorsPX=x,Y=y) =0 (car X=x,Y =y} c{Y =y}) et donc
PX=x,Y=))=PX=x)P(Y=y).SiPY=y)>0,alorsPX=x]Y=y) =PX =
x) et donc

PX=xlY=y) = =PX=x).

PX=xY=y)=PX=x]Y=y)PY=y) =PX=x)P(Y = y).

Ceci montre que X et Y sont indépendantes l
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3.3.2 Covariance de deux variables aléatoires

Soit (X,Y) un couple de v.a.r. discrétes sur un espace probabilisé (Q, Z,P).
Jusqu’a présent, les indicateurs que avons introduits (espérance, variance, ...)
concernaient chaque v.a.r. séparément. Nous alors définir maintenant un in-
dicateur faisant intervenir la loi conjointe du couple (X,Y) et qui mesurera le
degré de dépendance de X et Y.

Si X et Y possédent chacune un moment d’ordre 2, alors elles possédent
chacunes un espérances et les v.a. centrées X* = X —EX) et Y* = Y - E(Y) as-
sociées posseédent des moments d’ordre 2 également. Rappelons que ceci im-
plique que la v.a. r. produit X*Y* possede une espérance (voir Corolaire 3.3.9).

Définition 3.3.13 SoientX et Y deux v.a.r. discretes, possédant chacune un mo-
ment d’ordre 2. On appelle covariance de X et Y,, notée Cov(X,Y), le nombre

Cov(X,Y) :=EX"Y") = E(X-EX))(Y - E(Y))).

Avec X(Q) = {x1, x2,...}1, Y(Q) = {y1,y2,...}, pij =PX=x;,Y = yj) et mx = E(X), my =

E(Y), on a (en utilisant la formule du transfert)

Cov(X,Y) = )_(x; — mx)(yj — my) pij.
i,j

Les v.a.r. sont dites non corrélées si Cov(X,Y) = 0.

Voici quelques propriétés de la covariance.

Proposition 3.3.14 Soient X,Y,Z des v.a.r sur (0, %,P), possédant chacune un
moment d’ordre 2. Alors
(i) Cov(X,Y) = EXY) - EX)E(Y);
(ii) (Bilinéarité de la covariance) Cov(sX + tY,7Z) = sCov(X,Z) + t Cov(Y,Z)
pour tous s, t € R;
(iii) (Symeétrie de la covariance) Cov(X,Y) = Cov(Y,X);
(iv) Cov(X,X) =Var(X) =0;
(v) (Inégalité de Cauchy-Schwarz)|Cov(X,Y)| < o(X)a(Y), oo (X),o(Y) sont
les écarts-types deX etY;
(vi) lorsque o(X) # 0, on a |Cov(X,Y)| = aX)a(Y) si et seulementY est une
fonction affine deX : il existe a,p € R tels que P(Y = aX +p) = 1.
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Démonstration (i) On a, en développant et en utilisant la linéarité de I'espé-
rance

Cov(X,Y) =E(X-EX))(Y-E))) =EXY -XE(Y) -EX)Y + EX)E(Y))
= EXY) -EXY) -EX)E(Y) + EX)E(Y) + EX)E(Y) = EXY) - EX)E(Y).

Les propriétés (ii), (iii), (iv) sont aisément vérifiées.
(v) et (vi) Posons a := Var(X), b := Cov(X,Y) et ¢ := Var(Y); on veut montrer que
b? < ac.Pourtout t€R, on a

Cov(Y + tX,Y + tX) = Var(Y + £X) = 0.
D’autre part, on a

Cov(Y + £X,Y + £X) = Var(Y) + 2t Cov(X,Y) + t*Var(X) = ¢ + 2bt + at®.

Le polynome P : t — at? +2bt + ¢ de degré < 2 est a coefficients réels et prend
ses valeurs dans R, ; son discriminant b% — ac est donc < 0.

Supposons que o(X) # 0, c-a-d a # 0. Le cas d’égalité b?> = ac a lieu si et
seulement si P possede fy = —b/a comme une unique racine. Donc P(#) = Var(Y+
10X) = 0. Ceci implique (voir Proposition 3.1.26) qu'il existe 5 € R telque P(Y +
wX=p)=1,ca-dPY=—(X+p) =10

Corollaire 3.3.15 SoientXy,...,X, des v.a.r sur (Q,%,P), possédant chacune un
moment d’'ordre 2.

(i) AlorsVar(Xy +---+X,,) = X1, Var(X;) + 2 Y1 << j<n CoviX;, X j);
(ii) Si les v.a.r. Xy, ...,X,, sont non corrélées deux-a-deux, alors

n
Var(Xy + - +X,) = )_ Var(X;).
i=1

(iii) Si X3, ..., X, sont indépendantes deux-a-deux, alors elles sont non corrélées
deux-a-deux.

Démonstration
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(i) En utilisant la bilinéarité et la symétrie de la covariance (Proposition 3.3.14.ii
etiii),ona

Var(X; +---+X,) =CovXy + -+ X;;, Xy + -+ X},)

n
= ) Cov(X;,Xj)=) CovX;, X))+ Y Cov(X;X;)

1<i,j<n i=1 1<i#j<n

n
=) Cov(X;,X)+2 ). Cov(X; X))
i=1

l<i<j=n

(ii) découle de ().
(iii) On a E(X;X;) = E(X;)E(X;) quand X; et X; sont indépendantes (voir Corol-
laire 3.3.9). L'assertion découle donc de (i) de la Proposition 3.3.14.1

Remarque 3.3.16 Il n'est pas vrai que des v.a.r. non corrélées sont nécessai-
rement indépendantes. Soit par exemple Q = {-1,0, 1}, muni de la probabilité
uniforme; soit X la v.a.r. sur Q définie par X(w) = w pour tout w. Soit Y = [X].
Alors E(X) =0, E(Y) = 2/3 et E(XY) = 0. Par conséquent X et Y sont non corrélées.
Cependant, elles ne sont manifestement pas indépendantes (car, par exemple
PX=0,Y=0)=PX=0)=1/3, maisPX=0P(Y=0)=(1/3)2=1/9).

Exemple 3.3.17 On considere une urne contenant a boules blanches et b boules
noires et on procede a un tirage successif de deux boules, sans remise. Soient
X;, pour i = 1,2, la v.a.r. égale a 1 si la i-eme boule est blanche et 0 sinon (voir
Exemple 3.3.11). Calculons

Cov(X1,Xz) = EX1Xz) - EXEX2).
On a, par la formule de transfert (Proposition 3.3.8),

EXiXs)= ), ePX =¢,X;=¢).
(e1,€2)€{0,1}?

En posant N = a + b, on calcule que

P =1.% =1 =4V px _1x,—0= P
1 — L, A2 — _N(N_l)) 1 — 4L, A2 — _N(N—l)
b(b—1)

PX,=0,X;=1) P(X; =0,X, =0) =

TNIN-D’ NN-1)
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ala-1) ,
et donc E(X;X,) = ———. D’autre part,on a
N(N-1)
E(X)) =E(Xp) = &
)= 2=

ala-1) a® a(N—a)

CoviXn X)) = N N2 T NEIN- D)
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3.4 Variables aléatoires a densité

Jusqu’a présent, nous avons étudié des v.a.r. dont 'ensemble des valeurs
était fini ou dénombrable infini. Nous allons maintenant nous intéresser a des
v.a.r. dont I’ensemble des valeurs est non dénombrable, par exemple un inter-
valle borné ou non borné de R, et dont les fonctions de répartition sont conti-
nues. Une telle v.a.r. décrit, par exemple, la durée de vie d’'un atome radioactif,
d'un individu ou d’'une ampoule électrique, .. ..

3.4.1 Variables aléatoires a densité : définitions

Soit (2, %,P) un espace probabilisé et X : O — R une v.a.r. Rappelons (voir
Definition 3.1.12) que la fonction de répartition Fx : R — R de X est définie par
Fx(x) =PX < x).

Définition 3.4.1 (Variable aléatoire a densité) On dit que X est une variable

aléatoire a densité (v.a.r a densité) ou variable aléatoire continue (v.a.r continue)
si sa fonction de répartition Fx s’écrit

X
FX(x):f f)dt  pourtout xeR

pour une fonction f : R — R, appelée densité deX, avec les propriétés suivantes :
1. f=0;
2. f est continue sur R, sauf éventuellement en un nombre fini de points;
3. fjo":f(x)dx =1.

Remarque 3.4.2 Soit X une v.a.r. continue, avec densité f.
(i) La densité f d'une v.a.r. continue n’est pas unique : par exemple, si g = f
sur R, al'’exception d'un nombre fini de points, alors

fg(t)dt:f f)dt =Fx(x) pour tout xeR.

(ii) Pourtous a < b,on a

b
P(a<X<b) :f fnat.
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En effet, on a

b a b
P(a<Xsb):Fx(b)—Fx(a):f f(t)dt—f f(t)dt:f f(dt.

(ii) La fonction de répartition Fx de X est continue sur R; en effet, nous savons
déja que, pour X une v.a.r quelconque, Fx est continue a droite, et posseéde une
limite a gauche en tout point (voir Proposition 3.1.14). Quand X posséde une
densité f, alors, pour tout x € R et toute suite croissante (x,), avec lim, x, = x,
ona

lirrlnFX(x) —Fx(x;) :li£nf fde=0.

(iii) Pour tout x € R, on a P(X = x) = 0. en effet, avec (x,,) comme en (ii), on a
{x} =Mnlxn, x] et donc, par monotonie décroissante (voir Lemme 2.1.9)

PX=x)= lirrlnP(]xn,x]) = lirIlnFX(x) —Fx(x;) =0.
(iv) On déduit de (i) et (iii) que, pour tous a < b, on a
b
Pla<X<b)=Pla<X<b)=Pla<X<sb)=Pla<X<bh) :f fdt.
a

(v) Pour tout a, b € R avec a > 0, la v.a.r aX + b possede une densité donnée par

x—b)'

1
X— —
Al
En effet, on a, pour tout x € R, par le changement de variable s=at+b:

x=b
P(aX+bsx):P(sz;ab):f * fde
11~ s—b
_E/;oof( a )ds

3.4.2 Moments d’une variable aléatoire a densité

Soit X une v.a.r. continue sur '’espace probabilisé (2, %,P), avec densité f.

Définition 3.4.3 (Espérance et moments d’une v.a.r. a densité) On dit que X
admet une espérance sil'intégrale |_ _ **°|x|f(x)dx existe; dans ce cas, on dé-
finit son espérance, notée E(X), par
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+00
EXX) :f xf(x)dx.

(e.0]

On dit que X admet un moment d’ordre k = 1 si 'intégrale ff;o lx|* f(x)dx

existe; dans ce cas, on définit son moment d’ordre k, noté my, par

my. = EXY) = f x* fx)dx.

—00

+

Remarque 3.4.4 Si X admet un moment d’ordre k = 1, alors X admet tout mo-
ment d’ordre k' < k. En effet, ceci découle du fait (voir Remarque 3.1.22) que
lek < lek + 1 pour tout x € R.

Définition 3.4.5 (Variance d’une v.a.r a densité) Supposons que X admet un
espérance. On appelle moment centré d’ordre k = 1 de X, noté i, le moment
d’ordre k dela v.a.r. centrée X—EX) :

+

Wi = E((X— E(X))k) = f (x—EX)* f(x)dx,

—00
sous réserve de |'existence de l'intégrale.
La variance de X, notée Var(X) est |12, le moment centrée d’ordre 2 :

+00

Var(X) = E((X -E(X))?) = f (x—EX)?f(x)dx,
sous réserve de I'existence de I'intégrale. On appelle o (X) = v/Var(X) écart-type
de X.

Voici quelques propriétés et formules couramment utilisées concernant I’es-
pérance et la variance.

Proposition 3.4.6 Soit (Q2, %,P) un espace probabilisé.

(i) (Linéarité) Soient X,Y : Q — R deux v.a.r. a densité et a € R; alorsEX+Y) =
EX) + E(Y) et E(aX) = aE(X).

(ii) Soit X : Q — R une v.a.r. a densite admettant un moment d’ordre 2. Pour tout
a,beR, on aVar(aX + b) = a®*Var(X).

(iii) (Formule de Konig-Huyghens) Soit X : Q) — R une v.a.r. a densite admettant
un moment d’ordre 2. Alors

Var(X) = E(X?) - E(X)2.
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Démonstration (i) Nous admettrons la preuve de la linéarite de ’espérance
qui dépasse le cadre du cours.

(ii) Cette formule découle directement de la définition de la variance et des pro-
priétés de linéarité de I'intégrale :

+00o

(a(x—EX)*f(x)dx

+00

Var(aX + b) :f

—00 —

(ax+b—E(aX+ b)) f(x)dx = f

+00
=a’ f (x—EX))? f(x)dx = a* Var(X).

(e.o]

(ii) La formule de de Koénig-Huygens se démontre comme dans le cas de v.a.r.
discretes (voir Proposition 3.1.25) :

Var(X) = E(X - E(X))*) = E (X* - 2XE(X) + E(X)?)
= EX%) - 2EX)EX) + EX)?
=EX)-EX)’.m

3.5 Variables aléatoires a densité classiques

Voici une liste des principales lois de probabilité a densité.

3.5.1 Loiuniforme
Soit X une v.a.r sur I'espace probabilisé (2, #,P).
Définition 3.5.1 (Loi uniforme sur un intervalle) On dit que X suit une loi uni-

formesur l'intervalle [a, b] de R, si X admet comme densité la fonction f définie
par

1
flx)= mlmb] (x) pour tout xe€R.

On dit alors que X est de loi % ([a, b]) et on écrit souvent X ~ % ([a, b]).
Remarque 3.5.2 On remarquera qu'on a bien f >0 et fj;o fx)dx=1.

Proposition 3.5.3 SoitX de loi % ([a, b]).
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(i) La fonction de répartition de X est

0 six<a
x—a .
Fx(x) = sias<x<b
b—a
1 six>b.
B a+b
(i) | EX) =
2
(i) | vareg) = 2= @)’
12

Démonstration (i) Ona

X 1 X
Fx(x) :f_oof(t)dt: mf_oolm,b](t)dt

xX—a
b—a

1
et donc Fx(x) =0si x < a, Fx(x) = —af;dt = si x € [a, D] et Fx(x) =

1
; ffdtzlsixzb.
-a
(ii))On a
00 1 b 1 [x2)?
% f_ooxf(x) * b—afaxx b—al2],
_a+b
2
et
(iii) On a
o0 1 b 1 [£%1°
EXZ:f 2 d:—f *dx = —]
X3 _ooxf(x)x b—aax o b-al3],
_a*+ab+D*
= 3 ,
et donc

a*+ab+b* (a+b)? _(b-a) =

2y _ 2 _
Var(X) = EX“) —E(X) 3 1 B
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Exemple 3.5.4 Les bus passent a un arrét donné a 7h, 7h15 et 7h30. Un usa-
ger se présente entre 7h et 7h30 a cet arrét, I’heure exacte de son arrivée étant
une variable uniforme sur cette période. Cherchons la probabilité qu'’il doive
attendre moins de 5 minutes, puis plus de 10 minutes.

Soit X le nombre de minutes s’écoulant entre 7h et 'arrivée de 'usager. Alors
X ~ 9 ([0,30]). Lattente est inférieure a 5 mns si I'usager arrive entre 7h10 et
7h15 ou entre 7h25 et 7h30. La probabilité d’attendre moins de 5 minutes est
donc

5 1
P(10<X<15)+P(25<X<30) :2% = 3 =0,33...

De méme, la probabilité d’attendre plus de 10 minutes vaut

1
P(0<X<5)+P(15 <X<20):§:0,33...

3.5.2 Loiexponentielle

Soit X une v.a.r sur 'espace probabilisé (2, #,P).

Définition 3.5.5 (Loi exponentielle) On dit que X suit une loi exponentielle de
parametre A > 0, si X admet comme densité la fonction f définie par

F)=Ae ™M1 400(x)  pourtout xeR.

On dit alors que X est de loi &(A) et on écrit souvent X ~ &(A).

Remarque 3.5.6 On remarquera qu'on a bien f =0 et
+00 +oo +
f f(x)dx:)\f e_’\[dt:—[e_m] Tol
—00 0 0

Proposition 3.5.7 SoitX de loi &()\). Alors :
(i) la fonction de répartition deX est

Fx(x) = (1—e ™)1 +00/(X)  pourtout xeR.

NI
(ii)| EX) = X

1
(ii)| Var(X) = 3z
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Démonstration (i) Ona

Fx(x):f f(t)dt:)\f e Mg oo (Ddt

et donc Fx(x) =0si x <0, Fx(x) = A [l e Mdt = [-e M|  =1-e M six >0,
(ii) On a, en intégrant par parties,

o0 fe'o) o0
EX) :)\f xe Mdx=— [—xe_)‘x +f e Mdx
0 0 0
_ 1 “Ax oo _ 1
Y [e o A
(iii) On a, en intégrant par parties,
oo oo oo
E(X?) :Azf e Mdx=-\ [—xze_)\x]o +2)\f xe Mdx
0 0
_ 2
a2

et donc

Var(X) = EX?) - E(X)* = %.I
Remarque 3.5.8 Dans la pratique, la loi exponentielle modélise souvent une
durée de vie ou le temps d’attente avant I'arrivée d'un événement spécifique.
Par exemple la durée de vie d'une bactérie, la durée d’'une conversation té-
léphonique ou l'instant de désintégration d’'un noyau radioactif peuvent étre
considérées comme des variables aléatoires de loi exponentielle.

Exemple 3.5.9 En moyenne, un atome d’uranium 235 se désintegre au bout
d’un milliard d’années. Supposons que sa durée de vie X, mesurée en années,
soit une variable aléatoire exponentielle de parametre A; on est donc amené a

1
prendre A = —. La période T de I'uranium 235 est le laps de temps nécessaire
109

a la désintégration de la moitié d'un échantillon donné de cette substance; T
est donc solution de I'équation P(X > T) =1/2, c-a-d

+00 1
f AeMdx=eM =
T 2

et donc log2
T= % ~10% x 0,7 = 700 millions d’années.
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3.5.3 Loinormale

Soit X une v.a.r sur I’espace probabilisé (2, #,P). Nous allons introduire la
loi la plus importante de la théorie des probabilités, la loi normale de Gauss ou
loi de Laplace-Gauss.

Définition 3.5.10 (Loi normale ou loi de Gauss) On dit que X suit une loi nor-
male ou loi de Gauss-Laplace de parametres m € R,0 > 0, si X admet comme
densité la fonction f,, 5, définie par

1 _ (x=m)?
e 207 pour tout x€R.

fm,c (x) =

oV2n

On dit alors que X est de loi normale .4 (m, o) et on écrit souvent X ~ A (m, ).
Laloi A4(0,1) est appelée loi normale centrée-réduite; sa densité est

2
2

for1(x) =

pour tout xeR.

1
—e
V2n
Remarque 3.5.11 Onremarqueraqu’on abien f;,, ; = 0; montrons d’abord que
7% fo1(x)dx = 1. Il suffit de montrer que [ e dx = /.

. s . (2 v2) 3 s
Pour cela, on considere la fonction ¢ : (x,y) — e *"+¥%) définie sur R%. On a,
d’une part,

+00
fztp(x,y)dxdy:fe_xzdxf e‘yzdy:(f e dx)?.
R R R —00

D’autre part, en passant aux coordonnées polaires et avec le changement de
variable p = r? ona

+oo 21 2
f ¢(x,y)dxdy = f re”” drdb
R? r=0 J0=0

1 [t 21 +00

=— e Pdpdd=n e Pdp
2

p=0 JO=0 p=0
=7

L'assertion s’ensuit.
Soient maintenant m et o > 0 quelconques. Alors, avec le changement de

m
,ona

+00 1 +00 y2
(x)dx:—f e zdy=1.
| tmotts= = [ eSay

variables y = i
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Proposition 3.5.12 SoitX de loi A (m, o). Alors :

(i) lavarY=
o

() [EX) = m
(ii)| Var(X) = 0.

En particulier, siX suit la loi normale /& (0, 1), X est centrée et réduite : E(X) =
0 etVar(X) = 1.

m estde loi N (0,1).

2 . . t -
Démonstration Pour x € R, on a, avec le changement de variable s =
o

M

Fy(x)=PY=<=x)=PX<ox+m)

1 ox+m _(tfm)z
= e 22 dt
oV2n J-co

_£
e 2ds

1 X
B Ef_oo
= f fo’l(S)dS.

DoncY ~ A4 (0,1).

Par les formules de Proposition 3.4.6, il suffit donc de calculer E(X) et Var(X)
danslecas m=0,0=1.

x2
Tout d’abord, E(X) existe, car I'intégrale ff;o |x|e” 7z dx existe, car
2
lxle ™2 =0(1/x%) pour x — +oo0.

2 ; . .
D’autre part, x — xe ™ 12 d x étant impaire, on a alors

+00 xz
f xe 2dx=0.

(e.0]

etdonc EX) =0.
52

—_ 2
Comme x?e 2 =0(1/x?) pour x — +oo, I'intégrale [*° x2e™ 7 dx existe.

.y o . d 2
On a alors, par parité et en intégrant par parties (en remarquant que — (e~ /%) =
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_xe—xz/Z) .
+00 2 +00 2
2 X 2 X
f Xx‘e dezzf x“e z2dx
—00 0
x21
Jp— (o,9) 2
-
=2|-xe 2 +2f e Zdx
0
0
=V2m.
D’ou

Var(X) = EX?) —EX)? = E(X?) = 1.

Remarque 3.5.13 (i) La fonction de répartition ¢ ; de la loi normale centrée-
réduite des donnée sous forme intégrale :

t2
II(x) = e zdt.

1 X
V2an f—oo
Cette intégrale n’est pas exprimable en termes de fonctions usuelles; ses va-
leurs sont tabulées dans une table, appelée table de la loi normale (voir la table
en Annexe, Chapitre 9; ces valeurs sont également disponibles dans certaines
calculatrices). Ces tables permettent de déterminer des seuils a des probabilités
fixées. On a, par exemple,

[1(1.24) =P(X < 1.24) = 0.8925
1-TI(1.24) =P(X>1.24) =0.1185
[1(1.96) =P(X < 1.96) = 0.975
1-T1(1.96) = P(X > 1.96) = 0.025
I1(2.58) = P(X < 2.58) = 0.995
(ii) Par parité, on a, pour tout x € R, [1(—x) = 1 —II(x) et donc, si X ~ A (0,1) et
x=0,

|P(X| < x)=2M(x) -1}
carP(X|=x)=PX=x)—-(PX=—-x)) =II(x) - II(—x) = 2I1(x) — 1. Ainsi,
P(X]<1.96) =2I1(1.96) —1 =1.950—1 =0.95,

c-a-d avec une probabilité de 95%, X prend ses valeurs dans I'intervalle [-1.96, 1.96].
De méme,

P(IX] =2.58) =2I1(2.58) -1 =1.99-1=0.99,

c-a-d avec une probabilité de 99%, X prend ses valeurs dans I'intervalle [-2.58, 2.58].



COURS PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka 71

3.6 Exercices

Exercice 3.6.1 Un joueur jette simultanément deux dés. Al'issue du jeu, il gagne
une somme X égale a la différence entre le plus grand et le plus petit des points

marqués.

(i) Déterminer la loi de la v.a.r X ainsi que sa fonction de répartition Fx. Tracer

le graphe de Fx.

(ii) Calculer 1?espérance et la variance de X.

Exercice 3.6.2 On lance un dé 20 fois. Soit V la v.a.r égale au nombre de 5 obte-
nus. Déterminer la loi de V . Quelle est la probabilité d’obtenir un 5 trois fois?

Exercice 3.6.3 On dispose de trois urnes et de trois boules. On place chacune
des boules au hasard dans'une des urnes. Soit X la v.a.r égale au nombre d’urnes
qui ne sont pas vides. Déterminer la loi de X et sa fonction de répartition.

Exercice 3.6.4 Soit n = 1 un entier. Une urne contient n boules blanches et n
boules rouges. On tire simultanément n boules. Soit X la v.a.r égale au nombre
de boules rouges obtenues. Déterminer laloi de X, son espérance et sa variance.

Exercice 3.6.5 Soit N =1 un entier. Une urne contient N boules numérotées de
1 a N. On effectue n = 1 tirages successifs avec remise. Soit X la v.a.r égale au
plus grand des numéros obtenus.

Déterminer la fonction de répartition de X. En déduire la loi de X.

Exercice 3.6.6 Soient (2, %,P) un espace probabilisé et A,B < &% deux évene-
ments. On considere la v.a.r. X sur Q définie par X(w) = 1 si w réalise un et un
seul des événements A ou B et X(w) = 0 sinon. On pose p; = P(A), p» = P(B),
ps =P(ANB).
(i) Déterminer la loi de X ainsi que son espérance et sa variance, en fonction de
p1, P2, p3-
(ii) En déduire les inégalités

P1+P2—1Sp Pitpe

=<

2 3 2

Etudier les cas d’égalité.
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Exercice 3.6.7 Soient X une variable aléatoire de Bernoulli de parametre p et
P € R[x] un polynéme. Montrer que

P(X) = (P(1) —P(0)X+P(0)
et en déduire I’espérance et la variance de X.

Exercice 3.6.8 Soient (2, %,P) un espace probabilisé et X une v.a.r. sur Q a va-
leurs dans N. On suppose qu'il existe g €]0, 1] tel que

PX=n)=qgqPX=z=n) pour tout neN.
Déterminer la loi de X.

Exercice 3.6.9 Soient (2, %,P) un espace probabilisé et (X;) ,en une suite de
v.a.r. sur Q. Soit N une v.a.r sur Q a valeurs dans N. On définit Y : Q@ — R par
Y(w) = XN(w) (W) pour tout w € 2. Montrer que Y est une v.a.r. sur .

Exercice 3.6.10 Soient a # b deux nombres réels non nuls, X une v. a. r. de loi
uniforme sur {—a, a, b, —b} et Y = X2. Calculer les variances de X, Y et X + Y res-
pectivement. Les v.a.r. X et Y sont-elles indépendantes?

Exercice 3.6.11 Soient X et Y deux v. a. rindépendantes suivant toutes les deux
une loi de Bernoulli de parametre p. Onnote g=1-p,S=X+YetD=X-Y.
Déterminer les loi de S et D ainsi que leurs espérances et variances. Calculer
E[SD]. Les variables S et D sont-elles indépendantes ?

Exercice 3.6.12 Soient (2, %,P) un espace probabilisé et Xy,..., Xy des v.a.r. in-
dépendantes prenant leurs valeurs dans {1,...,N} suivant la loi uniforme. Mon-
trer que Y = max;<;<;X; et Z = min; ;< X; sont des v.a.r. et donner leurs lois.

Exercice 3.6.13 Soit X une v.a.r sur’espace probabilisé (2, &, P) a valeurs dans
N. Montrer que X posséde une espérance si et seulement si la série Y "> P(X >
n) converge et qu’alors

+00
EX)=) PX>n).
n=0

Exercice 3.6.14 Soient X et Y deux v.a.r indépendantes sur I’espace probabilisé
(Q,Z,P) et suivant toutes deux une méme loi géométrique ¥ (p). Déterminer
laloidelavarZ=X+Y.
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Exercice 3.6.15 Soient X et Y deux v.a.r indépendantes sur I’espace probabilisé
(Q,Z,P) et suivant des lois de Poisson de parametres A et p. Déterminer la loi
delavarzZ=X+Y.

Exercice 3.6.16 Soit X une v.a.r sur I'espace probabilisé (2, %,P) suivant une

1
loi géométrique ¥4 (p). Calculer E ()—() .

Exercice 3.6.17 Soit X une v.a.r sur I’espace probabilisé (2, %, P) suivant une
1
loi de Poisson 22(A). Calculer E (—) .
X+1

Exercice 3.6.18 Soient X et Y deux v.a.r a valeurs dans N. On suppose qu’il
existe a € R tel que

PX=iY=j)=—~ pourtout (ij)eN’.
ij!

(i) Déterminer la valeur de a.
(ii) Quelles sont les lois marginales de X et de Y?
(iii) X et Y sont elles indépendantes?

Exercice 3.6.19 Soit X une v.a.r. sur I’espace de probabilité (2, &, P) suivant la
loi géométrique ¥ (p) de parametre p €]0, 1[, c-a-d X prend ses valeurs dans N*
et pour tout k € N* :

PX=k) = qk_lp, avec g=1-p.

(i) Déterminer la fonction de répartition Fx de X.
(ii) Pour x € R, calculer P(X > x).

Soient Xy,...X, desv.a.r. sur (Q, &, P) suivant toutes la loi ¢ (p). On suppose
que Xy,..., X, sont indépendantes, c-a-d

n
PX;=ki,....Xn=kn) =[|PX;=k;)  pourtout (ki,...,k,)€N.
i=1
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On considere les v.a.r
U =min(Xy,...,X,;) et V=max(X,...,X,).

(iii) Déterminer la fonction de répartition Fy de V et en déduire la loi de V.

(iv) Déterminer la loi de U.

(v) Application : On jette 5 dés. On met de cOté les dés qui affichent un “6" et on
recommence. De nouveau, on met de coté les dés qui affichent un “6" et ainsi
de suite. Le jeu s’arréte quand il n’y a plus de dé. En associant au dé de numéro
i €{l,...,5} lava.r X; qui est égale au moment d’apparition du “6’ sur ce dé,
déterminer la v.a.r N égale a la durée du jeu ainsi que son espérance E(N).

Exercice 3.6.20 A un péage autoroutier n voitures franchissent, au hasard et
indépendamment les unes des autres, I'une des trois barrieres numérotées 1,2, 3
mises a leur disposition. Soient X;,X, et X3 les v.a.r dénombrant les voitures
ayant franchi ces barrieres.

(i) Déterminer la loi de Xj.

(ii) Calculer les variances de X, X, et de X; + Xo.

(iii) En déduire la covariance de X; et Xs.

Exercice 3.6.21 Soient X et Y deux v.a.r sur ’espace probabilisé (2, #,P) pos-
sédant toutes deux un moment d’ordre 2. On suppose que Var(X) > 0. Détermi-
ner (a, b) € R* tels que la quantité E ((Y — (aX + b))?) soit minimale.

Exercice 3.6.22 Soit X une v.a.r suivant la loi uniforme sur [a, b] et soit (a,p) €
R* x R. Déterminer la loi de la v.a.r Y = aX +f.

Exercice 3.6.23 (i) Soit X une v.a.r suivant une loi exponentielle de parameére A.
Déterminer la loi de la partie entiere [X] de X.

On dit qu'une v.a.r X sur ’espace probabilisé (2, %,P) est sans mémoire si
PX > t+s|X>s) =PX > f) pour tous £, s.
(ii) Montrez que si une v.a.r X suit une loi exponentielle, alors X est sans mé-
moire.
(iii) Montrez que si une v.a.r X est positive, sans mémoire et a densité, alors X
suit une loi exponentielle.

Exercice 3.6.24 Soit X une v.a.r suivant la loi normale .4/'(0,1). On pose Y = X2,
(i) Déterminer une densité g de Y. On dit que Y suit une loi du x* a un degré de
liberté

(ii) Calculer, en justifiant leur existence, E(Y) et Var(Y).
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Exercice 3.6.25 Soient X et Y deux v.a.r indépendantes sur I’espace probabilisé
(Q,Z,P) et suivant toutes deux une méme loi géométrique ¥4 (p). Déterminer
laloidelavarzZ=X+Y.

Exercice 3.6.26 Soient X et Y deux v.a.r indépendantes sur I’espace probabilisé
(Q,Z,P) et suivant des lois de Poisson de parametres A et p. Déterminer la loi
delavarZ=X+Y.

Exercice 3.6.27 Soit X une v.a.r sur I’espace probabilisé (2, %,P) suivant une

1
loi géométrique ¥ (p). Calculer E (}—() .

Exercice 3.6.28 Soit X une v.a.r sur I'espace probabilisé (2, %,P) suivant une

1
loi de Poisson Z2(\). Calculer E (—) .
X+1

Exercice 3.6.29 Soient X et Y deux v.a.r a valeurs dans N. On suppose qu’il
existe a € R tel que
a
HX:LY:p:;? pour tout (i, j) € N°.
(i) Déterminer la valeur de a.

(ii) Quelles sont les lois marginales de X et de Y?
(iii) X et Y sont elles indépendantes ?

Exercice 3.6.30 On considere une urne contenant N boules numérotées de 1
a N. On effectue des tirages successifs, avec remise. Soit k = 2 fixé. On note T
la v.a.r. égale au nombre de tirages effectués jusqu’a 'obtention de k boules
identiques. Lensemble des valeurs possibles de T est {{ € N : [ = k} U {+00}. On
admettra que P(T = +o0) =0.

(i) Déterminer P(T = k) et P(T = k+1).

(ii) Soit n = 1. Montrer que

ool
P(T=n+k)=——P(T>n).

(iii) Montrer que T possede une espérance et la déterminer.
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1
Exercice 3.6.31 Soit f:R—R, r— Ee"”.
(i) Montrer que f définit une densité de probabilité.
Soit X une v.a.r de densité f.
(ii) Calculer la fonction de répartition Fx de X.
(iii) Montrer que E(X) et Var(X) existent et les calculer.

1 1
Exercice 3.6.32 Soit f : R — R la fonction définie par f(f) = ————
/ par f TVi(l—1)
tout £ €]0,1[ et f(#) =0si £ ¢]0,1[.

(i) Montrer que f définit une densité de probabilité.
Soit X une v.a.r de densité f.

(ii) Calculer la fonction de répartition Fx de X.

(iii) Montrer que E(X) et Var(X) existent.

pour

Exercice 3.6.33 Soit f:R—R, t— ——-.
(1 + x2)

(i) Montrer que f définit une densité de probabilité.
Soit X une v.a.r de densité f.

(ii) Calculer la fonction de répartition Fx de X.

(iii) Montrer que X ne posseéde pas d’espérance.

Exercice 3.6.34 Soit X une v.a.r suivant la loi uniforme sur [0, n]. Montrer que
Y = cos(X) suit une loi continue dont on déterminera la densité.

Exercice 3.6.35 (Loi log-normale) Soit (2, %,P) un espace probabilisé et soit
Y une v.a.r. sur Q suivant une loi normale A (m, o) avec m € Ret o > 0. Soit

X:=e".

(i) Montrer que X suit une loi continue dont on déterminera la densité g, ; la
loi de X est appelé loi log-normale £N(m, o) de parameétres m, .

(ii) Montrer que X possede une espérance et calculer E(X).

(iii) Montrer que X posséde une variance et calculer Var(X).

(iv) Soit a > 0,p # 0. Déterminer la loi de la v.a.r. axP.

On dispose d'un tas de sable, composé de n grains homogenes sphériques.
On admet que que le diametre X (mesuré en mm) d’'un grain de sable pris au
hasard suit la loi £N(-0.5;0;3). On passe la sable au crible d'un tamis, dont les
trous circulaires sont de diametre 0.5mm.
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(v) Calculer, au moyen d’une table de la loi normale, la probabilité p qu'un grain
de sable passe a travers le tamis.

(vi) Calculer la proportion moyenne p,, des grains de sable passant a travers le
tamis.

(vii) Quelle est la loi de la v.a.r. Y donnant le volume des grains de sable?
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Chapitre 4

Théoréemes limites

Dans certains cas, il arrive qu’'une suite X, de v.a.r. converge vers une v.a.r. X,
dans un sens a préciser. Un tel résultat est appelé “Théoreme limite"; il permet
de remplacer X,, par son approximation X, dont la loi est souvent plus facile a

étudier.

4.1 Inégalité de Bienaymé-Tchebychev

Nous allons d’abord établir une inégalité classique tres utile. Soit (Q2, %, P)
un espace probabilisé et X : QO — R une v.a.r.

Proposition 4.1.1 (Inégalité de de Bienaymé-Tchebychev) On suppose que X
possede un moment d’ordre 2 Alors, pour tout a> 0, on a

Var(X)
a?

P(X-EX)|=a) =

Démonstration Posons m := EX).

ler cas : On suppose que X est une v.a.r. discrete, de sorte que E = X(Q) est fini
ou dénombrable infini. Posons A={x € E : |x— m| = a}. Alors

P(IX-EX)|za)=P(X-m|=a) = Z PX=x).

X€EA

79
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D’autre part, on a

Var(X) = ) (x - m)*P(X = x)

x€E
> Y (x-m*PX=x)
X€EA
>a’ ) PX=x)
X€A

D’ou I'assertion dans ce cas.
2éme cas : On suppose que X est une v.a.r. continue, de densité f. Comme
IX—m|zal=X<sm-alu{X=m+a},ona

m-—-a +00
Pl X-m|l=za)=PX=m-alu{X= m+a}):f fx)dx+ fx)dx.
—00 m+a
D’autre part, on a
+00
Var(X) = f (x—m)*f(x)dx

m-—-a +00
zf (x—m)zf(x)dx+f (x—m)zf(x)dx

(o.¢] m+a

m-a +00
> a’ (f fx)dx+ f(x)dx).

(e¢] m+a

D’ou I'assertion dans ce cas également.ll

4.2 Convergence en probabilité de suites de v.a.r.

Soit X,; : Q — R une suite de v.a.r. ainsi qu'une autre v.a.r. X : Q — R sur
I'espace probabilisé (Q2,%,P). Nous allons introduire une premiere notion de
convergence vers X pour une telle suite (X,) ;.

Définition 4.2.1 (Convergence en probabilité) On dit que (X,,), converge en
probabilité vers X si :

pour toute >0,ona lim P(X,-X|=¢)=0.
n—+oo

On écrit alors, de facon abrégée,

P

n—+oo

Xn X.
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Exemple 4.2.2 Supposons que X, suive une loi exponentielle de parametres
0.

nA pour un A > 0 fixé. Montrons que X, "
n—+oo

En effet, soit € > 0. Alors

+00
P(|Xn|28):f nhe "™ dx
€

+00

— P_e—nkx ::e—nAg

€

Comme lim,,_. ;oo ™€ =0, on a bien X, 0.

n—+oo

4.3 Loifaible des grands nombres

Nous allons montrer que, quand on répete une expérience aléatoire un grand
nombre de fois, la fréquence de réalisations d’'un événement converge vers la
probabilité de réalisation de cet événement. Ce résultat, appelé “Loi des grands
nombres", est un outil d'une grande importance.

Théoréme 4.3.1 (Loi faible des grands nombres) Soit (X,,) ,>1 une suite dev.a.r.
sur l'espace probabilisé (2, %,P). On suppose que ces v.a.r. admettent toutes une
méme espérance m, un méme écart-type ¢ > 0 et qu’elles sont deux-a-deux non

1
corrélées. PosonsM,, = —(X;+Xo+---+X,,). AlorsM,, m; plus précisément,
n

n—+oo

o2

Ye>0: P(IMn—mlze)s—z.
ne

Démonstration On a

EM,)=E (l Y Xk
n =1

=—2 EXp=—2 m=m,
=1 =1

ainsi que (voir Corollaire 3.3.15)

1 n
7 X

k=1

1 n
Var(M,,) = Var =3 Y VarXp)+2 ). Cov(X; X))
k=1

l<i<j<n

et donc, comme les X sont deux-a-deux non corrélées et Var(X) = 02,

1 Z o?
Var(M,,) = — Var(Xy) = —.
nc n
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Soit € > 0. Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (Proposition 4.1.1), on a

Var(M,,)
P(M,,—m|=¢) < —

Il s’ensuit que
2

o
P(M,,—m|=¢) < —.
ne

2

. g .
Comme limy,_, 4o — =0,0ona bien M, m.A
ne

n—+oo

Remarque 4.3.2 Les hypotheses du théoreme précédent sont satisfaites si les
X, sont indépendantes, ont tous la méme loi et admettent un moment d’ordre
2. C’est souvent pour une telle suite que le théoréme est appliqué.

Exemple 4.3.3 (Cas de variables aléatoires de Bernoulli) Soit (X;),, une suite
de v.a.r. indépendantes et suivant une loi de Bernoulli 28(p) pour p €]0, 1[; on
dira que I'’événement X, = 1, dont la probabilté est égale a p, est un succes. La

suite M, = —(X; + Xy + --- + X;;) représente alors la proportion de succes parmi
n

les n premiéres épreuves. Comme E(X,,) = p et 0® = Var(X,) = p(1 — p), on a,
par la loi des grands nombres : pour tout € > 0,

p(l-p)

P(M,—pl =) < =

Comme la fonction [0,1] — R, x — x(x — 1) prend son maximum en x = 1/2, ou
elle vaut 1/4, on a donc

1
P(M,,—p|l=¢g) < —.
(IMy — pl ) Ane?

Considérons, par exemple, le lancer d'une piece de monnaie équilibrée, ré-
pété plusieurs fois. Soit X, la v.a.r égale a 1 si on obtient “Pile" au n-iéme lan-
cer et 0 sinon. Alors S;, = X; +--- + X, est égale au nombre de “Piles" obtenus
lors des n premiers lancers et X,, ~ %8(1/2). Ce qui précéde montre que, pour
n =103 = 1000 lancers et € = 0.05, on a

1
4x103x25%x 1074
On s’attend donc a obtenir un nombre de “Piles" compris entre 450 et 550, avec
une probabilité supérieure a 90%. En fait, cette borne est assez pessimiste : on

peut montrer (voir plus loin Exemple 4.6.3) que ce nombre est compris entre
484 et 516, avec une probabilité de 95%.

0.1

1
P(IS1000 —500] = 50) = P(|M1000 — El >gl) <
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4.4 Converge en loi d’'une suite de v.a.r

Soient X, et X des v.a.r. dont on ne suppose pas qu’elles sont définies sur un
méme espace probabilisé.

Définition 4.4.1 (Convergence en loi) On dit que (X,;),, converge en loi vers X
si, pour tout x € R tel que la fonction de répartition Fx de X est continue en x,
onalim, ., Fx,(x) = Fx(x). On écrit alors, de facon abrégée,

<

n—+oo

Xn X.

Remarque 4.4.2 (i) Supposons que X,

X. Alors, pour tous points de conti-
n—+oo

nuité a, b de Fx avec a < b, on a
lirrlnP(a <X,<b)= li’rlnFXn (b) —Fx, (a) = Fx(b) —Fx(a) =P(a<X < D).

(ii) Un cas important (voir plus loin le théoreme central limite) sera la cas ot

X suit une loi normale .4'(0,1). La condition pour que X, X signifie alors

n—+oo
que, pour tout a < b,on a

li’IlnP(a <X, <b)=0(b)-1(a),
oull(x) = Lf_xoo e 12qr.
V2n

Exemple 4.4.3 Supposons que la v.a.r. X;, suive une loi normale .4'(0,0,) et
X.

que X suive une loi normale .4(0, 0). Silim; 0, = 0, alors X,
n—+oo

Dans le cas de v.a.r. discretes, la proposition suivante donne une condition
nécessaire et suffisante pour prouver la convergence en loi.

Proposition 4.4.4 Supposons que les v.a.r. X,, etX prennent leurs valeurs un en-

semble contenu dans Z. Alors, la suite X, X si et seulement si

n—+oo

lilgnP(Xn =k)=PX=k) pour tout keZ.

Démonstration : voir Poly complet du cours.
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4.5 Approximations de lois discretes

4.5.1 Approximation de laloi binomiale par la loi de Poisson

Etant donnée une v.a.r qui suit une loi binomiale 28(n, p), le calcul des quan-

tités P(X = k) est souvent fastidieux quand n est “grand" , car il requiert ce-
n!
lui des coefficients binomiaux (}) = ————
k!(n-k)!
que, sous certaines conditions, on peut remplacer la loi binomiale par une loi
de Poisson.

. La proposition suivante montre

Proposition 4.5.1 (Approximation de lois binomiales) Soit (X,,),, une suite de

v.a.r. de loi B(n, py). Supposons que lim, np, = A € R. Alors, X, — X pour
une v.a.r de loi de Poisson 2 (A), c-a-d pour tout k €N, ona
Ak
limPX,, = k)= e *—.
n k!
Démonstration Soit k fixé. On a, pour n = k,
ny n-k
P(Xn = k) = (k Pn(l - pn)
= k! pne .
Comme p,, ~A/n,onalim, p, =0et
(n—k)log(gn) = (n—k)log(1-pp) ~—np, ~ —A.
D’ou lim,(n - k)log(1 — p,) = -\ et donc lim,, e~®1°8n) = ¢=A Ppar consé-
quent, on a
k k k
n" o oa_mpp)” A
P(X,, = k) ~ e = Tfe oo @ E.I

Remarque 4.5.2 Dans la pratique, on considere que la loi binomiale 8(n, p)
peut étre approchée de maniere acceptable par une loi de Poisson avec A = np,
quand n > 30 et np de I'ordre de quelques unités (par exemple, np < 10).
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Exemple 4.5.3 On considere 'épreuve consistant en un lancer de 5 dés plu-
sieurs fois de suite, et Y le nombre de fois ol1 on obtient 5 fois “6". Alors Y une
v.a.rdeloi #(n, p) avec p = 1/6° = 1/7776. Pour n = 10000, le calcul exact donne

9
— —) 996 ~ 0.03149.
4 7776) \7776

(10000) ( 1 )4 (7775
P(Y=4)=

En posant A = np = 10°/7776 = 1,286, on a la bonne approximation par une

varX~2(\): .

A
P(X=4)= e_AF ~0.0315.

4.6 Théoreme central limite

Soit (X;;) =1 une suite de v.a.r. sur I'espace probabilisé (Q2, #,P), indépen-
dantes, de méme loi et admettant une espérance m et une variance 2. La loi

S
des grands nombres montre que M,, = — tend vers m en probabilté, ol1
n
Sp=Xy+--+X,.

Lerreur faite en estimant m par M,, est la v.a.r. centrée E;,, = M, — m; la variance

de E,, est
2

o
Var(E,) =Var(M,,) = —.
n
La v.a.r. centrée-réduite correspondante est donc

vn S,—nm
Zn=Y"M,-m)="—"""2
" 0( " ) ovn

Le résultat suivant, qui mérite son nom de Théoréme Central Limite (“TCL"),
dit que le comportement asymptotique de Z,, est décrit par laloi normale .4(0, 1).

Théoréme 4.6.1 (Théoréme Central Limite) Soit (X,,) ;=1 une suite de v.a.r. sur
U'espace probabilisé (2, #,P), indépendantes, de méme loi et admettant une es-

S,—-nm
2 AlorsZ,

o\ n n—+oo
v.a.r. X de loi normale centrée-réduite A (0,1), c-a-d pour tout a< b, on a

pérance m et une variance o*. Soit Z,, =

X pour une

b 1

n—+oo a ,_2]'[

Pla<Z,<Db) — e 12 gy,
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Remarque 4.6.2 La preuve du Théoréme Central Limite dépasse le cadre de ce
cours.

Exemple 4.6.3 (Approximation de la loi binomiale par la loi normale)

Soit (X;) =1 une suite de v.a.r indépendantes, de loi de Bernoulli Z(p). Alors
Sn =X; +:--+X,, suit la loi binomiale #(n, p). Comme E(X,,) = p et Var(X,;) =
p(1—p), on a, par le Théoreme Central Limite,

Sp—np

vnpl-p)

En pratique, on admet I’approximation

P(a< sb) — i TI(D) = T (@)

Sy—np
vnpll-p)

désque n=30etnp(l—-p)=9.
Pour a =1.96,on all(a) =0.975etI(—a) =1-TII(—a) = 0.025; si n est suffi-
samment grand, on a donc

P(—\/np(l —pa<Sp—np<+/npl- p)a) = (@) - TI(~a) = 0.95.

Reprenons 'Exemple 4.3.3. Soit X,, la v.a.r égale a 1 si on obtient “Pile" au
n-ieme lancer d'une piéce équilibrée et 0 sinon. Alors S, = X; +--- + X, est égal
au nombre de “Piles" obtenus lors des n premiers lancers. Onap=1/2et p(1—
p) = 1/4. et donc, pour n suffisamment grand,

P —ﬂ<sn—gs@ — (@) - TI(~a) = 0.95

P(a< < b|=1I1(b) - I(a)

Pour n = 1000, on a ainsi
P(—15.49 < Sygp0 — 500 < 15.49) = 0.95,

c-a-d P(S1o00 € [486,516]) = 0.95.
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4.7 Application du TCL: intervalles de confiance

On considere une suite X;,Xo,...,X, de v.a.r idépendantes, suivant toutes
une méme loi de Bernoulli 2(p) pour un parametre inconnu p €]0, 1[. On cherche
a estimer p a travers un échantillon (x, ..., x;) deX,...,X,;; un tel échantillon
est une réalisation de Xj,...,X;, c-a-d

(x]_)---)xn) = (Xl(w);---,Xn(U)))

pour un w € Q.
Soit

S
X:Z;X,-

Pour n suffisamment grand (dans la pratique n = 30 suffit), on peut considérer,
par le Théoréme 7.2.3 que

X-p — X-p
vp-p)/Vn vpad-p)

Soit a €]0, 1[ fixé (“seuil de risque"). On note z, le nombre réel = 0 tel que
II(—z¢) =, c-a-d P(Z = z,) = a ou bien P(Z < z,) = 1 —«. La valeur z, estlue sur
la table de la loi normale (voir table dans I’Annexe 9 plus loin). Alors

Z:=

~AN(0,1).

P(—zy/2 7 < zgj2) = M(z2g/2) — (= 2q/2) = 211(2q/2) —1 =1 -
et donc
1-a=P(-zq2 =Z = zg/2)
= P(—Zouz = \/ﬁ)_(_—p = Z(x/2)
Vvrad-p)

< v P —-p)

=P|X =2y \/ﬁ

_]OS>_(+Z(X/2

v p(—-p)
)

Comme +/p(1 —p) <1/2, on obtient

_ 1 — 1
P(X—zyp—=pv<X+2z4p0——|=1-q.
( O‘/Zz\/ﬁ p 0‘/22\/%)
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_ 1 ) .
Posons x = — Z?_l X;, qui est la moyenne observée au vu de |"échantillon
n i=

X1,...,X,. Lintervalle de confiance, au risque «, est alors donné par

_ 1 _ 1
X— 202 —=) X+ Za12——=]|-

2vn 2yn

Ceci signifie que p € Iy avec probabilité au moins 1 — a. Pour a = 0.05, on a

Ix=

— 1 _ 1
zq/2 =1.96 etdonc p € [x —1.96——,x+1.96——| avec probabilité de 95%

2yn 2vn

Exemple 4.7.1 ((Sondage)) Au soir d'une élection, on veut estimer la propor-
tion (inconnue) p des électeurs du candidat A dans I'’ensemble de la popula-
tion, a travers un sondage portant sur 2500 électeurs. Ici, n = 2500 est le nombre

d’électeurs sondés (taille del’échantillon du sondage) et, pour chaque i € {1,...,2500},

on a X; =1 sil’électeur i dit avoir voté pour A et X; = 0 sinon.
Supposons que le sondage a révélé 1350 votes pour le candidat A. On a donc

et I'intervalle de confiance au risque a = 5% est
[0.54 —-1.96 x (1/2v/2500),0.54 +1.96 x (1/2v/2500)] = [0.52,0.56];

on a donc une fourchette entre 52% et 56% dans la prédiction de votes pour le
candidat A, avec probabilité de 95%.



Chapitre 5

Couples de variables aléatoires a
densité

Nous avons étudié a la Section 3.3 des couples de variables aléatoires dis-
crets. Dans ce chapitre, nous abordons les couples de variables aléatoires conti-
nus.

5.1 Vecteurs aléatoires a densité

Soit (Q, %,P) un espace probabilisé.
Soit n = 1. On rappelle qu'un vecteur aléatoire de dimension n est une ap-
plication
Z:Q—-R"o~ X (w),...,X,;(w),

ou Xj,...,X, sont des v.a.r. On note en général Z par Z = (X, ..., X,).
Dans le cas n = 2, on parlera de couple aléatoire, et on le notera souvent
Z=0XY).

On considere la tribu 8(R") c 22(R") engendrée par les “rectangles" I} x I x ---

ot les I; sont des intervalles de R. Chaque partie de 28(R") est dite partie boré-
lienne ou (borélien) de R”. On dit que Z(R") est la tribu des boréliens de R".

Définition 5.1.1 (Loi et fonction de répartition d’'un vecteur aléatoire) Soit
Z = (Xy,...,X;) un vecteur aléatoire.

(i) La loi de Z (ou la loi conjointe de Xy, ...,X;,) est la mesure de probabilité Py :
PB(R'™) — [0,1] définie par

Py xIp x---xI,)=PX; €l},X5€ly,...,X,€1,).

89
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pour tous intervalles Iy, I,...,1, de R.
(ii) La fonction de répartition de Z est la fonction Fz : R” — [0, 1] définie par

Fz(x1,%0,...,x0) =PX; < x1,X0 < X9,...,X; < Xp).
Nous allons introduire maintenant les vecteurs aléatoires continus.

Définition 5.1.2 (Vecteur aléatoire a densité) Soit Z = (Xj,...,X;;,) un vecteur
aléatoire. On dit que Z est une vecteur aléatoire a densité ou vecteur aléatoire
continue si sa fonction de répartition Fz s’écrit sous la forme

X1

Xn
Fz(xl,...,xn):f f f(t,...,tp)dt,---dt, pour tout  (xi,...,x,) € R"
—00 —00

pour une fonction f : R” — R, appelée densité de Z, avec les propriétés sui-
vantes :

1. f(xy,...,xn) =0 pour tout (xy,...,x,) € R";
2. f estintégrable sur R";
3. [P [T f(h,. t)d il -+ d, = 1.

Exemple 5.1.3 Soit Z = (X,Y) de loi uniforme sur le triangle
T={(xy)eR|x=0,y=0,x+y<1};
comme l'aire de T est 1/2, 1a densité de Z est f =217, c-a-d

3 2 si(x,y)eT
f(x,y)—{o si(x,y)¢T.

Remarque 5.1.4 Soit Z = (Xy,...,X,) un vecteur aléatoire a densité. On peut
calculer ainsi la probabilité d’événements associés a Z au moyen de la densité
fdeZ:

VB e B(R") : P(ZEB):PZ(B):ff(tl,...,tn)dtl---dtn.
B
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5.2 Lois marginales

Dans toute la suite, on se limitera au cas , c-a-d a celui d'un couple
aléatoire Z = (X,Y) : Q — R2.
Les lois marginales du couple Z sont les lois Px et Py de X et Y.

Proposition 5.2.1 SoitZ = (X,Y) un vecteur aléatoire a densité f. Alors les v.a.r.
X etY sont continues, de densités fx et fy données par

+00 +oo
fx(x)=f flx,ydy et fY(y)=f f(x,ydx

pourx,y€R.

Démonstration Soit x€ R.Ona {X < x} = {X < x,Y € R}. Il s’ensuit que, pour la
fonction de répartition Fx de X, on a

Fx(x)=PX=x)=PX=x,Y€] —o0,+0[)

X +00 X +o0
=Pz(]—oo,x]><]—oo,+00[)=f f f(t,y)dtdy=f f ft,ydydt

:f x®ady,

ou fx(t) = ff;o f(t,y)dy. Ceci montre que X est continue a densité fx.
De maniere similaire, on montre que Y est continue a densité fy.l

Exemple 5.2.2 Reprenons 'Exemple 5.1.3. On rappelle que la densité de Z =
X,Y) est f =211, ouT estle triangle {(x, y) € R?| x> 0,y=z0,x+y=<1}.
Laloi marginale fx de X est donnée par fx(x) =0 pour x ¢ [0,1] et

1-x
fx(x) :Zfo 1t(x,y)dxdy =2(1-x)

pour x € [0, 1]. De maniére similaire, fy(y) =0 pour y ¢ [0,1] et fy(y) =2(1—-y)
pour y € [0, 1].

On rappelle que les v.a.r. X et Y sont indépendantes si et seulement si

V(xr,y)eR*: PX=<x,Y<y)=PX<xPY<y).
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Proposition 5.2.3 SoitZ = (X,Y) un vecteur aléatoire a densité f. Les deux pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

(i) X etY sont indépendantes;

(i) f (x,y) = fx(x) fy(y) pour tout (x,y) € R2.

Démonstration Par définition, X et Y sont indépendantes si et seulement si
Fz(x,y) = Fx(x)Fy(y), c-a-d si et seulement si

) [ 2 ft9deds = (7 fx@dn)([7, fx(s)ds)

pour tout (x, y) € R%.

Supposons que f(x, y) = fx(x) fy(y) pour tout (x, y) € R?; alors la relation ()
est satisfaite et X et Y sont donc indépendantes.

Réciproquement, supposons que X et Y sont indépendantes et que donc la
relation () est satisfaite. Alors, on a

X ¥y X y
fff(t,s)dtds:f f () f(s)dtds

pour tout (x, y) € R%. Paridentification, ona f(x, y) = fx(x) fy(y) pour tout (x, y) €
R°.H

On peut démontrer une formule de transfert analogue a celle pour un couple
de v.a.r. discretes.

Proposition 5.2.4 (Formule de transfert) Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire a
densité f. Soit g : R? — R une fonction continue (ou plus généralement, mesu-
rable). On suppose que l'intégrale ff;o ffo‘f lg(x, MIf(x,y)dxdy est finie. Alors
lav.a.r. gX,Y) possede une espérance et on a

+oo

+00
E(g(X,Y)) = f f g(x, ) f(x, y)dxdy

Démonstration Omise.

5.3 Covariance

Comme pour un couple de v.a.r. discretes, on peut définir la covariance d'un
couple de variables continues.
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Définition 5.3.1 (Covariance d’'un couple aléatoire a densité) Soit Z = (X,Y)
un vecteur aléatoire a densité. On suppose que X et Y possédent des variances.
La covariancede Z (oude X et Y), notée Cov(X,Y), est le nombre

[Cov(X,Y) := E(X - EX)(Y—E(Y)))|

Les v.a.r. X et Y sont dites non corrélées si Cov(X,Y) = 0.

La covariance a des propriétés similaires a celle pour un couple de v.a.r. dis-
cretes.

Proposition 5.3.2 Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire a densité f. On suppose
queX etY possédent une variance.
(i) (Formule de Koenig-Huygens) On a

|Cov(X,Y) = E(XY) - EX)E(Y).

(ii) On a

+00 oo +00 too
Cov(X,Y) :f f xyf(x,y)dxdy— (f xfx(x)dx) (f yfx(y)dy).

(e 9]

(iii) Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0; la réciproque est fausse en
général.

Démonstration
(i) On a, en développant et en utilisant la linéarité de I'’espérance

CoviX,Y) =E(X-EX))(Y-E(Y)) =EXY-XE(Y) —-EX)Y + EX)E(Y))
=EXY) -EX)E(Y) -EX)E(Y) + EX)E(Y) = EXY) - EX)E(Y).

(ii) Par la formule de transfert (Proposition 5.2.4), on a

+00 p+oo
E(XY) :f f xyf(x,y)dxdy.

ceci montre que (ii) est une conséquence de (i) .
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(iii) Supposons que X et Y sont indépendantes. Alors, en utilisant la Proposi-
tion5.2.3,ona

+00 +00
EXY) :f f xyf(x,y)dxdy

+00 p+o00

= / [ xyfx(x) fy(y)dxdy
_O?I'OO e +00

= (f Xfx(x)dx) U yfx(y)dy)

(e.0] (e.0]

=EX)E®Y),

c-a-d CovX,Y) =0.1

Exemple 5.3.3 Reprenons 'Exemple 5.1.3 et 5.2.2 On rappelle que la loi f de
Z = (X,Y) est la loi uniforme sur le triangle T; les lois marginales fx et fy sont
données par fx(x) = fy(x) =21j,1;(x)(1 — x). On calcule que
1
EX) =E() = 2[ x(1-x)dx=1/3
0

et que

+o00 p+oo 1 pl—x 1
E(XY):f f xyf(x,y)dxdy:Zf f xydxdy:f x(1-x)%dx=1/12
—00 J—00 0 JO 0

D’ol1 Cov(X,Y) =1/12—(1/3)%2 =—1/36.
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5.4 Lois et espérance conditionnelles

SoitZ = (X,Y) un couple aléatoire a densité f. Comme dans le cas de couples
discrets (voir Definition 3.3.10), on peut définir la loi conditionnelle de Y sa-
chant X = x. On rappelle que fx et fy sont les densités de X et Y.

Définition 5.4.1 (Densité conditionnelle) Soit x € R tel que fx(x) > 0. La fonc-
tion fyjx=y : R — R définie par

e,
fx(x)

VyeR: Jyx=x(y) =

est une densité, appelée densité conditionnelle de Y sachant X = x. De maniére
similaire, si y € Rtel que fy(y) >0, la densité conditionnelle fxy=, de X sachant
f(x,y)

-

Remarque 5.4.2 On remarque que fyjx=, est bien une densité pour tout x € R
tel que fx(x) > 0; en effet, en utilisant la Proposition 5.2.1, on a

Y = y est définie par fxjy=,(x) =

1 1
Jx(x) fx(x)
Définition 5.4.3 (Espérance conditionnelle) On suppose maintenant que Y

posséde une espérance.
(i) Pour tout x € R tel que fx(x) > 0, le nombre réel E(Y|X = x), défini par

+00 +00
f fx=x(Y)dy = f fl,ndy= fx(x)=1.

+00

EY|X=x) :f Yhix=x(dy|,

est appelé espérance conditionnelle de Y sachant X = x.
(ii) Soit N = {x € R| fx(x) = 0} et définissons ¥ : R — R par y(x) = E(Y|X = x)
pour x € R\ N et y(x) =0 pour x € N. La variable aléatoire E(Y|X), définie par

[E(YIX) = y(X)

)y

est appelée espérance conditionnelle de Y sachant X.

Remarque 5.4.4 (i) Soit N = {x e R| fx(x) = 0}. Alors PX e N) = [ fx(H)dt =0.
En notant A = {X ¢ N}, on a donc P(A) = 1. Ainsi, on a

E(Y[X)(w) = yX(w)) = E(Y[X = X(w))
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pour w € A et E(Y|X)(w) =0 pour w ¢ A.
(ii) En échangeant les roles de X et Y, on définit de maniere similaire E(X[Y),
I'espérance conditionnelle de X sachant Y.

Lespérance conditionnelle posséde la propriéte fondamentale suivante.

Proposition 5.4.5 SoitZ = (X,Y) un couple aléatoire a densité f. On suppose que
Y possede une espérance. Alors, on a

+00

E(Y) = EE(Y[X)) = f EYIX=x) fx(x)dx.

—00

Démonstration On a, par la formule de transfert (Proposition 5.2.4)
+00
EEYIX)) = f Y fx(x)dx = f E(YIX=x)fx(x)dx

+00 oo e
f f nyIX x(_V)fX(X)dydx f f f]f : J;)

:f  F e ) dydx = f y( flx, y)dx)dy

+00
=f yi(ydy=E(®).

Exemple 5.4.6 Reprenons I'Exemple 5.1.3 (voir aussi 5.2.2 et 5.4.6). On rap-
pelle quelaloi f de Z = (X,Y) estla loi uniforme sur le triangle

T={x))eR|x=20,y=20,0sy<1-x}.
Pour x€]0,1[,ona fx(x)=2-2x>0et

Ir(x,y) 1
2-2x  1-

Laloi de Y sachant X = x est donc la loi uniforme %/ ([0, 1 — x]). On a ainsi

fyix=x(y) = 1i0,1-x(»)

-X
EYX=x)= —
et donc
E(Y|X) = —
(Y|X) 5
Rappelons (vor Exemple 5.3.3) que E(Y) = E(X) = 1/3. On a donc bien

1-X\ 1-1/3
E(E(YIX)):E( 5 ): > =1/3 =E(Y).
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5.5 Sommes de variables aléatoires indépendantes

Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire a densité. Supposons que X et Y sont in-
dépendantes.
Nous voulons déterminer la densité de la v.a.r. X + Y.

Proposition 5.5.1 SoientX etY des v.a.r. indépendantes, de densité fx et fy res-
pectivement. Alors X +Y est une v.a.r. continue de densité fx.y donnée par

VxeR:

+00
fx+v(x) =[ xx=-y) f()dy.

Démonstration Soit f ladensité de Z = (X,Y). Rappelons (voir Proposition 5.2.3)
que, comme X et Y sontindépendants,ona f(x, y) = fx(x) fy(y) pour tout (x, y) €
R?. Calculons la fonction de répartition Fx,y de X+Y. Soit ¢ € R. Considérons le
demi-plan

D={(x,)) R |x+y<t}={(x,y) eR*|x<t—y}.

Ona
Fx.y(H) =PX+Y<1)

:fo(x»J/)dXd)’:foX(x)fy(y)dxdy:

+00 -y
:f ( xx) f(ydx)dy

oo

+00 -y
f FW( fx(x)dx)dy

f fy(y)(f fx(s=y)ds)dy

(X—s— )

t +00
f ( fx(S—J’)fY(J/)dS) dy

(o.¢] (6.0]

Il s’ensuit que la densité fx,y de X+Y est s — f_t;o x(s=y) f(y)ds.l

Remarque 5.5.2 La fonction x — f_+o°: fx(x =y fy(y)dy comme dans la Propo-
sition 5.5.1 est appelé le produit de convolution des fonctions fx et fy.
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Exemple 5.5.3 Soient X et Y des v.a.r. indépendantes, suivant toutes deux une
loi normale centrée-réduite .4°(0,1). On a donc

_a2
2

fx) = (%) = \/%e

En se rappelant que f_+o°o° e dr= VT, on a, pour la densité fx.y de X+Y:

+00
fxav(x) = f_ K- fdy

1 [+ @y? 2
:2— e 2 e 2 dy
T J-0o
1 +o0o (x—y)2+y2
=5 e 2 dy
TJ-00
1 [t _ 2 2
:2— e T—X_V“'J/)dy
T J-0o
+00
_ ie—x2/4f e‘()"%)zdy
27 —00
1 _- too o
= —e /4f e "dr
(t=y-x/2) 2T 0o
1 2 1 2
=% /4\/E:_e—x /4.
21 2V/m

Ceci montre que X +Y ~ .4(0,2). Plus généralement, avec un calcul similaire,
on peut montrer que, si X ~ A (m;,01) etY ~ A (my,0,), alors X+Y ~ A (m; +
my,01 + 0'2).
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5.6 Changements de variables

Avant d’aborder le cas d'un couple aléatoire, traitons d’abord le cas d'une
v.a.r. dans un cas particulier.

Proposition 5.6.1 SoitX une v.a.r. admettant une densité fx. Soit @ : R — R une
bijection dérivable et strictement croissante (respectivement, décroissante). Alors
lav.a.r. 9(X) admet un densité fy donnée par

VyeR:  f(y)= )

1
@' (@~ ()
(respectivement,

VyeR:  f()=- K@ )

1
@' (@' ()
Démonstration Soit y € R. Supposons que ¢ est croissante. Alors, en notant
Fx et Fy les fonctions de répartition de X et Y, on a

Fy(y) =P(eX) < y) =PX < ¢~ () = Fx(@ ().

K@~ (y).

1
En dérivant Fy, on obtient fy(y) = ————
! KW= e
Supposons que ¢ est décroissante. Alors

Fy(y) =P(@X) <) =PX=¢ (1)) =1 -Fx(p ().

En dérivant Fy, on obtient fy(y) = — fx((p_1 (y).1

@'(@~1(y)
SoitZ = (X,Y) un couple aléatoire a densité f. Posons D = {(x,y € R? | flx,y) >
0} et soit
@:D—=R?%  (x,3)— (91(x,1), P2(x, ).

On cherche a determiner (sous certaines conditions) la densité du couple aléa-
toire (X, Y).

On supposera que ¢ : D — ¢(D) est bijective, que ¢ est continiment déri-
vable. Soit J(¢) le déterminant de la matrice matrice jacobienne de ¢, c-a-d

0p1(x,y)  0¢2(x,y) )

J()(x,y) = det (aqna (x,) a@f (x,)
oy oy
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Remarque 5.6.2 Rappel : Formule de changement de variables. Avec les no-
tations plus haut, on a pour toute fonction intégrable g: D — R:

fg(x,y)dxdy=f g(tp_l(t,u))ll((p_l)(t,u)Idtdu.
D ¢(D)

Proposition 5.6.3 Soit fxy) la densité du couple (X,Y). Posons T = ¢1(X,Y) et
U = ¢2(X,Y). La densité fir,u) du couple aléatoire (T,U) = ¢(X,Y) est donnée par
la formule suivante :

fou (6, w) = )
sinon.

{Il(tp_l)(t,Lt)lf(x,Y)(tp_l(l‘,u)) si (t,u) € (D)

Démonstration Soit A < D une partie borélienne de D. Alors, avec la formule
du changement de variables rappelée plus haut, on a

P((T,U) € A) =P(@(X,Y) € A)
=P(X,Y) e 9 (A)

=f fxy(x, y)dxdy

9 1(A)

:f l‘pfl(A)(x,y)f(xyy)(x,y)dxdy
¢(D)

= f o L1 (@7 (5, W) fix ) (@~ (5, W (@~ (1, w)d rdu
O]

= f 1A(t, ) fxyy (@ (5, w) T (@~ ) (¢, w)|dtdu
¢(D)

:fAf(x,Y)(tP_l(t, u)II(cp‘l)(t, u)|dtdu.

Ceci montre le résultat. &

Exemple 5.6.4 (Coordonnées polaires) Soit (X,Y) un couple aléatoire a den-
sité fixy). Soit (R,0) le couple aléatoire te que X = Rcos® et Y = Rsin®. Il
s’agit ici du changement de variables en coordonnées polaires : ¢ est une bijec-
tion dérivable entre R? \ {0} et ]0, +oo[x [0,27[; 'expression de ¢! est simple :
Lp_l (r,0) = (rcos6,rsinf). On a

cosO@  sinO )

-1 _
J@ () = det —rsin® rcosf)



COURS PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka 101

La densité de (R, ®) est donc

r ’(X,Y)(r cosO,rsin@) si(r,0)€ (|D(D)
,e —
fre)(1,0)) {0

sinon,

ouD = {(x,y € R?| fixy)(x,y) > 0}.
Supposons, par exemple, que X et Y soient indépendantes, toutes deux de

1
loi .4(0,1).La densité de (X,Y) est donnée par fxy)(x,y) = ge‘(xzﬂ’z” 2 Alors
la densité de (R, ©) est )
2
rn0)=—re " /2
fre)(1,0) o

pour (1,0) €]0, +o0[x [0, 27[.
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5.7 Exercices

Exercice 5.7.1 Pour n = 1, on considere une v.a.r X;, suivant la loi uniforme sur
k% N . ..
{k/n : k=0,...,n}. Montrez que X,, — X ou X suit une loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 5.7.2 Supposons que vous ayez en moyenne deux accrochages par an
avec votre voiture. Devez-vous prévoir plus de deux constats a I'amiable pour
les prochains 18 mois?

Exercice 5.7.3 Dans un bureau de vote, une urne contient 1000 bulletins, dont
5% sont nuls. On prend 100 bulletins au hasard. Soit X la v.a.r égale au nombre
de bullletins nuls contenus dans cet échantillon.

(i) Décrire la loi de X.

(ii) Approcher la loi de X par une loi binomiale, puis par une loi de Poisson et
en déduire une valeur approchée des probabilités P(X < 5) et P(X = 0).

Exercice 5.7.4 Onlance un dé jusqu’a ce que la somme des points obtenus soit
supérieure a 300. Utiliser le théoréme central limite pour estimer la probabilité
qu’au moins 80 lancers soient nécessaires.

Exercice 5.7.5 Pour n€ N, on posel, = f0+°° x"e *dx.
(i) Justifier I'existence de I,, et établir une relation de récurrence entreI,,.; et
pour n € N.
(ii) Calculer I,, pour tout n € N.
Soit X une v.a.r. qui suit une loi exponentielle de parametre A > 0.
(iii) Calculer, pour tout n = 1, le moment E(X") d’ordre n de X.

Exercice 5.7.6 Des clients arrivent a un guichet de maniere aléatoire. On sup-
pose qu’il existe a > 0 tel que, pour tout ¢ > 0, le nombre de clients arrivant entre
les instants 0 et £ > 0 est une v.a.r. N; qui suit une loi de Poisson de parameétre
r.

Soit X; I'instant d’arrivée du premier client.
(i) Déterminer la probabilité P(X; > ¢); en déduire que X; est une v.a. continue
qui suit une loi exponentielle.
(ii) Calculer E(X;) et Var(Xj).

Pour n = 1, soit X,, I'instant d’arrivée du n-iéme client.
(iii) Déterminer la probabilité P(X,, > t) et en déduire la fonction de répartition
de X,,.
(iv) Montrer que X,, est une v.a. continue et en déterminer une densité.
(v) En utilisant I'Exercice 5.7.5, calculer E(X;;) et Var(X,,).
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Exercice 5.7.7 Soit (2, %,P) un espace probabilisé; on suppose qu’il existe Q1,Q; €
FtelsQ=Q,UQ, Q1N =@ et P(Q1) =P(Qy).
Pour n =1, on considére les v.aa.r. Xy, = 1q, et Xz,41 = 1q,.
(i) Déterminer la loi de X;,.
(ii) Déduire de (i) que X, =4 X1.
(iii) Calculer P(| X5, — X1 = 1).
(iv) Déduire de (iii) que (X,;) , ne converge pas en probabilité vers X;.

Exercice 5.7.8 La durée de vie T d’'une particule radioactive est une v.a.r qui
suit une loi exponentielle de parametre A > 0. On considere n particules dont
les durées de vies T1, Ty, ..., T;; sont indépendantes. On note S, le temps de dés-
intégration de la lere particule qui se désintegre et R, celui de la derniére.

(i) Déterminer les fonctions de répartitions de S, et R,,.

.. . . . Rn
(ii) Etudier la convergence en loi des suites (nS,) > et (—) .
n=1

(iii) Montrer que la suite (T,) ,»1 définie par T,, = % -1 Tx converge en proba-
bilité vers la v.a.r. constante égale a %

Exercice 5.7.9 Soit X une v.a.r. suivant une loi binomiale 28(1000,0.03).

(i) Donner une approximation de P(X < 20), en approchant la loi de X par une
loi de Poisson.

(ii) Donner une approximation de P(X < 20), en approchant la loi de X par une
loi normale.

(iii) Essayer de calculer P(X < 20) avec votre calculatrice.

Exercice 5.7.10 Soient (X;,) et (Y,),, des suites de v.a.r. sur '’espace de probabi-
lité (2, Z,P) convergeant en probabilité vers deux v.a.r X et Y respectivement.
(i) Soit € > 0. Montrer que I'évenement (|(X,, + Y,) — X +Y)| = €) entraine I'éve-
nement (X, —X|=€/2)U(]Y,-Y|=¢€/2).

(ii) Soient a, b € R. Montrer que (aX, + bY,), converge en probabilité vers aX +
bY.

(iii) On suppose qu'il existe une autre v.a.r X’ telle que (X,,), converge en pro-
babilité vers X'. Déduire de (ii) que P(X =X') = 1.

(iv) On suppose qu’il existe une constante C > 0 tel que, pour tout 7, on ait
IX,| <Cetl|Y,| <C.Montrer que (X, Y), converge en probabilité vers XY.
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Chapitre 6

Fonctions génératrices et fonctions
caractéristiques

Etant donnée une v.a.r. X, nous allons introduire des fonctions qui permettent
de caractériser la loi de X et de calculer les moments de X.

6.1 Fonctions génératrices

Soit (2, #,P) un espace probabilisé et soit X une v.a.r sur Q2 avec X(Q2) < N.

Définition 6.1.1 (Fonction génératrice) La fonction génératrice de X est la
fonction Gy : s — Gx(s) définie par

+00
Gx(s) =E(s%) = Y PX=mn)s".

n=0

Le domaine de définition D de la fonction Gx est ’ensemble des s € R tel que la

série Y1) pns”, ot p, =PX = n).

Proposition 6.1.2 (Premieres propriétés des fonctions génératrices))

(i) Le domaine de définition D de Gx contient [-1,1].

(ii) Gx est continue sur[—1,1] et indéfiniment dérivable sur]—1,1].

(iii) PourtoutneN, ona Gg(”) 0) = n'p,.
Démonstration Comme}) , p,=1letp,s" < p,pourse[-1,1],lasériey [} pals
converge uniformément sur [—1, 1]. Donc D contient [-1, 1]; ceci implique aussi

"
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(voir cours“Suites et séries de fonctions") que Gx est continue [—1,1] et indéfi-
niment dérivable sur ] — 1, 1[. De plus, pour tout s €],1[, on a

+00 +00
GP()= Y kk—1) - (k=n+Dpps¥" =Y k(k=1) - (k—n+1)pgs*™"
k=0 k=n
et donc
G (0)=n!p,.m

Théoreme 6.1.3 La fonction génératrice d?une v.a.r. de loi discrete a valeurs
dans N détermine la loi de cette variable; en d'autres termes, siX etY sont deux
v.a.r a valeurs dans N telles que Gx = Gy, alorsX etY ont méme loi.

Démonstration Par la proposition précédente, on a
nPX = n) = G{"(0) = G{”(0) = n!P(Y = n)

et donc P(X=n) =P(Y = n) pour tout n € N.l

Exemple 6.1.4 (i) Soit X ~ Z(p). Alors Gx(s) = ps+ (1 - p).
(i) Soit Soit X ~ 8(n, p). Alors

=[]k _\n—k k
Gx(s) > P a=p" s
k=0

(ps+(1-pn".

(iii) Soit X ~ Z22(A). Alors

+00 )\ne—)\

Gx(s) = ) ¢"

s n!

n
— e)\se—)\ — e—)\(l—s) )

Proposition 6.1.5 Soient X etY des v.a.r. indépendantes, de lois discretes a va-
leurs dansN. Pour tout s tel que Gx1y(s), Gx(s) et Gy (s) sont définis; Alors Gx.y(S) =
Gx (8)Gy(9).

Démonstration Comme X et Y sont indépendantes, il en est de méme pour
les v.a. sX et s¥ (voir Lemme suivant) ; d’ou

Gx+y(s) =E[sX+Y)] = E[sXsY] = E[sX]E[sY] = Gx(s)Gy(s).®
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Lemme 6.1.6 SoientX etY des v.a.r. indépendantes et soient f :R—Retg:R—
R des fonctions mesurables. Alors f(X) et g(Y) sont indépendantes.

Démonstration Pour tous intervallesI,JcR, on a

P(fX)elL,g)e)=PXe f'(D,Yeg™ )
=PXe fMPYeg D)
=P(f(X) e DP(g(Y) €)).

Donc f(X) et g(Y) sontindépendantes. B

Théoreme 6.1.7 Soit (Xi) ey Une suite de v.a.r. a valeurs dansN et X une v.a.r a
valeurs dans N. Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) (Xk)ren convergeen loiversX (c-a-dVneN:limPXy=n)=PX=n);
(ii)) OnaVse[-1,1] :limg Gy, (s) = Gx($).

Démonstration Preuve omise.

6.2 Fonctions caractéristiques

Soit X : Q — Rune v.a.r. quelconque.

Définition 6.2.1 La fonction caractéristique de X est la fonction

Px - R —- C .
t — E('X),

Dans le cas o1 X est une variable discréete, on a

VieR:gpx()= Y PX=x)e'™.
xeX(Q)

Dans le cas ou X est une variable continue de densité f, on a
+00 .
VteR:(pX(t):f fx)e'™dx
—00
Proposition 6.2.2 (Premieres propriétés des fonctions caractéristiques)) Soit

@x la fonction caractéristique de la v.a.rX.
(i) @x est une fonction continue surR.



108 Notes Cours PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka

(ii) On a pour tout|@x(t)| <1 pour tout t € R.
(iii) Pour tous réels a et b, on a @ zx+p(t) = e’b(px(at).

Proposition 6.2.3 SoientX etY des v.a.r. indépendantes.Alors

VieR: @x+y(1) = ex(D@y(D).

Démonstration Comme X et Y sont indépendantes, il en est de méme pour
lesv.a. !X et e!*Y (voir Lemme 6.1.6; d’ol1

@x+y(1) = EBlit(X+Y)] = E[e'e'™] = E[e" E[e'] = x () py(1).1
Théoréme 6.2.4 Soit Fx la fonction de répartition deX. Alors

dt.

T e—iat_e—ibt
VYa,beR: limf px()——————
T—+ooJ_T 1t

Démonstration La preuve est omise

Corollaire 6.2.5 La fonction caractéristique d’'une v.a.r. caractérise entierement
la loi de cette variable. C’est a dire que si X et Y des v.a.r. ont méme fonction
caractéristique alors X etY ont méme loi.

Théoreme 6.2.6 (Théoreme de Lévy) Soit (Xi)xen une suite de v.a.r. et X une
v.a.r Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) Xi)ken converge en loi versX (c-a-dlimy Fx, (x) = Fx(x) pour tout point
de continuité x de Fx).
(ii) OnaVteR:limg@x, (1) = @x(s).

Démonstration Preuve omise.
Voici un tableau des fonctions caractéristiques de lois classiques.

Lois discretes
Nom Symbole X(Q) Fonction caractéristique
Bernoulli B(p) {0,1} pett +(1-p)
binomiale Bmn,p) | {0,...,n} (pe't +(1-p)"
géométrique 4(p) N* pell/(1-(1-pe'l
Poisson 2\ N AEh

Lois continues

Nom Symbole Support | Fonction caractéristique
uniforme U ([—a,a)) [—a,a) sin(at)/at
exponentielle &\ [0, +o00] AMA—=it)
normale/Gauss N (m,0) R eimtg=07 1212




Chapitre 7

Eléments de statistique

II n’est plus nécessaire aujourd’hui de se convaincre de 'importance de
la statistique, tant dans notre vie quotidienne que dans les activités écono-
miques, politiques ou scientifiques. La statistique s’intéresse a des caractéris-
tiques d’'une population au sens large (ensemble de personnes ou objets équi-
valents); elle recueille organise et traite les données (statistiques) obtenus a
I'aide d’'un échantillon issu de cette population pour les rendre utilisables (sta-
tistique descriptive) ; elle fournit des outils pour cerner les caractéristiques de la
population-meére, en confrontant les données a des modeles probabilistes (sta-
tistique inférentielle). On cherche a étendre (inférer) les propriétés constatées
sur I’échantillon a la population, en validant ou en infirmant des hypotheses
formulées sur la population.

7.1 Statistique descriptive

Lensemble de personnes ou d’objets équivalents étudié s’appelle la popu-
lation; c’est en général un ensemble fini Q, dont le cardinal s’appelle la faille de
la population.

La série d’observations recueillies s’appelle série statistique série de données
ou bien échantillon. Elle est général présentée sous la forme d'un tableau de
données.

Définition 7.1.1 (i) Chaque objet d'une population s’appelle un individu sta-
tistique ou unité statistique.

(ii) Lensemble des individus sur lesquels porte I'observation est appelé echan-
tillon.

109
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(iii) La grandeur ou caractéristique observé ou recueillie pour chaque individu
est appelée variable statistique ou caractere statistique.
(iv) Il existe différents types de variables statistiques

— Variables quantitatives : ce sont des caractéristiques numériques (taille,
poids age,...). IIs s’expriment par des nombres réels sur lesquels les opé-
rations arithmétiques de base (somme, moyenne,...) ont un sens.

Ces variables peuvent étre discretes : leurs valeurs sont prises dans nombre
fini ou dénombrable de (comme par exemple I’dge); elles peuvent étre
continues : toutes les valeurs réelles sont susceptibles d’étre prises (comme
par exemple la taille) et peuvent étre regroupées en sous-intervalles, ap-
pelées classes;

— Variables qualitatives : ce sont des caractéristiques non numériques dans
le sens ol les opérations arithmétiques de base n'ont pas de sens pour
elles. Elles peuvent étre nominales (sexe, couleur,...) ou ordinaleslorsque
I’ensemble des catégories est muni d'un ordre total (défavorable, favo-
rable, tres favorable,..). Les différentes valeurs d’'une variable qualitative
s’appellent des modalités (ou catégories).

7.1.1 Description d’'une série de données

On présente les données en général sous forme d'un tableau,oui=1...,n
désigne I'individu et x; le caractere observé sur I'individu i :
i1 ... i ... n
X| X1 ... Xi ... Xp

Exemple 7.1.2 Voici une liste de de 10 notes d’examen x;,..., X;¢, attribuées a

un groupe de 10 étudiants avec les numéros i = 1,...10.
No | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi 5 10 12 10 20 14 15 10 5 19

Les données statistiques brutes ne permettent pas de déduire des informa-
tions pertinentes sans un traitement préalable. On regrouper les données par
effectifs ou bien par fréquence.

Définition 7.1.3 (Effectifs) Soit x,, ..., x, une série statistique.

(i) Leffectif d’'une valeur (ou d'une modalité) x; est le nombre n; d’individus
possédant la valeur x;; la fréquence de x; est n;/n, le quotient de 'effectif cor-
respondant par 'effectif total de I’échantillon.
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Soient &,..., &k les différentes valeurs prises par la série.
(ii) Pour chaque 1 < j < k, la somme n; +--- + n; est appelée effectif cumulé et
m/n+---+nj/nestappelée fréquence cumulée.

Exemple 7.1.4 Pour 'Exemple 7.1.2 plus haut, on obtient le tableau suivant :

On

X; 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Effectifs o o0 o0 o o0 2 o0 0 0 O 3 0 1 0 1 1 0 0 0 1 1
FréquencesCumulées. | 0 0 0 O O 2 0 O 0 O 5 0 6 0 7 8 0 0 0 9 10

peut regrouper les effectifs par classes :

Xi

[0,5(

[5,10(

[10,15]

[15,20]

Effectifs
Fréquences Cumulées

0
0

2
2

5
7

3
10

On visualise le tableau de données par un graphique :

— diagramme en baton : on fait figurer sur un axe horizontal les individus
i =1,...,n et on trace une barre verticale proportionnelle a I'effectif n;
ou a la fréquence n;/n des individus ayant le caractere x;, ou n est le

cardinal de I’échantillon.

— histogramme : pour des caractéres quantitatifs regroupés en classes [ay, az|, ..., [ax-1, axl,

on trace un au dessus de chaque intervalle [a;, a;;1[ un rectangle dont

l'aire est proportionnelle a I'effectif.
— diagramme circulaire (“camembert"),

7.1.2 Indicateurs numériques

Soit {x1, X2,..., X,} une série de données.

Définition 7.1.5 Moyenne, médiane (i) L'étendue de la série est 'écart xpax —
Xmin €ntre la valeur maximale et la valeur minimale de 1’échantillon.

(ii) On appelle mode (ou classe modale) toute valeur x; de fréquence maximale.
Si cette classe est unique, on dit que la série est unimodale. Sinon, on parle de
série plurimodale.
(iii) La moyenne de |’échantillon est
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Si€y,...,E sont les valeurs prises par un échantillon de données, alors

1 k
- njgj,
n“

j=1

X =

ou n; est I'effectif de la valeur ¢ ;.
(iv) La médiane de I'échantillon {x;, x», ..., x,;} est toute valeur x,, telle que

Card{l<isn:x;j<xpl=Card{l<i<n :x;=xy};

elle permet de diviser I'’échantillon en deux : une moitié des individus a des
valeurs < x,, et 'autre moitié des valeurs = x,,. si les données sont ordonnées
X] < Xp <+ < Xp, alors X, = X441 Si 1 =2g + 1 est impair et x,, est n'importe
quelle valeur dans ] x4, x4+11[ si n = 2q est pair.

Exemple 7.1.6 Dans I'’Exemple 2?2 plus haut, I'étendue de I’échantillon est 16,
la moyenne est X = 11,5 et la médiane x,, =9.

La moyenne (ou médiane) est un premier indicateur numérique de la série sta-
tistique; on introduit la variance comme parametre de dispersion.

Définition 7.1.7 (Variance, écart-type) La variance de la série statistique {x1,..., X}
est

82:

S| =

n 1 k
Y (xi-%2==) n;E- %%
i=1 n i1

ou¢y,..., & sont les valeurs prises par un échantillon de données.
L écart-type de I’échantillon est s, la racine carrée de la variance.

Remarque 7.1.8 On a ici aussi une formule de Koenig-Huygens, similaire a
celle de la Proposition 3.1.25:

o [l 2 2
ST==) x;|—-x".
nl; !
Exemple 7.1.9 Dans I'Exemple 7.1.2 plus haut, la variance est s> = 30.35 et
I'écart-type s = 5.5

La médiane d'un échantillon correspond a un découpage de cet échantillon
en deux effectifs égaux. On peut affiner ce découpage et considérer un décou-
page par quart.
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Définition 7.1.10 (Quartiles) Le ler quartile de la série statistique {xy, ..., X;}
est la plus petite valeur x;, notée g,

Cardfl<i<n:x;<qi}=

S

le 3éme quartile de la série statistique {xi,..., X} est la plus petite valeur x;,
notée g3,

. 3n
Card{l<i<n inng}EI

Lintervalle [q1, g3] est appelé intervalle interquartile et q3 — q, écart interquar-
tile.

Exemple 7.1.11 Dans]’Exemple 7.1.2 plus haut, le 1er quartile est g; = 10, 3¢me
quartile est g3 = 15 et I'écart interquartile est 5.

7.2 Estimation

On modélise la population a étudier par un espace probabilisé (Q2,#,P) ;
un caractere quantitatif de cette population correspond a une v.a.r X sur Q; par
exemple, Q pourrait étre '’ensemble des particpants a une élection, muni de la
mesure uniforme, et X le nombre de votes obtenus par un candidat particulier.

Un echantillon de taille n» de X est la donnée Xi,...,X;, de n va.r. indé-
pendantes et de méme loi que X; I'’échantillon observé xi,..., x, est interprété
comme étant une réalisation de X;,...,X,, c-a-d

X1 (w),...,Xp(@)) = (x1,..., Xp)

pour un w € Q; dans I'exemple de I'élection, xi,...,x, correspond au résultat
d’'un sondage, obtenu en interrogeant n électeurs choisis au hasard.

On désire obtenir des renseignements sur les parametres de la loi de X (es-
pérance, variance, ...) a travers les observations x, ..., x, del’échantillon Xy, ..., X,
de X. On introduit des estimateurs pour ces parametres, en l'occurrence p =
E(X) 'espérance de X et 62 = Var(X) la variance de X.

On appelle statistiquesur Xy, ..., X, toute fonction f(Xy,...,X,) de (Xy,...,X,),
qui est donc une v.a.r.
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Définition 7.2.1 (Estimateurs de la moyenne et de la variance) On appelle
moyenne empirique et variance empirique les statistiques X et S? définies par

X==)X;| et S°==) X;—-X)".
ni=1 ni=1

On introduit aussi la variance empirique modifiée S™ par

g2= 2o 1 yx,_xp
_ - ;=02
n-1:;3

La proposition suivante montre que X, S? et $'2 sont de bons estimateurs
de la moyenne p et de la variance o2 dela v.a.r X.

Proposition 7.2.2 (i) Ona
— — 0'2
EX)=p et Var(X) = -
(ii) On suppose que X possede un moment |y d’ordre 4; alors

4 3

n— n—o

2 1 2
E(S°) = v et Var(S°) ~p—+00

et
n'—o

ES?)=p et Var(§?)=m/n-1%8*~,_ i

Démonstration (i) On a, par linéarité de I'espérance,
- 1 & 1 &

EX)=—) EX)==) p=p
niz1 niz

Comme Xj,...,X, sont indépendants, on a

_ n 1 21 ) 0.2
Var(X) = ) VarX;/m)= — ) 0" = —.
i=1 n=i=1 n
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(ii)) On a
n _ n — 2
ns?=Y X;-X?=Y (Xi-w-X-p)
=1 i=1

1=

Il

~
Il
—

K-+ Y X—p?—2X-w ) X -
i=1 i=1

X;— W2+ nX-pw?-2nX-w?

Il

~
I
—

Xi— W*—nX-w?

Il

~
I
—

et donc, par linéarité de I'’espérance,
n _ 0.2
nES? = Y E(X; - w?) - nE(X - w?) = no* - n— = (n- 1)
i=1 n

L’assertion concernant Var(S2) sera admise B

Voici une conséquence éminemment importante du TCL (Théoréme 4.6.1).

Théoreme 7.2.3 (i) SoitZ une v.a.r de loi normale centre réduite A (0,1) ; alors

X-p &
o/\/n n—+oo
(i) On a S?—2—¢2.
n—+oo

Démonstration (i) L'assertion découle immédiatement du TCL (Théoreme 4.6.1),
2

— - O
combiné au fait que E(X) = u et au fait que Var(X) = -

(ii) Par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev (Proposition 4.1.1), on a, pour
toute >0,
Var(S%)

P(S?) -E(S?)|=¢) < —.
€

Comme E(S?) = 02 et

Var(8') ~ - oo

I’assertion en découle. B
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Soit Xj,..., X, un échantillon de taille n de la v.a.r X, de moyenne p et de
variance o2.

Rappelons que la moyenne empirique et la variance empirique (modifiée)
sont "
l Z X; et §”% = L
niz1 n—1=1;

n —
X; —X)2.
=1

7.2.1 Estimation d'une moyenne : cas d’'une variance connue

Soit Z une v.a.r de loi normale A4 (0, 1) et soit a €]0, 1[ fixé (“seuil de risque").
On note zy le nombre réel = 0 tel que [1(—z4) = a, c-a-d P(Z = z,) = a ou bien
P(Z < z4) =1 —a. La valeur z, est lue sur la table de la loi normale. Alors

P(—za2 =Z =< z2g/2) = (2q/2) — (= 2zqs2) = 2I1(2¢/2) —1=1-a.

Pour n suffisamment grand (dans la pratique n = 30 suffit), on peut considérer,
par le Théoreme 7.2.3 que

X-H
o/vn

~N(0,1).

l-a=P(-zq;2 =Z =< 24/2)

=P(-z < =z
()(/2\/_ = l.l_ + (x/2\/_ .

On suppose que la variance o est connue. Lintervalle de confiance, au
risque «, est alors donné par

_ (0)
=X+ Z2Zq/2——,

o
Zo/2——= =
(x/Z\/ﬁ M NG

X -

vn
Ceci signifie que p € I avec probabilité 1 — a. Pour a = 0.05, on a z4/2 = 1.96 et
o _ o
—, X+ 1.96—] avec probabilité de 95%
n

vn vn

_ o _ (o)
Iy = [x—za/zﬁ,ﬁ Zaj2——=].

donc pe[x—1.96
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7.2.2 Estimation d’'une moyenne : cas d'une variance inconnue
On suppose que la variance o n’est pas connue.

Définition 7.2.4 (i) (Loi du x?) Soit Z1,...,Z, des v.a.r indépendantes de méme
loi normale A4(0,1);lav.a.r

7P=7%+.-+72

posséde une loi, appelée loi du Khi-deux a v degrés de liberté et notée x(v). La
v.a.r. Z? posseéde une densité f donnée par

1 v_] _x
x)=1 X)———Xx2 e 2,
F (%) = 10,400 ( )2V/2F(v/2)

ou I estla fonction I' d’Euler définie par
+00
I'(r) :f x""le*dx  pourtout r>0.
0

On aE(Z%) = v et Var(Z?) = 2v.
(i) (Loi de Student) Soit Z? une v.a.r. de loi x> (v) et soit Y une v.a.r de loi .4 (0, 1) ;

alorslava.r
Y

VZZIN'
suit une loi appelée loi de Student a v degrés de liberté. La v.a.r. T posséde une
densité f donnée par

T=

1 I 1
Vv I(vi2) (4 lev)VTH '

fx)=

OnaE(T) =0etVar(T) = vaz pour n> 2.

Les lois du X2 et de Student sont tabulées dans la littérature (voir Annexe 9, a la
fin de ces notes).

En revenant a notre échantillon X;,...,X;, on remplace la variance incon-
nue o2 par la variance empirique (modifiée) S'°. On démontre que

7?2 =(n-1)8%/0?
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suit une loi x?(n— 1) et que donc

X-p _[X-pw
S'Ivn \olvn

suit une loi de Student a n — 1 degrés de liberté.
Pour a €]0, 1] fixé, soit y/2 = tu/2;n—1 le nombre réel = 0 tel que

INZ?1(n—1)

P(—tap=T=ty2)=1-q,

pour une variable de Student T a n — 1 degrés de liberté..
Lintervalle de confiance, au risque «, est donné par

S/

/

— N —

X—la2—==SHU=X+Tlg2—=
\/ﬁ \/ﬁ’

/ s/
o =[X—toaj2—=, X+ taj2—=1,

vn vn

1
ous”? = 1 X —- %)? est la variance empirique modifiée de 1'échantillon.
e =

7.2.3 Estimation d’une fréquence

On suppose la v.a.r X modélise une proportion inconnue p €]0, 1[, c-a-d X ~
- 1
AB(p).Alors X = —Z?_lXi ~%(n, p); on adonc
=

EX=p et Var()_():%q.

On remplace Var()_() par
@ fU-D
n-1
ol f = X est la fréquence observée. Pour n suffisamment grand (n = 30), on
peut considérer que la v.a.r

)

_X-p

Z:
S,

suit approximativement une loi normale .4 (0, 1)
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Soit a €]0, 1] fixé (“seuil de risque"). Soit z4/2 le nombre réel = 0 tel que

Alors
l-a=P(—zqp<7Z= ; < Zq/2)
(-1 (f-1
=P(f - zas2 fnf_l spsf+za fnf_l ).
Lintervalle de confiance, au risque «, est donné par
f(f-1 f(f-1
— <
! ZO‘/ZV n-1 sp=/+ n-1"
c-a-d
(f-1 (f-1
loa = [f = 2zas2 fnf_ 1 S+ 22 fnf_ 1 1.

Lorsque n est grand, on peut négliger la différence entre n et n—1 et écrire plus
simplement

I

—
~—

f(f-1

n

l.

<™

Io = [f_ Zu /2 yf"‘ Za/2

Ceci signifie que p € I avec probabilité 1 — a. Pour a = 0.05 on a z4/2 = 1.96
-1 -1
etpelf—-1.96 M,f+ 1.964/ M] avec une probabilité de 95%.
n n

Exemple 7.2.5 Un sondage portant sur 1000 électeurs a donné 530 votes pour
le candidat A. On a donc
530 AR}

= ——=0.53, et
/ 1000 n

=0.016

et 'intervalle de confiance au risque a = 5% est
[0.53-1.96 x 0.016,0.53 + 1.96 x 0.016] = [0.50, 0.56];

on a donc une fourchette entre 50% et 56% dans la prédiction de votes pour le
candidat A, avec probabilité de 95%.



120 Notes Cours PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka

7.3 Tests d’hypothese

On souhaite, a partir d'un échantillon observé xi,..., x,, contredire ou au
contraire confirmer une certaine hypothese formulée sur la loi X de la popula-
tion (le nouveau traitement médical apporte-t-il une amélioration de I’état de
santé des malades par rapport a 'ancien?; le nouveau carburant améliore-t-il
le rendement du moteur?...). Chypothese est appelé hypothese nulle et est no-
tée Hy (dans les deux exemples, Hy pourrait étre : il n’ y a pas de changement
par rapport a I'ancien traitement ou I'ancien carburant). Elle est confrontée a
une hypotheése alternative H; (dans les deux exemples, H; pourrait étre : il y
a une amélioration de I’état de santé des malades ou du rendement). On sou-
haite avoir “peu de chance" de rejeter Hy s’il elle est vraie; cette erreur, appelée
erreur de premiere espéece, est estimée a travers un seuil de risque a > 0, avec
souvent o = 0.05 = 5%.

7.3.1 Test d'une moyenne

Soit X la moyenne de I’échantillon observé xi,...,x,. On désire savoir si
cette moyenne est conforme a la moyenne théorique annoncée . Lhypothése
Hj est

Hj : la moyenne théorique est p.

Supposons qu’on choisisse
H; : la moyenne théorique est < .

Sous I'’hypothese Hy, I’espérance E(X) de la population est pu. Pour 7 suffisam-
ment grand, on a

X-p
Z= ~ N (0,1).
SIvn 0,1)
D’ou _
X — —
P S/\/%s—za —P(X < p— zoV/71/S) = .
On rejette Hy si X < pu — zq\/7n/s; la zone
X—u _
< —Zgt = X=u—2zqvnlS
{S/\/ﬁ ot = X< U= 2qv/n/S)

est appelé zone de rejet.
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Voici les différentes étapes dans la mise en oeuvre d'un test.
Mise en oeuvre d’un test

1. On choisit les hypotheses Hy et Hy ;
2. on choisit le seuil a et on détermine une zone de rejet de Hy;

3. on décide au vu de I’échantillon du rejet ou non de '’hypothése Hy.

Exemple 7.3.1 Letemps de fabrication d'une certaine piéce dans un usine dure
en moyenne 270 s avec un écart-type de 24 s. On introduit une modification
technique du montage susceptible diminuer ce temps. Pour le tester, on effec-
tue n = 38 mesures avec cette modification technique et on calcule la moyenne
empirique x du temps de fabrication. On choisit comme test Hp : p = 270 et
comme hypotheése alternative H; : p < 270. Pour a = 0.05, on a —z¢ g5 = —1.645
et

X-270

4/+/38

P(Z<-1.645)=P

< —1.645) =0.05,

c-a-d
P(X < (24 x (—1.645)//38) +270) = P(X < 263.6) = 0.05.

On choisit comme zone de rejet : {X < 263.6}

Si, par exemple, on a observé une moyenne empirique x = 267, alors on
accepte donc Hy et on considere qu’il n’a pas d’amélioration du temps de fa-
brication.

Supposons, par exemple, qu’on ait trouvé x = 260. On rejette Hy et on consi-

dére qu’il y a une amélioration du temps de fabrication.
. x—-270 )
On peut méme renforcer le test: on a = —2.57 et la valeur (dite p-

24//38
valeur) P(Z < —2.57) est 0.005. Ceci signifie que, si Hy est vraie (c-a-d p = 270),

il y a une probabilité extrémement faible (égale a 0.005) d’observer la valeur
x = 260.

Remarque 7.3.2 Dans I'exemple plus haut, nous avons choisi un test unilaté-
ral : 1a zone de rejet était du type {X < c}. Ceci était raisonnable, car il s’agissait
de tester

Hp:EX)=p contre H;:EX)<p.

Dans d’autres problemes, on peut étre amené a tester une hypothése du type

Ho:EX)=pn contre H;:EX)>p
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ou bien
Ho:EX)=pn contre H;:EX)# .

Pour un risque d’erreur a, on prendra dans le 1e cas une zone de rejet du type
{X = ¢} correspondant a une zone {Z > z,} et dans le 2e cas, appelé test bilatéral,
une zone de rejet du type {1X] = ¢} correspondant a une zone {|Z| = z4,2}. Dans
tous ces cas, on a donc

P(Hj est rejetée alors qu’elle est vraie ) = a.

7.3.2 Test de comparaison a une fréquence théorique

Soit x la fréquence d’un certain caractere observée sur un échantillon de
taille n. On désire tester si x est conforme a une fréquence théorique annoncée
p. On adopte 'hypothese

Hy : la fréquence est p.
Supposons qu’on choisisse (test bilatéral)
H; : la fréquence est # p.
Sous I'hypothése Hy, on a pour n suffisamment grand
X —
z=—o"L . ¥0.

vVpl-pln

Pour un seuil de risque o, on a

X —

P X - pl
vVpl-=p)in

La zone de risque est alors

= Z(X/Z) = .

c-a-d la zone

= [p(1-p) = [p(1-p)
X=p+zan % U X< p-zan2 %
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Si on choisit
H; : la fréquence est > p,

on a un test unilatéral avec une zone de risque

.
pl-p)in

Exemple 7.3.3 A la veille d'une élection entre deux candidats A et B, un son-
dage portant sur n = 1021 électeurs a donné 520 électeurs en faveur de A. Peut
on considérer que le résultat de I’élection est complétement indécis? Soit p la
la proportion des électeurs de A dans la population. On choisit de tester I'hypo-
thése Hyp : p = 1/2 contre Hy : p # 0.5, On a x = 520/1021 = 0.51. Avec a = 0.05,
on a zy/2 = 1.96; la zone de risque est

c-a-dla zone

Z 1 = 1 — —
X=05+1.96——} ( JIX=<0.5-1.96———} ={X=0.53} [ JIX=0.47}.
2v1021 U 2v1021 U

Comme x = 0.51 est a 'extérieur de cette zone, I'hypothese Hy n’est pas rejetée.

7.3.3 Tests d’homogénéité

On étudie un méme caractere dans deux populations P; et et P, et on cherche
a savoir si elles sont homogenes par rapport a ce caractere.

Test de comparaison de moyennes

Soient X; et X, des variables aléatoires représentant le caractere dans chaque
population, de moyennes respectives | et 2. De Py et P,, on extrait des échan-
tillons de tailles n; et ny, de moyennes x; et x, et d’écart-type s; et s,. On veut
tester 'hypothése Hy : u; = pp contre Hj : 1y # po. Alors, pour n; et ny suffisam-
ment grands (n; = 30, n, = 30), sous ’hypothese Hy,

27X o,
S
n o onp
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Pour un seuil de risque a, la zone de risque (rejet de Hy) est

= Za/2

Exemple 7.3.4 Un nouveau carburant moins polluant est testé sur des auto-
mobiles. On désire savoir s’il ne réduit pas leur puissance. Un échantillon de
n; = 1000 voitures circulant avec ce nouveau carburant a donné une puissance
moyenne x; = 78 CV avec un écart-type s; = 20 CV. Un deuxiéme échantillon
avec ny = 700 voitures circulant avec I'ancien carburant a donné une puissance
moyenne x; = 79 CV avec un écart-type s, = 21 CV. On désire tester I'hypotheése
que le nouveau carburant n’affecte pas la puissance des voitures, c-a-d p; = po,
pour les moyennes théoriques des puissances avec et sans le nouveau carbu-

rant. On a o
X|— X2

2 g2 400 , 441
\/ gy —2 \/ 1000 * 700
m
Prenons a = 0.05 et donc z4/2 = 1.96; comme 0.985 < 1.96, on ne rejette pas
I'hypothese Hy (le nouveau carburant n’affecte pas la puissance).

=0.985

Test de comparaison de fréquences

On étudie les fréquence p; et p» d'un méme caractere dans deux popula-
tions P; et et P,. De Py et P,, on extrait deux échantillons de tailles n; et ny,
avec les fréquences f et f, pour le caractere étudié. On veut tester 'hypothese

Ho : p1 = p2 contre H; : p; # pa.

Alors, pour n; et np suffisamment grands (n; = 30, ny = 30), sous '’hypothése
Ho, o
X1 —Xo

~N(0,1).
\/f1(1—f1)) n L0-£)
ny ny

Pour un seuil de risque a, la zone de risque (rejet de Hy) est

i fl
Ha-1) " £QA=1)
m

nz

= Zalz.
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Exemple 7.3.5 Lors dunaufrage du Titanic, on a constaté les nombres suivants
de survivants par classe de voyageurs :
Classe lere 2éme 3éme
Nombre | 322 280 711
Survivants | 193 119 138
Les proportions de survivants sont donc pour les 3 classes :

fi=06,  f,=0425  f3=02.

Ona o
F12 = fl _f2 =4.
\/f1(1—f1)) 4 £0-£)
ny nz

et de méme F;3 = 12.8 et Fo3 = 6.8. Ces valeurs sont largement supérieures a
zq/2 = 2.58 pour a = 0.01. LChypothése que I'appartenance a la classe n’a pas eu
d’influence sur les chances de survie est donc a rejeter.

7.4 Séries statistiques a deux variables

On veut étudier deux caracteres numériques X et Y d'une population (comme
par exemple, le poids et la taille). On observe un échantillon x = (xy, ..., x,) de
X et un échantillon y = (y1,...,y,) de Y.

Définition 7.4.1 (i) Le nuage de points correspondant a X = (x1,...,x,) et J =
(¥1,...,¥n) est’ensemble des points M; = (x;, y;) pour i € {1,..., n}.
(ii) Le point moyen du nuage de points correspondant a X = (xy,...,x,) et j =
(y1,...,¥n) estle point G = (x, y), ou
1 n n
X=—) x;, et J==3Yy,
niz i=1
sont les moyennes des échantillons % et j.
(ii) La covariance de (%, y) est le nombre

n

a1 _ _
Cov(®, ) == (xi =X (yi — ).
ni=
(iii) Le coefficient de corrélation de (X, y) est le nombre
.~ Cov(x,3)
p(x,y) = —y,
0z0y

ol 0 et 0 sont les écarts-type des des échantillons X et .
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Remarque 7.4.2 Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz (voir Proposition 3.3.14),
on a Cov(%, ) < 0;07y; il s'ensuit qu’on a toujours [p(%, §)| < 1, c-a-d p(X, J) €
[-1,1]. De plus, on a p(%, ) = +1 si y = ax + b pour un (a, b) € R?, c-a-d si et
seulement siles points M; = (x1, y1),..., M, = (X5, ) sont situés sur une droite.

On cherche la droite qui, en un certain sens, approche le mieux le nuage de
points de (X, 7).

Proposition 7.4.3 (Méthode des moindres carrés) La droite d'équation

passe par le point moyen G = (X, y) et est, parmi les droites d’équation y = ax+b
pour (a,b) € R?, celle qui minimise la somme

n

Z(yi —axi—b)z.
i=1

Démonstration Le fait que la droite passe par G est clair. Montrons que cette
droite minimise la somme

S(a,b):= Y (yi — ax; — b)?
i=1

pour (a, b) € R2.
Soit (a, b) € R®. Posons z = j — a% — b. Alors S(a,b) = ¥ ;- zZ. On a, par le
formule de Koenig,

Var(z) = (l Z zlz) —EZ,
ni=

avec

1 -
Z=—) zj=y—ax.
ni=1

Donc
S(a,b) = n(Var(z) +z%).  (x).

D’autre part, on a

Var(z) = Var(j — a% — b) = Var(j — a%) = Var(§) + a* Var(&) - 2aCov(, ),



COURS PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka 127

qui est donc un trindme de degré 2 en a. On I’écrit sous forme canonique, en
posant a = gy, = Cov(X,y) ety=0y:

_ _9)2 . B
Var(z)—((xa (x +Y @
2 2,2 @2
(o & 2L
04 x

Comme
o?y? = Var(%) Var(§) = Cov(Z, §)* = B,
les deux termes précédents dans Var(z) sont positifs; il s'ensuit que Var(z) est
2
minimal si ((xa - ﬁ) =0, c-a-d si

«

B Cov(x,j)
a=—=—2>",
o Var(X)

Commez=y—-ax—b, Z? est minimal (et égal a 0) pour
b=y-ax.
Sur I'expression (*) de S(a, b), on voit donc que S(a, b) est minimal pour
N T g
Définition 7.4.4 Droite de régression La droite d’équation

_ Cov(x,7)
y-y= —zy(x—@

0%
s’appelle droite de régression (ou droite d’ajustement) de j en x.

Exemple 7.4.5 10 étudiants ont obtenus les notes suivantes au controle continu
CCal'examen final F:

CC:x; |10 6 12 6 7 13 10 7 14 16
F:y; '8 2 11 3 5 9 11 5 9 15
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On calcule que

de sorte que le point moyen est G = (10.1,7.8). Les variances sont

2 _ 2 _
0% = 11.49 et 05 = 14.76

Le coefficient de corrélation est p(%, ) = 0.8999. C’est une valeur trés proche de
1, qui montre une forte corrélation entre les notes des deux examens.

La droite de régression linéaire admet pour équation

y=bx+a, avec b =1.0200,a = —2.5021.
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7.5 Exercices

Exercice 7.5.1 Dans une population de N = 30.000.000 individus la proportion
d’individus présentant le caractere c est p = 0,4. On interroge un échantillon
de n = 1.600 personnes. Pour chaque échantillon possible w, on note S, (w) le
nombre de personnes présentant le caractere c.

(i) Décrire S,, comme une variable aléatoire.

(ii) Minorer les probabilités des événements suivants :

P0,3n<S,<0,5n), P(0,35n<S,<0,45n), P(0,38n<S,<0,42n)
(iii) Donner un intervalle de longueur minimale I tel que P(Sﬁ e]) =0,95.

Exercice 7.5.2 On a relevé le contenu d’essence d'un échantillon de 20 réser-
voirs d’essence. Les valeurs (en litres) sont les suivantes :

60 59 57 61 57
56 58 59 60 56
56 59 60 56 56
59 56 58 53 62

Déterminer les effectifs pour chaque valeur de la série.
Calculer la moyenne et I'écart-type de la série.
Donner la médiane de cette série.

Calculer les effectifs cumulés de la série.

Calculer le 1e et le 3e quartile de la série.

@ g ks W o=

Tracer le diagramme en batons.

Exercice 7.5.3 Sur 429440 naissances, on a dénombré 221023 garcons. La pro-
portion de garcons est-elle compatible avec 'hypothese d’équiprobabilité des
naissances de filles et de garcons au risque de 5%.

Exercice 7.5.4 20% des ampoules issues d'une certaine usine fonctionnent plus
de 200 heures. Aprés un changement dans le processus de fabrication, on constate
sur un échantillon de 100 ampoules que 30 fonctionnent plus de 200 heures.
L'amélioration apparente est-elle significative au seuil de 5%?
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Exercice 7.5.5 Une machine produit des rondelles dont1’épaisseur est une v.a.r.
X d’écart-type 0.3mm. La machine a été réglée pour obtenir des piéces d’épais-
seur 5mm. Un controle portant sur un échantillon de 100 rondelles a donné
5.07 mm comme moyenne des épaisseurs de cet échantillon. Peut on affirmer
que la machine est bien réglée au seuil de 5%?

Exercice 7.5.6 On sait que la grippe touche 30% d’'une population lors d'une
épidémie. Pour tester I'efficacité d’'un vaccin antigrippal, on vaccine préala-
blement 300 personnes. A la fin de la saison grippale, on dénombre 50 per-
sonnes vaccinées qui ont été atteintes par la grippe. Que peut-on dire de !'effi-
cacité du vaccin, au seuil de 5%?

Exercice 7.5.7 On préleve 226 pommes de laréserve d’un cidrier. Le poids moyen
des pommes de |’échantillon est de 115g et]’écart-type de 15g. Trouver a tel que
le poids moyen des pommes de la réserve soit compris entre 115—-a et 115+ a
avec une probabilité de 50%.

Exercice 7.5.8 On veut tester 'autonomie de deux modeles de vélos électriques.
On dispose de 101 exemplaires du premier et 121 exemplaires du deuxieéme mo-
deéle. Leurs autonomies moyennes sont respectivement de 85km avec un écart
type de 5km et de 98km avec un écart type de 10km. Peut on considérer, avec
un risque de 5%, que les deux modeles peuvent étre distingués par leur auto-
nomie?

Exercice 7.5.9 On se propose d’étudier I'influence de la température T sur la
durée d’incubation des ceufs de grenouilles. On choisit six échantillons de deux
cents ceufs chacun. Le nombre X d’éclosions au vingt-deuxiéme jour est le sui-
vant :

température f; d'incubation | 6 64 68|72 76 8
nombre d’éclosions x; 131 | 144 | 157 | 170 | 190 | 189

(i) Dessinez le nuage de points des données. Tracer une droite semblant bien
approcher ce nuage.

(ii) Calculer le coefficient de corrélation de I'observation et donner I’équation
de la droite de régression. Comparer avec la droite précédente.

(iii) Donnez le nombre d’éclosions prédit par la droite de régression sur un
échantillon de 200 ceufs a 7,5 degrés Celsius.
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Exercice 7.5.10 On a mesuré certaines variables x et y sur 10 individus et ob-

tenu le tableau suivant :

Notes Cours PSI1-PRB-2022/2023-B.Bekka

individui | 1 2 314|567 8 9 |10
X; 181 20 19|16 19|16 |19 | 21 | 15|17
Vi 43 | 110 | 70 | 17 |91 {29 | 80 | 134 | 15 | 34

On cherche une relation de la forme y = aln x+ b. Pour cela on pose z = In x.
(i) Dessiner le nuage de points (z;, ¥;)1<i<10 €t calculer la droite de régression.
(ii) Quelle valeur de y peut-on prédire pour un individu présentant pour x la

valeur 227




Chapitre 8

Annexe : Un tableau de lois
classiques

Lois discretes
Nom Symbole X(Q) Parametres Loi Espérance Variance
Bernoulli AB(p) {0,1} p€lo, 1] PX=1)=p p p(l-p)
binomiale B(n,p) [o,n] neNx,pelo, 1] PX=k) :(Z)pk(lfp)”_k np np(1-p)
OO
hypergéométrique | A#(N,n,p) [[0vr—=N(-p),nANp]] n<NeNx,pe€]0,1[ PX=k) =k (N’)"k np np(l—p)%
n
géométrique %4 (p) N* p€lo,1[ PX=k=Q1-p k_lp 1/p (1-p)/p?
Poisson P\ N A>0 P(X=k)=e "AF/kl A A
Lois continues
Nom Symbole | Support | Parametres Densité Espérance Variance
uniforme % (la, b)) [a, b] a<b bflul[a_b] (x) (a+Db)/2 (b-a)?/2
exponentielle EN) [0, +00[ A>0 e A1 [0,400[ (X) 1/A 1/A2
_=m)?
normale/Gauss | A (m,0) R meR,o>0 Lo 202 m a2
ov2n
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Chapitre 9

Annexe : Tables statistiques
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Tables statistiques

1 Fonction de répartition de la loi normale centrée réduite

Si U suit la loi normale centrée réduite, pour = > 0, la table donne la valeur ¢(z) = P(U < x)
avec T = x] + x2 ol ] et xy sont indiqués en marge. Pour z < 0, on utilise ¢(z) = 1 — ¢(—zx).

z1
T2 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
0.0 | 0.5000 | 0.5040 | 0.5080 | 0.5120 | 0.5160 | 0.5199 | 0.5239 | 0.5279 | 0.5319 | 0.5359
0.1 | 0.5398 | 0.5438 | 0.5478 | 0.5517 | 0.5557 | 0.5596 | 0.5636 | 0.5675 | 0.5714 | 0.5753
0.2 | 0.5793 | 0.5832 | 0.5871 | 0.5910 | 0.5948 | 0.5987 | 0.6026 | 0.6064 | 0.6103 | 0.6141
0.3 | 0.6179 | 0.6217 | 0.6255 | 0.6293 | 0.6331 | 0.6368 | 0.6406 | 0.6443 | 0.6480 | 0.6517
0.4 | 0.6554 | 0.6591 | 0.6628 | 0.6664 | 0.6700 | 0.6736 | 0.6772 | 0.6808 | 0.6844 | 0.6879
0.5 | 0.6915 | 0.6950 | 0.6985 | 0.7019 | 0.7054 | 0.7088 | 0.7123 | 0.7157 | 0.7190 | 0.7224
0.6 | 0.7257 | 0.7291 | 0.7324 | 0.7357 | 0.7389 | 0.7422 | 0.7454 | 0.7486 | 0.7517 | 0.7549
0.7 | 0.7580 | 0.7611 | 0.7642 | 0.7673 | 0.7704 | 0.7734 | 0.7764 | 0.7794 | 0.7823 | 0.7852
0.8 | 0.7881 | 0.7910 | 0.7939 | 0.7967 | 0.7995 | 0.8023 | 0.8051 | 0.8078 | 0.8106 | 0.8133
0.9 | 0.8159 | 0.8186 | 0.8212 | 0.8238 | 0.8264 | 0.8289 | 0.8315 | 0.8340 | 0.8365 | 0.8389
1.0 | 0.8413 | 0.8438 | 0.8461 | 0.8485 | 0.8508 | 0.8531 | 0.8554 | 0.8577 | 0.8599 | 0.8621
1.1 | 0.8643 | 0.8665 | 0.8686 | 0.8708 | 0.8729 | 0.8749 | 0.8770 | 0.8790 | 0.8810 | 0.8830
1.2 | 0.8849 | 0.8869 | 0.8888 | 0.8907 | 0.8925 | 0.8944 | 0.8962 | 0.8980 | 0.8997 | 0.9015
1.3 | 0.9032 | 0.9049 | 0.9066 | 0.9082 | 0.9099 | 0.9115 | 0.9131 | 0.9147 | 0.9162 | 0.9177
1.4 | 0.9192 | 0.9207 | 0.9222 | 0.9236 | 0.9251 | 0.9265 | 0.9279 | 0.9292 | 0.9306 | 0.9319
1.5 | 0.9332 | 0.9345 | 0.9357 | 0.9370 | 0.9382 | 0.9394 | 0.9406 | 0.9418 | 0.9429 | 0.9441
1.6 | 0.9452 | 0.9463 | 0.9474 | 0.9484 | 0.9495 | 0.9505 | 0.9515 | 0.9525 | 0.9535 | 0.9545
1.7 | 0.9554 | 0.9564 | 0.9573 | 0.9582 | 0.9591 | 0.9599 | 0.9608 | 0.9616 | 0.9625 | 0.9633
1.8 | 0.9641 | 0.9649 | 0.9656 | 0.9664 | 0.9671 | 0.9678 | 0.9686 | 0.9693 | 0.9699 | 0.9706
1.9 | 0.9713 | 0.9719 | 0.9726 | 0.9732 | 0.9738 | 0.9744 | 0.9750 | 0.9756 | 0.9761 | 0.9767
2.0 | 0.9772 | 0.9778 | 0.9783 | 0.9788 | 0.9793 | 0.9798 | 0.9803 | 0.9808 | 0.9812 | 0.9817
2.1 | 0.9821 | 0.9826 | 0.9830 | 0.9834 | 0.9838 | 0.9842 | 0.9846 | 0.9850 | 0.9854 | 0.9857
2.2 | 0.9861 | 0.9864 | 0.9868 | 0.9871 | 0.9875 | 0.9878 | 0.9881 | 0.9884 | 0.9887 | 0.9890
2.3 | 0.9893 | 0.9896 | 0.9898 | 0.9901 | 0.9904 | 0.9906 | 0.9909 | 0.9911 | 0.9913 | 0.9916
2.4 | 0.9918 | 0.9920 | 0.9922 | 0.9925 | 0.9927 | 0.9929 | 0.9931 | 0.9932 | 0.9934 | 0.9936
2.5 | 0.9938 | 0.9940 | 0.9941 | 0.9943 | 0.9945 | 0.9946 | 0.9948 | 0.9949 | 0.9951 | 0.9952
2.6 | 0.9953 | 0.9955 | 0.9956 | 0.9957 | 0.9959 | 0.9960 | 0.9961 | 0.9962 | 0.9963 | 0.9964
2.7 | 0.9965 | 0.9966 | 0.9967 | 0.9968 | 0.9969 | 0.9970 | 0.9971 | 0.9972 | 0.9973 | 0.9974
2.8 | 0.9974 | 0.9975 | 0.9976 | 0.9977 | 0.9977 | 0.9978 | 0.9979 | 0.9979 | 0.9980 | 0.9981
2.9 [ 0.9981 | 0.9982 | 0.9982 | 0.9983 | 0.9984 | 0.9984 | 0.9985 | 0.9985 | 0.9986 | 0.9986
3.0 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9987 | 0.9988 | 0.9988 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9989 | 0.9990 | 0.9990
3.1 [ 0.9990 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9991 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9992 | 0.9993 | 0.9993
3.2 ] 0.9993 | 0.9993 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9994 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995
3.3 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9995 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9996 | 0.9997
3.4 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9997 | 0.9998
3.5 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9998
3.6 | 0.9998 | 0.9998 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.7 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.8 [ 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999 | 0.9999
3.9 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000 | 1.0000




2 Fractiles de la loi normale centrée réduite

uy, est le fractile d’ordre p de la loi normale centrée réduite. Donc ¢(u,) = p.
La table donne la valeur u, pour p = pj + p2 avec p; et py indiqués en marge.
Pour les valeurs p < 0,5, on utilise la relation u, = —uj_.

p1

p2 0.000 | 0.001 | 0.002 | 0.003 | 0.004 | 0.005 | 0.006 | 0.007 | 0.008 | 0.009
0.50 | 0.0000 | 0.0025 | 0.0050 | 0.0075 | 0.0100 | 0.0125 | 0.0150 | 0.0175 | 0.0201 | 0.0226
0.51 | 0.0251 | 0.0276 | 0.0301 | 0.0326 | 0.0351 | 0.0376 | 0.0401 | 0.0426 | 0.0451 | 0.0476
0.52 | 0.0502 | 0.0527 | 0.0552 | 0.0577 | 0.0602 | 0.0627 | 0.0652 | 0.0677 | 0.0702 | 0.0728
0.53 | 0.0753 | 0.0778 | 0.0803 | 0.0828 | 0.0853 | 0.0878 | 0.0904 | 0.0929 | 0.0954 | 0.0979
0.54 | 0.1004 | 0.1030 | 0.1055 | 0.1080 | 0.1105 | 0.1130 | 0.1156 | 0.1181 | 0.1206 | 0.1231
0.55 | 0.1257 | 0.1282 | 0.1307 | 0.1332 | 0.1358 | 0.1383 | 0.1408 | 0.1434 | 0.1459 | 0.1484
0.56 | 0.1510 | 0.1535 | 0.1560 | 0.1586 | 0.1611 | 0.1637 | 0.1662 | 0.1687 | 0.1713 | 0.1738
0.57 | 0.1764 | 0.1789 | 0.1815 | 0.1840 | 0.1866 | 0.1891 | 0.1917 | 0.1942 | 0.1968 | 0.1993
0.58 | 0.2019 | 0.2045 | 0.2070 | 0.2096 | 0.2121 | 0.2147 | 0.2173 | 0.2198 | 0.2224 | 0.2250
0.59 | 0.2275 | 0.2301 | 0.2327 | 0.2353 | 0.2378 | 0.2404 | 0.2430 | 0.2456 | 0.2482 | 0.2508
0.60 | 0.2533 | 0.2559 | 0.2585 | 0.2611 | 0.2637 | 0.2663 | 0.2689 | 0.2715 | 0.2741 | 0.2767
0.61 | 0.2793 | 0.2819 | 0.2845 | 0.2871 | 0.2898 | 0.2924 | 0.2950 | 0.2976 | 0.3002 | 0.3029
0.62 | 0.3055 | 0.3081 | 0.3107 | 0.3134 | 0.3160 | 0.3186 | 0.3213 | 0.3239 | 0.3266 | 0.3292
0.63 | 0.3319 | 0.3345 | 0.3372 | 0.3398 | 0.3425 | 0.3451 | 0.3478 | 0.3505 | 0.3531 | 0.3558
0.64 | 0.3585 | 0.3611 | 0.3638 | 0.3665 | 0.3692 | 0.3719 | 0.3745 | 0.3772 | 0.3799 | 0.3826
0.65 | 0.3853 | 0.3880 | 0.3907 | 0.3934 | 0.3961 | 0.3989 | 0.4016 | 0.4043 | 0.4070 | 0.4097
0.66 | 0.4125 | 0.4152 | 0.4179 | 0.4207 | 0.4234 | 0.4261 | 0.4289 | 0.4316 | 0.4344 | 0.4372
0.67 | 0.4399 | 0.4427 | 0.4454 | 0.4482 | 0.4510 | 0.4538 | 0.4565 | 0.4593 | 0.4621 | 0.4649
0.68 | 0.4677 | 0.4705 | 0.4733 | 0.4761 | 0.4789 | 0.4817 | 0.4845 | 0.4874 | 0.4902 | 0.4930
0.69 | 0.4959 | 0.4987 | 0.5015 | 0.5044 | 0.5072 | 0.5101 | 0.5129 | 0.5158 | 0.5187 | 0.5215
0.70 | 0.5244 | 0.5273 | 0.5302 | 0.5330 | 0.5359 | 0.5388 | 0.5417 | 0.5446 | 0.5476 | 0.5505
0.71 | 0.5534 | 0.5563 | 0.5592 | 0.5622 | 0.5651 | 0.5681 | 0.5710 | 0.5740 | 0.5769 | 0.5799
0.72 | 0.5828 | 0.5858 | 0.5888 | 0.5918 | 0.5948 | 0.5978 | 0.6008 | 0.6038 | 0.6068 | 0.6098
0.73 | 0.6128 | 0.6158 | 0.6189 | 0.6219 | 0.6250 | 0.6280 | 0.6311 | 0.6341 | 0.6372 | 0.6403
0.74 | 0.6433 | 0.6464 | 0.6495 | 0.6526 | 0.6557 | 0.6588 | 0.6620 | 0.6651 | 0.6682 | 0.6713
0.75 | 0.6745 | 0.6776 | 0.6808 | 0.6840 | 0.6871 | 0.6903 | 0.6935 | 0.6967 | 0.6999 | 0.7031
0.76 | 0.7063 | 0.7095 | 0.7128 | 0.7160 | 0.7192 | 0.7225 | 0.7257 | 0.7290 | 0.7323 | 0.7356
0.77 | 0.7388 | 0.7421 | 0.7454 | 0.7488 | 0.7521 | 0.7554 | 0.7588 | 0.7621 | 0.7655 | 0.7688
0.78 | 0.7722 | 0.7756 | 0.7790 | 0.7824 | 0.7858 | 0.7892 | 0.7926 | 0.7961 | 0.7995 | 0.8030
0.79 | 0.8064 | 0.8099 | 0.8134 | 0.8169 | 0.8204 | 0.8239 | 0.8274 | 0.8310 | 0.8345 | 0.8381
0.80 | 0.8416 | 0.8452 | 0.8488 | 0.8524 | 0.8560 | 0.8596 | 0.8633 | 0.8669 | 0.8705 | 0.8742
0.81 | 0.8779 | 0.8816 | 0.8853 | 0.8890 | 0.8927 | 0.8965 | 0.9002 | 0.9040 | 0.9078 | 0.9116
0.82 | 0.9154 | 0.9192 | 0.9230 | 0.9269 | 0.9307 | 0.9346 | 0.9385 | 0.9424 | 0.9463 | 0.9502
0.83 | 0.9542 | 0.9581 | 0.9621 | 0.9661 | 0.9701 | 0.9741 | 0.9782 | 0.9822 | 0.9863 | 0.9904
0.84 | 0.9945 | 0.9986 | 1.0027 | 1.0069 | 1.0110 | 1.0152 | 1.0194 | 1.0237 | 1.0279 | 1.0322
0.85 | 1.0364 | 1.0407 | 1.0450 | 1.0494 | 1.0537 | 1.0581 | 1.0625 | 1.0669 | 1.0714 | 1.0758
0.86 | 1.0803 | 1.0848 | 1.0893 | 1.0939 | 1.0985 | 1.1031 | 1.1077 | 1.1123 | 1.1170 | 1.1217
0.87 | 1.1264 | 1.1311 | 1.1359 | 1.1407 | 1.1455 | 1.1503 | 1.1552 | 1.1601 | 1.1650 | 1.1700
0.88 | 1.1750 | 1.1800 | 1.1850 | 1.1901 | 1.1952 | 1.2004 | 1.2055 | 1.2107 | 1.2160 | 1.2212
0.89 | 1.2265 | 1.2319 | 1.2372 | 1.2426 | 1.2481 | 1.2536 | 1.2591 | 1.2646 | 1.2702 | 1.2759
0.90 | 1.2816 | 1.2873 | 1.2930 | 1.2988 | 1.3047 | 1.3106 | 1.3165 | 1.3225 | 1.3285 | 1.3346
0.91 | 1.3408 | 1.3469 | 1.3532 | 1.3595 | 1.3658 | 1.3722 | 1.3787 | 1.3852 | 1.3917 | 1.3984
0.92 | 1.4051 | 1.4118 | 1.4187 | 1.4255 | 1.4325 | 1.4395 | 1.4466 | 1.4538 | 1.4611 | 1.4684
0.93 | 1.4758 | 1.4833 | 1.4909 | 1.4985 | 1.5063 | 1.5141 | 1.5220 | 1.5301 | 1.5382 | 1.5464
0.94 | 1.5548 | 1.5632 | 1.5718 | 1.5805 | 1.5893 | 1.5982 | 1.6072 | 1.6164 | 1.6258 | 1.6352
0.95 | 1.6449 | 1.6546 | 1.6646 | 1.6747 | 1.6849 | 1.6954 | 1.7060 | 1.7169 | 1.7279 | 1.7392
0.96 | 1.7507 | 1.7624 | 1.7744 | 1.7866 | 1.7991 | 1.8119 | 1.8250 | 1.8384 | 1.8522 | 1.8663
0.97 | 1.8808 | 1.8957 | 1.9110 | 1.9268 | 1.9431 | 1.9600 | 1.9774 | 1.9954 | 2.0141 | 2.0335
0.98 | 2.0537 | 2.0749 | 2.0969 | 2.1201 | 2.1444 | 2.1701 | 2.1973 | 2.2262 | 2.2571 | 2.2904
0.99 | 2.3263 | 2.3656 | 2.4089 | 2.4573 | 2.5121 | 2.5758 | 2.6521 | 2.7478 | 2.8782 | 3.0902




3 Fractiles de la loi de Student

t,p est le fractile d’ordre p de la loi de Student a v degrés de liberté.

Pour les valeurs de p < 0,5, on utilise la relation t, , = —t, 1—p.

Lorsque v > 50, on utilise Papproximation de la loi de Student par la loi normale N(0, 1),
ce qui revient a : t,, ~ uy .

b
0.60 | 0.70 | 0.80 | 0.90 | 0.95 | 0.9750 | 0.9900 | 0.9950 | 0.9990 | 0.9995
0.325 | 0.727 | 1.376 | 3.078 | 6.314 | 12.706 | 31.821 | 63.657 | 318.309 | 636.619
0.289 | 0.617 | 1.061 | 1.886 | 2.920 4.303 6.965 9.925 22.327 31.599
0.277 | 0.584 | 0.978 | 1.638 | 2.353 3.182 4.541 5.841 10.215 12.924
0.271 | 0.569 | 0.941 | 1.533 | 2.132 2.776 3.747 4.604 7.173 8.610
0.267 | 0.559 | 0.920 | 1.476 | 2.015 2.571 3.365 4.032 5.893 6.869
0.265 | 0.553 | 0.906 | 1.440 | 1.943 2.447 3.143 3.707 5.208 5.959
0.263 | 0.549 | 0.896 | 1.415 | 1.895 2.365 2.998 3.499 4.785 5.408
0.262 | 0.546 | 0.889 | 1.397 | 1.860 2.306 2.896 3.355 4.501 5.041
0.261 | 0.543 | 0.883 | 1.383 | 1.833 2.262 2.821 3.250 4.297 4.781
10 | 0.260 | 0.542 | 0.879 | 1.372 | 1.812 2.228 2.764 3.169 4.144 4.587
11 | 0.260 | 0.540 | 0.876 | 1.363 | 1.796 2.201 2.718 3.106 4.025 4.437
12 | 0.259 | 0.539 | 0.873 | 1.356 | 1.782 2.179 2.681 3.055 3.930 4.318
13 | 0.259 | 0.538 | 0.870 | 1.350 | 1.771 2.160 2.650 3.012 3.852 4.221
14 | 0.258 | 0.537 | 0.868 | 1.345 | 1.761 2.145 2.624 2.977 3.787 4.140
15 | 0.258 | 0.536 | 0.866 | 1.341 | 1.753 2.131 2.602 2.947 3.733 4.073
16 | 0.258 | 0.535 | 0.865 | 1.337 | 1.746 2.120 2.583 2.921 3.686 4.015
17 | 0.257 | 0.534 | 0.863 | 1.333 | 1.740 2.110 2.567 2.898 3.646 3.965
18 | 0.257 | 0.534 | 0.862 | 1.330 | 1.734 2.101 2.552 2.878 3.610 3.922
19 | 0.257 | 0.533 | 0.861 | 1.328 | 1.729 2.093 2.539 2.861 3.579 3.883
20 | 0.257 | 0.533 | 0.860 | 1.325 | 1.725 2.086 2.528 2.845 3.552 3.850
21 | 0.257 | 0.532 | 0.859 | 1.323 | 1.721 2.080 2.518 2.831 3.527 3.819
22 ] 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.321 | 1.717 2.074 2.508 2.819 3.505 3.792
23 | 0.256 | 0.532 | 0.858 | 1.319 | 1.714 2.069 2.500 2.807 3.485 3.768
24 | 0.256 | 0.531 | 0.857 | 1.318 | 1.711 2.064 2.492 2.797 3.467 3.745
25 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.316 | 1.708 2.060 2.485 2.787 3.450 3.725
26 | 0.256 | 0.531 | 0.856 | 1.315 | 1.706 2.056 2.479 2.779 3.435 3.707
27 | 0.256 | 0.531 | 0.855 | 1.314 | 1.703 2.052 2.473 2.771 3.421 3.690
28 | 0.256 | 0.530 | 0.855 | 1.313 | 1.701 2.048 2.467 2.763 3.408 3.674
29 | 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.311 | 1.699 2.045 2.462 2.756 3.396 3.659
30 ] 0.256 | 0.530 | 0.854 | 1.310 | 1.697 2.042 2.457 2.750 3.385 3.646
31 | 0.256 | 0.530 | 0.853 | 1.309 | 1.696 2.040 2.453 2.744 3.375 3.633
32 ] 0.255 | 0.530 | 0.853 | 1.309 | 1.694 2.037 2.449 2.738 3.365 3.622
33 | 0.255 | 0.530 | 0.853 | 1.308 | 1.692 2.035 2.445 2.733 3.356 3.611
34 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.307 | 1.691 2.032 2.441 2.728 3.348 3.601
35 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.306 | 1.690 2.030 2.438 2.724 3.340 3.591
36 | 0.255 | 0.529 | 0.852 | 1.306 | 1.688 2.028 2.434 2.719 3.333 3.582
37 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.305 | 1.687 2.026 2.431 2.715 3.326 3.574
38 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.304 | 1.686 2.024 2.429 2.712 3.319 3.566
39 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.304 | 1.685 2.023 2.426 2.708 3.313 3.558
40 | 0.255 | 0.529 | 0.851 | 1.303 | 1.684 2.021 2.423 2.704 3.307 3.551
41 | 0.255 | 0.529 | 0.850 | 1.303 | 1.683 2.020 2.421 2.701 3.301 3.544
42 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.302 | 1.682 2.018 2.418 2.698 3.296 3.538
43 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.302 | 1.681 2.017 2.416 2.695 3.291 3.532
44 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.301 | 1.680 2.015 2.414 2.692 3.286 3.526
45 ]| 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.301 | 1.679 2.014 2.412 2.690 3.281 3.520
46 | 0.255 | 0.528 | 0.850 | 1.300 | 1.679 2.013 2.410 2.687 3.277 3.515
47 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.300 | 1.678 2.012 2.408 2.685 3.273 3.510
48 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.299 | 1.677 2.011 2.407 2.682 3.269 3.505
49 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.299 | 1.677 2.010 2.405 2.680 3.265 3.500
50 | 0.255 | 0.528 | 0.849 | 1.299 | 1.676 2.009 2.403 2.678 3.261 3.496
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4 Fractiles de la loi du y?

Xlzf,p est le fractile d’ordre p de la loi du x2.

T, o 2 (up + V20 —1)2
Pour les valeurs de v > 50, on utilise 'approximation x;, , &~ ~5——5——"—
p
v [ 0.001 | 0.005 | 0.010 | 0.025 | 0.05 | 0.1000 | 0.5000 | 0.9000 | 0.9500 | 0.9750 | 0.9900 | 0.9950 | 0.9990
1 [ 0.000 | 0.000 | 0.000 | 0.001 | 0.004 | 0.016 | 0.455 | 2.706 | 3.841 | 5.024 | 6.635 | 7.879 | 10.828
2 | 0.002 | 0.010 | 0.020 | 0.051 | 0.103 | 0.211 | 1.386 | 4.605 | 5.991 | 7.378 | 9.210 | 10.597 | 13.816
3 0.024 0.072 0.115 0.216 0.352 0.584 2.366 6.251 7.815 9.348 11.345 12.838 | 16.266
4 | 0091 | 0207 | 0.297 | 0484 | 0.711 | 1.064 | 3.357 | 7.779 | 9.488 | 11.143 | 13.277 | 14.860 | 18.467
5 | 0210 | 0412 | 0.554 | 0.831 | 1.145 | 1.610 | 4351 | 9.236 | 11.070 | 12.833 | 15.086 | 16.750 | 20.515
6 | 0381 | 0.676 | 0.872 | 1.237 | 1.635 | 2.204 | 5348 | 10.645 | 12.502 | 14.449 | 16.812 | 18.548 | 22.458
7 0.598 0.989 1.239 1.690 2.167 2.833 6.346 12.017 | 14.067 | 16.013 18.475 | 20.278 | 24.322
8 | 0.857 | 1.344 | 1.646 | 2.180 | 2.733 | 3.490 | 7.344 | 13.362 | 15.507 | 17.535 | 20.090 | 21.955 | 26.124
9 | 1152 | 1.735 | 2.088 | 2.700 | 3.325 | 4.168 | 8.343 | 14.684 | 16.919 | 19.023 | 21.666 | 23.589 | 27.877
10 | 1479 | 2.156 | 2.558 | 3.247 | 3.940 | 4.865 | 9.342 | 15.987 | 18.307 | 20.483 | 23.209 | 25.188 | 29.588
11 | 1.834 2.603 3.053 3.816 4.575 5.578 10.341 17.275 19.675 | 21.920 | 24.725 | 26.757 | 31.264
12 | 2.214 | 3.074 | 3.571 | 4.404 | 5.226 | 6.304 | 11.340 | 18.549 | 21.026 | 23.337 | 26.217 | 28.300 | 32.909
13 | 2.617 | 3.565 | 4.107 | 5.009 | 5.802 | 7.042 | 12.340 | 19.812 | 22.362 | 24.736 | 27.688 | 29.819 | 34.528
14 | 3.041 | 4.075 | 4.660 | 5.629 | 6.571 | 7.790 | 13.339 | 21.064 | 23.685 | 26.119 | 29.141 | 31.319 | 36.123
15 | 3.483 | 4.601 | 5.220 | 6.262 | 7.261 | 8.547 | 14.339 | 22.307 | 24.996 | 27.488 | 30.578 | 32.801 | 37.697
16 | 3.942 | 5.142 | 5812 | 6.908 | 7.962 | 9.312 | 15.338 | 23.542 | 26.296 | 28.845 | 32.000 | 34.267 | 39.252
17 | 4.416 | 5.697 | 6.408 | 7.564 | 8.672 | 10.085 | 16.338 | 24.769 | 27.587 | 30.191 | 33.409 | 35.718 | 40.790
18 | 4.905 | 6.265 | 7.015 | 8231 | 9.390 | 10.865 | 17.338 | 25.989 | 28.869 | 31.526 | 34.805 | 37.156 | 42.312
19 | 5.407 | 6.844 | 7.633 | 8907 | 10.117 | 11.651 | 18.338 | 27.204 | 30.144 | 32.852 | 36.191 | 38.582 | 43.820
20 | 5.921 | 7.434 | 8.260 | 9.591 | 10.851 | 12.443 | 19.337 | 28.412 | 31.410 | 34.170 | 37.566 | 39.997 | 45.315
21 | 6.447 | 8.034 | 8.897 | 10.283 | 11.591 | 13.240 | 20.337 | 29.615 | 32.671 | 35.479 | 38.932 | 41.401 | 46.797
22 | 6.983 | 8.643 | 9.542 | 10.982 | 12.338 | 14.041 | 21.337 | 30.813 | 33.924 | 36.781 | 40.289 | 42.796 | 48.268
23 | 7.529 | 9.260 | 10.196 | 11.689 | 13.091 | 14.848 | 22.337 | 32.007 | 35.172 | 38.076 | 41.638 | 44.181 | 49.728
24 | 8.085 9.886 | 10.856 | 12.401 | 13.848 | 15.659 | 23.337 | 33.196 | 36.415 | 39.364 | 42.980 | 45.559 | 51.179
25 | 8.649 | 10.520 | 11.524 | 13.120 | 14.611 | 16.473 | 24.337 | 34.382 | 37.652 | 40.646 | 44.314 | 46.928 | 52.620
26 | 9.222 | 11.160 | 12.198 | 13.844 | 15.379 | 17.292 | 25.336 | 35.563 | 38.885 | 41.923 | 45.642 | 48.290 | 54.052
27 | 9.803 | 11.808 | 12.879 | 14.573 | 16.151 | 18.114 | 26.336 | 36.741 | 40.113 | 43.195 | 46.963 | 49.645 | 55.476
28 | 10.391 | 12.461 | 13.565 | 15.308 | 16.928 | 18.939 | 27.336 | 37.916 | 41.337 | 44.461 | 48.278 | 50.993 | 56.892
29 | 10.986 | 13.121 | 14.256 | 16.047 | 17.708 | 19.768 | 28.336 | 39.087 | 42.557 | 45.722 | 49.588 | 52.336 | 58.301
30 | 11.588 | 13.787 | 14.953 | 16.791 | 18.493 | 20.599 | 29.336 | 40.256 | 43.773 | 46.979 | 50.892 | 53.672 | 59.703
31 | 12.196 | 14.458 | 15.655 | 17.539 | 19.281 | 21.434 | 30.336 | 41.422 | 44.985 | 48.232 | 52.191 | 55.003 | 61.098
32 | 12.811 | 15.134 | 16.362 | 18.291 | 20.072 | 22.271 | 31.336 | 42.585 | 46.194 | 49.480 | 53.486 | 56.328 | 62.487
33 | 13.431 | 15.815 | 17.074 | 19.047 | 20.867 | 23.110 | 32.336 | 43.745 | 47.400 | 50.725 | 54.776 | 57.648 | 63.870
34 | 14.057 | 16.501 | 17.789 | 19.806 | 21.664 | 23.952 | 33.336 | 44.903 | 48.602 | 51.966 | 56.061 | 58.964 | 65.247
35 | 14.688 | 17.192 | 18.509 | 20.569 | 22.465 | 24.797 | 34.336 | 46.059 | 49.802 | 53.203 | 57.342 | 60.275 | 66.619
36 | 15.324 | 17.887 | 19.233 | 21.336 | 23.269 | 25.643 | 35.336 | 47.212 | 50.998 | 54.437 | 58.619 | 61.581 | 67.985
37 | 15.965 | 18.586 | 19.960 | 22.106 | 24.075 | 26.492 | 36.336 | 48.363 | 52.192 | 55.668 | 59.893 | 62.883 | 69.346
38 | 16.611 | 19.289 | 20.691 | 22.878 | 24.884 | 27.343 | 37.335 | 49.513 | 53.384 | 56.896 | 61.162 | 64.181 | 70.703
39 | 17.262 | 19.996 | 21.426 | 23.654 | 25.695 | 28.196 | 38.335 | 50.660 | 54.572 | 58.120 | 62.428 | 65.476 | 72.055
40 | 17.916 | 20.707 | 22.164 | 24.433 | 26.509 | 29.051 | 39.335 | 51.805 | 55.758 | 59.342 | 63.691 | 66.766 | 73.402
41 | 18575 | 21.421 | 22.906 | 25.215 | 27.326 | 29.907 | 40.335 | 52.949 | 56.942 | 60.561 | 64.950 | 68.053 | 74.745
42 | 19.239 | 22.138 | 23.650 | 25.999 | 28.144 | 30.765 | 41.335 | 54.090 | 58.124 | 61.777 | 66.206 | 69.336 | 76.084
43 | 19.906 | 22.859 | 24.398 | 26.785 | 28.965 | 31.625 | 42.335 | 55.230 | 59.304 | 62.990 | 67.459 | 70.616 | 77.419
44 | 20.576 | 23.584 | 25.148 | 27.575 | 29.787 | 32.487 | 43.335 | 56.369 | 60.481 | 64.201 | 68.710 | 71.893 | 78.750
45 | 21.251 | 24.311 | 25.901 | 28.366 | 30.612 | 33.350 | 44.335 | 57.505 | 61.656 | 65.410 | 69.957 | 73.166 | 80.077
46 | 21.929 | 25.041 | 26.657 | 20.160 | 31.439 | 34.215 | 45.335 | 58.641 | 62.830 | 66.617 | 71.201 | 74.437 | 81.400
47 | 22.610 | 25.775 | 27.416 | 29.956 | 32.268 | 35.081 | 46.335 | 59.774 | 64.001 | 67.821 | 72.443 | 75.704 | 82.720
48 | 23.295 | 26.511 | 28.177 | 30.755 | 33.098 | 35.949 | 47.335 | 60.907 | 65.171 | 69.023 | 73.683 | 76.969 | 84.037
49 | 23.983 | 27.249 | 28.941 | 31.555 | 33.930 | 36.818 | 48.335 | 62.038 | 66.339 | 70.222 | 74.919 | 78.231 | 85.351
50 | 24.674 | 27.991 | 29.707 | 32.357 | 34.764 | 37.689 | 49.335 | 63.167 | 67.505 | 71.420 | 76.154 | 79.490 | 86.661




