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Questions de cours. (5P.) (i) On lance un dé a 6 faces 4 fois de suite,
de maniere indépendante. Décrire 'univers ) de cette expérience aléatoire
ainsi que la mesure de probabilité associée. Quelle est la probabilité que deux

nombres distincts apparaissent, chacun deux fois, lors de ces 4 lancers.

Card(A)

Solution : L’univers est Q = {1, ..., 6}4, avec la mesure uniforme P(A) = Tard ()

pour tout A C Q. Soit A ’événement
“deux nombres distincts apparaissent, chacun deux fois”. Il y a (g) choix possibles pour les deux nombres qui apparaissent
6) (4
@)
64

dans A; pour chacun de ces choix, il y a (;1) choix possibles de leur positions. Dot P(A) =

— 5
=75

(ii) Vingt chevaux sont au départ d’une course. On admet que tous les tiercés
possibles (les trois chevaux gagnants dans I’ordre) sont équiprobables. Quelle
est la probabilité pour un parieur jouant une fois (c-a-d ayant parié une fois
sur un tiercé) d’obtenir le tiercé gagnant dans l'ordre ou dans le désordre.

Solution : I1 y a 20 X 19 x 18 tiercés gagnants possibles; chaque tiercé gagnant peut étre réordonner de 3! = 6 fagons. La

1
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probabilité cherchée est donc 30X19XI8 — 1i40°

(iii) On lance une piece de monnaie équilibrée 3 fois de suite. Soit X la v.a.r
donnant le nombre de Piles obtenus apres ces 3 lancers. Quelle est la loi de
X7

Solution : X est de loi binomiale B(3, %)

(iv) On lance un dé équilibré 1000 fois de suite; soit X la v.a.r donnant
la proportion de Six obtenus apres ces 1000 lancers. Majorer a 'aide de
I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev la probabilité P(|X — 1/6| > 0.1).
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Solution : X = % >0 X avec Xq,..., X, indépendantes et de loi B(1/6). Donc E(X) = % et Var(X) =

Par l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a P(|X — 1/6] > €) < VLgX); avec € = 0.1 et n = 1000, on a donc
e

5x100  _ 1
P(lx -1/6]20.1) < 36x1000 — 72°

Exercice 1. (4P.) On dispose de 2 urnes U; et U, contenant 100 boules en
tout. L'urne U; contient 40 boules dont 8 sont blanches et 32 noires; I'urne
U, contient 60 boules dont 6 sont blanches et 54 noires. On choisit au hasard
une urne et on en tire une boule. Soient A; I’événement “lI’'urne choisie est
U;” pour i = 1,2 et A ’événement “la boule est blanche”.

(i) Calculer P(A|A;),P(A|Ay) et P(A).



Solution : On a P(A|A1) = £ = & et P(A|Az) = & = 5. De plus, P(A;) = P(A3) = 1/2. Dot P(A) =

P(A|A1)P(A1) + P(A|A2)P(A2) = 55.

(ii) On constate qu’on a tiré une boule blanche. Qu’elle est la probabilité
qu’elle provient de I'urne Us.

Solution : La probabilité cherchée est P(A2|A) = P(SFA?Q) = P(Alé%();;‘(f‘%) =1/3.

Exercice 2. (4P.) On considere une urne contenant 5 boules, dont 3 sont
blanches et 2 noires. On tire de I'urne successivement deux boules sans re-
mise. Soient X; (respectivement X5) la v.a.r égale a 1 si la le (respectivement
la 2¢) boule est blanche et 0 sinon.

(i) Déterminer la loi conjointe de (X7, X5) ainsi que la loi de X et la loi de

X5 et présenter le résultat sous forme de tableau.

Solution : OnaP(X; =1,X2=1)=2x2 =3 P(X1=1,X2=0=2x2=3 P(X;=0,X2=1)=2x3 =3

et P(X; =0,X9 =0) = é X % = %, et on obtient le tableau suivant
EL72.50 I | R
[ 1 [[ 3/10 [ 3/10 ][ 6/10 |
[ 0 “ 3/10 [ 1/10 “ 4/10 ]
l Px “ 6/10 [ 4/10 “ 1 ]
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(ii) Calculer E(X;X5) et la covariance Cov (X7, Xs).

Solution : On a E(X;X2) = 1 X P(X; = 1,Xs = 1) = 3/10; d’autre part, E(X;) = 1 X P(X; = 1) = 6/10 et

E(X3) =1 x P(Xy = 1) = 6/10. D’ot1 Cov(X1, X2) = E(X X2) — E(X1)E(X2) = —3/50.

Exercice 3. (4P.) On considére un lot d’ampoules électriques. On suppose
que la durée de vie de chaque ampoule est une v.a.r T telle qu’il existe A > 0
avec P(T > t) = e~ pour tout t > 0.

(i) Déterminer la loi de T et la reconnaitre. Déterminer la durée de vie
moyenne E(7") et 'écart-type o (7).
Solution : On a Fp(t) = P(T < t) =1 — P(T > t) et ainsi Fp(t) =0 pour t < 0 et Fp(t) =1—e * pour ¢t > 0. On a
donc T ~ £(A). Par les résultats du cours, on a alors E(T) = L et o(T) = L.

On branche simultanément 2 ampoules issues du méme lot et de durées
de vie indépendantes T} et T5.

(ii) Déterminer la loi de I'instant U ol au moins une des ampoules cesse de
fonctionner.
Solution : On a U = min{T},Ta}; pour tout t > 0, on a donc P(U > t) = P(Ty} > t,Ts > t) = P(Ty > t)P(Ty > t) =

e 2> par indépendance de T et Ts. Ainsi (avec (i), U ~ £(2)).

(iii) Déterminer la loi de l'instant V' ou toutes les deux ampoules cessent de
fonctionner.



Solution : On a V = max{Tj,T2}; pour tout t > 0, on a donc P(V < t) =P(Ty <t,Ts <t) =P(T; < t)P(T2 <t) =

(1-— e>‘t)27 par indépendance de T et T. D’ou Fy (t) = (1 — e>‘t)21[o_+m[(t) pour tout ¢t € R.

Exercice 4. (4P.) Soit X une variable aléatoire continue de densité f,

donnée par f(z) = re % 10 1o0f(z) pour z € R.

(i) Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

Solution : On a f(z) > 0 pour tout @ et f est continue. De plus, [1°° f(z)dz = [if * e~/ 2dy = [e*%]jw =1
(i) Soit Y = X2. Déterminer la loi de Y et la reconnaitre.

Solution : Pour tout y € R, on a Fy (y) = P(Y < y) = P(X2 < y). Pour y < 0, on a donc Fy (y) = 0; pour y > 0, on
a, avec le changement de variable u = @2 : Fy (y) = P(X < %) = fo\/g we— " 2qy — 1 [¥ e=%/2du. Ceci montre que
Y ~ £(1/2).

(iii) Calculer E(X) et Var(X).

Solution : Avec une IPP, on a E(X) = [;7*° e2e= 7/ 2de — [ze*12/2]§°° + fohee e~/ 24 =0 4 1t e /2qy —

V/7/2. De plus, E(X?) = E(Y) = 2, car Y ~ £(1/2). Dot Var(X) = E(X?) —E(X)?=2- %.

Exercice 5. (3P.) Une usine fabrique des lave-vaisselle ayant une durée de
vie moyenne de 20 000h, avec un écart-type de 7 000h. Le fabricant affirme
qu’'une innovation dans son mode de fabrication a augmenté la durée de vie
de ses produits. On teste 100 lave-vaisselle et on observe une durée de vie
moyenne de 21 000h sur cet échantillon. Au seuil de risque de o« = 5%, peut-on
accepter I'affirmation du fabriquant 7 (On rappelle les valeurs suivantes de la
fonction de répartition de la loi normale : T1(1.65) = 0.95, I1(1.96) = 0.975.)

Solution : En notant m la durée de vie moyenne des lave-vaisselle, on veut tester I’hypothése Hg : m = 20000h contre
Hjy : m > 20000h. En notant X la moyenne empirique d’un échantillon de n lave-vaisselle, on a, pour n suffisamment
grand, v/n(X — m)/o ~ N(0,1). Avec z4 tel que II(zo) = 1 — «, il vient que P(y/n(X — m)/o < z4) = 1 — a (en
d’autres termes : P(X < m + z““ﬁ) =1 — a). Sous I’hypothese Hp, on a m = 20000 et avec n = 100 et T = 21000, on a
V(@ — m)/o = 1888 = 1.43. Avec a = 0.05, on a z4 = 1.65 et donc /A (T — m)/o = 1.43 < 1.65 = z4. (en d’autres
termes : T = 21000 < m + z4 % = 21155). Conclusion : au seuil de risque de 5%, on ne rejette pas I’hypotheése Hg et on

ne considére donc pas que la durée de vie moyenne des lave-vaisselle se soit améliorée.
Remarque : on aurait pu tester Hg : m = 20000h contre Hj : m # 20000h (“test bilatéral”) . Dans ce cas, avec

a = 0.05 et donc z, /5 = 1.96, on a P(|vn(X — m)/o| < 2q/2) = 0.95. Ceci signifie que, avec probabilité 0.95, on a

X € [m— za/zﬁ,m + Za/2 ﬁ] = [18628,21372]. Comme T = 21000 € [18628,21372], on ne rejette pas ’hypothese

Hy.



