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Questions de cours. (6P.) (i) Soit (€2, F, P) un espace probabilisé et soient
A et B deux événements tels que P(A) = 1/3, P(B) =1/2 et P(A|B) = 1/3.
Calculer P(A U B).

OnaP(AUB)=P(A)+P(B) —P(ANB) et P(ANB) =P(A|B)P(B);dot P(AUB) =2 + 3 - i x ;=% =

=S
by

N[=

(ii) Trois cartes sont tirées au hasard et simultanément d’'un jeu de 52
cartes. Décrire I'univers 2 de cette expérience aléatoire ainsi que la mesure

de probabilité associée. Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux
LLAS” ? 52
3

L’univers est 2 = {3-combinaisons d’un ensemble & 52 éléments}, dont le cardinal est ( ) et qui est muni de la mesure de

probabilité uniforme. Pour avoir exactement deux “As”, il faut choisir 2 “As” parmi les 4 disponibles et choisir la 3e carte

i les 48 cart tantes; il y a d 2) x 48 choi ibles. L babilité recherché t(g)x487 2_ ~0.013

parmi les cartes restantes; il y a donc (,) X choix possibles. La probabilité recherchée es ?2)— = 5555 ~ 0. .
3

(iii) Un test de type QCM comporte 20 questions et, pour chacune d’elles,
propose 4 réponses, dont seule une est correcte. Le candidat doit cocher
une seule réponse a chaque question. La note obtenue est le nombre de
bonnes réponses. Soit X la variable aléatoire donnant la note d’un candi-

dat répondant au hasard et de facon équiprobable a toutes les questions.
Quelle est la loi de X 7 Calculer E(X) et Var(X).

On a X ~ B(20,1/4) et donc E(X) = 20/4 =5 et Var(X) =20 x + x 3 =15/4.

(iv) Soit (X},),, une suite de v.a.r. indépendantes et identiquement distribuées,
d’espérance m et de variance o%. Soit S,, = X; + --- + X,,. Soient a,b € R
avec a < b. Que dit le Théoreme Central Limite sur la limite

: NS
lim Pla<—|——-—m|<b]?
n—-+00 o n
n Sn v | Sn
11 dit que la v.a.r —— (—— —m) tend vers une loi normale centrée réduite et donc que limp sy Pla< — |— —m| < b
o n o n
_ _ 1 b—a?/24. )
I1(b) — II(a) = wers Joe dx pour tous a < b.

Exercice 1. (2P.) On suppose qu’'un virus affecte une personne sur 1000
dans la population. Un test sanguin permet de détecter le virus avec une
probabilité de 90 % quand celui-ci est effectivement présent. Néanmoins, ce
test donne un faux positif (i.e. une personne est déclarée porteuse sans 1'étre)
pour 1% des personnes non porteuses du virus.



Une personne est testée positivement. Quelle est la probabilité qu’elle soit
réellement porteuse du virus ?

Soit A I’événement “la personne est porteuse du virus” et B I’événement “le test est positif”. On cherche P(A|B). D’apreés

les données, on a P(A) = ﬁ, P(B|A) = %, P(B|A°) = ﬁ; D’apres la formule de Bayes, on a :
_ P(B|A)P(A) _ 9x10~-1x10-3 _ 10 .
PAIB) = smmapa+pBIAeP(as) © done PIAIB) = Goaoors =51 0-2xoox10-3 — 121 ~ 008

Exercice 2. (4P.) Soient X et Y deux v.a.r qui suivent des lois de Bernoulli,
chacune de parametres 1/2. On suppose que P(X =1,Y =1) = 1/12.

(i) Déterminer la loi conjointe de (X, Y'), en présentant le résultat sous forme
de tableau.

(XY o0 1 [ Px |
[ o J1/12 5/12 [ 1/2]
[ 1 [I5/12 1/12 [ 1/2 ]
[Py [ 1/2 1/2 [ 1 ]

(ii)) Montrer que XY est une v.a.r. de Bernoulli dont on identifiera le pa-
rametre.

On a XY (©2) € {0,1}; comme {XY =1} = {X =1,Y =1}, ona P(XY =1) = P(X =1,Y = 1) = 1/12 et donc
XY ~ B(1/12).

(iii) Calculer la covariance Cov(X,Y); X et Y sont elles indépendantes ?

On a Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y) = 1—12 — % X % = 7é; comme Cov(X,Y) # 0, les v.iar X et Y ne sont pas

indépendantes.

Exercice 3. (5P.) Dans un restaurant universitaire, il y a deux caisses notées
A et B. On suppose que le nombre d’étudiants qui pénetrent dans le restau-
rant en une heure est une v.a.r. N de loi de Poisson de parametre A > 0. On
suppose aussi que, indépendamment les uns des autres, les étudiants choi-
sissent de passer par la caisse A avec probabilité p €]0,1[. Soit X le nombre
d’étudiants par heure passant par la caisse A.

(i) Que vaut P(N = n) pour n € N?

Comme N ~ P(\), on a P(N =n) = e > A"/nl.

(i) Calculer P(X = k|N = n) pour des entiers naturels k et n.

Pour k > n, ona {X =k, N =n} =0 et donc P(X = k|N =n) = 0. Pour k < n, on a P(X = k|N =n) = (z)pkqn_k,
pour g = 1 — p.

(iii) Déterminer la loi de X et la reconnaitre ; en déduire E(X).
Soit k € N. Ona {X =k} =U;2 o{X =k, N =n} =U52, {X =k, N = n} (réunion disjointe) et donc :

o m
P(X = k) = 202, P(X = b, N = n) = £, P(X = k[N = n)P(N = n) = 25, (7)pFa" 5 x e 21 =

k n k k
X oo (ntk) k. n, A"TE Kk k_—X1 oo g"A™ _ Op)® X oo Q)" _ )T X _xqg _ (Ap)® _—xp,
e En=o( k )p A X G = AP N Xhko T = e T Xnko ar— = e e = gpen

d’ott X ~ P(Ap).

Exercice 4. (4P.) Soit X une variable aléatoire continue de densité f,

donnée par f(x) = = pour x € [0,1] et f(z) = 0O sinon.

2
™1 —zx



(i) Vérifier que f est bien une densité de probabilité.

Ona: f(x) > 0 pour tout z € R, f est continue sur R\{0, 1} et [ f(z)dz = fol

dr = g><arcsin9cé: 25T —1.
2 ™ w2

™ —x

Donc f est bien une densité de probabilité.

(ii) Montrer que X possede une espérance et la calculer.

Ona [g |&f(z)|dz = % fol \/L?daﬂ = %X(—2(1—12)1/2)\(1) = % Comme [g |« f(z)|dz = fol |z f(z)|dx = fol zf(x)dr =
1—=z

Jr @ f(x)dz, ceci montre que E(X) existe et quon a E(X) = 2/7.

(iii) Soit Y = arcsin(X). Déterminer la loi de Y et la reconnaitre.

On a Y (Q) =[0,7/2], car X(2) =[0,1]. Dou P(Y <y) =0poury <0et P(Y <y) =1poury > n/2. Soity € [0, n/2];
alors {Y < y} = {arcsin(X) < y} = {X < sin(y)}; comme sin(y) € [0,1], on a donc P(Y < y) = P(X < siny) =

fgm(y) 2

sin(y) _
0 =
my/1—x2

de = % arcsin x| %y. Ceci montre que Y suit la loi uniforme U ([0, w/2]).

Exercice 5. (3P.) A la veille du second tour d’une élection présidentielle,
un sondage portant sur n = 10000 électeurs donne 60% d’intentions de votes
pour le candidat A contre 40% pour le candidat B. Soit p la proportion des
électeurs de A au sein de la population. Déterminer, au moyen du Théoreme
Central Limite, a > 0 tel que P(% —a<p< % + a) = 0.95. (On rappelle les
valeurs suivantes de la fonction de répartition de la loi normale : T1(1.65) =
0.95, T1(1.96) = 0.975.)

En notant X la proportion d’électeurs de A d’un échantillon de n électeurs, on a X ~ B(p); par le Théoréme central
limite, on a, avec o = y/p(1 — p) et pour n suffisamment grand, v/n(X — p)/oc ~ N(0,1). Comme II(1.96) = 0.975, on a
donc :

S'd ~ ~ 4
P(—-1.96 < /n(X —p)/o < 1.96) = P(X71.96ﬁ <p< X+1.96%) = 0.95. Comme n = 10% et 0 = /p(1 —p) < 1/2,
il s’ensuit que :
P(X —1.96x £ x1072 < p< X 4+1.96 x § x 1072) > 0.95.

Le résultat du sondage a donné la valeur X = 60/100 = 3/5 et donc P(% —0.98 x 102 <p< % + 0.98 x 1072) > 0.95,

c-a-d P(% - % <p< % + %) avec une probabilité d’au moins 95%. La “fourchette” est donc ~ 1%.



