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Introduction

Ce cours s’adresse à des étudiants de Licence en mathématiques. Il a pour
objectif de donner les bases en topologie indispensables à toute formation en
mathématiques. Il ne s’agit pas d’un traité complet sur le sujet, qui n’est pas
neuf. De nombreux livres parfois très fournis (ceux donnés dans la bibliographie
par exemple) existent déjà. Nous avons cherché, compte tenu des contraintes de
volume horaire, d’acquis des étudiants en premier cycle et d’exigences pour la
suite du cursus, à dégager les points clés permettant de structurer le travail per-
sonnel de l’étudiant voire de faciliter la lecture d’autres ouvrages. Par exemple,
il nous a semblé important de ne pas nous limiter aux espaces métriques de
façon à ce que le langage de la topologie générale ne soit plus un nouvel obstacle
à franchir (de plus les topologies non métrisables arrivent très vite : conver-
gence simple, topologies produit, quotient, de Zariski. . .). Nous avons laissé de
côté, en le signalant, la notion de filtre qui à ce niveau introduirait plus de
confusion qu’autre chose mais qui après coup ne présentera pas de difficulté
majeure pour l’étudiant ayant assimilé ce cours. De la même façon, nous avons
évité les discussions autour de l’axiome du choix, nous limitant au niveau de
la théorie des ensembles aux opérations ensemblistes rappelées dans le premier
exercice. Ainsi le théorème de Tychonoff est démontré dans le cas métrisable.
De même, on ne parle pas du théorème de Hahn-Banach qui s’intégre plus
naturellement dans un cours d’Analyse Fonctionnelle, mais il y a un ou deux
exercices sur la séparation des convexes en dimension finie.

Nous avons inclus dans ce texte une liste d’exercices. Ceux-ci de difficulté variée
répondent à une double nécessité. Il est important de jongler avec les différents
concepts introduits en cours et même de faire certaines erreurs une fois pour
bien identifier les pièges. Les exercices permettent d’orienter les raisonnements
vers d’autres domaines des mathématiques (algèbre, analyse, géométrie), cela
afin d’exhiber l’intérêt et l’omniprésence des arguments topologiques.

Les choses supposées connues correspondent au programme du premier cycle.
Elles interviennent dans les démonstrations et dans les exemples qui donnent
corps aux nouvelles définitions. Il s’agit de

1) Techniques ensemblistes : opérations ensemblistes, relations, fonctions, no-
tion de dénombrabilité.

2) Analyse élémentaire sur la droite réelle R : Le corps des réels défini comme
corps archimédien contenant Q et vérifiant la propriété de la borne
supérieure, suites réelles, intervalles, fonctions continues de R dans R,
dérivation.

3) Algèbre linéaire et bilinéaire : Espaces vectoriels, bases, applications linéaires,
calcul matriciel, déterminants, produit scalaire.

4) Fonctions de plusieurs variables, dérivées partielles.

5) Convexité d’un ensemble, d’une fonction.
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D’autres notions intervenant dans les exercices (fonctions holomorphes, différentielle)
seront rappelées, si besoin est, en Travaux Dirigés.

Conseils pratiques aux étudiants : Ce polycopié ne dispense pas d’assister
aux amphis ni de prendre des notes complémentaires. Il est là pour éviter
un travail de copie qui empêche parfois de se concentrer sur les explications
données oralement. Ce cours présente au moins deux difficultés : 1) Pour les
étudiants venant du DEUG, c’est la première fois qu’ils sont sérieusement
confrontés à une démarche axiomatique. Se convaincre de l’intérêt des notions
abstraites et identifier leur domaine de validité demande du travail. Une façon
de faire est de chercher à résoudre le maximum d’exercices par soi-même. 2) Un
vocabulaire nouveau et précis doit s’acquérir. Il est important de comprendre et
apprendre le cours au fur et à mesure. Une bonne façon de tester l’assimilation
du cours est de le refaire mentalement à partir de la table des matières bien
détaillée. L’index donné en fin de polycopié aidera à revenir rapidement sur
une définition ou un énoncé précis.

Nous tenons à remercier Jacques Camus dont le polycopié précédent et les
conseils nous ont aidés à calibrer ce cours, ainsi que Karim Bekka, Bas Edix-
hoven, Isabelle Gruais, Jean-Marie Lion, Laurent Moret-Bailly, Michel Pierre
et Jean-Claude Tougeron dont les suggestions et remarques ont été utiles.
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2.1.1 Définition . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.1.2 Exemple fondamental : les connexes de R. . . . . . . . . 42
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6.1 Théorème de Stone-Weierstrass . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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Chapitre 1

Espaces métriques,
Espaces topologiques.

Dans ce chapitre, nous présentons toutes les notions de base de la topologie.
Nous allons dégager les structures qui permettent de parler de limite et de
continuité. L’exemple fondamental déjà étudié en premier cycle est le cas de R
et de Rn. La théorie générale englobe bien sûr cet exemple - qu’il faut garder
en tête - mais conduit parfois à des situations moins intuitives.

1.1 Espaces métriques

La façon la plus immédiate de parler de limite ou de continuité dans un en-
semble X est de mesurer de façon quantitative l’écart entre les points 1 et
d’introduire pour cela une distance.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Soit X un ensemble. Une distance sur X est une application
d : X ×X → R vérifiant 2 pour tout x, y, z ∈ X :

i) (d(x, y) = 0)⇔ (x = y) ;

ii) d(y, x) = d(x, y) (symétrie) ;

iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.2. Un espace métrique est un couple (X, d) où X est un en-
semble et d est une distance sur X.

1En topologie, on préfère parler de points plutôt que d’éléments d’un ensemble. Cette
nuance traduit mieux l’intuition “géométrique”.

2Il n’est pas nécessaire de mettre dans la définition de la distance d(x, y) ∈ R+. C’est
une conséquences des axiomes i), ii) et iii) comme le montre la Proposition 1.1.4.

1



2 Espaces métriques, espaces topologiques.

EXEMPLE 1.1.3. L’ensemble des réels muni de la distance d(x, y) = |x − y|
est un espace métrique. D’autres exemples sont donnés au paragraphes 1.1.5
et 1.1.7.

1.1.2 Propriétés de la distance

Proposition 1.1.4. Une distance d sur un ensemble X vérifie :

a) La distance est toujours positive ou nulle :

∀x, y ∈ X, d(x, y) ≥ 0.

b) ”La distance entre les distances est plus petite que la distance” :

∀x, y, z ∈ X, |d(x, y)− d(x, z)| ≤ d(y, z).

Preuve : a) En utilisant successivement i), iii) et ii) on obtient pour x, y ∈ X

0 = d(x, x) ≤ d(x, y) + d(y, x) = 2d(x, y).

b) En utilisant iii) on obtient pour x, y, z ∈ X : d(x, z)− d(x, y) ≤ d(y, z). Par
symétrie et en utilisant ii), on a aussi : d(x, y)−d(x, z) ≤ d(z, y) = d(y, z). On
en déduit |d(x, z)− d(x, y)| ≤ d(y, z).

1.1.3 Boules

Définition 1.1.5. Soit (X, d) un espace métrique, soit x ∈ X et soit r ∈
R
∗
+. On appelle boule ouverte (resp. boule fermée) de centre x et de rayon r

l’ensemble

B(x, r) = {y ∈ X, d(x, y) < r}
resp. Bf (x, r) = {y ∈ X, d(x, y) ≤ r}.

Pour 0 < r < r′ les inclusionsB(x, r) ⊂ Bf (x, r) ⊂ B(x, r′) sont des conséquen-
ces directes de la définition. Dans les exemples ci-dessous on peut voir que ces
inclusions sont souvent strictes mais pas toujours (Voir l’exemple f) ci-dessous).

1.1.4 Parties bornées, fonctions bornées

Définition 1.1.6. Soit (X, d) un espace métrique. On dit qu’une partie A de
X est bornée s’il existe une boule fermée Bf (x0, r) telle que A ⊂ Bf (x0, r),

∀x ∈ A, d(x0, x) ≤ r.
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Compte tenu de la remarque ci-dessus sur les inclusions des boules, il est clair
que l’on peut remplacer l’ adjectif “fermée” par “ouverte”. De plus l’inégalité
triangulaire entrâıne que le caractère borné de A ne dépend pas du choix de
x0 (avec un x′0 il suffit de remplacer r par r′ = r + d(x0, x

′
0)).

Définition 1.1.7. Soit X un ensemble et (Y, d) un espace métrique. Si X
est un ensemble on dit qu’une fonction f : X → Y est bornée si son image
f(X) est bornée. On note Fb(X;Y ) le sous-ensemble de F(X;Y ) = Y X des
fonctions bornées.

1.1.5 Exemples

a) R : La distance usuelle est donnée par d(x, y) = |x − y|. Les boules sont
des intervalles. Pour x ∈ R et r ∈ R∗+, on a B(x, r) =]x − r, x + r[ et
Bf (x, r) = [x− r, x+ r].

b) C : On remplace la valeur absolue par le module d(x, y) = |x−y|. La boule
ouverte de centre x ∈ C et de rayon r > 0, B(x, r), est le disque ouvert
de centre x et de rayon r et Bf (x, r) est le disque fermé.

c) Kn avec K = R ou C : On peut alors définir plusieurs distances faisant in-
tervenir les distances entre les composantes. Pour deux éléments arbi-
traires de Kn, x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn), on pose :

d1(x, y) =
n∑
i=1

|yi − xi|, d2(x, y) =
( n∑
i=1

|yi − xi|2
) 1

2

et d∞(x, y) = max
i∈{1,...,n}

|yi − xi|.

On vérifie aisément que d1 et d∞ sont des distances (i.e. vérifient les pro-
priétés i),ii) et iii)) tandis que d2 n’est rien d’autre que la distance eucli-
dienne (On rappelle qu’alors l’inégalité triangulaire iii) est une conséquen-
ce de l’ inégalité de Cauchy-Schwarz). Dans R2 les boules de centre 0 et
de rayon 1 ont la forme suivante :

+1

+1

−1 −1

+1

+1

−1−1 −1

−1

+1

+1

d1 d2 d∞

d) Produit fini d’espaces métriques : Si pour i ∈ {1, . . . , n}, (Xi, δi) est un
espace métrique, on peut mettre comme précédemment les distances d1,
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d2 et d∞ sur X =
∏n

i=1 Xi :

d1(x, y) =
n∑
i=1

δi(xi, yi)

d2(x, y) =

(
n∑
i=1

δi(xi, yi)
2,

) 1
2

,

et d∞(x, y) = max
i∈{1,...,n}

δi(xi, yi),

où x = (x1, . . . , xn) et y = (y1, . . . , yn) sont deux éléments arbitraires de
X =

∏n
i=1 Xi.

e) Distance de la convergence uniforme sur Fb(X, Y ) : Si (Y, δ) est un espace
métrique et X est un ensemble. L’ensemble Fb(X;Y ) peut être muni de
la distance

∀f, g ∈ Fb(X;Y ), (f, g) = sup
x∈X

δ(f(x), g(x)).

On peut représenter graphiquement les boules de Fb ([a, b];R) pour la
distance de la convergence uniforme.

a b x

y
y = f(x)
y = g(x)r

La boule de centre f et de rayon r est l’ensemble des fonctions dont
le graphe se trouve entre les 2 courbes en pointillés (déduites de f par
translation parallèlement à l’axe des ordonnées). Ici, on a d∞(f, g) ≤ r.

f) Distance triviale : Sur un ensemble X quelconque on peut mettre la dis-
tance triviale donnée par

∀x, y ∈ X, d(x, y) =

{
0 si x = y
1 sinon.

Dans ce cas on a B(x, 1
2
) = {x} = Bf (x,

1
2
) = B(x, 1) tandis que

Bf (x, 1) = X est différent de {x} = B(x, 1) si X a au moins 2 éléments.

h) Soit (X, d) un espace métrique et une application ϕ : R+ → R+ croissante
sous-additive et ne s’annulant qu’en 0 :

(ϕ(u) = 0)⇔ (u = 0)

∀u, v ∈ R+, ϕ(u) ≤
croissante

ϕ(u+ v) ≤
sous−additive

ϕ(u) + ϕ(v)



Espaces métriques. 5

Alors ϕ ◦ d est une distance sur X (cf. Exercice 5). Deux cas particu-
liers sont intéressants : ϕ(u) = min{1, u} et ϕ(u) = u

1+u
. Les distances

min{1, d(x, y)} et d(x,y)
1+d(x,y)

ont la propriété d’être bornées par 1 sur X

et (on le verra plus loin) d’être topologiquement équivalentes à la dis-
tance d (cf. Paragraphe 1.6.2). Quand on regardera les propriétés to-
pologiques d’un espace métrique on pourra donc toujours supposer la
distance bornée.

1.1.6 Distance entre deux parties, diamètre

Définition 1.1.8. Soit (X, d) un espace métrique. Soit A et B deux parties
de X on appelle distance entre A et B la quantité

d(A,B) = inf{d(x, y), x ∈ A, y ∈ B}.

EXEMPLE 1.1.9. Si on prend A = {0} ⊂ R et B = { 1
n+1

, n ∈ N} on a
d(A,B) = 0 tandis que A 6= B. Ainsi la distance entre les parties ne définit
pas vraiment une distance sur P(R) (ou P(X) en général). Il s’agit donc d’un
abus de notation et il faut bien interpréter d(A,B) comme l’infimum de la
distance entre les points de A et de B.

Définition 1.1.10. On appelle diamètre d’une partie A de X et on note
Diam(A) la quantité

Diam(A) = sup{d(x, y), x ∈ A, y ∈ A}.

On vérifie immédiatement qu’une partie A de X est bornée si et seulement si
son diamètre est fini.

1.1.7 Norme, espaces vectoriels normés

Un exemple important d’espace métrique sur lequel nous reviendrons plus loin
est le cas des espaces vectoriels normés. On considère un K-espace vectoriel E
avec K = R ou C.

Définition 1.1.11. On appelle norme sur E une application de E dans R+

habituellement notée ‖ ‖ vérifiant pour tout x, y ∈ E et tout λ ∈ K
i) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (homogénéité),

ii) (‖x‖ = 0)⇒ (x = 0),

iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).

Définition 1.1.12. Un espace vectoriel normé est un couple (E, ‖ ‖) où E est
un espace vectoriel sur K = R ou C et ‖ ‖ est une norme sur E.
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La proposition suivante précise en quel sens les espaces vectoriels normés
sont des espaces métriques. Il s’ensuit que toutes les propriétés des distances
données plus haut ont une traduction en terme de norme dans les espaces vec-
toriels normés (En particulier, comme pour les distances il n’est pas nécessaire
de supposer la norme positive ou nulle ; c’est une conséquence des axiomes i),
ii) et iii)).

Proposition 1.1.13. Si (E, ‖ ‖) est un espace vectoriel normé alors la quan-
tité d(x, y) = ‖y − x‖ définit une distance sur E.

Preuve : Il est clair que les hypothèses i) avec λ = 0 et ii) pour la norme
‖ ‖ entrâıne la propriété i) de la distance d. La propriété i) avec λ = −1 pour
la norme entrâıne la propriété ii) pour la distance. L’inégalité triangulaire suit
immédiatement.

EXEMPLE 1.1.14. On se place toujours dans le cas K = R ou C.

a) Il est clair que la valeur absolue (ou le module) | | est une norme sur K pris
comme K ou R espace vectoriel.

b) Sur Kn les distances d1, d2 et d∞ introduites au 1.1.5 c) sont associées à
des normes. Plus généralement la quantité

‖x‖p =

{
(
∑n

i=1 |xi|p)
1
p pour p < +∞

maxi∈{1,...,n} |xi| pour p = +∞.

définit une norme sur Kn (cf. Exercice 6).
On peut encore généraliser de la façon suivante : Pour une famille finie
de K espaces vectoriels normés, (Ei, | |i)i∈{1,...,n}, et pour 1 ≤ p ≤ ∞ la
quantité

‖x‖p =

{
(
∑n

i=1 |xi|
p
i )

1
p pour p < +∞

maxi∈{1,...,n} |xi|i pour p = +∞

définit une norme sur le K espace vectoriel
∏n

i=1 Ei = ⊕ni=1 Ei.

c) Norme de la convergence uniforme sur Fb(X;K) : Soit X un ensemble on
munit Fb(X;K) de la norme

∀f ∈ Fb(X;K), ‖f‖∞ = sup
x∈X
|f(x)|.

Il est clair que la distance associée est la distance de la convergence
uniforme. De plus, cette norme cöıncide avec la norme ‖ ‖∞ définie plus
haut si X est fini.

Plus généralement, si X est un ensemble et si (E, ‖ ‖) est un K espace
vectoriel normé, on peut définir une norme de la convergence uniforme
sur Fb(X;E) en posant

∀f ∈ Fb(X;E), ‖f‖∞ = sup
x∈X
‖f(x)‖ .
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1.2 Espaces topologiques

Quand on aborde des problèmes de convergence, on s’aperçoit assez vite que
la notion de distance ou de norme est trop restrictive. Par exemple si on prend
la suite de fonctions fn(x) =

(
x
n

)n
sur R, on a bien envie de dire qu’elle

converge vers 0 puisqu’en tout point de R ou sur toute région bornée de R
cette convergence est vérifiée. Cependant il n’y a pas de distance évidente que
l’on peut mettre pour exprimer cette convergence : L’écart, mesuré globale-
ment sur la droite réelle, entre deux termes de la suite est toujours infini. Les
mathématiciens du XIXème et du début XXème siècle ont dégagé la struc-
ture d’espace topologique qui contient de façon abstraite toutes les hypothèses
nécessaires à l’étude de la convergence et de la continuité.

1.2.1 Définition, ouverts

Définition 1.2.1. On appelle espace topologique un couple (X,O) où X est
un ensemble et O est une famille de parties de X, appelées ouverts, vérifiant

(O1) Toute réunion d’ouverts est un ouvert,

(O2) Une intersection finie d’ouverts est un ouvert,

(O3) X et ∅ sont des ouverts.

Une autre façon de dire est dire que la famille des ouverts est une partie de
P(X) stable par union quelconque, intersection finie et contenant X et ∅. On
peut voir que l’ensemble des réunions quelconques d’intervalles ouverts de R
définit une topologie sur R. Plus généralement tout espace métrique est un
espace topologique.

1.2.2 Topologie des espaces métriques

Soit (X, d) un espace métrique.

Définition 1.2.2. On appelle ouvert de (X, d) toute partie O de X qui est
vide ou qui vérifie

∀x ∈ O, ∃r > 0, B(x, r) ⊂ O.

On vérifie facilement les axiomes (O1) (O2) et (O3). Ainsi une distance définit
une topologie.

Proposition 1.2.3. Une boule ouverte est un ouvert.

Preuve : Soit B(x0, r0) une boule ouverte de (X, d). Soit x ∈ B(x0, r0). On a

d(x0, x) < r0 et on pose ρ = r0−d(x0,x)
2

. Alors la boule B(x, ρ) est incluse dans
B(x0, r0). En effet pour y ∈ B(x, ρ) on a

d(x0, y) ≤ d(x0, x) + d(x, y) < d(x0, x) +
r0 − d(x0, x)

2
=
r0 + d(x0, x)

2
< r0.
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Corollaire 1.2.4. Un ouvert de (X, d) est une union quelconque de boules
ouvertes.

Preuve : Soit O un ouvert de (X, d). Pour tout x ∈ O, il existe r >
0 tel que B(x, r) ⊂ O (Définition 1.2.2). Ainsi le réel strictement positif
rx = sup {r > 0, B(x, r) ⊂ 0} est bien défini pour tout x ∈ O et on a O =
∪x∈O B(x, rx).

1.2.3 Fermés

Définition 1.2.5. Dans un espace topologique (X,O) on appelle fermé toute
partie de X dont le complémentaire est un ouvert. On note F la famille de
tous les fermés. En résumé on a

(f ∈ F)⇔
(
{XF ∈ O

)
.

On déduit de (O1)(O2) et (O3) par passage au complémentaire les propriétés :

Proposition 1.2.6. La famille F de tous les fermés vérifie

(F1) Toute intersection de fermés est un fermé.

(F2) Une réunion finie de fermés est un fermé.

(F3) ∅ et X sont des fermés.

Proposition 1.2.7. Dans un espace métrique (X, d), toute boule fermée est
un fermé.

Preuve : Soit Bf (x0, r0) une boule fermée de (X, d). Il s’agit de montrer que
{XBf (x0, r0) est un ouvert. Soit x 6∈ Bf (x0, r0). On a d(x0, x) > r0 et on pose

ρ = d(x0,x)−r0
2

. Alors la boule B(x, ρ) est incluse dans {XBf (x0, r0). En effet
pour y ∈ B(x, ρ) on a

d(x0, x)− d(x0, y) ≤ |d(x0, x)− d(x0, y)| ≤ d(x, y) < ρ =
d(x, x0)− r0

2

d’où l’on tire

r0 <
d(x0, x) + r0

2
= d(x0, x)− d(x0, x)− r0

2
< d(x0, y).

Cette dernière inégalité dit explicitement y ∈ {XB(x0, r0).

EXEMPLE 1.2.8. Dans R les intervalles fermés [a, b], −∞ < a ≤ b < +∞
sont fermés. Attention : les intervalles [a,+∞[ et ] −∞, b], a, b ∈ R, sont des
fermés comme complémentaires des ouverts ] −∞, a[ et ]b,+∞[ (revenir à la
définition des ouverts des espaces métriques). En revanche [0, 1[ n’est ni ouvert
ni fermé.
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REMARQUE 1.2.9. On peut définir la topologie avec les fermés en prenant
(F1)(F2) et (F3) comme axiomes et définir ensuite les ouverts comme les
complémentaires des fermés. Les assertion (O1)(O2) et (O3) deviennent alors
des propriétés. De ce fait on préfère noter (X, T ) un espace topologique T
faisant référence à O ou F (voire la famille des voisinages V définie plus bas.)

1.2.4 Exemples d’espaces topologiques

a) Les espaces métriques et les espaces vectoriels normés sont des espaces
topologiques.

b) Topologie discrète : tous les ensembles sont des ouverts (et des fermés).
C’est la topologie associée à la distance triviale. Pour vérifier qu’une
topologie est discrète, il suffit de vérifier que tous les singletons sont
ouverts. C’est le cas pour Z muni de la distance d(x, y) = |x− y|.

c) Topologie grossière : C’est la topologie qui a le moins d’ouverts (de fermés)
possible : O = {∅, X}, F = {X, ∅}. On verra que si X a au moins 2
éléments cette topologie n’est pas métrisable.

Définition 1.2.10. On dit qu’une topologie T sur un ensemble X est
métrisable si on peut trouver une distance d sur X qui donne la topologie
T .

d) On verra d’autres exemples moins élémentaires de topologies non métrisables
(Ex : la topologie de la convergence simple des fonctions n’est en général
pas métrisable (cf. Exercice 86), un autre exemple de topologie non
métrisable utilisée en algèbre et géométrie algébrique est la topologie
de Zariski (cf. Exercice 43).

1.2.5 Voisinages

Définition 1.2.11. Soit (X, T ) un espace topologique et soit x ∈ X. On ap-
pelle voisinage de x dans X, toute partie de X contenant un ouvert contenant
x. On note V(x) l’ensemble des voisinages de x :

V(x) = {V ∈ P(X), ∃O ∈ O, x ∈ O ⊂ V }.
Proposition 1.2.12. Si (X, d) est un espace métrique et x ∈ X, on a

V(x) = {V ∈ P(X), ∃r > 0, B(x, r) ⊂ V }.

Preuve : Si V est un voisinage de x ∈ X, il existe un ouvert O tel que
x ∈ O ⊂ V . Par définition des ouverts des espaces métriques, il existe r > 0
tel que B(x, r) ⊂ O. Dans le sens inverse si B(x, r) ⊂ V , alors on prend
O = B(x, r).

On peut caractériser les ouverts à l’aide des voisinages.



10 Espaces métriques, espaces topologiques.

Proposition 1.2.13. Soit (X, T ) un espace topologique. Un sous-ensemble O
de X est un ouvert si et seulement si il est voisinage de chacun de ses points

(O ∈ O)⇔ (∀x ∈ O,O ∈ V(x)) .

Preuve : ⇒ Si O ∈ O, on a pour tout x ∈ O, x ∈ O ⊂ O et donc O ∈ V(x).
⇐ Si O est un voisinage de chacun de ses points. Pour tout x ∈ O il existe

un ouvert ω tel que x ∈ ω ⊂ O et on note

ωx = ∪
x ∈ ω ⊂ O
ω ouvert

ω.

On a alors
O = ∪

x∈O
{x} ⊂ ∪

x∈O
ωx ⊂ O

et par conséquent O = ∪x∈O ωx est un ouvert d’après (O2).

Proposition 1.2.14. La famille V = ∪x∈X V(x) ⊂ P(X) de tous les voisi-
nages vérifie

(V1) Si V ∈ V(x) alors x ∈ V .

(V2) Si V ∈ V(x) et V ⊂ A alors A ∈ V(x).

(V3) Toute intersection finie de voisinages de x ∈ X est un voisinage de x.

(V4) Si V ∈ V(x) il existe W ∈ V(x) tel que W ⊂ V et W est voisinage de
chacun de ses points.

Preuve : Les assertions (V1) et (V2) sont immédiates.
(V3) : Si Vi ∈ V(x) pour i ∈ {1, . . . , n}. On peut alors trouver pour tout
i ∈ {1, . . . , n}, Oi ∈ O tel que x ∈ Oi ⊂ Vi. Mais alors O = ∩ni=1 Oi est un
ouvert d’après (O2) qui contient x et qui est contenu dans ∩ni=1 Vi. Dons ∩ni=1 Vi
est un voisinage de x.
(V4) : Si V ∈ V(x) alors il existe W ∈ O tel que x ∈ W ⊂ V . Mais d’après la
Proposition 1.2.13, W est voisinage de chacun de ses points.

REMARQUE 1.2.15. On peut définir la topologie en partant des voisinages
avec (V1)(V2)(V3) et (V4) comme axiomes, puis définir les ouverts comme
les parties qui sont voisinages de chacun de leurs points et (O1)(O2) et (O3)
deviennent des propriétés.

1.2.6 Bases d’ouverts, bases de voisinages

Dans les espaces métriques, si les ouverts ne sont pas toujours aisément iden-
tifiables, on décrit en revanche simplement les boules ouvertes et on sait que
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tout ouvert s’écrit comme union de boules ouvertes. Cette situation est en fait
générale. Il est souvent plus facile de décrire certains ouverts particuliers qui
engendrent l’ensemble de tous les ouverts par union quelconque et intersection
finie (les opérations permises par (O1) et (O2)). D’où la définition suivante.

Définition 1.2.16. Soit (X, T ) un espace topologique. On dit qu’une famille B
d’ouverts est une base d’ouverts de (X, T ) si tout ouvert O ∈ O s’écrit comme
réunion quelconque d’intersections finies d’éléments de B.

REMARQUE 1.2.17. On notera qu’au niveau ensembliste une intersection finie
d’unions peut s’écrire comme union d’intersections finies (cf. Exercice 1).

Pour les mêmes raisons, on introduit la notion de base de voisinages.

Définition 1.2.18. Soit (X, T ) un espace topologique et soit x ∈ X. On dit
que BV(x) ⊂ V(x) est une base de voisinages de x si tout voisinage V de x
contient un élément W de BV(x).

On vérifie facilement la

Proposition 1.2.19. Si (X, d) est un espace métrique alors on a

i) Tout point x ∈ X admet une base dénombrable de voisinages

BV(x) =
{
B
(
x, 1

n+1

)
, n ∈ N

}
.

ii) B = {B(x, 1
n+1

), n ∈ N, x ∈ X} est une base d’ouverts de (X, d).

REMARQUE 1.2.20. La propriété i) est une propriété très importante des
espaces métriques. Elle n’est pas vraie en général. Sous certaines hypothèses
supplémentaires, il s’agit même d’une propriété caractéristique des espaces
métriques.

Enfin les bases de voisinages sont très utiles pour exprimer que des propriétés
sont vraies localement dans un espace topologique.

Définition 1.2.21. On dit qu’un espace topologique est localement truc si il
admet en tout point une base de voisinages truc.

Ainsi on peut dire que R et même tout espace métrique est localement borné.
On parle de même de localement fermé, localement connexe, localement com-
pact, localement convexe (dans les espaces vectoriels ou affines)... Ces deux
dernières notions étant les plus utiles.

1.2.7 Sous-espaces topologiques

Pour définir un sous-espace topologique, il s’agit de préciser la topologie que
l’on met sur un sous-ensemble, par exemple en précisant quels en sont les
ouverts.
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Définition 1.2.22. Soit (X, T ) un espace topologique et soit A ⊂ X. On
appelle topologie induite par T sur A la topologie TA dont la famille d’ouverts
est

OA = {O ∩ A, O ∈ O}.

On dit que (A, TA) est un sous-espace topologique de (X, T ).

On appelle O ∩ A la trace de l’ouvert O sur A. On vérifie facilement que
la famille des traces d’ouverts OA vérifie les axiomes (O1)(O2) et (O3). On
obtient aussi très rapidement les propriétés.

Proposition 1.2.23. a) Les fermés de TA sont les traces des fermés de T :

FA = {F ∩ A, F ∈ F}.

b) Pour un point x ∈ A, les voisinages de x pour la topologie TA sont les
traces des voisinages pour la topologie T :

VA(x) = {V ∩ A, V ∈ V(x)} , x ∈ A.

c) Si B ⊂ A ⊂ X, la topologie induite par TA sur B n’est rien d’autre que la
topologie TB induite par T sur B :

OB = {O ∩B, O ∈ O} = {O′ ∩B, O′ ∈ OA} (O′ = O ∩ A).

Définition 1.2.24. Si (X, d) est un espace métrique et si A ⊂ X. On dit que

le couple (A, dA) est un sous-espace métrique de (X, d) si dA = d
∣∣∣
A×A

(i.e.

pour tout x, y ∈ A on a dA(x, y) = d(x, y)).

Il est clair que la restriction dA de d à A × A définit une distance sur A. Le
lien avec la notion topologique est donnée par

Proposition 1.2.25. Un sous-espace métrique est un sous-espace topologique.

Preuve : Il suffit de vérifier que les ouverts de (A, dA) sont les traces des
ouverts de (X, d) et même il suffit de le faire avec les bases d’ouverts que sont
les ensembles de boules ouvertes. En fait il est clair que pour x ∈ A et r > 0,
on a BdA(x, r) = Bd(x, r) ∩ A.

EXEMPLE 1.2.26. a) La topologie induite sur Z par celle de R est la topo-
logie discrète.

b) Si on prend X = R muni de la topologie usuelle et A = [0, 2[. Alors [0, 1[
est un ouvert de A pour la topologie induite ([0, 1[=] − 1, 1[∩A) tandis
qu’il n’est ni ouvert ni fermé comme partie de R. De même [1, 2[ est un
fermé de A pour la topologie induite ([1, 2[= [1, 3] ∩ A).
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1.3 Adhérence, intérieur, extérieur

Dans ce paragraphe on travaille avec un espace topologique (X, T ).

1.3.1 Adhérence

Définition 1.3.1. Soit A une partie de X et soit x un élément de X. On dit
que

a) x est adhérent à A si tout voisinage V de x dans X contient un point de
A.

b) x est un point d’accumulation de A si tout voisinage V de x dans X
contient un point de A différent de x.

c) x est un point isolé de A si il existe un voisinage V de x tel que V ∩A = {x}.
EXEMPLE 1.3.2. Dans R on considère l’ensemble A = { 1

n+1
, n ∈ N}. Le

point 1
2

est un point isolé de A, il est adhérent à A mais n’est pas point
d’accumulation. Le point 0 n’appartient pas à A mais il est adhérent à A.
C’est un point d’accumulation de A.

Définition 1.3.3. Pour une partie A de X on appelle adhérence de A et on
note A l’ensemble de tous les points adhérents à A.

Proposition 1.3.4. L’adhérence A d’une partie A de X est le plus petit fermé
de X contenant A.

Preuve : On écrit la définition de A de façon ensembliste et on passe au
complémentaire

A = {x ∈ X, ∀V ∈ V(x), A ∩ V 6= ∅} = {X{x ∈ X, ∃V ∈ V(x), A ∩ V = ∅}.

En utilisant la Définition 1.2.11 des voisinages, on obtient

A = {X{x ∈ X ∃O ∈ O, A ∩O = ∅} = {X

(
∪

O∈O, O∩A=∅
O

)
.

Ainsi A = ∩
O∈O, O∩A=∅

{XO = ∩
F∈F , A⊂F

F est le plus petit fermé contenant A.

Des définitions vient tout de suite le

Corollaire 1.3.5. Une partie A de X est fermée si et seulement si A = A.

Les opérations ensemblistes finies se comportent suit avec l’adhérence.

Corollaire 1.3.6. Si A et B sont deux parties de X on

A ⊂ A, A = A, A ∪B = A ∪B et A ∩B ⊂ A ∩B.
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Preuve : Les deux premières relations sont immédiates.
Pour l’union : L’union A∪B est un fermé contenant A, B et donc A∪B. On
a donc la première inclusion A ∪B ⊂ A ∪ B. Par le même raisonnement, la
châıne d’inclusions A ⊂ A ∪B ⊂ A ∪B entrâıne A ⊂ A ∪B et par symétrie
B ⊂ A ∪B. On en tire l’inclusion réciproque A ∪B ⊂ A ∪B.
Pour l’intersection : On a A ∩ B ⊂ A ⊂ A et A ∩ B ⊂ B ⊂ B. L’intersection
A ∩ B est donc incluse dans le fermé A ∩ B, il en est donc de même de son
adhérence.

EXEMPLE 1.3.7. La dernière inclusion peut être stricte comme le montre
l’exemple dans R, A = [0, 1[ et B =]1, 2]. On a A ∩ B = ∅ et donc A ∩B = ∅
tandis que A ∩B = {1}.
Définition 1.3.8. Une partie A de X est dite dense dans X si A = X.

EXEMPLE 1.3.9. Dans R muni de la topologie usuelle, l’ensemble des ration-
nels Q et des irrationnels R \Q est dense dans R (cf. Exercice 12).

Définition 1.3.10. On dit qu’un espace topologique (X, T ) est séparable s’il
admet une partie dénombrable et dense.

EXEMPLE 1.3.11. Dans R, l’ensemble des rationnels Q est dénombrable et
Q = R. L’espace métrique R est séparable (et on le rappelle non dénombrable).

Cette notion sera en particulier utile pour l’étude des espaces de Hilbert au
Chapitre 7.

1.3.2 Intérieur

Définition 1.3.12. Soit A une partie de X. On dit qu’un point x de A est
intérieur à A si A est un voisinage de x dans X, A ∈ V(x).

Définition 1.3.13. On appelle intérieur d’une partie A de X, et on note
◦
A,

l’ensemble des points intérieurs à A.

Proposition 1.3.14. L’intérieur d’une partie A de X est le plus grand ouvert

contenu dans A,
◦
A = ∪

O∈O, O∈A
O.

Preuve : Il suffit d’écrire la définition de l’intérieur de façon ensembliste et
d’utiliser la Définition 1.2.11 des voisinages

◦
A = {x ∈ A, A ∈ V(x)} = {x ∈ A, ∃O ∈ O, x ∈ O ⊂ A} = ∪

O∈O, O∈A
O.

Corollaire 1.3.15. Une partie A de X est ouverte si et seulement si A =
◦
A.
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Corollaire 1.3.16. Pour toute partie A de X on a

{X
◦
A = {XA et {XA =

◦
_

{XA.

Preuve : Pour une partie A de X on écrit

{X
◦
A = {X

(
∪

O∈O, O∈A
O

)
= ∩

O∈O, O∈A
{XO = ∩

F∈F , {XA⊂F
F = {XA.

La deuxième égalité s’obtient par passage au complémentaire.

L’ensemble {XA =

◦
_

{XA est aussi appelé extérieur de A.

Corollaire 1.3.17. Pour deux parties A et B de X on a

◦
A ⊂ A,

◦
_
◦
A =

◦
A,

◦
_

A ∩B =
◦
A ∩

◦
B,

◦
A ∪

◦
B ⊂

◦
_

A ∪B.

Preuve : Ces relations se déduisent directement du Corollaire 1.3.6 par pas-
sage au complémentaire, compte tenu du corollaire précédent.
Une démonstration directe est laissée en exercice.

EXEMPLE 1.3.18. Là encore, la dernière inclusion peut être stricte. Par exemple

dans R avec A = [0, 1] et B = [1, 2] on a
◦
A ∪

◦
B =]0; 1[∪]1, 2[ tandis que

◦
_

A ∪B =]0, 2[.

1.3.3 Frontière

Définition 1.3.19. On appelle frontière d’une partie A de X l’ensemble Fr(A) =

A ∩ {XA.

Proposition 1.3.20. Pour toute partie A de X on a Fr(A) = A \
◦
A et

(
◦
A,Fr(A),

◦
_

{XA) forme une partition de X.

Preuve : Pour une partie A de X on a

Fr(A) = A ∩ {XA = A ∩ {X
◦
A = A \

◦
A.

Ainsi (
◦
A,Fr(A)) forme une partition de A tandis que (A, {XA =

◦
_

{XA) est une
partition de X.
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EXEMPLE 1.3.21. a) Dans Rn muni de la distance euclidienne on a B(0, 1) =
Bf (0, 1) et Fr(B(0, 1)) est la sphère de centre 0 et de rayon 1 (cf. Exercice
14).

b) Sur un ensembleX non vide muni de la distance triviale (topologie discrète).
On a

B(x, 1) = {x} = {x}, Bf (x, 1) = X,
◦

B(x, 1) = {x} et Fr(B(x, 1)) = ∅.

On voit en particulier que si X a au moins 2 éléments alors l’adhérence
de la boule ouverte de rayon 1 n’est pas la boule fermée de rayon 1.

REMARQUE 1.3.22. Certains auteurs notent B(x, r) la boule fermée de centre
x et de rayon r. Comme on le voit dans l’exemple a) ci-dessus cela ne pose pas
de problème dans les espaces vectoriels normés (cf. Exercice 14). En revanche,
cela peut prêter à confusion pour des distances générales comme le montre
l’exemple b).

1.4 Limites

Dans ce paragraphe et les suivants nous travaillerons tantôt dans un espace to-
pologique (X, T ) tantôt dans un espace métrique (X, d). Pour les définitions et
propriétés générales on peut se placer dans un espace topologique quelconque.
En revanche certaines propriétés sont particulières aux espaces métriques. On
précisera bien à chaque fois dans quel cadre on se place et les propriétés des
espaces métriques nécessaires.

1.4.1 Limite d’une suite

Définition 1.4.1. Soit (X, T ) un espace topologique. Soit (xn)n∈N une suite
d’éléments de X et soit l ∈ X. On dit que l est une limite de la suite (xn)n∈N
quand n tend vers l’infini si pour tout voisinage V de l dans X, il existe un
rang à partir duquel tous les termes de la suite sont dans V . Cela se résume
en

∀V ∈ V(l),∃NV ∈ N,∀n ≥ NV , xn ∈ V.

La traduction dans les espaces métriques est plus quantitative (On a une dis-
tance pour mesurer comment les termes de la suite s’approchent de la limite).

Proposition 1.4.2. Soit (X, d) un espace métrique. On dit que l ∈ X est une
limite de la suite (xn)n∈N si et seulement si

∀ε > 0,∃Nε ∈ N,∀n ≥ Nε, d(xn, l) ≤ ε.
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La démonstration est assez simple et consiste à remplacer les voisinages par
les boules (les boules fermées ou ouvertes centrées en l forment une base de
voisinages de l). Pour la première fois nous détaillons cette preuve. Dans la
suite, nous dirons simplement ”Il suffit de remplacer les voisinages par des
boules”.

Preuve : ⇒ Supposons que l est une limite de (xn)n∈N. Pour tout ε > 0
la boule Bf (l, ε) est un voisinage de l et d’après la Définition 1.4.1 ci-dessus il
existe Nε ∈ N tel que : ∀n ≥ Nε, xn ∈ Bf (l, ε). C’est à dire

∀ε > 0,∃Nε ∈ N,∀n ≥ Nε, d(l, xn) ≤ ε.

⇐ Supposons que pour tout ε > 0 il existeNε ∈ N tel que : ∀n ≥ Nε, d(xn, l) ≤
ε. Soit V un voisinage de l. Alors (cf. Proposition 1.2.12) il existe rV > 0 tel
que B(l, rV ) ⊂ V . On prend εV = rV

2
. Par hypothèse, on sait trouver NV ∈ N

tel que : ∀n ≥ NV , d(xn, l) ≤ ε. On a trouvé NV ∈ N tel que

∀n ≥ NV , xn ∈ Bf (l, εV ) ⊂ B(l, rV ) ⊂ V,

et ce pour tout voisinage V de l.

1.4.2 Espace topologique séparé, unicité de la limite

Définition 1.4.3. On dit qu’un espace topologique (X, T ) est séparé si pour
tout couple de points x, y ∈ X distincts, x 6= y, il existe V ∈ V(x) et W ∈ V(y)
tels que V ∩W = ∅. On dit aussi que la topologie T sépare les points de X.

Proposition 1.4.4. Un espace métrique est séparé.

Preuve : Soit (X, d) un espace métrique. Soit x, y deux points distincts de
X. On pose r = d(x, y) > 0, V = B(x, r

3
) et W = B(y, r

3
). Si z ∈ V ∩W alors

on a

r = d(x, y) ≤ d(x, z) + d(z, y) <
r

3
+
r

3
=

2r

3
,

ce qui est impossible pour r > 0. On a donc V ∩W = ∅.

La notion d’espace séparé est importante pour le résultat suivant :

Théorème 1.4.5. Si (X, T ) est un espace topologique séparé toute suite (xn)n∈N
a au plus une limite. Si une telle limite l ∈ X existe, on dit que l est la limite
de la suite (xn)n∈N (ou que la suite (xn)n∈N converge vers l) quand n tend vers
l’infini et on note limn→+∞ xn = l.

Preuve : Par l’absurde, supposons que la suite (xn)n∈N ait deux limites
distinctes l1 6= l2. Comme (X, T ) est séparé, il existe V1 ∈ V(l1) et V2 ∈ V(l2)
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tels que V1 ∩ V2 = ∅. D’après la Définition 1.4.1 des limites, il existe deux
entiers n1 et n2 tels que

(∀n ≥ n1, xn ∈ V1) et (∀n ≥ n2, xn ∈ V2) .

Mais alors xmax{n1,n2} ∈ V1 ∩ V2 = ∅ ! ! !

REMARQUE 1.4.6. On réserve la notation limn→∞ xn = l au cas des espaces
séparés. Dans ce cas les égalités l = limn→+∞ xn et l′ = limn→+∞ xn entrâınent
bien l = l′. C’est le résultat d’unicité de la limite que l’on résume par cette
notation.

EXEMPLE 1.4.7. a) L’ exemple le plus simple de topologie non séparée est la
topologie grossière sur un ensemble X ayant au moins 2 éléments. Tout
élément x de X n’admet qu’un seul voisinage X. Si (xn)n∈N est une suite
dans X, tout point x de X est une limite. Ainsi il n’y a pas unicité de la
limite.
Une topologie qui ne sépare pas les points est une topologie qui n’a pas
assez d’ouverts (de voisinages ou de fermés). Dans la suite, c’est le cas en
analyse, on ne travaillera essentiellement avec des topologies séparées. On
continuera de préciser l’hypothèse ”espace séparé” pour bien identifier où
elle intervient.

b) En algèbre et en géométrie algébrique, on utilise la topologie de Zariski qui
n’est pas séparée et donc pas métrisable (cf. Exercice 43).

1.4.3 Limite et adhérence

Nous énonçons un résultat ci-dessous pour les espaces métriques qui admet
diverses généralisations (voir la remarque ci-dessous).

Proposition 1.4.8. Soit (X, d) un espace métrique. Pour toute partie A de
X et tout point x de X on a l’équivalence entre :

i) x ∈ A.

ii) Il existe une suite (xn)n∈N d’éléments de A dont x est limite (x = limn→+∞ xn).

Preuve : i)⇒ ii) : La propriété des espaces métriques que l’on utilise est
que tout point x ∈ X admet une base dénombrable de voisinages BV(x) =
{Bn = B(x, 1

n+1
), n ∈ N}. Soit x un élément de A. Pour tout n ∈ N, il existe

xn ∈ Bn ∩A. La suite (xn)n∈N ainsi définie est une suite de A et elle converge
vers x. En effet si V est un voisinage de x dans X il existe nV ∈ N tel que
BnV ⊂ V et on a alors

∀n ≥ nV , xn ∈ Bn ⊂ VnV ⊂ V.
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ii) ⇒ i) : Si x = limn→+∞ xn où (xn)n∈N est une suite d’éléments de A, alors
pour tout V ∈ V(x) il existe nV tel que : ∀n ≥ nV , xn ∈ V . Pour tout voisinage
V de x dans X on a trouvé un élément xnV appartenant à A ∩ V .

REMARQUE 1.4.9. L’implication ii)⇒ i) est vraie dans tout espace topo-
logique (X, T ) (il n’est même pas nécessaire de le supposer séparé). En re-
vanche, pour la première implication i) ⇒ ii) on a besoin que tout point
admette une base dénombrable de voisinages, ce qui est le cas dans les es-
paces métriques. On remarque que si on a une base dénombrable de voisinages
BV(x) = {Vn, n ∈ N}, on peut toujours la supposer décroissante, Vn+1 ⊂ Vn
quitte à remplacer Vn par ∩np=0Vp.
Attention : Cela est général, dans un espace métrique on peut caractériser les
propriétés topologiques en utilisant des suites. Ce n’est plus le cas avec un
espace topologique général.
On peut toutefois donner un critère d’appartenance à l’adhérence d’une partie
A de X muni d’une topologie T en généralisant la notion de suite convergente
à celle de filtre convergent.3

1.4.4 Limite d’une fonction

Définition 1.4.10. Soit (X, T ) et (X ′, T ′) deux espaces topologiques et soit
f ∈ F(X;X ′). Soit A une partie non vide de X et soit a ∈ A. On dit que
l ∈ X ′ est limite de f(x) quand x tend vers a en restant dans A si

∀V ′ ∈ V(l),∃V ∈ V (a), f(A ∩ V ) ⊂ V ′.

Si (X ′, T ′) est séparé, cette limite est unique et on note lim
x→a
x∈A

f(x) = l.

EXEMPLE 1.4.11. a) On considère la fonction f : [0, 1] → R donnée par
f(x) = x2 pour x < 1 et f(1) = 0. On a lim

x→1
x<1

f(x) = 1 tandis que f(x)

n’a pas de limite quand x tend vers 1 dans [0, 1].

b) On considère la fonction f : R+ → R+ donnée par f(x) = x2. L’écriture
limx→+∞ f(x) = +∞ revient en fait à considérer X = X ′ = R+ = R+ ∪
{+∞}, muni de la topologie pour laquelle une base de voisinages de +∞
est formée des intervalles [α,+∞] avec α ∈ R+, et à écrire lim

x→+∞
x∈R+

f(x) =

+∞.

c) Pour la fonction f : [0, 1] ∪ {2} → R donnée par f(x) = x2 pour x ≤ 1 et
f(2) = 5, on a lim

x→2
x∈[0,1]∪{2}

f(x) = 5.

3On rencontre dans la littérature deux variantes : la notion bourbakiste de base de filtre
et la notion anglo-saxonne de famille filtrée (“net” en anglais). Le lecteur intéressé pourra
consulter [2], p 83, pour une discussion de ce point.
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Proposition 1.4.12. Avec les notations de la Définition 1.4.10, la limite l est
dans l’adhérence de l’image de A : l ∈ f(A).

Preuve : Il suffit de voir que la Définition 1.4.10 entrâıne que tout voisinage
V ′ de l dans X ′ rencontre f(A).

Proposition 1.4.13. Si (X, d) et (X ′, d′) sont deux espaces métriques, ∅ 6=
A ⊂ X, a ∈ A et f ∈ F(X;X ′), on a l’équivalence entre :

i) lim
x→a
x∈A

f(x) = l ∈ X ′.

ii) Pour tout ε > 0, il existe α > 0 tel que pour tout x ∈ A on a l’implication

(d(x, a) ≤ α)⇒ (d′(f(x), l) ≤ ε) .

Preuve : Remplacer les voisinages par des boules.

Proposition 1.4.14. Si (X, d) et (X ′, d′) sont deux espaces métriques, ∅ 6=
A ⊂ X, a ∈ A et f ∈ F(X;X ′), on a l’équivalence entre :

i) Il existe l ∈ X ′ tel que lim
x→a
x∈A

f(x) = l ∈ X ′.

ii) Il existe l ∈ X ′ telle que pour toute suite (xn)n∈N d’éléments de A qui
converge vers a, la suite image (f(xn))n∈N converge vers l.

iii) Pour toute suite x = (xn)n∈N d’éléments de A qui converge vers a, il existe
lx ∈ X ′ tel que la suite image (f(xn))n∈N converge vers lx.

Preuve : i) ⇒ ii) : Soit (xn)n∈N une suite d’éléments de A ayant a pour
limite. Pour tout voisinage V ′ de l dans X ′, il existe un voisinage V de a dans
X tel que f(V ∩ A) ⊂ V ′. Par définition de limn→∞ xn = a, il existe nV ∈ N
tel que : ∀n ≥ nV , xn ∈ V . On prend nV ′ = nV et on a : ∀n ≥ nV ′ , f(xn) ∈
f(V ∩ A) ⊂ V ′.
ii) ⇒ i) : Par l’absurde, supposons qu’il existe V ′ ∈ V(l) tel que pour tout
V ∈ V(a) il existe x ∈ V ∩A tel que f(x) 6∈ V ′. On prend la base dénombrable
de voisinages BV(a) = {Bn = B(a, 1

n+1
), n ∈ N} et pour tout n ∈ N il existe

xn ∈ Bn ∩ A tel que f(xn) 6∈ V ′. Pour tout V ∈ V(a), il existe nV ∈ N tel
que : ∀n ≥ nV , xn ∈ Bn ⊂ V . On a donc limn→+∞ xn = a tandis que f(xn) ne
converge pas vers l.
ii) ⇔ iii) : La différence entre ii) et iii) est que dans ii) la limite l ne dépend
pas du choix de la suite. Il suffit donc de vérifier que les lx donnés au iii) sont
tous identiques. Pour cela prenons deux suites x1 = (x1

n)n∈N et x2 = (x2
n)n∈N

convergeant vers a dans X et notons lx1 et lx2 les limites des suites images
données par hypothèse. On forme alors la suite x = (xn)n∈N en alternant les
termes de x1 et de x2 : xn = x2

n si n est pair et xn = x1
n si n est impair. Cette

suite x converge vers a dans X et on peut, par hypothèse, lui associer la limite
de la suite image lx = limn→∞ f(xn). Comme (X ′, d) est séparé, cela entrâıne
lx2 = lx = lx1 .
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REMARQUE 1.4.15. Là encore (cf. Remarque 1.4.9) l’implication i)⇒ii) est
vraie pour des espaces topologiques généraux (X, T ) et (X, T ′). En revanche
la réciproque demande l’existence d’une base dénombrable de voisinages pour
a (vrai si (X, d) est un espace métrique).
La notion de filtre convergent permet de donner une version générale de ce
résultat. Cette notion englobe la notion de limite de suite et de limite de
fonction en un point.

1.5 Continuité

1.5.1 Continuité en un point

Définition 1.5.1. Soit (X, T ) et (X ′, T ′) deux espaces topologiques et soit
a ∈ X. On dit qu’une fonction f ∈ F(X;X ′) est continue au point a si l’image
réciproque f−1(V ′) de tout voisinage V ′ de f(a) est un voisinage de a. Cela
s’écrit

∀V ′ ∈ V(f(a)), f−1(V ′) ∈ V(a);

ou bien ∀O′ ∈ O′, f(a) ∈ O′,∃O ∈ O, a ∈ O et f(O) ⊂ O′.

Proposition 1.5.2. Une application f : X → X ′ est continue au point a ∈ X
si et seulement si f(a) est limite de f(x) quand x tend vers a.

Preuve : Ici on a A = X et la définition de la limite de f(x) quand x tend
vers A dit exactement que, pour tout voisinage V ′ de f(a), f−1(V ′) contient
V ∩ A = V qui est un voisinage de a et donc que f−1(V ′) est un voisinage de
a.

Proposition 1.5.3. Si (X, d) et (X ′, d′) sont des espaces métriques, si a ∈ X
et si f ∈ F(X;X ′) les trois assertions suivantes sont équivalentes :

i) f est continue au point a.

ii) ∀ε > 0,∃α > 0,∀x ∈ X, (d(x, a) ≤ α)⇒ (d′(f(x), f(a)) ≤ ε).

iii) Continuité séquentielle en a : Pour toute suite (xn)n∈N de X convergeant
vers a, la suite image (f(xn))n∈N converge vers f(a).

Preuve : Déjà faite. Il suffit de traduire la continuité en limite de f(x) quand
x tend vers a.

REMARQUE 1.5.4. a) Là encore l’implication

(f continue en a)⇒ (f séquentiellement continue en a)

est toujours vraie. En revanche la réciproque demande l’existence d’une
base dénombrable de voisinages de a.
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b) La propriété iii) (qui est donc toujours vraie si f est continue en a) a
la conséquence suivante : Dans un espace topologique séparé (X, T ), si
(xn)n∈N est une suite récurrente donnée par xn+1 = f(xn) et x0 ∈ X avec
f ∈ F(X;X ′), si l est limite de la suite (xn)n∈N et si f est continue en l
alors f(l) = l. En effet, comme (X, T ) est séparé, on écrit l = lim

n→+∞
xn+1 =

lim
n→+∞

f(xn) et comme f est continue en l on a

lim
n→+∞

f(xn) = f

(
lim

n→+∞
xn

)
= f(l).

REMARQUE 1.5.5. On peut munir N = N∪ {+∞} de la topologie suivante :
pour n0 ∈ N le singleton {n0} forme une base de voisinages pour n0 (topolo-
gie discrète), pour +∞ on prend la base de voisinages BV(+∞) = {{n, n +
1, . . . ,+∞}, n ∈ N}. Avec cette topologie et en posant f(+∞) = limn→+∞ xn,
les suites convergentes d’un espace topologique séparé (X, T ) ne sont rien
d’autre que les fonctions de N dans X continues en tout point.

1.5.2 Propriétés

Théorème 1.5.6. (Transitivité de la continuité) Soit (X, T ), (X ′, T ′) et
(X ′′, T ′′) trois espaces topologiques. Si la fonction f : X → X ′ est continue en
a ∈ X et si la fonction g : X ′ → X ′′ est continue en f(a) ∈ X ′ alors g ◦ f est
continue en a.

Preuve : Soit V ′′ un voisinage de g [f(a)] dans X ′′, alors comme g est continue
en f(a), g−1 (V ′′) est un voisinage de f(a). Mais comme f est continue en a,
(g ◦ f)−1 (V ′′) = f−1 (g−1 (V ′′)) est un voisinage de a.

Proposition 1.5.7. (Rappels sur les fonctions numériques) Soit (X, T )
un espace topologique, soit f, g ∈ F(X;K) avec K = R ou C et soit λ ∈ K. Si
f et g sont continues en a ∈ X alors f + g, λf , fg sont continues en a et si
g(a) 6= 0 alors f

g
est continue en a.

Preuve : On munit K2 de la norme ‖(x, y)‖∞ = max{|x|, |y|}. Il est clair
que si f et g sont continues en a ∈ X alors l’application f × g : X → K

2

définie par (f × g)(x) = (f(x), g(x)) et l’application f × λ : X → K
2 définie

par (f × λ)(x) = (f(x), λ) sont continues en a. De plus les applications + :
(x, y) → x + y et × : (x, y) → xy sont continues en tout point de K2 tandis
que l’application / : (x, y) → x/y est continue en tout point de K × K∗. On
utilise la transitivité de la continuité pour conclure.

REMARQUE 1.5.8. Ainsi toutes les fonctions polynômes sont continues en
tout point de K et toutes les fractions rationnelles définissent des fonctions
continues en tout point de leur ensemble de définition.
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1.5.3 Continuité globale

Définition 1.5.9. Soit (X, T ) et (X ′, T ′) deux espaces topologiques. On dit
qu’une fonction f : X → X ′ est continue sur X si elle est continue en tout
point de X. On note C0(X;X ′) (ou C0(X, T ;X ′, T ′) s’il est besoin de préciser
les topologies) l’ensemble de toutes les fonctions continues de X dans X ′.

Théorème 1.5.10. Pour deux espaces topologiques (X, T ) et (X ′, T ′) et f ∈
F(X;X ′) on équivalence entre :

a) f est continue sur X.

b) L’image réciproque de tout ouvert de X ′ est un ouvert de X :

∀O′ ∈ O′, f−1(O′) ∈ O.

c) L’image réciproque de tout fermé de X ′ est un fermé de X :

∀F ′ ∈ F ′, f−1(F ′) ∈ F

.

Preuve : a) ⇒ b) : Si O′ ∈ O′, alors O′ est un voisinage de chacun de ses
points. Si f est continue il s’ensuit que f−1(O′) est un voisinage de chacun de
ses points. C’est un ouvert.
b)⇒ a) : Montrons que pour tout point x ∈ X, V ′ ∈ V(f(x)) entrâıne
f−1(V ′) ∈ V(x). Si V ′ ∈ V(f(x)), il existe O′ ∈ O′ tel que f(x) ∈ O′ ⊂ V ′. On
a alors x ∈ f−1(O′) ⊂ f−1(V ′) et par hypothèse f−1(O′) est un ouvert de X.
Donc f−1(V ′) est un voisinage de x.
b)⇔ c) : On a les équivalences :(

∀O′ ∈ O′, f−1(O′) ∈ O
)
⇔

(
∀O′ ∈ O′, {Xf−1(O′) ∈ F

)
⇔

(
∀F ′ ∈ F ′, f−1(F ) ∈ F

)
.

REMARQUE 1.5.11. a) La continuité de f sur X n’entrâıne pas f(O) ∈ O′
pour O ∈ O et f(F ) ∈ F ′ pour F ∈ F . Par exemple la fonction x→ x2

envoie l’ouvert de R ] − 1, 1[ sur [0, 1[ qui n’est ni ouvert ni fermé dans
R ; de même la fonction x→ arctanx envoie le fermé R sur ]− π

2
, π

2
[ qui

est un ouvert de R.

b) Les propriétés de transitivité et des fonctions numériques sont encore vraies
pour la continuité globale.

c) Si l’on considère la topologie sur un ensemble comme une structure donnée
par exemple par la famille d’ouverts. Le Théorème 1.5.10 dit que les ap-
plications continues sont les applications qui par image réciproque envoie
la structure de X ′ dans celle de X. Ainsi les applications continues sont
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les morphismes associés à la structure ”espace topologique” (le change-
ment de sens ne pose pas de problème et est même assez fréquent, on
parle de contravariance). La topologie algébrique s’appuie sur ce point
de vue.

1.5.4 Homéomorphismes

Définition 1.5.12. Soit (X, T ) et (X ′, T ′) deux espaces topologiques. On ap-
pelle homéomorphisme toute bijection f de X sur X ′ bicontinue, i.e. telle que
f et f−1 soient continues.

Si f est un homéomorphisme, l’image réciproque et l’image (puisque f(O) =
(f−1)−1(O)) de tout ouvert (resp. fermé) est un ouvert (resp. fermé). Ainsi un
homéomorphisme établit une bijection entre O et O′ (resp. entre F et F ′).
Les homéomorphismes sont les isomorphismes associés à la structure ”espace
topologique”.

Définition 1.5.13. Si il existe un homéomorphisme de (X, T ) sur (X ′, T ′) on
dit que (X, T ) et (X ′, T ′) sont homéomorphes.

Proposition 1.5.14. Deux topologies T et T ′ sur un même ensemble X sont
égales si et seulement si l’application identité Id : X → X est un homéomorphis-
me de (X, T ) sur (X, T ′).

Preuve : L’image réciproque Id−1 donne une bijection entre les éléments de
O′ et les éléments de O. Comme Id−1(O′) = O′ cela signifie que les ouverts de
T ′ sont des ouverts de T et inversement. Les deux topologies ont les mêmes
ouverts, elles sont égales.

EXEMPLE 1.5.15. a) On prend X = [0, 1[∪[2, 3[ et on considère l’application
f : X → [0, 2] donnée par f(x) = x si x < 1 et f(x) = x−1 si x ≥ 2. Cette
fonction f est continue bijective mais n’est pas un homéomorphisme de
X sur f(X) = [0, 2] (limx→1− f

−1(x) = 1 6= f−1(1) = 2).

b) R est homéomorphe à tout intervalle ouvert ]a, b[, a, b ∈ R, a < b. Il suffit
de considérer f(x) = a+b

2
+ b−a

π
arctan(x). La même fonction définie sur

R = R∪ {−∞,+∞} prolongée par f(−∞) = a et f(+∞) = b donne un
homéomorphisme de R sur [a, b].

c) Un résultat de topologie algébrique qui sort du cadre de ce cours établit que
la sphère S2 n’est homéomorphe à aucune partie du plan. Ceci exprime
l’impossibilité de faire une carte plane de la terre sans ”tricher”.

1.5.5 Uniforme continuité et Lipschitz continuité

Il s’agit de notions purement métriques. Dans ce paragraphe on considère donc
des espaces métriques (X, d) et (X ′, d′). On commence par une remarque en
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revenant sur la continuité sur les espaces métriques. La continuité globale d’une
fonction f : X → X ′ s’écrit précisément

∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃αx,ε > 0, ∀y ∈ X, (d(y, x) ≤ αx,ε)⇒ (d′(f(y), f(x)) ≤ ε) .

Le α dépend non seulement de ε mais du point x ou l’on teste la continuité.
La continuité uniforme signifie que l’on peut prendre α indépendant de x ∈ X.

Définition 1.5.16. On dit que f ∈ F(X;X ′) est uniformément continue si
elle vérifie :

∀ε > 0, ∃αε > 0, ∀x, y ∈ X, (d(x, y) ≤ αε)⇒ (d′(f(x), f(y)) ≤ ε) .

Définition 1.5.17. On dit que f ∈ F(X,X ′) est lipschitzienne de rapport
k ∈ R+ sur X si :

∀x, y, d′(f(x), f(y)) ≤ kd(x, y).

On vérifie immédiatement les implications

Proposition 1.5.18.

(f Lipschitzienne)⇒ (f uniformément continue)⇒ (f continue) .

D’une certaine façon les applications Lipschitziennes sont les morphismes d’es-
paces métriques d’où l’intérêt des notions suivantes.

Définition 1.5.19. a) On dit que f est bilipschitzienne si c’est une bijection
telle que f et f−1 sont Lipschitziennes.

b) On dit que f est une isométrie si pour tout x, y ∈ X on a d′(f(x), f(y)) =
d(x, y). (Une isométrie est toujours injective. Si de plus elle est surjective
alors elle est bilipschitzienne avec rapport 1 dans les deux sens.)

EXEMPLE 1.5.20. a) Sur R l’application x → x2 n’est pas uniformément
continue et n’est pas Lipschitzienne :

|x2 − y2| = |x+ y||x− y| où |x+ y| est arbitrairement grand.

b) Sur R la fonction x→ arctan(x) est Lipschitzienne de rapport 1 :

| arctan(x)− arctan(y)| = 1

1 + c2
|x− y| ≤ |x− y|

où c ∈ [x, y] est donné par le théorème des accroissements finis. D’une
façon générale une fonction continue dérivable de dérivée uniformément
bornée est Lipschitzienne.

c) Sur un espace métrique (X, d). Pour tout x0 ∈ X la fonction d(x0, .) : x ∈
X → d(x0, x) ∈ R est Lipschitzienne de rapport 1 puisque

∀x, y ∈ X, |d(x0, y)− d(x0, x)| ≤ d(x, y).
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De plus si on met sur X ×X la distance

d∞ (((x1, x2), (y1, y2))) = max{d(x1, y1), d(x2, y2)}

alors la distance d : X × X → R+ est Lipschitzienne de rapport 2. En
effet pour tout (x1, x2) ∈ X ×X et tout (y1, y2) ∈ X ×X on a

|d(x1, x2)− d(y1, y2)| ≤ |d(x1, x2)− d(x1, y2)|+ |d(x1, y2)− d(y1, y2)|
≤ d(x2, y2) + d(x1, y1) ≤ 2d∞ ((x1, x2), (y1, y2)) .

1.5.6 Prolongement par continuité

Nous allons d’abord donner un résultat d’unicité qui est valable dans une
situation assez générale.

Proposition 1.5.21. Soit (X, T ) un espace topologique et soit (X ′, T ′) un
espace topologique séparé. Soit A une partie de X munie de la topologie induite
et f une fonction continue de A dans X ′. Alors il existe au plus une fonction
f ∈ C0(A;X ′), A muni de la topologie induite par T , dont la restriction à A
vaut f . De plus une condition sur f nécessaire à l’existence de f est que pour
tout a ∈ A \ A la limite lim

x→a
x∈A

f(x) existe.

Preuve : Supposons qu’il existe deux fonctions f1 et f2 continues de A
dans X ′. Alors, d’après la Proposition 1.5.2, pour tout a ∈ A on doit avoir
lim
x→a
x∈A

fi(x) = fi(a). Cela se traduit en appliquant directement la Définition 1.4.10

par
∀V ′ ∈ V(fi(a)), ∃V ∈ V(a), fi(V ∩ A) ⊂ V ′.

Comme on veut fi

∣∣∣
A

= f , cela donne pour a ∈ A

∀V ′ ∈ V(fi(a)), ∃V ∈ V(a), f(V ∩ A) ⊂ V ′.

Autrement dit, on doit avoir fi(a) = lim
x→a
x∈A

f(x) pour i = 1, 2 et pour tout a ∈ A.

Comme (X ′, T ′) est séparé cela entrâıne f1(a) = f2(a) pour tout a ∈ A. Il y
a donc au plus une fonction f continue sur A qui prolonge f . En suivant le
raisonnement ci-dessus, on voit qu’il est nécessaire que f soit continue sur A
(ce qui est supposé) et que pour tout a ∈ A \ A la limite lim

x→a
x∈A

f(x) existe.

EXEMPLE 1.5.22. Si on prend une fonction continue f :]0, 1[→ R telle que
les limites

lim
x→0+

f(x) = f0 et lim
x→1−

f(x) = f1
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existent dans R, alors il n’y a qu’une façon d’obtenir une fonction f continue
sur [0, 1] dont la restriction à ]0, 1[ est f : on pose f(0) = f0 et f(1) = f1. Il se
trouve que f ainsi définie est bien continue.

Définition 1.5.23. Avec les hypothèses et notations de la Proposition 1.5.21,
si il existe une application f ∈ C0(A,X ′) dont la restriction à A est f , on
appelle f le prolongement par continuité de f à A.

La question de l’existence du prolongement par continuité est un petit peu
plus délicate. Dans l’Exemple 1.5.22 cela ne pose pas vraiment de difficulté.
Si on considère la situation en dimension 2 où A est le disque unité ouvert,
on voit qu’il faut vérifier que la fonction f , définie sur le disque unité fermé
par passage à la limite, est bien continue sur le cercle unité. Toutefois, on peut
montrer sous des hypothèses assez générales que la condition nécessaire de la
Proposition 1.5.21 est en fait suffisante. Par souci de simplicité, on se limitera
au cas où l’espace d’arrivée est métrique (voir la remarque ci-dessous pour une
généralisation possible).

Proposition 1.5.24. Soit (X, T ) un espace topologique et soit (X ′, d′) un
espace métrique. Soit A une partie de X et f une fonction continue de A dans
X ′ telle que pour tout a ∈ A \ A la limite lim

x→a
x∈A

f(x) existe. Alors f admet un

unique prolongement par continuité à A qui est donné par

∀a ∈ A, f(a) = lim
x→a
x∈A

f(x).

Preuve : Par hypothèse la fonction f est bien définie sur A. Il reste à vérifier
qu’elle est continue en tout point de A.

On remarque dans un premier temps l’inclusion f(O ∩A) ⊂ f(O ∩ A) valable
pour tout ouvert O de X. En effet, tout élément l de f(O ∩ A) peut par
définition de f s’écrire comme une limite l = lim x→a

x∈O∩A
f(x). La Proposition

1.4.12 nous dit que l appartient à f(O ∩ A).
Soit a ∈ A, montrons que f est continue au point a. Soit ε > 0, on sait par
définition de f qu’il existe un voisinage V de a tel que f(V ∩A) ⊂ Bf (f(a), ε)
(On a pris V ′ = Bf (f(a), ε)). Par définition des voisinages, il existe un ouvert
O de X tel que

a ∈ O et f(O ∩ A) ⊂ Bf (f(a), ε).

Comme la boule Bf (f(a), ε) est un fermé de X ′ on en déduit, pour un tel ouvert

O, l’inclusion f(O ∩ A) ⊂ Bf (f(a), ε) et en utilisant la remarque initiale f(O∩
A) ⊂ Bf (f(a), ε). Ainsi pour tout ε > O, on a trouvé un voisinage O ∩A de a
dans A tel que f(O∩A) ⊂ Bf (f(a), ε). Comme l’ensemble {Bf (f(a), ε), ε > 0}
forme une base de voisinages de f(a) dans X ′ cela entrâıne la continuité de f
en a.
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REMARQUE 1.5.25. Dans cette démonstration, on utilise le caractère loca-
lement fermé des espaces métriques. Tout point d’un espace métrique admet
une base de voisinages fermés (les boules fermés de rayon arbitrairement petit).
Cela donne l’inclusion de f(O ∩ A) un voisinage de f(a) à partir de celle de
f(O ∩ A). Le résultat est donc encore vrai si on remplace l’hypothèse ”(X ′d′)
espace métrique” par l’hypothèse ”(X ′, T ′) espace topologique séparé locale-
ment fermé”. Il y a des topologies séparées qui ne vérifient pas cette propriété
(cf. Exercice 42).

1.5.7 Limite uniforme de fonctions continues

On a déjà vu que si (X ′, d′) est un espace métrique et X est un ensemble,
alors l’ensemble des fonctions bornées Fb(X;X ′) muni de la distance d∞ de
la convergence uniforme est un espace métrique. Si on muni X d’une topolo-
gie, on peut alors considérer le sous-ensemble des fonctions continues bornées,
C0
b (X;X ′) = Fb(X;X ′) ∩ C0(X;X ′). Le résultat suivant dit que C0

b (X;X ′) est
un fermé de l’espace métrique (Fb(X;X ′), d∞) (cf Corollaire 1.3.5 et Proposi-
tion 1.4.8).

Théorème 1.5.26. Une limite uniforme d’une suite de fonctions
continues est continue : Soit (X, T ) un espace topologique et soit (X ′, d′)
un espace métrique. Si (fn)n∈N est une suite de C0

b (X;X ′) qui admet une li-
mite f ∈ Fb(X,X ′) pour la distance de la convergence uniforme d∞ alors
f ∈ C0

b (X;X ′).

Preuve : La démonstration, assez simple, repose sur un argument en ε
3

que
l’on peut illustrer de la façon suivante :

fn

ff(y)f(x)

fn(x) fn(y)

ε/3

ε/3

ε/3

Soit x ∈ X, vérifions que la limite f est continue au point x. Soit ε > 0.
Il existe un entier Nε tel que : ∀n ≥ Nε, d∞(fn, f) ≤ ε

3
. On prend n = Nε

et comme fNε est continue au point x ∈ X, il existe V ∈ V(x) tel que :
∀y ∈ V, d′ (fNε(y), fNε(x)) ≤ ε

3
. On a alors

∀y ∈ V, d′ (f(y), f(x)) ≤ d′
(
f(y), fNε(y)

)
+d′ (fNε(y), fNε(x))+d′

(
f(x), fNε(x)

)
≤ 2d∞(f ; fNε) +

ε

3
≤ ε,

et pour tout ε > 0 on sait trouver un tel voisinage V de x. La limite f est
continue en tout point x de X.
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REMARQUE 1.5.27. On verra au Chapitre 3 que si (X, T ) est un espace
topologique compact on a C0(X;X ′) = C0

b (X;X ′). Par exemple pourX = [0, 1],
il est inutile de préciser que l’on prend des fonctions bornées, les fonctions
continues sur [0, 1] le sont toujours.

1.6 Comparaison de topologies, comparaison

de distances

1.6.1 Topologies plus ou moins fines

On sait que deux topologies T et T ′ sur un même ensemble sont identiques si
elles ont les mêmes ouverts. En fait, on peut mettre une relation d’ordre sur
les topologies définies sur un ensemble fixé.

Définition 1.6.1. Sur un ensemble X, on dit que la topologie T est plus fine
que la topologie T ′ si T a plus d’ouverts que T ′, i.e. O′ ⊂ O.

EXEMPLE 1.6.2. a) La topologie grossière est la moins fine de toutes les
topologies, O = {∅, X}. La topologie discrète est la plus fine O = P(X).

b) Si A est une partie de l’ensemble X muni de la topologie T . La topologie
induite TA sur A par T est la topologie la moins fine qui rendent l’in-
jection i : A → X continue. En effet pour que l’injection soit continue,
il faut que pour tout O ∈ O l’image réciproque O ∩ A = i−1(O) soit
un ouvert. Autrement dit la topologie sur A doit être plus fine que la
topologie induite.

La Proposition 1.5.14 exprimait l’égalité de deux topologies en terme de conti-
nuité. On peut faire la même chose pour la comparaison en général.

Proposition 1.6.3. Sur un ensemble X, la topologie T est plus fine que la
topologie T ′ si et seulement si l’application identité Id : (X, T )→ (X ′, T ′) est
continue.

Preuve : On a tout simplement l’équivalence

(∀O′ ∈ O′, O′ ∈ O)⇔
(
∀O′ ∈ O′, Id−1(O′) ∈ O

)
.

Corollaire 1.6.4. Si T est plus fine que T ′ et si T ′ est plus fine que T alors
T = T ′.
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1.6.2 Equivalences de distances

Il y a au moins 2 façons de comparer deux distances définies sur un même
ensemble X. On peut se contenter de comparer les topologies associées ou
faire une comparaison plus quantitative.

Définition 1.6.5. On dit que deux distances d et d′ définies sur un ensemble
X sont topologiquement équivalentes si elles définissent la même topologie.

Proposition 1.6.6. Soit d et d′ deux distances définies sur un ensemble X.

a) La topologie de (X, d) est plus fine que celle de (X, d′) si et seulement si,
pour tout x ∈ X, d′(x, y) tend vers 0 quand d(x, y) tend vers 0 :

∀x ∈ X, ∀ε > 0, ∃αε,x > 0, ∀y ∈ X, (d(x, y) ≤ αε,x)⇒ (d′(x, y) ≤ ε) .

b) Les distances d et d′ sont topologiquement équivalentes si et seulement si,
pour tout x ∈ X, d′(x, y) tend vers 0 quand d(x, y) et inversement d(x, y)
tend vers 0 quand d′(x, y) tend vers 0.

Preuve : a) On écrit tout simplement la continuité en tout point de l’appli-
cation identité Id : (X, d)→ (X, d′).
b) On utilise a) et le Corollaire 1.6.4.

Définition 1.6.7. On dit que deux distances d et d′ sur un ensemble X sont
métriquement équivalentes si il existe α > 0 et β > 0 tels que

∀x, y ∈ X, αd(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ βd(x, y).

REMARQUE 1.6.8. a) On écrit parfois l’équivalence des distances d et d′ avec
une seule constante C > 0 (ici C = max{β, α−1}) :

∀x, y ∈ X, C−1d(x, y) ≤ d′(x, y) ≤ Cd(x, y).

b) Pour les normes l’équivalence métrique s’écrit

∀x ∈ X, α ‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ β ‖x‖ .

Proposition 1.6.9. Soit d et d′ deux distances définies sur X.

a) Les distances d et d′ sont métriquement équivalentes si et seulement si
l’application identité Id : (X, d)→ (X, d′) est bilipschitzienne.

b) Si d et d′ sont métriquement équivalentes alors elles sont topologiquement
équivalentes.

Preuve : a) est une réécriture de la définition et b) est une conséquence
directe de la Proposition 1.5.18.
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EXEMPLE 1.6.10. a) Sur Rn les normes ‖ ‖1, ‖ ‖∞ et ‖ ‖2 sont métriquement
équivalentes. On verra même au Chapitre 4 que toutes les normes sont
métriquement équivalentes en dimension finie et que plus généralement
l’équivalence topologique de normes entrâıne l’équivalence métrique.

b) Sur R+ les distances d(x, y) = |x− y| et d′(x, y) = |x2 − y2| sont topologi-
quement équivalentes mais pas métriquement équivalentes.

REMARQUE 1.6.11. L’équivalence topologique est une notion topologique.
Des distances topologiquement équivalentes conduisent aux mêmes fonctions
continues et aux mêmes suites convergentes. L’équivalence métrique est plus
précise et compare vraiment les distances. Ainsi des distances métriquement
équivalentes conduisent en plus au mêmes fonctions uniformément continues,
aux mêmes fonctions Lipschitziennes et aux mêmes suites de Cauchy (cf. Cha-
pitre 5).

1.7 Topologie produit

La définition qui suit peut sembler un peu abstraite et peu naturelle. En fait,
c’est exactement la bonne définition pour que toutes les propriétés de conti-
nuité relativement intuitives pour des produits finis soient encore vraies pour
des produits quelconques. De plus cette topologie a une interprétation très
élémentaire quand on travaille avec des espaces de fonctions.

1.7.1 Définition

On considère une famille (Xi, Ti)i∈I d’espaces topologiques où I est un ensemble
quelconque (non nécessairement fini, non nécessairement dénombrable).

Définition 1.7.1. Pour un sous-ensemble {i1, . . . , in} de I fini (n ∈ N∗) et
pour une suite d’ouverts ωik de Xik , k ∈ {1, . . . , n}, on appelle cylindre ouvert
de base (ωik)k∈{1,...,n} le sous-ensemble de

∏
i∈I Xi donné par

CylXi (ωi1 , . . . , ωin) =
∏
i∈I

Yi, avec Yi =

{
ωi si i ∈ {i1, . . . , in},
Xi si i ∈ I \ {i1, . . . , in}.

Définition 1.7.2. On appelle topologie produit sur
∏

i∈I Xi, la topologie donnée
par la base d’ouverts faite de tous les cylindres ouverts

B =
{

CylXi(ωi1 , . . . , ωin), n ∈ N∗; ik ∈ I, ωik ∈ Oik , pour k = 1 . . . n
}
.

On note
∏

i∈I Ti cette topologie.

REMARQUE 1.7.3. a) Dans la définition ci-dessus de la base B, on peut se
limiter à n = 1 puisque pour un n ∈ N∗ le cylindre CylXi(ωi1 , . . . , ωin)
peut s’écrire comme l’intersection finie CylXi(ωi1) ∩ . . . ∩ CylXi(ωin).
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b) On peut définir une autre topologie sur
∏

i∈I Xi appelée parfois topologie
des bôıtes. Elle est donnée par la base d’ouverts

B′ =
{∏

i∈I

ωi, ωi ∈ Oi
}
.

c) Si I est fini, la topologie produit et la topologie des bôıtes cöıncident. Ce
n’est plus le cas si I est infini.

EXEMPLE 1.7.4. Compte tenu de la remarque c) ci-dessus la topologie pro-
duit sur Rn, Cn est la topologie des bôıtes ouvertes. Elle est associée à la norme
‖x‖∞ = maxi=1...n |xi| (cf. la Proposition 1.7.13 ci-dessous pour un résultat plus
général). Mais comme les normes ‖ ‖1 et ‖ ‖2 sont métriquement équivalentes
à ‖ ‖∞, elles correspondent aussi à la topologie produit. On verra que toutes les
normes sur un espace vectoriel de dimension finie sur R ou C sont équivalentes.
Ainsi n’importe quelle norme sur Rn et Cn donne la topologie produit. Il en
est de même sur Mn(R) ∼ Rn2

et Mn(C) ∼ Cn2
.

Proposition 1.7.5. Si pour tout i ∈ I, (Ai, TAi) est un sous-espace topologique
de (Xi, Ti), alors la topologie induite par

∏
i∈I Ti sur

∏
i∈I Ai ⊂

∏
i∈I Xi est la

topologie produit
∏

i∈I TAi.

Preuve : Il suffit d’identifier les bases d’ouverts et pour cela de remarquer

CylXi (ωi1 , . . . , ωin) ∩

(∏
i∈I

Ai

)
= CylAi (ωi1 ∩ Ai1 , . . . , ωin ∩ Ain) .

Et on sait que les ouverts de TAi sont les les traces ωi∩Ai des ouverts de Ti.

1.7.2 Topologie produit et continuité

On commence par une caractérisation topologique qui montre que la topologie
des cylindres ouverts n’est pas prise au hasard. Soit (Xi, Ti)i∈I une famille
d’espaces topologiques. Pour i0 ∈ I, on note pi0 :

∏
i∈I Xi → Xi0 la projection

sur Xi0 donnée par pi0(x) = xi0 pour x = (xi)i∈I .

Proposition 1.7.6. La topologie produit
∏

i∈I Ti est la topologie la moins fine
qui rend toutes les projections pj :

∏
i∈I Xi → Xj continues.

Preuve : On note que pour tout j ∈ I et tout ouvert ωj ∈ Oj de Xj, p
−1
j (ωj)

est un cylindre ouvert et donc un ouvert de
∏

i∈I Ti. Ainsi toutes les projections
pj sont continues si

∏
i∈I Xi est muni de la topologie produit

∏
i∈I Ti.

Vérifions que toutes les topologies vérifiant cette propriété sont plus fines. Soit
T une topologie sur

∏
i∈I Xi telle que toutes les projections sont continues.

Alors pour tout ouvert ωi0 de Xi0 , l’image réciproque p−1
i0

(ωi0) est un ouvert de



Topologie produit. 33

T . Cette image réciproque est le cylindre ouvert CylXi(ωi0). Mais les cylindres
CylXi(ωj) pour j ∈ I forment une base d’ouverts de la topologie produit. Ainsi
tous les ouverts de la topologie produit sont des ouverts de T . La topologie T
est plus fine que la topologie

∏
i∈I Ti.

On peut caractériser simplement la continuité d’une fonction à valeurs dans
un produit.

Proposition 1.7.7. Soit (X, T ) un espace topologique et un produit X ′ =∏
i∈I X

′
i muni de la topologie produit T ′ =

∏
i∈I X

′
i. Pour i ∈ I, on note p′i

la projection X ′ → X ′i. Pour qu’une application f : X → X ′ =
∏

i∈I X
′
i soit

continue il faut et il suffit que toutes les composantes p′i ◦ f : X → X ′i soient
continues.

-

?

H
HHH

HHHj

X X ′ =
∏

i∈I X
′
i

X ′i

p′i

f

p′i ◦ f

Preuve : ⇒ C’est une conséquence de la proposition précédente et de la
transitivité de la continuité.
⇐ Soit une application f : X → X ′ dont toutes les composantes sont conti-

nues. Soit x ∈ X et soit V ′ un voisinage de f(x) dans X ′. Par définition
de la topologie produit (et des voisinages) il existe un cylindre ouvert O′ =
CylX′i(ω

′
i1
, . . . , ω′in) tel que f(x) ∈ O′ ⊂ V ′. On a O′ = ∩nk=1(p′ik)

−1(ω′ik). On en
déduit

f−1(O′) = f−1
(

n
∩
k=1

(p′ik)
−1(ω′ik)

)
=

n
∩
k=1

(p′ik ◦ f)−1(ω′ik)

et la continuité des composantes p′ik ◦ f impose que f−1(O′) est un ouvert de
X contenant x. Ainsi f−1(V ′) ⊃ f−1(O′) est un voisinage de x.

EXEMPLE 1.7.8. Dans Mn(K) le produit des matrices définit une appli-
cation continue de Mn(K) × Mn(K) → Mn(K), K = R ou C. En effet
pour (A,B) ∈ Mn(K) ×Mn(K) les composantes du produit AB s’écrivent∑n

k=1 aikbkj. Il s’agit de sommes et de produits de fonctions continues puisque
les composantes aik et bjk dépendent continûment de (A,B). Toutes les com-
posantes sont continues , donc l’application (A,B)→ AB est continue.

Compte tenu de la Remarque 1.5.5, on déduit de la proposition précédente la
caractérisation de la convergence d’une suite dans un produit.

Corollaire 1.7.9. Une suite (xn)n∈N dans espace topologique produit (X, T ),
X =

∏
i∈I Xi et T =

∏
i∈I Ti, a pour limite x ∈ X si et seulement si toutes ses

composantes (xni )n∈N ont pour limite xi ∈ Xi pour la topologie Ti.

Preuve : On applique la Proposition 1.7.7 ci-dessus en remplaçant X par N
et
∏

i∈I X
′
i par

∏
i∈I Xi.



34 Espaces métriques, espaces topologiques.

Le résultat suivant donne une relation entre la continuité d’une fonction définie
sur un produit et la continuité des applications partielles.

Définition 1.7.10. Soit X =
∏

i∈I Xi un produit d’ensembles et X ′ un en-
semble et soit f ∈ F(X;X ′). Pour a = (ai)∈I et J ⊂ I, on note faJ l’application
partielle définie par

faJ :
∏

i∈I\J Xi → X ′

x = (xi)i∈I\J → faJ (x) = f(y) avec yi =

{
xi si i 6∈ J
ai si i ∈ J.

Proposition 1.7.11. On munit X =
∏

i∈I Xi de la topologie produit et soit
(X ′, T ′) un espace topologique. Si l’application f : X =

∏
i∈I Xi → X ′ est

continue au point a = (ai)i∈I ∈ X alors pour tout J ⊂ I l’application partielle
faJ est continue au point (ai)i∈I\J .

Preuve : Pour i ∈ I, on pose Yi = Xi si i 6∈ J et Yi = {ai} si i ∈ J . Alors
l’application

Φ :
∏

i∈I\J Xi →
∏

i∈I Yi
x = (xi)i∈I\J → y = (yi)i∈I avec yi =

{
xi si i 6∈ J
ai si i ∈ J

est continue et on a faJ = f ◦ Φ.

REMARQUE 1.7.12. La réciproque est fausse. L’exemple type est le cas de la
fonction f : R2 → R définie par

f(x, y) =
xy

x2 + y2
si (x, y) 6= (0, 0) et f(0, 0) = 0.

Les application partielles f(0, .) et f(., 0) sont les fonctions nulles et sont donc
continues. En revanche pour y = αx, α ∈ R∗ et x 6= 0, on a f(x, αx) = α

1+α2

qui ne tend pas vers 0 quand x tend vers 0. La fonction f n’est pas continue
en 0.

0

0.5

1

x

yz z = xy
x2+y2

Représentation dans le 1er cadran (x > 0, y > 0) du graphe de la fonction f .
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1.7.3 Produit d’espaces métriques

On sait définir la topologie produit sur un produit d’espaces métriques. On
peut se demander si cette topologie est métrisable. Cela dépend du cardinal
de l’ensemble d’indices. Nous séparons ci-dessous les deux cas où cela est vrai
(la distance change).

Proposition 1.7.13. La topologie produit d’un produit fini d’espaces métriques
est métrisable.

Preuve : Si (Xk, δk)k∈{1,...,n} est un produit fini d’espaces métriques, alors la
topologie produit, T , sur X =

∏n
k=1 Xk est celle donnée par la distance

d∞(x, y) = max
k∈{1,...,n}

δk(xk, yk), x = (xk)k∈{1,...,n}, y = (yk)k∈{1,...,n} ∈ X.

En effet, pour tout l ∈ {1, . . . , n}, la projection pl : (X, d∞)→ Xl est lipschit-
zienne de rapport 1, puisque δl(xl, yl) ≤ d∞(x, y), donc continue. Ainsi toutes
les composantes de l’application Id : (X, d∞) → (X, T ) sont continues et la
Proposition 1.7.7 nous dit alors que cette application est continue.

Il reste à vérifier que Id : (X, T ) → (X, d∞) est continue, ou encore que la
topologie (X, d∞) est moins fine que la topologie produit. Il suffit de s’assurer
que toute boule ouverte de (X, d∞) est un ouvert de T . Cela est immédiat
puisque une boule ouverte pour la distance d∞ est un cylindre ouvert.

REMARQUE 1.7.14. De façon plus rapide, on peut dire que la topologie pro-
duit est dans le cas fini la topologie des bôıtes qui est associée à la distance
d∞. La démonstration en deux étapes se généralise au cas dénombrable.

Proposition 1.7.15. La topologie produit d’un produit dénombrable d’espaces
métriques est métrisable.

Preuve : Pour une famille dénombrable d’espaces métriques, (Xk, δk)k∈N, on
met sur le produit X =

∏
k∈NXk la distance

d(x, y) =
∑
k∈N

2−k
δk(xk, yk)

1 + δk(xk, yk)
, x = (xk)k∈N, y = (yk)k∈N ∈ X.

On vérifie avec la même démarche que précédemment que cette distance donne
la topologie produit (la dernière partie est un peu plus délicate). Les détails
sont laissés au lecteur (cf. Exercice 29).

REMARQUE 1.7.16. En utilisant le Corollaire 1.7.9, on voit qu’il n’est pas
possible de prendre la distance d∞(x, y) = supk∈N δk(xk, yk). En effet si on
considère dans RN la suite d’éléments (en)n∈N donnée par enk = δnk elle converge
vers la suite nulle pour la topologie produit. En effet pour tout k ∈ N, la suite



36 Espaces métriques, espaces topologiques.

composante (enk)n∈N converge vers (et même stationne à) 0. Comme pour tout
n ∈ N, on a d∞(0, en) = 1, la topologie produit ne peut être associée à cette
distance.

1.7.4 Topologie produit et convergence simple

Si X est un ensemble et (Y, T ) est un espace topologique, l’ensemble F(X;Y )
des applications de X dans Y n’est rien d’autre que Y X . On peut donc
se demander ce qu’est la topologie produit sur F(X;Y ). Les composantes
f ∈ F(X;Y ) = Y X sont tout simplement les valeurs f(x), x ∈ Y . Avec le Co-
rollaire 1.7.9 la convergence d’une suite pour cette topologie n’est rien d’autre
que la convergence simple des fonctions : Une suite de fonctions (fn)n∈N de X
dans Y converge simplement vers f ∈ F(X;Y ) si pour tout x ∈ Y , la suite
(fn(x))n∈N admet f(x) pour limite dans (Y, T ).

On peut comprendre cette interprétation de la topologie produit sur Y X en
considérant une base de voisinages d’un élément (une fonction) f de Y X faite
de cylindres ouverts. Par exemple pour Y = R, on a la base de voisinages
autour de f ∈ RX

BV(f) = {V (f ; ε, n, x1, . . . , xn), ε > 0, n ∈ N∗, x1, . . . , xn ∈ X}
avec V (f ; ε, n, x1, . . . , xn) =

{
g ∈ Y X , |g(xi)− f(xi)| < ε, ∀i ∈ {1, . . . , n}

}
.

Si (Y, d) est un espace métrique on peut considérer sur Fb(X;Y ) ⊂ Y X les
deux topologies : convergence uniforme, convergence simple. La première est
une topologie métrique tandis que la deuxième est induite par la topologie
produit et n’est pas métrisable en général (cf. Paragraphe 1.7.3 et Exercice 86).
Il est clair que la convergence uniforme entrâıne la convergence simple et cela
s’exprime de façon plus générale en disant que la topologie de la convergence
uniforme est plus fine que la topologie produit (Les projections sont continues
de (Fb(X;Y ), d∞), cf. Proposition 1.7.6). Elle est en général strictement plus
fine.

EXEMPLE 1.7.17. L’exemple donné dans la Remarque 1.7.16 est un cas de
suite dans RN convergeant simplement vers 0 mais pas uniformément. Avec le
même genre d’idée on peut considérer des “bosses glissantes” :
– Dans RR : On se donne une fonction f0 : R→ R qui est nulle en dehors d’une

partie bornée de R, alors la suite donnée par fn(x) = f0(x − n) converge
simplement vers 0 mais pas uniformément si f0 6= 0.

– Dans R[0,1] : On considère la suite (fn)n∈N de F ([0, 1];R) donnée par
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x0
1

n+1
2

n+1 1

y

1

Graphe de la fonction fn, n ∈ N.
Enfin sur [0, 1], on peut considérer un dernier exemple qui montre que l’hy-
pothèse d’uniforme convergence dans le Théorème 1.5.26 joue son rôle.

x
1

n+1 1

1

0

Graphe d’une fonction gn, n ∈ N.

La suite de fonctions continues (gn)n∈N converge simplement vers la fonction
g qui vaut 1 en 0 et 0 sur ]0, 1] et qui n’est pas continue.

1.8 Topologie quotient

Pour un ensemble X muni d’une relation d’équivalence R, l’espace quotient
X/R est l’ensemble des classes d’équivalences de R et il y a une projection na-
turelle πR : X → X/R qui a un élément x ∈ X associe sa classe d’équivalence
_̇
x ∈ X/R. Etant donné une topologie T sur X, quelle topologie naturelle TR
peut-on mettre sur X/R ? On souhaite en particulier que la projection πR soit
continue et donc que pour un ouvert O′ de cette topologie π−1

R (OR) soit un
ouvert de T . Cela suffit pour définir une topologie puisque l’image réciproque
agit bien sur les opérations ensemblistes.

Définition 1.8.1. Soi (X, T ) un espace topologique et R une relation d’équi-
valence sur X. On appelle topologie quotient sur X/R celle donnée par la fa-
mille d’ouverts

OR =
{
OR ∈ P (X/R) , π−1

R (OR) ∈ O
}
.

On dit que (X/R, TR) est un quotient topologique de (X, T ).

EXEMPLE 1.8.2. Avec les topologies usuelles, le cercle S1 est le quotient
topologique de la droite réelle par la relation (xRy) ⇔ (x − y ∈ 2πZ). (Pour
d’autres exemples voir Exercice 40)).

Par construction on a la
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Proposition 1.8.3. La topologie quotient TR est la topologie la plus fine qui
rend la projection πR : X → X/R continue.

Comme pour le produit (en inversant le sens), on a une caractérisation de la
continuité des fonctions continues sur0 un espace quotient.

Proposition 1.8.4. Avec les notations ci-dessus, une application g : (X/R, TR)
→ (X ′, T ′) est continue si et seulement si g ◦ πR est continue de (X, T ) dans
(X ′, T ′).

��
�
��
��*
-

?

X ′
g

g ◦ πR

X

X/R

πR

Preuve : ⇒ : C’est la transitivité de la continuité.
⇐ : Supposons g ◦ πR continue. Pour un ouvert O′ ∈ O′, l’image réciproque
π−1
R [g−1(O′)] = [g ◦ πR]−1 (O′) est un ouvert de (X, T ). Par définition des

ouverts de (X/R, TR), g−1(O′) est un ouvert et ce pour tout O′ ∈ O′. Donc g
est continue.

A une application f : X → X ′, on peut associer la relation d’équivalence
sur X, (xRfy) ⇔ (f(x) = f(y)). On note alors X/f l’espace quotient, πf la
projection associée et Tf la topologie quotient. On rappelle la décomposition

canonique f =
_̇

f ◦ πf où
_̇

f : X/f → X ′ est donnée par
_̇

f (
_̇
x) = f(x). La

proposition précédente donne tout de suite le

Corollaire 1.8.5. L’application f : (X, T )→ (X ′, T ′) est continue si et seule-

ment si
_̇

f : (X/f, Tf )→ (X ′, T ′) est continue.

��
��
��
�*
-

?

X ′
f

_̇

f

X

X/f

πf

EXEMPLE 1.8.6. Dans le cadre de l’Exemple 1.8.2, ce corollaire nous dit que
l’espace des fonctions continues 2π-périodiques de R dans X ′ s’identifie avec
celui des fonctions continues du cercle S1 dans X ′.

Le résultats suivant montre qu’il faut des hypothèses liant la topologie de
l’ensemble de départ T et la relation d’équivalence R pour avoir de bonnes
propriétés sur la topologie quotient.

Proposition 1.8.7. Pour que la topologie quotient TR soit séparée, il est
nécessaire que les classes d’équivalences soient fermées dans (X, T ).
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Preuve : Si la topologie TR est séparée, alors tous les singletons,
{
_̇
x
}

, de

X/R sont des fermés (cf. Exercice 9). Comme la projection πR : (X, T ) →
(X/R, TR) est continue, une classe d’équivalence

_̇
x = π−1

R

({
_̇
x
})

est nécessairement

fermée.

De la même façon, il ne suffit pas que la topologie de départ soit métrique pour
que la topologie quotient soit métrisable (cf. Exercice 41).
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Chapitre 2

Connexité

D’un point de vue intuitif, un espace topologique connexe est un espace topolo-
gique fait d’un seul morceau. On commence par la présentation d’une situation
modèle sur laquelle nous reviendrons : Supposons connu le théorème des va-
leurs intermédiaires pour les fonctions continues de R dans R (ce sera dans ce
cours une conséquence d’un résultat plus général). On se demande quelles sont
les parties à la fois ouvertes et fermées de R, ou de manière équivalente, quelles
sont les parties ouvertes A de R telles que (A, {RA) forme une partition d’ou-
verts de R. Soit A un tel sous-ensemble de R. Alors la fonction caractéristique
1A : R→ {0, 1} ⊂ R est continue puisque pour tout ouvert O de {0, 1} l’image
réciproque f−1(O) = ∅, R,A ou {RA est un ouvert de R. Le théorème des
valeurs intermédiaires impose alors que 1A est constante sur R, c’est à dire
A = R ou A = ∅.

2.1 Définition, exemple fondamental

2.1.1 Définition

Définition 2.1.1. On dit qu’un espace topologique (X, T ) est connexe si les
seules parties de X à la fois ouvertes et fermées sont X et ∅.
Il revient au même de dire que X n’admet pas de partition non triviale d’ou-
verts (ou de fermés).

Définition 2.1.2. On dit qu’une partie A de X est connexe si (A, TA) est
connexe(TA topologie induite).

Proposition 2.1.3. Une partie A de X est connexe si et seulement si l’exis-
tence de deux ouverts disjoints O1 et O2 de (X, T ) tels que A ⊂ O1 ∪ O2

entrâıne A ⊂ O1 ou A ⊂ O2.

41
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Preuve : L’existence de O1 et O2, ouverts disjoints de (X, T ) tels que A ⊂
O1∪O2, revient à dire que (A, TA) admet la partition d’ouverts (O1∩A,O2∩A)
(définition de la topologie induite). La partie A est connexe si et seulement si
A = O1 ∩ A ou O1 ∩ A = ∅.

2.1.2 Exemple fondamental : les connexes de R.

Théorème 2.1.4. Les parties connexes de R sont les intervalles.

Preuve : a) Les parties connexes de R sont nécessairement des intervalles :
Soit A une partie connexe de R. Soit x, y ∈ A et soit z ∈ R tels que x < z < y.
Si z 6∈ A alors O1 =]−∞, z[ et O2 =]z,+∞[ sont deux ouverts disjoints de R
tels que A ⊂ O1 ∪O2. On a alors A ⊂ O1 ce qui contredit y ∈ A ou A ⊂ O2 ce
qui contredit x ∈ A. Par conséquent z ∈ A. On en déduit

∀x, y ∈ A, {z ∈ R,min{x, y} ≤ z ≤ max{x, y}} ⊂ A.

La partie connexe A est un intervalle.
b) Les intervalles de R sont connexes : Supposons que pour un intervalle I de R
il existe deux ouverts disjoints O1 et O2 de R tels que I ⊂ O1 ∪O2. Supposons
I ∩ O2 6= ∅ montrons qu’alors I ⊂ O2 et I ∩ O1 = ∅. Soit x ∈ I ∩ O2, on
considère ωx = I ∩O1∩]−∞, x[. C’est un ouvert de I.

Par l’absurde supposons ωx non vide. Il admet alors une borne supérieure
(R satisfait la propriété de la borne supérieure) que l’on note a. Cette borne
supérieure a est inférieure ou égale à x et majore les éléments de ωx. Comme
ωx ⊂ I, x ∈ I et comme I est un intervalle, on a nécessairement a ∈ I.
Mais alors a ∈ I ∩O2. En effet, dans le cas contraire les relations a ∈ O1∩ I et
a ≤ x avec x ∈ O2 entrâınent a ∈ ωx. Comme ωx est un ouvert de I, il existe
un ε > 0 tel que ]a − ε, a + ε[∩I ⊂ ωx. L’intervalle I contient a et x > a + ε.
Par conséquent a+ ε/2 appartient à ωx et cela contredit la définition de a.
Maintenant, si a ∈ O2, comme O2 est un ouvert, il existe ε′ > 0 tel que
]a−ε′, a+ε′[⊂ O2. CommeO1 etO2 sont disjoints, on obtient ]a−ε′, a+ε′[∩ωx =
∅ ce qui est contraire à la définition de a.

En conclusion ωx doit être vide.

De la même manière en travaillant avec la borne inférieure, on montre que
O1 ∩ I∩]x,+∞[ doit être vide. On a donc O1 ∩ I = ∅ et I ⊂ O2.

EXEMPLE 2.1.5. L’ensemble Q est inclus dans l’union des ouverts disjoints
O1 =] −∞,

√
2[ et O2 =]

√
2,+∞[ sans être inclus dans l’un des deux. L’en-

semble des rationnels Q n’est pas connexe.
Avec le même découpage on voit aussi que [0, 1] ∪ [2, 3] n’est pas connexe.
En utilisant le résultat ci-dessus, il suffit de dire que ce ne sont pas des inter-
valles.
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2.2 Fonctions continues et connexité

Le résultat ci-dessous est à la fois simple et lourd de conséquences.

Théorème 2.2.1. L’image d’un connexe par une application continue est
connexe.

Preuve : Soit (X, T ) et (X ′, T ′) deux espaces topologiques, (X, T ) connexe
et soit f ∈ C0(X,X ′). Supposons que f(X) ne soit pas connexe. Alors il existe
deux ouverts non vides disjoints O′1 et O′2 tels que f(X) ⊂ O′1 ∪ O′2 sans
que f(X) soit contenu dans l’ un d’eux. Comme f est continue, cela entrâıne
que (f−1(O′1), f−1(O′2)) est un partition non triviale de X, ce qui contredit la
connexité de X.

Corollaire 2.2.2. (Théorème des valeurs intermédiaires)
Si f ∈ C0(X;R) avec (X, T ) espace topologique connexe, alors f(X) est un
intervalle.

Le résultat suivant donne une caractérisation de la connexité qui rejoint la
discussion de l’introduction.

Proposition 2.2.3. Un espace topologique (X, T ) est connexe si et seulement
si toute fonction continue de X dans {0, 1} est constante.

Preuve : L’ensemble {0, 1} pris comme partie de R a pour topologie la to-
pologie discrète.
⇒ Si (X, T ) est connexe et si f : X → {0, 1} est continue alors le couple

(f−1 ({0}) , f−1 ({1})) est une partition d’ouverts deX. Donc ou bien f−1 ({0}) =
X et f ≡ 0 ou bien f−1 ({1}) = X et f ≡ 1.
⇐ Supposons que toute application continue f : X → {0, 1} est constante.

Si (A, {XA) est une partition d’ouverts alors la fonction caractéristique 1A est
continue sur X. Par hypothèse, elle est donc constante et A = X ou A = ∅. X
est connexe.

2.3 Union, adhérence et produit

2.3.1 ”Union”

Théorème 2.3.1. Toute famille (Ai)i∈I de parties connexes d’un espace to-
pologique (X, T ) ayant deux à deux une intersection non vide a une réunion
connexe.

Preuve : Soit (Ai)i∈I une famille de parties connexes telle que pour tout
i, j ∈ I, Ai ∩ Aj 6= ∅. Supposons qu’il existe deux ouverts disjoints O1 et O2

tels que A = ∪i∈I Ai ⊂ O1 ∪ O2. Pour un i0 ∈ I fixé, Ai0 est connexe et
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inclus dans A ⊂ O1 ∪ O2. Cela entrâıne Ai0 ⊂ O1 ou Ai0 ⊂ O2. Si Ai0 ⊂ O1,
l’hypothèse Ai ∩ Ai0 6= ∅ entrâıne Ai ∩ O1 6= ∅ tandis que la connexité de Ai
donne Ai ⊂ O1, ce pour tout i ∈ I. On en déduit A ⊂ O1, l’autre possibilité
Ai0 ⊂ O2 donnant A ⊂ O2. En conclusion, A est connexe.

REMARQUE 2.3.2. On peut affaiblir l’hypothèse sur les intersections en sup-
posant simplement que pour un i0 ∈ I on a Ai0 ∩ Ai 6= ∅ pour tout i ∈ I.
Ou bien à partir du résultat pour l’union de 2 parties connexes montrer la
connexité d’une union finie par récurrence avec une hypothèse encore plus
faible.

A1
A2 A3 A4

R

Dans la figure ci-dessus l’union des quatre intervalles A1, A2, A3 et A4 est un
intervalle sans qu’aucun des Ai n’intersecte tous les autres.

Une application du résultat précédent est que pour tout point x d’un espace
topologique (X, T ), l’union de toutes les parties connexes de X contenant x
est connexe. C’est le plus grand connexe contenant x.

Définition 2.3.3. Soit (X, T ) un espace topologique quelconque. Pour tout
point x de X, on appelle composante connexe de x et on note C(x) le plus
grand connexe contenant x :

C(x) = ∪
x∈C⊂X
C connexe

C.

Avec cette notation il est clair que deux points x et y appartiennent à un même
connexe si et seulement si C(x) = C(y).

Proposition 2.3.4. La relation ”appartenir à un même connexe” qui se tra-
duit par C(x) = C(y) est un relation d’équivalence dont les classes d’équivalence
sont les composantes connexes de X. Ainsi les composantes connexes de X
forment une partition de X.

REMARQUE 2.3.5. D’un point de vue intuitif, les composantes connexes de
X sont les morceaux d’un seul tenant de X. Par exemple les composantes
connexes de X = [0, 1] ∪ [2, 3] sont [0, 1] et [2, 3].

2.3.2 Adhérence

Théorème 2.3.6. Si une partie A d’un espace topologique (X, T ) est connexe
alors son adhérence A est connexe.
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Preuve : Soit f ∈ C0(A; {0, 1}). Comme A est connexe et f est continue sur
A on a A ⊂ f−1 ({0}) ou A ⊂ f−1 ({1}) d’après la Proposition 2.2.3. Comme
f−1 ({0}) ou f−1 ({1}) sont fermés, on doit avoir A = f−1 ({0}) ou f−1 ({1})
et f est constante.

Corollaire 2.3.7. Les composantes connexes d’un espace topologique quel-
conque (X, T ) sont des fermés.

2.3.3 Produit

Théorème 2.3.8. Un produit d’espaces connexes est connexe.

Preuve : Soit (Xi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques connexes. On
va montrer que le produit

∏
i∈I Xi muni de la topologie produit est connexe

en deux étapes. On traite dans un premier temps le cas où I est fini. Le cas
général s’en déduit ensuite par un argument de densité.
a) Cas où I est fini : Il suffit de le faire pour I = {1, 2}. Soit f une application
continue de (X1 × X2 dans {0, 1}. Pour tout x2 ∈ X2 l’application partielle
f(., x2) : X1 → {0, 1} est continue donc constante puisque X1 est connexe. Il en
est de même pour l’application partielle f(x1, .) : X2 → {0, 1} et ce pour tout
x1 ∈ X1. Il s’ensuit que f est constante sur X1×X2. Ainsi X1×X2 est connexe.

b) Cas où I est infini : Il suffit de montrer qu’il n’y a qu’une seule compo-
sante connexe. Soit x ∈ X =

∏
i∈I Xi fixé. Pour une partie J finie de I, l’en-

semble XJ(x) = {y ∈ X, ∀i ∈ I \ J, yi = xi} est homéomorphe au produit
fini

∏
i∈J Xi et est donc connexe. Par conséquent le sous-ensemble Xf (x) =

∪J⊂I, J fini XJ(x) est une union d’ensembles connexes contenant x. C’est un

connexe contenant x et on a Xf (x) ⊂ C(x) et même Xf (x) ⊂ C(x). Or
l’ensemble Xf (x) est dense dans X =

∏
i∈I Xi. En effet, soit y ∈ X et soit

V ∈ V(y). Par définition de la topologie produit, il existe un cylindre ouvert
O = CylXi (ωj, j ∈ J), avec J ⊂ I fini, tel que y ⊂ O ⊂ V . On considère le
point z de X donné par zi = yi si i ∈ J et zi = xi si i ∈ I \J . Alors on a claire-
ment z ∈ O∩Xf (x) ⊂ V ∩Xf (x). L’ensemble Xf (x) rencontre n’importe quel
voisinage de n’importe quel point de X, il est dense dans X. En conclusion,
C(x) = X et X =

∏
i∈I Xi est connexe.

Corollaire 2.3.9. Les pavés de Rn sont connexes.
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2.4 Connexité par arcs

Dans ce paragraphe, nous introduisons une notion un peu plus forte que la
connexité qui est en fait plus facile à vérifier dans des situations pratiques.

Définition 2.4.1. Si (X, T ) est un espace topologique, on appelle chemin ou
arc joignant x ∈ X à y ∈ X toute application continue de γ : [0, 1]→ X telle
que γ(0) = x et γ(1) = y.

Définition 2.4.2. On dit qu’une partie A d’un espace topologique (X, T ) est
connexe par arcs si deux points quelconques de A peuvent être reliés par un
chemin.

Théorème 2.4.3. Un espace topologique connexe par arcs est connexe.

Preuve : Soit (x, T ) un espace topologique connexe par arcs et soit x ∈ X
fixé. On peut écrire

X = ∪
y∈X
{y} = ∪

γ ∈ C0 ([0, 1];X)
γ(0) = x

γ ([0, 1]) .

Or pour tout γ ∈ C0 ([0, 1];X) l’image γ ([0, 1]) de l’intervalle [0, 1] est connexe.
Comme dans l’union ci-dessus tous les chemins considérés contiennent le point
x, l’union qui vaut X est connexe.

EXEMPLE 2.4.4. a) Dans Rn toutes les parties convexes sont connexes.

b) Il y a des ensembles connexes qui ne sont pas connexes par arcs. Par
exemple, dans R2, l’ensemble

{
(x, sin

(
1
x

)
), x > 0

}
est connexe par arcs

donc connexe. Son adhérence qui est

{(x, sin (1/x)), x > 0} ∪ ({0} × [−1, 1])

est connexe mais n’est pas connexe par arcs.

x0, 4

−1

y
1

REMARQUE 2.4.5. On peut définir une relation d’équivalence ”appartenir au
même connexe par arcs” et définir des composantes connexes par arcs. Elles
sont plus petites que les composantes connexes et ne sont pas nécessairement
fermées comme le montre l’exemple b) ci-dessus (cf. Exercice 50).



Chapitre 3

Compacité

Le terme de compacité évoque une idée de petitesse. Ainsi dans un espace
topologique compact, il n’est pas possible de mettre une infinité de points sans
qu’ils s’accumulent quelque part. On verra aussi que les parties compactes de
R
n sont les parties fermées bornées. En fait de petitesse, les compacts sont

définis par une propriété de finitude topologique. L’importance de la notion de
compacité vient du fait qu’elle permet de ramener des problèmes de complexité
apparemment infinie à l’étude d’un nombre fini de cas.

3.1 Définitions

Définition 3.1.1. (Borel-Lebesgue) On dit qu’un espace topologique (X, T )
est compact s’il est séparé et si de tout recouvrement d’ouverts on peut extraire
un sous-recouvrement fini :(

X = ∪
i∈I
Oi

)
⇒
(
∃J ⊂ I, J fini, X = ∪

i∈J
Oi

)
.

Par passage au complémentaire on a une définition équivalente avec les fermés
que nous donnons ici comme propriété.

Proposition 3.1.2. Un espace topologique (X, T ) est compact s’il est séparé
et si de toute famille de fermés d’intersection vide on peut extraire une sous-
famille finie d’intersection vide :(

∩
i∈I
Fi = ∅

)
⇒
(
∃J ⊂ I, J fini, ∩

i∈J
Fi = ∅

)
.

Le résultat suivant est une conséquence utile dans le cas ou les fermés sont
embôıtés.

47
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Proposition 3.1.3. Si (X, T ) est un espace compact, toute suite décroissante
de fermés non vides, (Fn)n∈N, Fn+1 ⊂ Fn, Fn 6= ∅, a une intersection non vide.

Preuve : Par contraposée, si ∩n∈N Fn = ∅, il existe n1, . . . , nN ∈ N tels que
Fn1 ∩ . . . ∩ FnN = ∅. Dans ce cas Fmax{n1,...,nN} = Fn1 ∩ . . . ∩ FnN = ∅, ce qui
contredit l’hypothèse.

REMARQUE 3.1.4. En fait il n’est pas nécessaire de supposer la famille de
fermés dénombrable. Dès que l’ensemble I est muni d’une relation d’ordre total
(toute partie finie admet un maximum et un minimum), la famille (Fi)i∈I étant
décroissante par rapport à l’ordre sur I et l’inclusion dans F , le résultat est
vrai.

Définition 3.1.5. Une partie A d’un espace topologique séparé (X, T ) est dite
compacte si (A, TA) avec la topologie induite est compact.

La propriété de Borel-Lebesgue dans (A, TA) s’écrit alors avec les ouverts de
(X, T ), (

A ⊂ ∪
i∈I
Oi

)
⇒
(
∃J ⊂ I, J fini, A ⊂ ∪

i∈J
Oi

)
,

et la définition avec les fermés de (X, T )(
A ∩

(
∩
i∈I
Fi

)
= ∅
)
⇒
(
∃J ⊂ I, I fini, A ∩

(
∩
i∈J

Fi

)
= ∅
)
.

EXEMPLE 3.1.6. a) L’ensemble vide ∅ est compact.

b) Tout ensemble fini avec n’importe quelle topologie est compact.

c) La droite réelle R n’est pas compacte R = ∪n∈N]n, n+ 2[.

3.2 Compacité des espaces métriques

Dans un espace métrique, on doit pouvoir caractériser la compacité, qui est
une propriété topologique, avec des suites. C’est ce que dit le théorème de
Bolzano-Weierstrass que nous détaillons un peu en vue de préciser la situation
dans un espace topologique général (cf. Remarque 3.2.4).

Théorème 3.2.1. Pour une partie A d’un espace métrique (X, d), les trois
assertions sont équivalentes :

i) A est compacte.

ii) Propriété de Bolzano-Weierstrass : Toute partie infinie de A admet un
point d’accumulation dans A.

iii) De toute suite (xn)n∈N d’éléments de A, on peut extraire une sous-suite
convergeant dans A.
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REMARQUE 3.2.2. Notons que l’on peut exprimer la propriété ii) d’une autre
manière en disant que toute suite de A admet une valeur d’adhérence dans A.
Une valeur d’adhérence d’une suite (xn)n∈N est un point x tel que pour tout
voisinage V ∈ V(x) la suite prennent une infinité de fois sa valeur dans V .
Cela correspond aux deux possibilités : a) L’ensemble {xn, n ∈ N} est fini et
dans ce cas il y a nécessairement une valeur qui est prise une infinité de fois ;
b) L’ensemble {xn, n ∈ N} est infini et on est sous l’hypothèse de ii).

Nous aurons besoin d’un résultat intermédiaire pour les espaces métriques qui
est souvent utile.

Lemme 3.2.3. (Lemme de la maille) Si une partie A d’un espace métrique
vérifie iii) et si ∪i∈I Oi est un recouvrement d’ouverts de A, alors il existe une
constante ρ > 0 tel que pour tout x ∈ A la boule B(x, ρ) est incluse dans un
des Oi :

∀x ∈ X, ∃ix ∈ I, B(x, ρ) ⊂ Oix .

Preuve : Elle se fait par l’absurde. Supposons que pour tout n ∈ N, il existe
xn ∈ A tel que B(xn,

1
n+1

) n’est incluse dans aucun des Oi. Par l’hypothèse
iii), on peut extraire une sous-suite (xnk)k∈N convergeant dans A. Posons l =
limk∈N xnk . Comme l appartient à A, il existe i ∈ I tel que l ∈ Oi et comme
Oi est ouvert, il existe ε > 0 tel que B(l, ε) ⊂ Oi. Par définition de la limite
on peut trouver kε tel que d(l, xnk) ≤ ε

3
pour k ≥ kε et on peut donc supposer

kε assez grand pour que 1
nkε+1

≤ ε
3
. Mais dans ce cas, on a B(xnkε ,

1
nkε+1

) ⊂
B(l, ε) ⊂ Oi, ce qui contredit la définition de la suite (xn)n∈N. En conclusion,
il existe n0 ∈ N tel que pour tout x ∈ A la boule B(x, 1

n0+1
) est incluse dans

un des Oi et on prend ρ = 1
n0+1

.

Preuve du Théorème 3.2.1 : i)⇒ ii) : Il suffit de démontrer qu’une partie
dénombrable de A admet un point d’accumulation dans A. En numérotant ses
éléments cela revient à considérer une suite de A, (xn)n∈N, telle que xn 6= xm si
n 6= m. La suite d’ensembles donnée par Xn = {xk, k ≥ n} vérifie Xn+1 ⊂ Xn

et en prenant l’adhérence dans A, Xn+1
A ⊂ Xn

A
. Ainsi

(
Xn

A
)
n∈N

est une

suite décroissante de fermés non vides du compact A. L’intersection ∩n∈NXn
A

est non vide et on note x un de ses éléments. Ce point x appartient à A et est
un point d’accumulation de la suite (xn)n∈N : Pour tout voisinage V de x on
peut trouver un terme xn de la suite différent de x qui appartient à V . Si x

est un terme de la suite, x = xn1 , l’appartenance de x à Xn1+1
A

dit qu’il existe
xn ∈ Xn1+1 ∩ V tandis que x 6∈ Xn1+1. Si x n’est pas un terme de la suite on
peut prendre n1 = 0.
ii)⇒ iii) : Compte tenu de la Remarque 3.2.2, la suite (xn)n∈N admet une
valeur d’adhérence l ∈ A. Pour tout k ∈ N, on peut trouver nk ∈ N tel
que d(l, xnk) < 1

k+1
. La sous-suite (xnk)k∈N converge alors vers l puisque
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{B(l, 1
k+1

), k ∈ N} forme une base de voisinages de l.

iii)⇒ i) : Si ∪i∈I Oi est un recouvrement d’ouverts de A. D’après le Lemme de
la maille (3.2.3), on peut trouver ρ > 0 tel que

∀x ∈ A, ∃ix ∈ I, B(x, ρ) ⊂ Oix .

On construit la suite (xn)n∈M⊂N par récurrence :
– x0 ∈ A
– Si ∪nk=1 B(xk, ρ) ne recouvre pas A, on prend xn+1 dans A \ ∪nk=1 B(xk, ρ).

Dans le cas contraire, on s’arrête et M = {0, . . . , n}.
L’ensemble d’indices M est nécessairement fini. En effet dans le cas contraire
on a construit une suite (xn)n∈N telle que d(xn, xm) ≥ ρ pour m 6= n. En
extrayant une sous-suite (xnk)k∈N convergeant vers l ∈ A on obtient pour k
assez grand

ρ ≤ d(xnk+1
, xnk) ≤ d(xnk+1

, l) + d(xnk , l) ≤
ρ

3
+
ρ

3
=

2ρ

3
,

ce qui est impossible pour ρ > 0.
Donc l’ensemble M est fini et on a A ⊂ ∪j∈M B(xj, ρ) ⊂ ∪j∈M Oixj

.

REMARQUE 3.2.4. a) Pour i)⇒ ii), on n’a pas besoin de la structure métrique.
La propriété de Bolzano-Weierstrass est vraie pour tout espace topolo-
gique compact. En revanche ii)⇒iii) nécessite l’existence d’une base de
voisinages dénombrable : Pour que le point d’accumulation soit effective-
ment la limite d’une sous-suite, on a besoin de cette propriété des espaces
métriques. Enfin l’implication iii)⇒i) repose sur le Lemme de la maille
(3.2.3) qui se formule explicitement avec une distance.

b) Une conséquence du Théorème est que le Lemme de la maille s’applique à
tout espace métrique compact.

c) Ce théorème a une généralisation complète pour des espaces topologiques
quelconques reposant encore sur la notion de filtre.

Corollaire 3.2.5. Tout espace métrique compact est séparable.

Preuve : Soit (X, d) un espace métrique compact. Pour tout n ∈ N, l’union
∪x∈X B(x, 1

n+1
) est un recouvrement d’ouverts de X. On peut donc en extraire

un sous recouvrement fini ∪Nnk=0 B(xk,n,
1

n+1
). L’ensemble

{xk,n, k ∈ {0, . . . , Nn}, n ∈ N}

est alors un ensemble dense dénombrable dans X.

Nous terminons ce paragraphe par l’exemple sans lequel toutes ces notions
n’auraient pas vraiment d’intérêt.
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Théorème 3.2.6. (Heine-Borel-Lebesgue) Tout intervalle fermé borné de
R, [a, b], a, b ∈ R, est compact.

Preuve : On utilise la propriété iii) du Théorème 3.2.1. Soit (xn)n∈N une
suite de [a, b], on va extraire une sous-suite convergente par une méthode de
dichotomie. On construit la suite de couple ((ak, bk))k∈N par récurrence :
– a0 = a et b0 = b
– On pose ck = ak+bk

2
. Si il existe un nombre infini d’indices n tels que xn ∈

[ak, ck] on prend ak+1 = ak et bk+1 = ck. Sinon on prend ak+1 = ck et
bk+1 = bk.

On a formé ainsi deux suites adjacentes (ak)k∈N et (bk)k∈N telles que pour
tout k ∈ N il existe xnk ∈ [ak, bk]. Une conséquence de la propriété de la borne
supérieure est que deux suites adjacentes convergent et ont même limite. Cette
limite est aussi limite de la sous-suite (xnk)k∈N.

3.3 Propriétés des compacts

3.3.1 Compacts et fermés

Proposition 3.3.1. Dans un espace topologique séparé, une partie compacte
est fermée.

Preuve : Soit K une partie compacte de (X, T ) séparé. Montrons que {XK
est ouvert. Soit x ∈ {XK. Comme (X, T ) est séparé, pour tout y ∈ K il
existe Vx,y ∈ V(x) et ωx,y ∈ O tels que y ∈ ωx,y et Vx,y ∩ ωx,y = ∅. Comme K
est compact, on peut extraire du recouvrement d’ouverts ∪y∈K ωx,y un sous-
recouvrement fini K ⊂ ∪ni=1 ωx,yi . On prend alors V = ∩ni=1 Vx,yi et on a V ∈
V(x) et V ⊂ {XK.

Proposition 3.3.2. Si (X, T ) est un espace topologique compact et F est un
fermé de X alors F est compact.

Preuve : Si (Fi)i∈I est une famille de fermés telle que F ∩ (∩i∈I Fi) = ∅
alors la famille (F ∩ Fi)i∈I est une famille de fermés d’intersection vide de X.
Comme (X, T ) est compact il existe une partie finie J de I telle que

∅ = ∩
i∈J

(F ∩ Fi) = F ∩
(
∩
i∈J

Fi

)
.

Corollaire 3.3.3. Dans un espace topologique compact, les compacts sont les
fermés.



52 Compacité.

Corollaire 3.3.4. Les compacts de R sont les fermés bornés.

Preuve : Dans R, un ensemble fermé borné et une partie fermée de l’intervalle
[−L,L] pour L assez grand. C’est un fermé d’un compact donc un compact.
Réciproquement, un compact de R est nécessairement fermé. De plus il est
borné : sinon on pourrait prendre une suite (xn)n∈N telle que |xn| ≥ n qui
n’aurait pas de point d’accumulation dans R.

Nous terminons par une notion parfois utile quand on veut utiliser des argu-
ments de compacité pour des ensembles qui ne sont pas fermés.

Définition 3.3.5. On dit qu’une partie A d’un espace topologique séparé (X, T )
est relativement compacte si sont adhérence est compacte.

3.3.2 Union, intersection, produit

Proposition 3.3.6. Dans un espace topologique séparé, une union finie de
compacts est compacte.

Preuve : Si ∪i∈I Oi est un recouvrement d’ouverts de l’union de compacts
∪nk=1 Kk, c’en est un des compacts K1, . . . , Kn pris séparément. Pour k ∈
{1, . . . , n}, on peut trouver une partie finie Jk de I telle que Kk ⊂ ∪i∈Jk Oi.
On prend J = J1 ∪ . . . ∪ Jn et ∪i∈J Oi est un sous-recouvrement fini.

Proposition 3.3.7. Dans un espace topologique, une intersection quelconque
de parties compactes est compacte.

Preuve : L’intersection ∩i∈I Ki est une intersection de fermés du compact
Ki0 (i0 ∈ I fixé). C’est un fermé donc un compact.

Théorème 3.3.8. (Tychonoff) Un produit d’espaces topologiques compacts
est compact.

“Preuve” : On admettra ce résultat dans le cas général. On le démontre ici
simplement dans deux cas.
a) Produit fini d’espaces compacts : Il suffit de le faire pour le produit de
deux espaces compacts X1 × X2. Soit ∪i∈I Oi un recouvrement d’ouverts de
X1 × X2. Pour tout x = (x1, x2) ∈ X1 × X2, il existe ix ∈ I et (ω1

x, ω
2
x) ∈

O1 × O2 tels que (x1, x2) = x ∈ ω1
x × ω2

x ⊂ Oix . Pour x2 ∈ X2 fixé, l’union
∪x1∈X1 ω

1
(x1,x2)×{x2} est un recouvrement d’ouverts de X1×{x2} ∼ X1 qui par

hypothèse est compact. Il existe donc N(x2) ∈ N et N(x2) points x1
1, . . . , x

N(x2)
1

de X1 tels que X1 × {x2} ⊂ ∪N(x2)
k=1 ω1

(xk1 ,x2)
× {x2}. Maintenant pour x2 ∈

X2, l’intersection ω(x2) = ∩N(x2)
k=1 ω2

(xk1 ,x2)
est un ouvert de X2 contenant x2.
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Comme X2 est compact, on peut extraire du recouvrement ∪x2∈X2 ω(x2) un
sous recouvrement fini X2 = ∪Nl=1 ω(xl2). On a alors

X1 ×X2 = X1 ×
(

N
∪
l=1

ω(xl2)

)
=

N
∪
l=1

[
N(xl2)

∪
k=1

ω1
(xk1 ,x

l
2) × ω(xl2)

]
⊂

N
∪
l=1

N(xl2)

∪
k=1

ω1
(xk1 ,x

l
2) × ω

2
(xk1 ,x

l
2) ⊂

N
∪
l=1

N(x2)

∪
k=1

Oi
(xk1 ,x

l
2)
.

b) Cas métrisable, produit dénombrable d’espaces métriques : Soit (Xn, dn)n∈N
une suite d’espaces métriques. On sait que la topologie produit sur

∏
n∈NXn

est associée à la distance

d(x, y) =
∑
n∈N

2−n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)
, x = (xn)n∈N, y = (yn)n∈N ∈

∏
n∈N

Xn.

On peut dons appliquer le critère iii) du Théorème 3.2.1. Soit (xk)k∈N une
suite de

∏
n∈NXn (suite de suites xkn ∈ Xn). On va construire une sous-suite

convergente par procédé diagonal (cf. la figure ci-dessous). La suite (xk0)k∈N est
une suite du métrique compact (X0, d0). On peut donc extraire une sous-suite

(x
k0(l)
0 )l∈N convergeant vers une limite c0 ∈ X0. On construit la suite de fonc-

tions (kn)n∈N, kn : N→ N, par récurrence. La fonction kn étant fixée telle que

(x
kn(l)
j )l∈N converge vers lj ∈ Xj, pour 0 ≤ j ≤ n, la compacité de Xn+1 permet

d’extraire de (x
kn(l)
n+1 )l∈N une sous-suite (x

kn+1(l)
n+1 )l∈N qui converge vers une limite

cn+1 ∈ Xn+1.
On considère maintenant la suite (xkl(l))l∈N de

∏
n∈NXn. Pour j ∈ N, la suite

composante
(
x
kl(l)
j

)
l≥j

est une suite extraite de
(
x
kj(l)
j

)
l∈N

et converge donc

vers cj ∈ Xj. Autrement dit la sous-suite
(
xkl(l)

)
l∈N de (xk)k∈N converge sim-

plement vers c = (cn)n∈N ∈
∏

n∈NXn, c’est à dire pour la topologie produit sur∏
n∈NXn.

. . .

. . .

. . .

. . ....

n

k

...
...

...

k0(0) = 1k1(1) = 4 k2(2) = 9 k3(3) = 14

Illustration du procédé diagonal. Les termes des suites extraites sont pointés
en noir. Les crochets verticaux indiquent l’extraction finale.

Corollaire 3.3.9. Les pavés
∏n

i=1[ai, bi], ai, bi ∈ R, de (Rn, ‖ ‖∞), sont com-
pacts.



54 Compacité.

Preuve : Les pavés sont tout simplement des produits d’intervalles fermés
bornés et la norme ‖ ‖∞ donne la topologie produit.

REMARQUE 3.3.10. On verra au Chapitre 4 et d’ailleurs en utilisant ce
résultat que toutes les normes sur Rn sont équivalentes. Ainsi il n’est pas
utile sauf pour faire un calcul explicite de préciser la norme sur Rn.

Corollaire 3.3.11. Les compacts de Rn sont les ensembles fermés bornés.

Preuve : Même démonstration que pour R en utilisant les pavés.

REMARQUE 3.3.12. On en déduit que les parties relativement compactes de
R
n sont les parties bornées.

3.4 Fonctions continues et compacts

3.4.1 Image d’un compact

Théorème 3.4.1. Soit (X, T ) et (X ′, T ′) deux espaces topologiques séparés.
L’image d’un compact par une application continue de X dans X ′ est compacte.

Preuve : Soit f ∈ C0(X;X ′) et soit K un compact de X. Si ∪i∈I O′i est un
recouvrement d’ouverts de f(K), alors ∪i∈I f−1 (O′i) est un recouvrement d’ou-
verts de K. Comme K est compact on peut en extraire un sous-recouvrement
fini , K ∈ ∪i∈J f−1 (O′i), J ⊂ I fini. On a alors f(K) ⊂ ∪i∈J O′i. Ainsi f(K)
est compact.

Corollaire 3.4.2. Toute fonction continue sur un espace compact à valeurs
dans R est bornée et atteint ses bornes supérieure et inférieure.

Preuve : Si (X, T ) est un espace topologique compact et f ∈ C0(X;R), alors
l’image f(X) est un compact de R. L’image f(X) est bornée. La fonction f
est donc bornée et on peut définir supx∈X f(x) et infx∈X f(x) (propriété de R).
L’image f(X) est fermée et on a donc supx∈X f(x) ∈ f(X) et infx∈X f(x) ∈
f(X). Autrement dit les bornes supérieure et inférieure sont atteintes. Ce sont
des maximum et minimum.

Il est bien sûr faux de dire que l’image réciproque d’un compact par une
application continue est un compact. Par exemple l’image réciproque de [0, 1]
par la projection sur l’axe des abscisses dans R2 est [0, 1] × R qui n’est pas
compact. En revanche, c’est toujours un fermé. Le fait que l’image réciproque
d’un compact soit un compact est une propriété que l’on rencontre et qui est
parfois bien utile. Il y a un mot pour identifier cette propriété.
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Définition 3.4.3. On dit qu’une application continue f : X → X ′, où (X, T )
et (X ′, T ′) deux espaces topologiques séparés, est propre si pour tout compact
K ′ de X ′ l’image réciproque f−1(K ′) est un compact de X.

EXEMPLE 3.4.4. Si on note ∆ = {(x, x), x ∈ R} la diagonale dans R2, la
restriction de la projection sur l’axe des abscisses à ∆ est propre.

3.4.2 Compact et uniforme continuité

Théorème 3.4.5. (Heine) Si (X, d) et (X ′, d′) sont deux espaces métriques
avec (X, d) compact, toute application continue f : X → X ′ est uniformément
continue.

Preuve : Si f : X → X ′ est continue, alors ∪z∈X′ f−1
(
Bd′(z,

ε
2
)
)

est un
recouvrement d’ouverts de X. Par le Lemme de la maille 3.2.3, il existe ρ > 0
tel que pour tout x ∈ X, il existe zx ∈ X tel que Bd(x, 2ρ) ⊂ f−1

(
Bd′(zx,

ε
2
)
)
.

Pour tout x, y ∈ X tels que d(x, y) ≤ ρ < 2ρ, on a

d′ (f(x), f(y)) ≤ d′ (f(x), f(zx)) + d′ (f(zx), f(y)) <
ε

2
+
ε

2
= ε.

3.5 Espaces localement compacts

On rappelle la définition d’un espace localement compact (cf. Chapitre 1 Sec-
tion 1.2.6).

Définition 3.5.1. On dit qu’un espace topologique séparé (X, T ) est localement
compact si tout point admet une base de voisinages compacts.

EXEMPLE 3.5.2. Comme les pavés de Rn sont compacts et que l’on peut
former avec des pavés une base de voisinages en tout point de Rn (boules
fermées pour la distance d∞), Rn est localement compact. Il en est de même
de tout espace vectoriel de dimension finie sur R et même de tout fermé d’un
espace vectoriel de dimension finie.

REMARQUE 3.5.3. a) On verra au Chapitre 4 qu’un espace vectoriel normé
de dimension infinie n’est pas localement compact.

b) L’importance de la notion d’espace localement compact vient du fait qu’elle
permet de généraliser à des espaces topologiques non métrisable des ar-
guments reposant sur des proprits essentiellement mtriques comme la
complétude (Cf Chapitre 5 et Exercice 148) ou la spartation des ferms
(Exercice 154)

c) Tout espace topologique localement compact peut être vu comme une partie
d’un espace compact. (cf. Exercice 83).
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Chapitre 4

Espaces vectoriels normés

Dans ce chapitre, nous allons étudier plus en détails les espaces vectoriels
normés sur K = R ou C. On verra qu’il y a une différence fondamentale entre
les espaces vectoriels normés de dimension finie et ceux de dimension infinie,
ces derniers intervenant la plupart du temps comme espaces de fonctions. Les
résultats de ce chapitre portant sur la dimension infinie peuvent être vu comme
les premiers rudiments d’analyse fonctionnelle. Dans tout ce chapitre, on tra-
vaillera sur des espaces vectoriels réels ou complexes, i.e. ayant pour corps de
base le corps K = R ou C.

4.1 Généralités

4.1.1 Définitions

Dans un premier temps rappelons les définitions de norme et d’espace vectoriel
normé sur K.

Définition 4.1.1. Soit E un K-espace vectoriel. On appelle norme sur E une
application de E dans R+ habituellement notée ‖ ‖ vérifiant pour tout x, y ∈ E
et tout λ ∈ K
i) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ (homogénéité),

ii) (‖x‖ = 0)⇒ (x = 0),

iii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire).

Définition 4.1.2. Un espace vectoriel normé est un couple (E, ‖ ‖) où E est
un espace vectoriel sur K = R ou C et ‖ ‖ est une norme sur E.

Proposition 4.1.3. Si (E, ‖ ‖) est un espace vectoriel normé alors d(x, y) =
‖y − x‖ définit une distance sur E. De plus la topologie ainsi définie est com-

57



58 Espaces vectoriels normés.

patible avec la structure d’espace vectoriel, i.e. les applications

E × E → E et K× E → E

(x, y)→ x+ y (λ, x)→ λ.x

sont continues.

Preuve : La continuité des deux applications ci-dessus vient des inégalités :

‖(x′ + y′)− (x+ y)‖ ≤ ‖x′ − x‖+ ‖y′ − y‖
et ‖λ′x′ − λx‖ ≤ |λ′ − λ| ‖x′‖+ |λ| ‖x′ − x‖ .

En remarquant ‖x‖ = d(0, x), on a aussi immédiatement la

Proposition 4.1.4. La norme ‖ ‖ est une application 1-Lipschitzienne de
(E, ‖ ‖) dans R+ :

∀x, y ∈ E, |‖y‖ − ‖x‖| ≤ ‖y − x‖ .

On rappelle également l’équivalence (métrique) pour les normes.

Définition 4.1.5. Deux normes ‖ ‖ et ‖ ‖′ sur un K-espace vectoriel E sont
équivalentes si il existe une constante C > 0 telle que

∀x ∈ E, C−1 ‖x‖ ≤ ‖x‖′ ≤ C ‖x‖ .

4.1.2 Exemples

a) Sur Kn les normes

‖x‖p =

(
n∑
i=1

|xi|p
) 1

p

, 1 ≤ p <∞, et ‖x‖∞ = max
i∈{1,...,n}

|xi|.

sont toutes équivalentes (cf. Exercice 6).

b) De même si (Ei, | |i)i∈{1,...,n} est une famille finie de K-espaces vectoriels

normés alors les quantités définies par ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|
p
i )

1
p , pour 1 ≤

p <∞ et ‖x‖∞ = max {|xi|i, i ∈ {1, . . . , n}} sont des normes sur
∏n

i=1 Ei =
⊕ni=1 Ei, toutes équivalentes.

c) La quantité ‖f‖∞ = supt∈[0,1] |f(t)| définit une norme sur Fb ([0, 1];K) et
sur C0 ([0, 1];K) (de plus la borne supérieure est un maximum pour les
fonctions continues). C’est la norme de la convergence uniforme sur [0, 1].

Plus généralement si (X, T ) est un espace topologique compact et si
(E, ‖ ‖E) est un espace vectoriel normé alors la quantité définie sur
C0(X;E) par ‖f‖∞ = supx∈X ‖f(x)‖E = maxx∈X ‖f(x)‖E est la norme
de la convergence uniforme sur X pour les fonctions à valeurs dans E.
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d) Les quantités maxi∈{1,...,k}
∥∥f (i)

∥∥
∞ et

(∑k
i=1

∥∥f (i)
∥∥p
∞

) 1
p
, 1 ≤ p < ∞, sont

des normes toutes équivalentes sur Ck ([0, 1];K).

e) La quantité ‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(t)| dt est une norme sur C0 ([0, 1];K) qui n’est

pas équivalente à la norme de la convergence uniforme ‖ ‖∞. En effet,
considérons la suite de fonctions (fn)n∈N définie par fn(x) = 1− (n+ 1)x
pour x ≤ 1

2(n+1)
et fn(x) = 0 pour x ≥ 1

n+1
:

x
1

n+1 1

1

0

On a ‖fn‖∞ = 1 tandis que ‖fn‖1 = 1
n+1

de telle sorte que le rapport
‖ ‖1
‖ ‖∞

n’est pas uniformément minoré.

f) Pour 1 ≤ p <∞ on considère l’espace de suites

lp(N;K) =

{
x = (xn)n∈N,

∑
n∈N

|xn|p <∞

}

et pour p = ∞ on prend l∞(N;K) = Fb(N;K). La quantité ‖x‖p =(∑
n∈N |xn|p

) 1
p est une norme sur lp(N;K) pour p <∞ et pour p =∞ on

prend la norme de la convergence uniforme ‖ ‖∞. Pour p < q les espaces
lp(N;K) et lq(N;K) sont distincts mais on a lp(N;K) ⊂ lq(N;K) et les
normes ‖ ‖p et ‖ ‖q sur lp(N;K) ne sont pas équivalentes.

4.1.3 Applications linéaires continues

Proposition 4.1.6. Soit (E, ‖ ‖E) et (F, ‖ ‖F ) deux K-espaces vectoriels normés.
Une application linéaire f : E → F est continue si et seulement si il existe
une constante M > 0 telle que

∀x ∈ E, ‖f(x)‖F ≤M ‖x‖E .

Preuve : ⇒ Si f est une application linéaire continue de E dans F , il existe
ρ > 0 tel que la boule fermée de E, Bf,E(0, ρ), soit incluse dans f−1 (Bf,F (0, 1)).
Pour x ∈ E \ {0}, le vecteur ρ

‖x‖E
x appartient à Bf,E(0, ρ) d’où

ρ

‖x‖E
‖f(x)‖F =

∥∥∥∥f ( ρ

‖x‖E
x

)∥∥∥∥
F

≤ 1.



60 Espaces vectoriels normés.

Il suffit de prendre M = 1
ρ
.

⇐ Si on a la constante M alors on a

∀x, y ∈ E, ‖f(y)− f(x)‖F = ‖f(y − x)‖F ≤M ‖y − x‖E

et l’application linéaire f est Lipschitzienne.

Corollaire 4.1.7. Toute application linéaire continue f : E → F est Lipschit-
zienne.

Une autre conséquence est qu’il n’y a pas de distinction entre équivalence
topologique et métrique pour les normes.

Corollaire 4.1.8. Deux normes sur un K-espace vectoriel E sont topologique-
ment équivalentes si et seulement si elle sont métriquement équivalentes.

Preuve : Deux normes sont topologiquement équivalentes si l’application Id
est bicontinue. Mais comme Id est linéaire cela entrâıne qu’elle est bilipschit-
zienne et donc que les normes sont métriquement équivalentes.

EXEMPLE 4.1.9. Exemple d’application linéaire non continue : Si on
munit C0 ([0, 1];R) de la norme ‖f‖1 =

∫ 1

0
|f(t)| dt alors la forme linéaire

f → f(0) n’est pas continue. En effet en prenant la même suite de fonctions
(fn)n∈N que dans l’exemple d) on a fn(0) = 1 tandis que ‖fn‖1 = 1

n+1
.

Définition 4.1.10. Les normes ‖ ‖E et ‖ ‖F étant fixées, on note L(E;F )
l’espace des applications linéaires continues de E dans F . On appelle dual
topologique de E et on note E ′ = L(E;K) l’espace des formes linéaires conti-
nues sur E.

Proposition 4.1.11. La quantité ‖f‖ = supx 6=0
‖f(x)‖F
‖x‖E

= sup‖x‖E=1 ‖f(x)‖F
est une norme sur L (E;F ).

Preuve : L’égalité ‖f‖ = 0 entrâıne f(x) = 0 pour x 6= 0 (et de plus f(0) = 0
car f est linéaire). L’homogénéité et l’inégalité triangulaire s’obtiennent faci-
lement :

‖λf‖ = sup
‖x‖E=1

‖λf(x)‖F = |λ| sup
‖x‖E=1

‖f(x)‖F = |λ| ‖f‖

et ‖f + g‖ = sup
‖x‖E=1

‖f(x) + g(x)‖F ≤ sup
‖x‖E=1

‖f(x)‖F + sup
‖x‖E=1

‖g(x)‖F

≤ ‖f‖+ ‖g‖ .

On a des propriétés similaires pour les applications bilinéaires et même multi-
linéaires (laissé en exercice).
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Proposition 4.1.12. Si (E1, ‖ ‖E1), (E2, ‖ ‖E2) et (F, ‖ ‖F ) sont trois K-
espaces vectoriels normés, une application bilinéaire Φ : E1 × E2 → F est
continue si et seulement si il existe une constante M > 0 telle que

∀x, y ∈ E1 × E2, ‖Φ(x, y)‖F ≤M ‖x‖E1 ‖y‖E2 .

Preuve : La démonstration est la même que pour le cas linéaire.

On termine avec une estimation de la norme de la composée de deux applica-
tions linéaire continues.

Proposition 4.1.13. Si (E, ‖ ‖E), (F, ‖ ‖F ) et (G, ‖ ‖G) sont trois K-espaces
vectoriels normés alors pour f ∈ L(E;F ) et g ∈ L(F ;G) la composée g ◦ f
appartient à L(E;G) et on a ‖g ◦ f‖ ≤ ‖g‖ ‖f‖.

Preuve : Il est clair que la composée g ◦ f est linéaire et continue. De plus
pour x ∈ E on a

‖g ◦ f(x)‖G = ‖g [f(x)]‖G ≤ ‖g‖ ‖f(x)‖F ≤ ‖g‖ ‖f‖ ‖x‖E ,

d’où la majoration de la norme de g ◦ f .

REMARQUE 4.1.14. Ce résultat dit en particulier que l’application :(f, g)→
g ◦ f est bilinéaire continue de L(E;F )× L(F ;G) dans L(E;G).

4.1.4 Algèbre normée

Définition 4.1.15. Si (A,+, .λ, ◦) est une algèbre sur K, on appelle norme
d’algèbre toute norme ‖ ‖ sur le K-espace vectoriel (A,+, .λ) qui vérifie

∀A,B ∈ A, ‖A ◦B‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖ .

On dit alors que (A, ‖ ‖) est une algèbre normée.

De la Proposition 4.1.13, on déduit immédiatement

Proposition 4.1.16. Si (E, ‖ ‖E) est un K-espace vectoriel normé alors L(E) =
L(E;E) muni de la norme ‖f‖ = sup‖x‖E=1 ‖f(x)‖E est une K-algèbre normée.

EXEMPLE 4.1.17. Dans Mn(K) toutes les normes ne sont pas des normes
d’algèbre. En effet ‖(aij)‖∞ = maxi,j∈{1,...,n} |aij| est une norme sur Mn(K)
mais ne vérifie pas l’inégalité des normes d’algèbre pour n > 1 : La matrice A
qui a des 1 partout a pour norme ‖A‖∞ = 1 et on a∥∥A2

∥∥
∞ = ‖nA‖∞ = n > 1 = ‖A‖∞ ‖A‖∞ .

En revanche les quantités

max
i∈{1,...,n}

n∑
j=1

|aij| et max
j∈{1,...,n}

n∑
i=1

|aij|

définissent des normes d’algèbre sur Mn(K) (cf. Exercice 100).
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4.2 Compacité et conséquences

dans les espaces vectoriels normés

C’est sur ce point qu’il y a une différence essentielle entre la dimension finie et
la dimension infinie. Le résultat positif en dimension finie peut toutefois être
utilisé pour obtenir des résultats en dimension infinie.

4.2.1 Dimension finie, dimE = n <∞

On commence par un petit lemme.

Lemme 4.2.1. Si (e1, . . . , en) est une base de E et si on lui associe la norme
‖x‖∞ = ‖

∑n
i=1 xiei‖∞ = maxi∈{1,...,n} |xi|, alors la boule unité fermée Bf (0, 1)

est compacte.

Preuve : L’isomorphisme d’espaces vectoriels : (x1, . . . , xn) ∈ Kn →
∑n

i=1 xiei ∈
E est un homéomorphisme (et même une isométrie bijective) de (Kn, ‖ ‖∞) sur
(E, ‖ ‖∞). On a vu que la boule unité fermée de Kn est compacte, il en est de
même de son image Bf (O, 1) ⊂ E.

Théorème 4.2.2. Dans un espace vectoriel de dimension finie E, dimE =
n <∞ :

a) Toutes les normes sont équivalentes.

b) Pour toute norme, les compacts sont les fermés bornés

c) Si (F, ‖ ‖F ) est un autre K-espace vectoriel normé (dimension quelconque),
toute application linéaire de E dans F est continue.

Preuve : 1) On prend (e1, . . . , en) une base de E et on lui associe la norme
‖ ‖∞ comme dans le Lemme 4.2.1. Si ‖ ‖ désigne une autre norme sur E, on a
pour x = x1e1 + · · ·+ xnen ∈ E

‖x‖ ≤
n∑
i=1

|xi| ‖ei‖ ≤

(
n∑
i=1

‖ei‖

)
‖x‖∞ = C ‖x‖∞ .

De plus cette dernière inégalité dit également que Id est continue de (E, ‖ ‖∞)
dans (E, ‖ ‖). Par conséquent la norme ‖ ‖ : (E, ‖ ‖∞) → R+ est continue.
Comme la sphère de rayon 1, S∞(0, 1) = {x ∈ E, ‖x‖∞ = 1} est un compact
de (E, ‖ ‖∞) (partie fermée du compactBf (0, 1)) et comme la fonction continue
‖ ‖ y est strictement positive, il existe δ > 0 tel que

∀x ∈ S∞(0, 1), ‖x‖ ≥ δ.

Pour x ∈ E non nul on a
∥∥∥ x
‖x‖∞

∥∥∥ ≥ δ et on en déduit

∀x ∈ E, δ ‖x‖∞ ≤ ‖x‖ ≤ C ‖x‖∞ .
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2) Comme toutes les normes sont (métriquement) équivalentes, les propriétés
de compacité et de fermé borné ne dépendent pas de la norme. Or les compacts
de (E, ‖ ‖∞) sont les fermés bornés de (E, ‖ ‖∞).
c) Si f est une application linéaire de E dans F , on a

‖f(x)‖F =

∥∥∥∥∥f
(

n∑
i=1

xiei

)∥∥∥∥∥
F

≤

(
n∑
i=1

‖f(ei)‖

)
‖x‖∞

et on conclut avec l’équivalence des normes.

REMARQUE 4.2.3. La première assertion a la conséquence pratique suivante.
Quand on veut faire un raisonnement topologique, utiliser la continuité, pas-
ser à la limite, . . .dans un K-espace vectoriel de dimension finie, il n’est pas
nécessaire de préciser la norme. On le fait quand vraiment on veut calculer ou
majorer très précisément une certaine quantité.

Corollaire 4.2.4. Si E est un K-espace vectoriel normé de dimension finie,
toutes les formes linéaires sont continues. Autrement dit le dual topologique E ′

s’identifie avec le dual algébrique E∗.

REMARQUE 4.2.5. L’exemple 4.1.9 montre que cela n’est plus vrai en dimen-
sion quelconque.

Corollaire 4.2.6. En dimension finie, tout sous-espace vectoriel est fermé.

Preuve : Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie et soit F
un sous-espace vectoriel de E. Ce sous-espace F peut être vu comme le noyau
de la projection π : E → E/F sur l’espace vectoriel quotient. Cette projection
est linéaire donc continue puisque E est de dimension finie (la norme sur E/F
étant quelconque). Mais dans ce cas F = ker(π) = π−1 ({0}) est un fermé.

4.2.2 Dimension infinie

Soit (E; ‖ ‖E) un K-espace vectoriel normé de dimension quelconque. Nous
commençons par donner une généralisation du Corollaire 4.2.6 qui repose sur
la compacité en dimension finie.

Proposition 4.2.7. Tous sous-espace vectoriel de dimension finie F est un
fermé de (E, ‖ ‖E).

Preuve : L’espace vectoriel normé (F, ‖ ‖E) est de dimension finie. Ses fermés
bornés sont donc compacts. Si (xn)n∈N est une suite de F qui converge dans E,
limn→∞ xn = lE ∈ E, elle est bornée dans (E, ‖ ‖E) et donc dans (F, ‖ ‖E). On
peut donc extraire une sous-suite (xnk)k∈N qui converge dans F , limk→∞ xnk =
lF ∈ F . Et comme E est séparé, on lE = limn→∞ xn = limk→∞ xnk = lF ∈ F
et ce pour tout suite de F ayant une limite lE dans E. F est fermé.
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Le résultat suivant dit que la boule unité fermée d’un espace vectoriel normé
n’est jamais compacte en dimension infinie.

Théorème 4.2.8. (Riesz) Si (E, ‖ ‖E) est un K-espace vectoriel normé, on
a équivalence entre :

a) Bf (0, 1) est compacte.

b) E est de dimension finie.

Preuve : a)⇐b) : Déjà fait.
a)⇒b) : On note B = Bf (0, 1). La famille

(
B(x, 1

2
)
)
x∈B donne un recouvrement

fini d’ouverts de B. Si B est compacte, il existe n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ B tels
que B ⊂ ∪ni=1 B(xi,

1
2
). On note F = Vect (xi, 1 ≤ i ≤ n) l’espace vectoriel

engendré par ces xi. C’est un sous-espace de dimension finie donc un fermé de
E. De plus l’inclusion précédente donne

B ⊂ F +
1

2
B ⊂ F +

1

2

(
F +

1

2
B

)
= F +

1

4
B

et par récurrence B ⊂ F + 1
2n
B pour tout n ∈ N. Autrement dit si x ∈ B on

peut trouver xn ∈ F tel que d(x, xn) = ‖x− xn‖ ≤ 1
2n

. On a donc d(x, F ) = 0

ce qui entrâıne x ∈ F et, puisque F est fermé, x ∈ F (cf. Exercice 16). Dans
ce cas E tout entier est inclus dans F qui est de dimension finie.

On a vu que les applications linéaires ne sont pas nécessairement continues.
D’où l’intérêt des résultats suivants qui répondent par l’affirmative dans cer-
tains cas.

Définition 4.2.9. Dans un espace vectoriel normé (E, ‖ ‖E) on dit qu’une
somme directe E = F ⊕ G est topologique si les projections ΠF,G : E → F et
ΠG,F : E → G données par ΠF,G(xF + xG) = xF et ΠG,F (xF + xG) = xG sont
continues. On dit aussi que G (resp. F ) est un supplémentaire topologique de
F (resp. G).

Compte tenu de la relation ΠF,G = Id−ΠG,F , il suffit qu’une des deux projec-
tions soit continue. De plus cela entrâıne que F = Ker ΠG,F et G = Ker ΠF,G

sont des sous-espaces fermés. C’est une condition nécessaire mais pas suffisante.
Il y a même des sous-espaces fermés qui n’ont aucun supplémentaire topolo-
gique (par exemple, l’espace des suites qui tendent vers 0 dans l∞(N;R)). On
a équivalence quand l’un des deux sous-espaces est de dimension finie

Proposition 4.2.10. Si E = F ⊕ G avec F fermé et G de dimension finie,
alors la somme directe est topologique.

Preuve : Il s’agit de vérifier que la projection ΠF,G est continue. Par l’absurde,
supposons que pour tout n ∈ N, il existe xn ∈ E tel que ‖xn‖E = 1 et
‖xnF‖E ≥ n avec xn = xnF +xnG, xnF ∈ F et xnG ∈ G. On pose alors fn = 1

‖xnF‖E
xnF
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et gn = 1

‖xnF‖E
xnG. On a

‖gn‖ =
1

‖xnF‖E
‖xn − xnF‖E ≤

‖xn‖E
‖xnF‖E

+ 1 =
1

‖xnF‖E
+ 1 ≤ 2.

La suite (gn)n∈N est une suite bornée de G qui est de dimension finie (c’est
un fermé et ses fermés bornés sont compacts). On peut donc extraire une
sous-suite qui converge dans G, limk→∞ g

nk = g ∈ G. On a alors

lim
k→∞

fnk = lim
k→∞

(
1

‖xnkF ‖E
x− gnk

)
= −g.

Comme F est fermé par hypothèse, on doit avoir −g ∈ F . Mais dans ce cas
g ∈ F ∩G = {0} et limk→∞ f

nk = 0, ce qui contredit ‖fnk‖E = 1.

Proposition 4.2.11. Une forme linéaire sur un espace vectoriel normé (E, ‖ ‖E)
est continue si et seulement si son noyau est fermé.

Preuve : Soit ϕ une forme linéaire sur E.
⇒ Si ϕ est continue alors Kerϕ = ϕ−1 ({0}) est un sous-espace vectoriel

fermé de E.
⇐ Si Kerϕ est un sous espace vectoriel fermé, on a deux cas :

a) Kerϕ = E et alors ϕ ≡ 0 est continue sur E.

b) Il existe u ∈ E tel que ϕ(u) 6= 0. On a alors E = Kerϕ ⊕ Ku (en effet

si x ∈ E, le vecteur x − ϕ(x)
ϕ(u)

u ∈ Kerϕ). On est dans la situation de la
Proposition 4.2.10 et la projection Π = ΠKu,Kerϕ est continue tandis que
l’application linéaire θ : Ku → K donnée par θ(λu) = λ est continue
(Ku est de dimension 1). En conséquence la forme linéaire ϕ est égale à
ϕ(u)θ ◦ Π. Elle est continue.

4.3 Espace vectoriel normé quotient

Si les sous-espaces vectoriels fermés n’ont pas nécessairement de supplémentaire
dans l’espace ambiant, les espaces quotients ont toutefois de bonnes propriétés.
On rappelle que si F est un sous-espace vectoriel de E, l’espace vectoriel quo-
tient E/F est donné par la relation d’équivalence (x ∼ y)⇔ (x− y ∈ F ). Les

classes d’équivalence ne sont rien d’autres que les sous-espaces affines
_̇
x = x+F

et en notant π : E → E/F la projection associée à cette relation d’équivalence,
on a π(x) = x+F ∈ E/F pour x ∈ E. On sait que pour que la topologie quo-
tient soit séparée les classes d’équivalence x + F doivent être fermées dans E
(cf. Proposition 1.8.7). L’hypothèse que F est fermé est donc toute naturelle.
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Proposition 4.3.1. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de (E, ‖ ‖), alors
la quantité ∥∥∥_̇x∥∥∥

E/F
= inf

f∈F
‖x− f‖

définit une norme sur E/F . De plus la topologie associée à cette norme est la
topologie quotient.

Preuve : Pour x ∈ E, la quantité inff∈F ‖x− f‖ n’est rien d’autre que
la distance d(x, F ). Elle ne dépend pas du choix de x dans sa classe car si

x′ ∈ _̇
x = x+ F on a

d(x′, F ) = inf
f∈F
‖x′ − f‖ = inf

f∈F
‖x− (x− x′ + f)‖ = d(x, x− x′+F ) = d(x, F ).

Il s’agit bien d’une application de E/F dans R+.

Vérifions que
∥∥∥_̇x∥∥∥

E/F
= d(x, F ) est bien une norme.

i) Pour x ∈ E et λ ∈ K∗, on a

∥∥∥λ_̇x∥∥∥
E/F

= d(λx, F ) = inf
f∈F
‖λx− f‖ = |λ| inf

f∈F

∥∥∥∥λx− 1

λ
f

∥∥∥∥
= |λ| d

(
x,

1

λ
F

)
= |λ|

∥∥∥_̇x∥∥∥
E/F

.

Pour λ = 0, on rappelle que 0.
_̇
x =

_̇

0.

ii) La distance d(x, F ) est nulle si et seulement si x appartient à F = F (cf.

Exercice 16), autrement dit si et seulement si
_̇
x =

_̇

0.

iii) Pour l’inégalité triangulaire, on prend deux vecteurs x1 et x2 de E et on
sait, par définition de ‖ ‖E/F , trouver pour ε > 0 arbitraire deux vecteurs
f1 ∈ F et f2 ∈ F tels que

‖xi − fi‖ ≤
∥∥∥_̇xi∥∥∥

E/F
+ ε.

On a alors avec l’inégalité triangulaire pour ‖ ‖∥∥∥ _̇x1 +
_̇
x2

∥∥∥ = inf
f∈F
‖x1 + x2 − f‖ ≤ ‖x1 + x2 − (f1 + f2)‖

≤ ‖x1 − f1‖+ ‖x2 − f2‖
∥∥∥ _̇x1

∥∥∥
E/F

+
∥∥∥ _̇x2

∥∥∥
E/F

+ 2ε.

On termine en faisant tendre ε vers 0.
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La quantité ‖ ‖E/F définit bien une norme sur E/F .

Comme F est fermé, on sait que l’application x ∈ E → d(x, F ) ∈ R+ est
continue. Par conséquent, l’image réciproque d’une boule ouverte de E/F par
la projection π : E → E/F est un ouvert de E. Il s’ensuit que la topologie
associée à la norme ‖ ‖E/F est moins fine que la topologie quotient. Inverse-

ment, si V est un voisinage de
_̇
x pour la topologie quotient de E/F , alors

π−1(V ) est un voisinage de x invariant par les translations parallèles à F .
Pour une boule ouverte dans E, B(x, ρ), incluse dans π−1(V ), l’invariance par
translation entrâıne que tout le cylindre

∪
f∈F

(f +B(x, ρ)) = {y ∈ E, d(y − x, F ) < ρ}

est inclus dans π−1(V ). En projetant cela donne{
_̇
y ∈ E/F,

∥∥∥_̇y − _̇
x
∥∥∥ < ρ

}
⊂ V

de telle sorte que V est un aussi voisinage de
_̇
x pour la topologie de la norme

‖ ‖E/F . La topologie quotient est moins fine que la topologie associée à la
norme ‖ ‖E/F . Les deux topologies cöıncident.
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Chapitre 5

Espaces métriques complets

Jusqu’à présent on pouvait parler de la convergence d’une suite seulement
quand on connaissait a priori la limite. La complétude qui est une notion
métrique permet de prédire l’existence d’une limite à partir de propriétés de la
suite. Dans tout ce chapitre on se placera dans le cadre d’un espace métrique
(X, d).

5.1 Suites de Cauchy, espaces métriques com-

plets, exemple fondamental

5.1.1 Suites de Cauchy

Définition 5.1.1. On dit qu’une suite (xn)n∈N d’un espace métrique (X, d) est
de Cauchy si elle vérifie

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀m,n ≥ Nε, d(xm, xn) ≤ ε.

Proposition 5.1.2. Une suite de Cauchy est toujours bornée.

Preuve : Il existe N1 tel que : ∀m,n ≥ N1, d(xm, xn) ≤ 1. En particulier on
a pour n ≥ N1, d(xn, xN1) ≤ 1 et en posant M = maxk<N1 d(xk, xN1) :

∀n ∈ N, d(xn, xN1) ≤ max{M, 1}.

L’argument suivant est très commode.

Proposition 5.1.3. Toute suite de Cauchy admettant une sous-suite conver-
gente converge.

69
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Preuve : Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy de (X, d) telle que limk→∞ xnk =
l ∈ X. Pour ε > 0 il existe Nε ∈ N et kε ∈ N tels que(

∀m,n ≥ Nε, d(xm, xn) ≤ ε

2

)
et
(
∀k ≥ kε, d(xnk , l) ≤

ε

2

)
.

On prend N ′ε = max{Nε, nkε} et on a pour n ≥ N ′ε

d(xn, l) ≤ d(xn, xnkε ) + d(xnkε , l) ≤ ε.

Ainsi limn→∞ xn = l.

5.1.2 Espace métrique complet

On commence par un résultat assez simple

Proposition 5.1.4. Toute suite convergente est de Cauchy.

Preuve : Soit (xn)n∈N une suite de (X, d) telle que limn→∞ xn = l ∈ X. Pour
ε > 0 il existe Nε ∈ N tel que d(xn, l) ≤ ε

2
pour n ≥ Nε. On a alors

∀m,n ≥ Nε, d(xm, xn) ≤ d(xm, l) + d(l, xn) ≤ ε

et la suite est de Cauchy.

Un espace métrique complet est un espace métrique ou la réciproque est vraie.

Définition 5.1.5. On dit que l’espace métrique (X, d) est complet si toute
suite de Cauchy converge.

5.1.3 Exemple fondamental

Théorème 5.1.6. R est complet.

Preuve : Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy de R. Elle est bornée : ∀n ∈
N, |xn| ≤ M . On peut donc extraire une sous-suite qui converge dans R
(puisque [−M,M ] est compact). Mais alors la Proposition 5.1.3 donne la
convergence de toute la suite.

REMARQUE 5.1.7. On peut faire une démonstration sans utiliser l’argument
de compacité et en revenant à la propriété de la borne supérieure de R. Il suffit
pour cela de montrer que les suites yn = infp≥n xp et zn = supp≥n xp sont des
suites adjacentes.

EXEMPLE 5.1.8. Q n’est pas complet. On peut approcher un irrationnel r ∈
R\Q par une suite de rationnels xn = pn

qn
. La suite (xn)n∈N est de Cauchy dans

R et donc dans Q. Elle ne converge pas dans Q puisque r 6∈ Q.
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5.1.4 Un autre exemple

Théorème 5.1.9. Si X est un ensemble et (X ′, d′) est un espace métrique
complet, alors Fb(X;X ′) muni de la distance d∞ de la convergence uniforme
est complet.

Preuve : Soit (fn)n∈N une suite de Cauchy de (Fb(X;X ′), d∞) :

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀m,n ≥ Nε, sup
x∈X

d′(fn(x), fm(x)) ≤ ε.

En particulier pour x ∈ X, la suite (fn(x))n∈N est de Cauchy dans (X ′, d′) qui
est complet et admet donc une limite dans X ′ que l’on note f(x).
On a ainsi défini une fonction f : X → X ′. Vérifions qu’elle est bornée sur X.
Il existe N1 ∈ N tel que d∞(fN1 , fn) ≤ 1 pour tout entier n ≥ N1. On a alors
pour y0 ∈ X ′ (on note également y0 la fonction constante X → X ′ associée)

∀x ∈ X, ∀n ≥ N1, d
′(y0, fn(x)) ≤ d′(y0, fN1(x)) + 1 ≤ d∞(y0, fN1) + 1

et en prenant la limite n→∞ (pour x ∈ X fixé) on obtient

∀x ∈ X, d′(y0, f(x)) ≤ d∞(y0, fN1) + 1

et f ∈ Fb(X;X ′).
Vérifions enfin que la suite (fn)n∈N converge vers f dans Fb(X;X ′) pour la
distance de la convergence uniforme d∞. Pour ε > 0 et x ∈ X, on a l’inégalité
d′(fn(x), fm(x)) ≤ ε pour m,n ≥ Nε. On prend la limite m→∞ à x ∈ X fixé
et on obtient

∀x ∈ X, ∀n ≥ Nε, d
′(fn(x), f(x)) ≤ ε,

ce qui s’écrit aussi, puisque Nε ne dépend pas de x, d∞ (fn, f) ≤ ε. Ainsi on a
limn→∞ d∞ (fn, f) = 0 et la suite (fn)n∈N converge dans (Fb(X;X ′), d∞).

REMARQUE 5.1.10. La démonstration ci-dessus procède d’une méthode assez
générale pour établir la complétude d’un espace métrique : 1) Identifier une
limite possible pour la suite de Cauchy (souvent en utilisant un résultat de
complétude connu et en faisant intervenir une topologie mieux connue) ; 2)
Vérifier que l’éventuelle limite est bien dans l’ensemble 3) Vérifier que la suite
converge bien vers cette limite pour la distance de départ. Pour 2) et 3) il
faut bien faire attention aux dépendances par rapport à ε (et x ∈ X pour des
espaces de fonctions) et travailler avec des inégalités larges (plus facile pour
passer à la limite).
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5.2 Propriétés des espaces complets

5.2.1 Fermés de complets

Proposition 5.2.1. Dans un espace métrique complet (X, d), les sous-espaces
complets sont les fermés.

Preuve : Soit F une partie d’un espace métrique complet (X, d).
⇐ Supposons F fermé. Si (xn)n∈N est une suite de Cauchy de (F, d), c’est une

suite de Cauchy de (X, d). Elle admet donc une limite dans X. Mais comme
F est fermé cette limite appartient à F .
⇒ Supposons (F, d) complet. Si une suite (xn)n∈N de F admet une limite
l ∈ X, alors elle est de Cauchy dans (X, d) et donc dans (F, d). Comme (F, d)
est complet elle converge dans F et comme (X, d) est séparé cela entrâıne
l ∈ F . F est fermé.

Corollaire 5.2.2. Si (X, T ) est un espace topologique et (X ′, d′) est un espace
métrique complet, l’espace C0

b (X;X ′) des fonctions continues bornées de X
dans X ′ muni de la distance d∞ de la convergence uniforme est complet.

Preuve : D’après le Théorème 1.5.26, c’est une partie fermée de l’espace
métrique complet (Fb(X;X ′), d∞). Il est donc complet.

Corollaire 5.2.3. Soit (X, d) un espace métrique. Une intersection quelconque
de sous-espaces complets est complète.

Preuve : L’intersection ∩i∈I Fi est une intersection de fermés donc un fermé
de l’espace complet (Fi0 , d). C’est un complet.

5.2.2 Union de complets et complétude des compacts

Pour ces deux cas, la complétude s’obtient en montrant la convergence d’une
sous-suite d’une suite de Cauchy.

Proposition 5.2.4. Soit (X, d) un espace métrique. Une union finie de sous-
espaces complets de (X, d) est complète.

Preuve : Soit (Ai)i∈{1,...,N} une famille finie de parties complètes de (X, d).
Si (xn)n∈N est une suite de Cauchy de (X, d), il existe i0 ∈ {1, . . . , N} et une
sous-suite (xnk)k∈N telle que xnk ∈ AiO pour tout k ∈ N. Dans ce cas la sous-
suite (xnk)k∈N est une suite de Cauchy de (Ai0 , d) qui est complet. On a trouvé
une sous-suite convergente et on conclut avec la Proposition 5.1.3.
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Proposition 5.2.5. Tout espace métrique compact est complet.

Preuve : Soit (xn)n∈N une suite de Cauchy d’un espace métrique compact
(X, d). On peut en extraire une sous-suite qui converge dans (X, d) et on
conclut avec la Proposition 5.1.3.

5.2.3 Produit d’espaces complets

Proposition 5.2.6. Un produit fini ou dénombrable d’espaces métriques com-
plets est complet.

Preuve : Le cas fini a déjà été traité dans le Théorème 5.1.9 puisque pour les
produits finis convergence simple (topologie produit) et convergence uniforme
cöıncident. Il reste à traiter le cas dénombrable. Soit (Xn, dn)n∈N une suite
d’espaces métriques complets. On note d la distance sur

∏
n∈NXn donnée par

d(x, y) =
∑
n∈N

2−n
dn(xn, yn)

1 + dn(xn, yn)

pour laquelle la topologie associée est la topologie produit. Soit (xk)k∈N une
suite de Cauchy de

(∏
n∈NXn, d

)
. Pour n ∈ N fixé et k, l ∈ N assez grands, on

a dn(xkn, x
l
n) ≤ 2nd(xk,xl)

1−2nd(xk,xl)
. Ainsi la suite (xkn)k∈N est de Cauchy dans (Xn, dn)

et donc converge dans Xn. Ainsi la suite (xk)k∈N converge pour la topologie de
la convergence simple dans

∏
n∈NXn, mais cette topologie n’est rien d’autre

que la topologie associée à d.

EXEMPLE 5.2.7. Ainsi Rn, Cn, Mn(R), Mn(C), tous les espaces vectoriels
normés de dimension finie et leurs parties fermées sont des espaces métriques
complets. Si on met la distance d sur RN comme ci-dessus, c’est un espace
métrique complet mais cette distance n’est pas associée à une norme (cf. Exer-
cice 116)

5.3 Espaces de Banach

On travaille avec le corps K = R ou C.

Définition 5.3.1. On appelle espace de Banach un K-espace vectoriel normé
complet.

On a vu au paragraphe précédent la

Proposition 5.3.2. Les K-espaces vectoriels de dimension finie sont des es-
paces de Banach.
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Proposition 5.3.3. Si (X, T ) est un espace topologique et (E, ‖ ‖E) est un es-
pace de Banach alors Fb (X;X ′) et C0

b (X;X ′) munis de la norme de la conver-
gence uniforme ‖f‖∞ = supx∈X ‖f(x)‖E sont des espaces de Banach.

Preuve : Déjà fait avec le Corollaire 5.2.2). Il suffit de prendre (X ′, d′) =
(E, ‖ ‖E).

EXEMPLE 5.3.4. L’espace C0 ([−1, 1];R) muni de ‖ ‖∞ est un espace de Ba-
nach. En revanche C0 ([−1, 1];R) muni de la norme ‖ ‖1 n’est pas complet. On
prend la suite (fn)n∈N donnée par fn(x) = 1 pour x ≤ 0, fn(x) = 1− (n+ 1)x
pour 0 ≤ x ≤ 1

n+1
et f(x) = 0 pour 1

n+1
≤ x ≤ 1

1 1
1

n+1

1

x

y

On a alors

‖fn − fm‖1 =

∫ 1

−1

|fn(x)− fm(x)| dx ≤ 1

2(n+ 1)
+

1

2(m+ 1)
≤ ε

pour m,n ≥ ε−1. La suite (fn)n∈N est de Cauchy mais ne peut pas converger
dans C0 ([−1, 1];R) pour la norme ‖ ‖1. Une fonction qui vaut 1 sur [−1, 0[ et
0 sur ]0, 1] n’est pas continue.

La complétude d’un espace vectoriel normé est très utile pour étudier la conver-
gence des séries.

Définition 5.3.5. Dans un K-espace vectoriel normé (E, ‖ ‖E) on dit qu’une
série

∑
n∈N xn est absolument convergente (ou normalement convergente) si∑

n∈N ‖xn‖E < +∞.

Dans la définition ci-dessus on ne dit pas que la série converge mais que la
série des normes converge. La convergence de la série est éventuellement une
conséquence du

Théorème 5.3.6. Un K-espace vectoriel normé (E, ‖ ‖E) est un espace de
Banach si et seulement si toute série absolument convergente converge dans
E, (∑

n∈N

‖xn‖E <∞

)
⇒

(∑
n∈N

xn ∈ E

)
.

Preuve : ⇒ Supposons (E, ‖ ‖E) complet. Soit (xn)n∈N une suite de E
telle que

∑
n∈N ‖xn‖E < ∞. Alors les sommes SN =

∑
n≤N xn vérifient pour
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M ≥ N

‖SM − SN‖E =

∥∥∥∥∥
M∑

n=N+1

xn

∥∥∥∥∥
E

≤
M∑

n=N+1

‖xn‖E .

Ainsi, la suite (SN)N∈N de Cauchy dans (E, ‖ ‖) et donc converge.
⇐ Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit (xn)n∈N

une suite de Cauchy de (E, ‖ ‖E). On peut extraire une sous-suite (xnk)k∈N
telle que : ∀k ∈ N,

∥∥xnk+1
− xnk

∥∥ ≤ 2−k (il suffit de prendre nk = N2−k). On
pose alors uk = xnk+1

− xnk pour k ∈ N et la série
∑

k∈N uk est absolument
convergente donc converge dans (E, ‖ ‖E) par hypothèse. Or on a xnk+1

−xn0 =∑k
j=0 uj et on en déduit que la sous-suite (xnk)k∈N converge dans (E, ‖ ‖E).

Avec la Proposition 5.1.3 on obtient limn→∞ xn = xn0 +
∑

k∈N uk.

5.4 Applications de la complétude

5.4.1 Un exemple avec les séries

On munit Mn(K), K = R ou C, d’une norme d’algèbre (par exemple ‖A‖ =
max
‖X‖∞=1

‖AX‖∞).

Proposition 5.4.1. Si f(z) =
∑

n∈N cnz
n est une série entière de rayon de

convergence R > 0, alors la série f(A) =
∑

n∈N cnA
n converge dès que ‖A‖ <

R.

Preuve : Puisque ‖ ‖ est une norme d’algèbre, on a pour n ∈ N, ‖cnAn‖ =
|cn| ‖An‖ ≤ |cn| ‖A‖n. Pour ‖A‖ < R, on a

∑
n∈N |cn| ‖A‖

n < +∞ et la série
f(A) =

∑
n∈N cnA

n est absolument convergente donc convergente.

EXEMPLE 5.4.2. Pour A ∈ Mn(K) on peut définir etA, eitA, cos(tA),. . .et
pour ‖A‖ < 1 (‖ ‖ norme d’algèbre), (Id +A)−1 et ln(Id +A).

5.4.2 Prolongement

Théorème 5.4.3. (Théorème de prolongement) Soit (X, d), (X ′, d′) deux
espaces métriques, avec (X ′, d′) complet et soit Y ⊂ X. Si une application
f : Y → X ′ est uniformément continue et si Y est dense dans X, alors f
admet un unique prolongement par continuité f̃ : X → X ′.

Preuve : D’après la Proposition 1.5.24, il s’agit de montrer que pour tout
x ∈ X la limite lim

y→x
y∈Y

existe dans X ′. Comme (X, d) est un espace métrique on

peut utiliser les suites (yn)n∈N de Y telles que lim
n→∞

yn = x ∈ X. Une telle suite
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est nécessairement de Cauchy dans (X, d) et donc dans(Y, d). Comme f est
uniformément continue, la suite image (f(yn))n∈N est de Cauchy dans (X ′, d′)
qui est complet. Par conséquent cette suite image (f(yn))n∈N converge dans
(X ′, d′) et ce pour toute suite (yn)n∈N de Y convergeant vers x. La Proposition
1.4.14 assure l’indépendance de la limite par rapport au choix de la suite et
nous dit que la limite lim

y→x
y∈Y

f(y) existe.

Comme on sait que les applications linéaires continues sont nécessairement
Lipschitziennes et donc uniformément continues, la version du théorème ci-
dessus dans les espaces vectoriels normés est

Corollaire 5.4.4. Si (E, ‖ ‖E) est un espace vectoriel normé, (F, ‖ ‖F ) est un
espace de Banach et si D est un sous-espace vectoriel dense de E, toute appli-
cation linéaire continue (D, ‖ ‖E) → (F, ‖ ‖F ) se prolonge en une application
linéaire continue de (E, ‖ ‖E) dans (F, ‖ ‖F ).

EXEMPLE 5.4.5. L’intégrale définie de C0([0, 1];R) dans R,
∫ 1

0
f(t) dt est

continue quand on munit C0([0, 1];R) de la norme ‖ ‖1. Comme C0([0, 1];R) est
dense dans (L1([0, 1];R), ‖ ‖1) qui est complet (cf. Cours d’Intégration). elle se
prolonge de manière unique en une application linéaire continue à L1([0, 1];R).

5.4.3 Point fixe des applications contractantes

Théorème 5.4.6. (Picard) Soit (X, d) un espace métrique complet. Si l’ap-
plication f : X → X est une application contractante

∀x, y ∈ X, d (f(y), f(x)) ≤ α d(y, x), α < 1,

alors elle admet un unique point fixe x ∈ X, f(x) = x. De plus toute suite
récurrente donnée par xn+1 = f(xn) et x0 ∈ X converge géométriquement vers
x

∀n ∈ N, d(xn, x) ≤ d(x0, x)αn.

Preuve : 1) Unicité : Supposons que x1, x2 ∈ x soient deux points fixes de f .
On a alors

d(x1, x2) = d(f(x2), f(x1)) ≤ αd(x2, x1).

L’inégalité (1− α)d(x1, x2) ≤ 0 avec α < 1 entrâıne x2 = x1.
2) Existence : On va construire x par une méthode d’approximation successive.
On considère une suite récurrente donnée par xn+1 = f(xn) avec x0 ∈ X. Pour
m,n ∈ N on a en supposant n ≥ m

d(xn, xm) ≤
n∑

k=m

d (xk+1, xk) =
n−1∑
k=m

d
[
fk(x1), fk(x0)

]
.
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La propriété de contraction avec α < 1 donne

d
[
fk(x1), fk(x0)

]
≤ αd

[
fk−1 (x1) , fk−1 (x0)

]
≤ αkd(x1, x0)

puis

d(xn, xm) ≤
n−1∑
k=m

αkd(x1, x0) ≤ αm

1− α
d(x1, x0).

Pour ε > 0, on prend Nε >
ln((1−α)ε/d(x0,x1))

ln(α)
et on a pour m,n ≥ ε, d(xm, xn) ≤

ε. La suite (xn)n∈N est de Cauchy dans (X, d). Elle admet une limite x ∈ X
qui doit vérifier puisque f est continue f(x) = x.
3) Convergence géométrique : Pour une suite récurrente donnée par xn+1 =
f(xn) et x0 ∈ X on a

∀n ∈ N, d(xn, x) = d [fn(x0), fn(x)] ≤ αnd(x0, x)

et la convergence vers x est géométrique de raison α.

5.5 Complété

Théorème 5.5.1. Si (X, d) est un espace métrique, il existe un espace métrique
(X̃, d̃) complet dont (X, d) est un sous-espace dense. Cet espace est unique à
isométrie près. On l’appelle le complété de (X, d).

Preuve : 1) Unicité : Supposons que (X, d) soit un sous-espace dense de
deux espaces métriques (X̃1, d̃1) (X̃2, d̃2) dont les distances d1 et d2 prolongent
d. Le plongement i2 : (X, d) → (X̃2, d̃2) est une isométrie. En particulier elle
est uniformément continue tandis que X est dense dans (X̃1, d̃1) et tandis que
(X̃2, d̃2) est complet. Elle se prolonge donc de façon unique en une isométrie de
i2 : (X̃1, d̃1)→ (X̃2, d̃2). De même l’isométrie i1 : (X, d)→ (X̃1, d̃1) a un unique

prolongement isométrique i1 de X̃2 dans X̃1. Enfin comme ĩ1◦ ĩ2
∣∣∣
X

= IdX , on a

par unicité du prolongement continu ĩ1 ◦ ĩ2 = IdX̃1
L’isométrie ĩ1 est surjective

donc une bijection isométrique de X̃2 sur X̃1. Les espaces (X̃1, d̃1) et (X̃2, d̃2)
sont identiques.
2) Existence : On considère CX l’ensemble des suites de Cauchy de (X, d). Si
x = (xn)n∈N et y = (yn)n∈N sont deux suites de Cauchy de X alors l’écart

|d(xn, yn)− d(xm, ym)| ≤ |d(xn, yn)− d(xn, ym)|+ |d(xn, ym)− d(xm, ym)|
≤ d(yn, ym) + d(xn, xm)

est plus petit que ε > 0 pour m,n ≥ Nε avec Nε assez grand puisque x et y
sont deux suites de Cauchy. Ainsi la suite (d(xn, yn))n∈N est de Cauchy dans
R et donc converge. On pose alors

∀x, y ∈ CX , δ(x, y) = lim
n→∞

d(xn, yn).
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Par passage à la limite, on a pour tout x, y, z ∈ CX

δ(y, x) = δ(x, y) et δ(x, z) ≤ δ(x, y) + δ(y, z).

Afin de définir une distance à partir de δ, on met sur CX la relation d’équivalence

(xRy)⇔ (δ(x, y) = 0)⇔
(

lim
n→∞

d(xn, yn) = 0
)
,

et on prend pour X̃ l’ensemble quotient CX
/
R et pour d̃ la fonction

d̃ : X̃ × X̃ → R+

(
_̇
x,

_̇
y )→ d̃(

_̇
x,

_̇
y ) = δ(x, y).

La quantité δ(x, y) ne dépend pas du choix de x dans la classe d’équivalence
_̇
x et du choix de y dans sa classe

_̇
y grâce à l’inégalité triangulaire. Il reste à

vérifier que (X̃, d̃) est un espace métrique complet dans lequel X est inclus et
dense.

a) d̃ est une distance sur X̃. La symétrie et l’inégalité triangulaire sont héritées

de δ et l’équivalence
(
d̃(
_̇
x,

_̇
y ) = 0

)
⇔
(
_̇
x =

_̇
y
)

vient du passage au

quotient.

b) X ⊂ X̃ : Pour a ∈ X on considère la suite constante x[a] = (xn = a)n∈N qui

est un élément de CX et on identifie a et
_̇

x[a]. De plus le plongement de

(X, d) dans (X̃, d̃) est isométrique puisque d̃(
_̇

x[a],
_̇

x[b]) = δ(x[a], x[b]) =
d(a, b).

c) Soit (
_̇

xn)n∈N une suite de Cauchy de (X̃, d̃). En prenant des représentants
cela revient à considérer une suite (xn)n∈N de CX telle que

∀ε > 0, ∃Nε ∈ N, ∀m,n ≥ Nε, δ(x
m, xn) ≤ ε.

i) Pour n ∈ N fixé xn = (xnk)k∈N est une suite de Cauchy de X et il existe
kn ∈ N tel que : ∀k, k′ ≥ kn, d(xnk , x

n
k′) ≤ 1

n+1
. Procédé diagonal :

On considère la suite x = (xnkn)n∈N de X.

ii) x ∈ CX : Pour m,n, k ∈ N, on écrit

d(xn, xm) = d
(
xnkn , x

m
km

)
≤ d(xnkn , x

n
k) + d(xnk , x

m
k ) + d(xmk , x

m
km)

et en prenant k ≥ max{kn, km},

d(xn, xm) ≤ 1

n+ 1
+

1

m+ 1
+ d(xnk , x

m
k ).
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Pour ε > 0 il existe Nε tel que δ(xn, xm) ≤ ε
4

pour m,n ≥ Nε. Pour
de tels m et n on a alors par définition de δ, d(xnk , x

m
k ) ≤ ε

2
pour k

assez grand. Ainsi, on obtient

d(xn, xm) ≤ 1

n+ 1
+

1

m+ 1
+
ε

2

et on peut trouver N ′ε ∈ N tel que d(xn, xm) ≤ ε pour m,n ≥ N ′ε.

iii)
_̇
x = limn→∞

_̇

xn : Il suffit de montrer limn→∞ δ(x
n, x) = 0. Pour

n, j ∈ N on a

d(xnj , xj) ≤ d(xnj , xn) + d(xn, xj) = d
(
xnj , x

n
kn

)
+ d(xn, xj).

Soit ε > 0. Avec les notations précédentes, on a pour n ≥ N ′ε et
j ≥ max{kn, N ′ε}

d(xnj , xj) ≤
1

n+ 1
+ ε.

En prenant la limite quand j →∞ on obtient

∀n ≥ N ′ε, δ(x
n, x) = lim

j→∞
d(xnj , xj) ≤

1

n+ 1
+ ε.

Et en prenant n ≥ N ′′ε avec N ′′ε assez grand cela donne δ(xn, x) ≤ 2ε.

d) X est dense dans (X̃, d̃) : Si
_̇
x est un élément quelconque de X̃, on prend

un représentant x = (xn)n∈N dans CX et on considère la suite de suites
constantes (x[xn])n∈N (la classe de la suite constante x[a] ∈ CX s’identi-
fiant avec l’élément a de X). On a alors

δ (x[xn], x) = lim
k→∞

d(xn, xk) ≤ ε

pour tout ε > 0 et n ≥ Nε. On a donc limn→∞ xn = limn→∞
_̇

x[xn] =
_̇
x

dans (X̃, d̃).

REMARQUE 5.5.2. On a vu que C0 ([0, 1];R) muni de la norme ‖f‖1 =∫ 1

0
f(t) dt n’est pas complet (cf. Exemple 5.3.4). Le Théorème ci-dessus dit de

façon abstraite qu’il existe un complété. Un objectif de la Théorie de la Mesure
et de l’Intégration est d’identifier ce complété comme un espace de ”fonctions”.
Le résultat (cf. cours d’Intégration) est que ce complété est L1([0, 1], dx), l’es-
pace des fonctions intégrables quotienté par la relation d’équivalence ”égalité
presque partout”.
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Chapitre 6

Propriétés des espaces de
fonctions continues

Si (X, T ) est un espace topologique compact, on peut munir C0(X;K) de la
norme de la convergence uniforme ‖f‖∞ = supx∈X |f(x)| (où le sup est en fait
un max). Dans ce chapitre, nous présentons deux résultats topologiques, de
densité (Théorème de Stone-Weierstrass) et de compacité (Théorème d’Ascoli),
sur des familles de fonctions continues. Il s’agit de résultats classiques qui ont
de nombreuses conséquences et applications.

6.1 Théorème de Stone-Weierstrass

Soit (X, T ) un espace topologique compact. On sait que (C0(X;K) muni des
opérations +, .λ,× et de la topologie de la convergence uniforme associée à
la norme ‖ ‖∞) est une algèbre de Banach. Une question se pose au sujet de
la densité de ses sous-algèbres : Sont-elles denses ? Par exemple : Peut-on ap-
procher uniformément toute fonction continue : [0, 1] → R par des fonctions
polynômes (les fonctions polynômes forment une sous-algèbre de C([0, 1];K)) ?
Peut-on approcher toute fonction continue périodique par des polynômes tri-
gonométriques. . .Le Théorème de Stone-Weierstrass apporte une réponse assez
générale à cette question.

6.1.1 Enoncé et conséquences

Le résultat de base porte sur les fonctions continues à valeurs réelle puisque la
démonstration utilise de façon cruciale la relation d’ordre sur R. La généralisation
au cas complexe donnée en corollaire s’obtient en décomposant en partie réelle
et imaginaire.
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Théorème 6.1.1. (Stone-Weierstrass) Soit A une sous-algèbre de C0 (X;R)
vérifiant

1) A sépare les points, i.e : Pour tout couple de points distincts (x, y) ∈ X×X,
x 6= y, il existe une fonction f ∈ A telle que f(x) 6= f(y).

2) Pour tout x ∈ X, il existe une fonction f ∈ A telle que f(x) 6= 0.

Alors A est dense dans (C0(X;R), ‖ ‖∞) : A
‖ ‖∞ = C0(X;R).

Corollaire 6.1.2. Si K est une partie compacte de Rn, R[X1, . . . , Xn] est
dense dans (C0(K;R), ‖ ‖∞).

Preuve : L’algèbre des polynômes sur R à n variables définit bien une
sous-algèbre de C0(K;R) en associant à tout polynôme P ∈ R[X1, . . . , Xn] la
fonction polynôme P (x) = P (x1, . . . , xn) qui dépend continûment de x ∈ K.
Vérifions les hypothèses du Théorème 6.1.1
1) Pour x, y ∈ K distincts, il existe i ∈ {1, . . . , n} tel que xi 6= yi. On prend
P = Xi et on a Xi(x) = xi 6= yi = Xi(y).
2) Pour x ∈ K, on a 1(x) = 1 6= 0 avec 1 ∈ R[X1, . . . , Xn].

Corollaire 6.1.3. Si A est une sous-algèbre de C (X;C) vérifiant

1) A sépare les points.

2) Pour tout x ∈ X, il existe une fonction f ∈ A telle que f(x) 6= 0.

3) A est globalement invariant par conjugaison complexe : Pour une fonction
f ∈ A, la fonction complexe-conjuguée f est aussi élément de A.

Alors A est dense dans (C0(X;C); ‖ ‖∞).

Preuve : L’idée est tout simplement de se ramener au cas réel en s’appuyant
sur la condition 3). On note Ar = A ∩ C0(X;R). Pour tout f ∈ A, la partie
réelle Re f = 1

2
(f + f) et la partie imaginaire Im f = 1

2i
(f − f) appartiennent

à Ar (puisque f ∈ A). De plus comme A vérifie les hypothèses 1) et 2), on
s’assure que Ar vérifie 1) et 2) en considérant Re f ou Im f . Le Théorème de

Stone-Weierstrass 6.1.1 réel, nous dit que dans ce cas Ar
‖ ‖∞ = C0(X;R).

Soit g ∈ C0(X;C), on écrit g = Re g + i Im g et on approche en norme de la
convergence uniforme Re g ∈ C0(X;R) et Im g ∈ C0(X;R) par des éléments
de Ar

Re g = lim
n→∞

fn,R et Im g = lim
n→∞

fn,I .

On a alors la convergence uniforme limn→∞(fn,R+ ifn,I) = g avec fn,R+ ifn,I ∈
A. On a donc A

‖ ‖∞ = C0(X;C).

Corollaire 6.1.4. Si K est un compact de Cn, alors C[X1, . . . , Xn, X1, . . . , Xn]
est dense dans C0(X;C).
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Preuve : Comme pour le Corollaire 6.1.2, C[X1, . . . , Xn, X1, . . . , Xn] définit
bien une sous-algèbre de C0(X;C) si on associe à P ∈ C[X1, . . . , Xn, X1, . . . , Xn]
la fonction continue sur K, P (x, x) = P (x1, . . . , xn, x1, . . . , xn). Les hypothèses
1) et 2) se vérifient de la même manière.
Pour l’hypothèse 3), il est clair que si f(x) = P (x, x) ∈ C[X1, . . . , Xn, X1, . . . , Xn]
alors sa fonction complexe conjuguée f(x) = f(x) = P (x, x) appartient aussi
à C[X1, . . . , Xn, X1, . . . , Xn].

REMARQUE 6.1.5. Il est absolument nécessaire de prendre des polynômes des
deux variables x et x. Non seulement, on en a besoin dans la démonstration
mais de plus on voit facilement que la densité est fausse pour l’algèbre des
fonctions polynômes de la seule variable x ∈ Cn. Ainsi, si on prend pour K = D
le disque unité fermé du plan complexe C, on sait que les limites uniformes
de polynômes sur D sont des fonctions continues sur D et holomorphes à
l’intérieur de D, ce qui est loin de représenter toutes les fonctions continues
sur D.

Corollaire 6.1.6. On note S1 le cercle unité dans C. Alors l’algèbre des po-
lynômes trigonométrique Vect

(
einθ, n ∈ Z

)
est dense dans C0(S1;C).

Preuve : On note D = {z ∈ C, |z| ≤ 1} le disque unité dont S1 est la
frontière. Pour f ∈ C0(S1;C) on introduit la fonction f̃ définie sur D par

f̃(z) = |z| f
(
z
|z|

)
pour z ∈ D \{0} et f̃(0) = 0. Il est clair que f̃ ∈ C0(D,C) et

on peut l’approcher uniformément sur D par une suite de polynômes de (z, z)
d’après le Corollaire 6.1.4 :f̃ = limm→∞ Pm(z, z). On a alors la convergence
uniforme sur S1 ⊂ D, f(θ) = f̃(θ) = limm→∞ Pm

(
eiθ, e−iθ

)
. (On peut faire

une autre démonstration en s’appuyant directement sur le Corollaire 6.1.3.)

REMARQUE 6.1.7. Le résultat ci-dessus dit tout simplement que toute fonc-
tion continue périodique sur R à valeurs dans C (ou R) peut s’approcher de
façon uniforme par une suite de polynômes trigonométriques. En effet les fonc-
tions continues sur le cercle unité ne sont rien d’autre que les fonctions conti-
nues sur R périodiques de période 2π (cf. Exemple 1.8.6).

6.1.2 Démonstration du théorème

Nous allons démontrer le Théorème de Stone-Weierstrass dans le cas réel.
Nous nous restreignons donc ici au cas des fonctions à valeurs réelles. La
démonstration se fait essentiellement en trois étapes. Nous commençons par le
cas d’une fonction continue bien particulière sur le compact [−1, 1].

Lemme 6.1.8. Sur [−1, 1], on peut approcher uniformément la fonction | |
par une suite de polynômes Pn ∈ R[X] tels que Pn(0) = 0 pour n ∈ N.
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Preuve : Pour n ∈ N on pose ε = 1
6(n+1)

et on a

∀x ∈ [−1, 1] , 0 ≤ (x2 + ε2)
1
2 − |x| = ε2

(x2 + ε2)1/2 + |x|
≤ ε.

On pose ensuite u = x2−1
1+ε2

de telle sorte que
√
x2 + ε2 =

√
1 + ε2 + (x2 − 1) =√

1 + ε2
√

1 + u avec |u| ≤ 1
1+ε2

. On sait que la fonction u →
√

1 + u admet

un développement en série entière
∑

k∈N αku
k qui a pour rayon de convergence

1. En particulier on a convergence uniforme dans le disque de rayon 1
1+ε2

. Il

existe donc Nε ∈ N tel que QNε(u) =
∑Nε

k=0 αku
k vérifie∣∣∣√1 + u−QNε(u)

∣∣∣ ≤ ε, pour |u| ≤ 1

1 + ε2
.

On a alors

∀x ∈ [−1, 1] ,

∣∣∣∣√x2 + ε2 −
√

1 + ε2QNε

(
x2 − 1

1 + ε2

)∣∣∣∣ ≤ √1 + ε2ε ≤ 2ε.

En particulier pour x = 0, on en déduit
√

1 + ε2
∣∣QNε

( −1
1+ε2

)∣∣ ≤ 2ε + ε = 3ε.

En rappelant que l’on a choisi ε = 1
6(n+1)

, on prend

Pn(x) =
√

1 + ε2

[
QNε

(
x2 − 1

1 + ε2

)
−QNε

(
−1

1 + ε2

)]
.

C’est un polynôme en x vérifiant Pn(0) = 0 et

∀x ∈ [−1, 1] , ||x| − Pn(x)| ≤ ε+ 2ε+ 3ε =
1

n+ 1
.

Proposition 6.1.9. Toute sous-algèbre fermée A de C0(X;R) est réticulée,
i.e. : Pour deux éléments quelconques f et g de A, les fonctions max {f, g} et
min {f, g} appartiennent à A.

Preuve : En remarquant que par hypothèseA est une algèbre et que max {f, g} =
1
2

(|f + g|+ |f − g|) et min {f, g} = 1
2

(|f + g| − |f − g|), il suffit de vérifier que

pour f ∈ A la fonction |f | appartient aussi à A. De plus, quitte à prendre f
‖f‖∞

on peut supposer ‖f‖∞ ≤ 1.
Dans ce cas (‖f‖∞ ≤ 1), le Lemme 6.1.8 nous donne pour tout n ∈ N un

polynôme Pn(t) =
∑dn

k=1 akt
k, a0 = 0, tel que

sup
x∈X
||f | (x)− Pn(f)(x)| = sup

x∈X
||f(x)| − Pn [f(x)]| ≤ sup

t∈[−1,1]

||t| − Pn(t)| ≤ 1

n+ 1
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où Pn(f) = a1f + a2f × f + · · ·+ adnf
dn fois
× . . .× f est un élément de l’algèbre A.

Ainsi la fonction |f | = limn→∞ Pn[f ] s’écrit comme une limite uniforme d’une
suite d’éléments de A. Comme A est par hypothèse fermée, on en conclut que
|f | appartient à A.

Le dernier résultat relie adhérence pour la topologie de la convergence uniforme
et adhérence pour une variante de la topologie de la convergence simple (par
bipoints), bien sûr avec une hypothèse supplémentaire qui consiste à se limiter
aux parties réticulées. On utilise ici de façon cruciale la compacité de (X, T ).

Proposition 6.1.10. Si R est une partie réticulée de C0(X;R), on a l’équivalence(
g ∈ R‖ ‖∞

)
⇔
(
∀x, y ∈ X, (g(x), g(y)) ∈ {(f(x), f(y)) , f ∈ R}

R
2)
.

Preuve : ⇒ La convergence uniforme implique la convergence simple.
⇐ C’est ici que la compacité sert. Soit g vérifiant la propriété de droite. Pour

(x, y) ∈ X ×X, il existe fxy ∈ R telle que

|g(x)− fxy(x)| < ε et |g(y)− fxy(y)| < ε.

Posons ωxy = {z ∈ X, g(z)− ε < fxy(z) < g(z) + ε}. Comme fxy− g est conti-
nue ωx,y est un ouvert (qui contient x et y). Pour x fixé, l’union ∪y∈X ωxy est
un recouvrement fini de X et on peut en extraire un sous-recouvrement fini
∪ni=1 ωxyi . Mais alors la fonction fx = mini∈{1,...,n} fxyi appartient à R puisque
R est réticulée. On a de plus

∀z ∈ X, fx(z) = fxyiz (z) < g(z) + ε

et fx(x) = fxyix (x) > g(x)− ε,

où iz ∈ {1, . . . , n} désigne un indice où le minimum définissant fx(z) est atteint.
On pose ωx = {z ∈ X, fx(z) = g(z)− ε}. C’est un ouvert qui contient x. Du
recouvrement ∪x∈X ωx, on peut extraire un sous-recouvrement fini ∪mi=1 ωxi .
On prend alors l’élément de R, f = maxi∈{1,...,m} fxi , et on a

∀z ∈ X, g(z)− ε < fxiz (z) = f(z) < g(z) + ε.

On a trouvé f ∈ R telle que ‖f − g‖∞ ≤ ε.

Fin de la démonstration du Théorème 6.1.1 : Si A est une algèbre,
R = A est une algèbre fermée donc réticulée. On a(

g ∈ R = A
)
⇔
(
∀x, y ∈ X, (g(x), g(y)) ∈

{
(f(x), f(y)) , f ∈ A

}R2
)
.

Soit g ∈ C0(X;R). On considère d’abord le cas de deux points x, y ∈ X
distincts, x 6= y. On sait qu’il existe ϕ ∈ A telle que ϕ(x) 6= ϕ(y), ϕ(x) 6= 0 et
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ϕ(y) 6= 0 (on utilise ici les hypothèses 1) et 2) et il est facile de construire le
même ϕ pour ces deux conditions par combinaison linéaire). On prend f ∈ A
sous la forme f = αϕ + βϕ2 et on résout

f(x) = αϕ(x) + βϕ(x)2 = g(x)

f(y) = αϕ(y) + βϕ(y)2 = g(y).

Le déterminant de ce système vaut ϕ(x)ϕ(y)2−ϕ(x)2ϕ(y) = ϕ(x)ϕ(y) (ϕ(x)− ϕ(y))
qui est non nul. Le système admet une solution unique (α, β) ∈ R2 et on peut
trouver f ∈ A telle que f(x) = g(x) et f(y) = g(y). Enfin dans le cas y = x

on prend tout simplement f = g(x)
ϕ(x)

ϕ ∈ A.

Pour tout (x, y) ∈ X ×X, on sait trouver f ∈ A ⊂ A telle que (g(x), g(y)) =
(f(x), f(y)). On en conclut que g ∈ A et ce pour tout g ∈ C0(X;R).

6.2 Théorème d’Ascoli

Pour (X, d) espace métrique compact et (X ′, d′) espace métrique, l’ensemble
C0(X;X ′) des fonctions continues muni de la distance d∞ de la convergence
uniforme est un espace métrique. Et si (X ′, d′) = (E, ‖ ‖) est un K-espace
vectoriel, c’est un espace vectoriel normé de dimension infinie (sauf cas très
particulier ou X est fini ou X ′ = {0}).
La question que l’on se pose est l’identification des parties compactes de
(C0(X;X ′); d∞). Avec le Théorème de Riesz 4.2.8 dans le cas où (X ′, d′) =
(E, ‖ ‖), on sait que les fermés bornés ne conviennent pas. Ainsi il ne suffit pas
de majorer uniformément les fonctions.

6.2.1 Condition nécessaire à la compacité

Soit (X, d) un espace métrique compact et (X ′, d′) un espace métrique. On
considère une partie compacte K de C0(X;X ′).
Pour tout x ∈ X, l’application C0(X;X ′) 3 f → f(x) ∈ X ′ est continue. On
en déduit que l’ensemble {f(x), f ∈ K} est compact (image d’un compact par
une application continue).

Définition 6.2.1. Soit (X, d) est un espace métrique compact et (X ′, d′) un
espace métrique. On dit qu’une partie E de C0(X;X ′) est ponctuellement
(relativement1) compacte si pour tout x ∈ X, l’ensemble {f(x), f ∈ E} est
(relativement) compact dans (X ′, d′).

1On rappelle qu’une partie est relativement compacte si son adhérence est compacte (cf.
Définition 3.3.5).
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De plus, comme K est un compact de l’espace métrique (C0(X;X ′), d∞), pour
ε > 0 arbitrairement petit, on peut trouver Nε boules de rayon ε/3, B(fi, ε/3),
i ∈ {1, . . . , Nε}, telles que K ⊂ ∪Nεi=1 B(fi, ε/3) (conséquence de la compacité
et du Lemme de la maille 3.2.3). De plus, chaque fi est uniformément continue
sur le compact X (Théorème de Heine 3.4.5) :

∃αi > 0, ∀x, y ∈ X, (d(x, y) ≤ αi)⇒ ( d′ (fi(x), fi(y)) ≤ ε/3)

d’où l’on tire pour tout f ∈ B(fi, ε/3)

∀x, y ∈ X, d(x, y) ≤ αi,

d′ (f(x), f(y)) ≤ d′ (f(x), f(xi)) + d′ (fi(x), fi(y)) + d′ (fi(y), f(y)) ≤ ε.

En prenant α = mini∈{1,...,Nε} αi, on obtient une uniforme continuité

∀x, y ∈ X, (d(x, y) ≤ α)⇒ (∀f ∈ K, d′(f(x), f(y)) ≤ ε) ,

qui est uniforme par rapport à f ∈ K (le α ne dépend plus de f). Cela nous
conduit à la définition suivante.

Définition 6.2.2. Pour deux espaces métriques (X, d) et (X ′, d′), on dit qu’une
partie E de C0(X;X ′) est équicontinue sur X, (ou encore également uni-
formément continue sur X) si

∀ε > 0, ∃α > 0, ∀x, y ∈ X, (d(x, y) ≤ α)⇒ (∀f ∈ E, d′(f(x), f(y)) ≤ ε) .

Le raisonnement précédent nous donne une condition nécessaire à la compacité
dans C0(X,X ′).

Proposition 6.2.3. Soit (X, d) un espace métrique compact et (X ′, d′) un es-
pace métrique. Les parties compactes K de (C0(X;X ′), d∞) sont nécessairement
équicontinues et ponctuellement compactes.

Il est clair que la propriété d’équicontinuité est transmise à toute partie du
compact K. On a donc aussi la variante suivante pour les parties relativement
compactes.

Corollaire 6.2.4. Soit (X, d) est un espace métrique compact et (X ′, d′) un
espace métrique. Les parties relativement compactes E de (C0(X;X ′), d∞) sont
nécessairement équicontinues et ponctuellement relativement compactes.

6.2.2 Condition nécessaire et suffisante

On va voir que les propriétés d’équicontinuité et de (relative) compacité ponc-
tuelle sont suffisantes. La relative compacité est plus commode dans le sens
où les parties d’une partie équicontinue sont équicontinues et où la relative
compacité se transmet au sous-ensembles.
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Théorème 6.2.5. Soit (X, d) est un espace métrique compact et (X ′, d′) est
un espace métrique. Une partie E de C0(X;X ′) est relativement compacte pour
la topologie de la convergence uniforme si et seulement si elle est équicontinue
et ponctuellement relativement compacte.

REMARQUE 6.2.6. Une façon d’énoncer ce théorème est de dire qu’une famille
de fonctions continues est relativement compacte si (et seulement) on sait
contrôler uniformément leurs valeurs et leurs oscillations.

Preuve : Soit E une partie équicontinue, ponctuellement relativement com-
pacte de C0(X;X ′). On veut montrer que son adhérence E est un compact
de l’espace métrique (C0(X;X ′), d∞). Autrement dit, on veut montrer que de
toute suite (fn)n∈N de E, on peut extraire une sous-suite qui converge uni-
formément sur X vers f ∈ C0(X;X ′).
Soit (fn)n∈N une suite de fonctions continues de X dans X ′. Comme (X, d)
est un espace métrique compact, il est séparable (cf. Corollaire 3.2.5). Soit
D = {xk, k ∈ N} un ensemble dénombrable dense. Pour chaque k ∈ N, la
suite (fn(xk))n∈N reste dans un compact Kk de (X ′, d′). Ainsi la suite des res-

trictions
(
fn
∣∣∣
D

)
n∈N

peut être vue comme une suite du compact métrisable∏
k∈NKk. On peut donc en extraire une sous-suite (fnl)l∈N qui converge ponc-

tuellement sur D (cf. Théorème de Tychonoff 3.3.8 dans le cas métrisable).
Etudions maintenant la convergence cette sous-suite en un point arbitraire
x ∈ X. Par hypothèse l’adhérence dans (X ′, d′) de {f(x), f ∈ E} est com-
pacte donc complète (cf. Proposition 5.2.5). Pour que la sous-suite (fnl(x))l∈N
ait une limite f(x) ∈ X ′, il suffit donc de vérifier que cette sous-suite est de
Cauchy. Soit ε > 0. Comme la partie E est équicontinue on sait que pour
α > 0 assez petit on a

∀x, y ∈ X, d(x, y) ≤ α, ∀l ∈ N, d′ (fnl(y), fnl(x)) ≤ ε/3.

Puisque D est dense dans X, on prend xk ∈ D tel que d(x, xk) ≤ α. Comme
la suite (fnl(xk))l∈N converge dans X ′, elle est de Cauchy et on peut trouver
Lε,k tel que

∀l, l′ ≥ Lε,k, d
′ (fnl(xk), f

nl′ (xk)) ≤ ε.

On majore d′ (fnl(x), fnl′ (x)) par

d′ (fnl(x), fnl(xk))
≤ε/3

+ d′ (fnl(xk), f
nl′ (xk))

≤ε/3
+ d′ (fnl′ (xk), f

nl′ (x))
≤ε/3

et on obtient
∀l, l′ ≥ Lε,k, d

′ (fnl(x), fnl′ (x)) ≤ ε.

Ainsi la sous-suite (fnl(x))l∈N converge dans (X ′, d′) pour tout x ∈ X. On note
f(x) sa limite.
Il reste à vérifier que la convergence de (fnl)l∈N vers f a lieu uniformément
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par rapport à x ∈ X. Pour ε > 0 fixé, en utilisant les notations ci-dessus,
on sait qu’il existe un entier N tel que X ⊂ ∪Nk=0 B(xk, α) (∪k∈NB(xk, α)
forme un recouvrement de X qui est supposé compact). On prend alors Lε =
maxk∈{0,...,N} Lε,k et on a

∀l, l′ ≥ Lε, ∀x ∈ X, d′ (fnl(x), fnl′ (x)) ≤ ε.

On passe à la limite l′ →∞ et on obtient

∀l ≥ Lε, d∞ (fnl , f) ≤ ε.

La sous-suite (fnl)l∈N converge uniformément vers f ∈ C0(X;X ′).

Corollaire 6.2.7. Si de plus (X, d) est connexe par arc et si (X ′, d′) est un
K-espace vectoriel de dimension finie (K = R ou C) alors il suffit que E ∈
C0(X;X ′) soit équicontinue et que pour un x0 ∈ X l’ensemble {f(x0), f ∈ E}
soit borné pour que E soit relativement compacte dans (C0(X;X ′), ‖ ‖∞).

Preuve : Dans un K-espace vectoriel de dimension finie les parties relative-
ment compactes sont les parties bornées. Il s’agit donc de vérifier que pour tout
x ∈ X, l’ensemble {f(x), f ∈ E} est borné. Comme X est supposé connexe
par arc il existe pour tout x ∈ X un chemin γ ∈ C0([0, 1];X) reliant x0 à x.
Cette application γ : [0, 1] → X est en particulier uniformément continue et
pour tout α > 0 il existe N ∈ N∗ tel que

∀t, t ∈ [0, 1],

(
|t− t′| ≤ 1

N

)
⇒ (d(γ(t), γ(t′)) ≤ α) .

Avec l’équicontinuité de E, on sait trouver α > 0 tel que

∀x, y ∈ X, (d(x, y) ≤ α)⇒ (∀f ∈ E, d′ (f(x), f(y)) ≤ 1) .

On a alors en fixant une origine A ∈ X ′

∀f ∈ E, d′ (A, f(x)) ≤ d′ (A, f(x0)) + d′ (f(x0), f(x))

≤ d′ (A, f(x0)) +
N−1∑
k=0

d′
(
f ◦ γ

(
k

N

)
, f ◦ γ

(
k + 1

N

))
≤ d′ (A, f(x0)) +N.

REMARQUE 6.2.8. Dans le Corollaire 6.2.7 ci-dessus on peut se contenter de
supposer (X, d) connexe (Exercice).

Pour fixer les idées sur les applications possibles du Théorème d’Ascoli nous
donnons le
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Corollaire 6.2.9. Si on munit C1 ([0, 1];R) de la norme ‖f‖C1 = ‖f‖∞ +
‖f ′‖∞ alors les bornés de (C1 ([0, 1];R) , ‖ ‖C1) sont relativement compacts dans
C0 ([0, 1];R).

Preuve : Soit E un borné de C1 ([0, 1];R), E ⊂ Bf,C1(0,M). Comme la norme
‖f‖∞ est majorée par la norme ‖f‖C1 , il est clair qu’un borné de C1 ([0, 1];R)
est ponctuellement relativement compact. L’équicontinuité vient de l’inégalité
des accroissement finis

∀f ∈ ∀x, y ∈ [0, 1], |f(y)− f(x)| ≤M |y − x| .

REMARQUE 6.2.10. On peut étendre ce résultat à plusieurs dimensions et en
considérant les bornés de Ck+1 dans Ck. D’une façon générale avec les espaces
fonctionnels, un contrôle uniforme d’une régularité un peu plus élevée conduit
à des propriétés de compacité.



Chapitre 7

Espaces de Hilbert

Les espaces hilbertiens généralisent de façon algébrique et topologique à la
dimension infinie la notion d’espace euclidien (ou hermitien dans le cas com-
plexe). Il s’agit donc d’espaces de Banach dont la norme est associée à un
produit scalaire. On peut ainsi utiliser (avec quelques précautions) l’intuition
géométrique de l’espace euclidien pour travailler sur ces espaces.

Dans tout ce chapitre, nous prendrons comme corps de base K = R ou C.

7.1 Généralités

Nous allons définir en premier lieu l’extension purement algébrique de la notion
d’espace euclidien ou hermitien à la dimension infinie, puis nous donnerons la
bonne généralisation qui inclut une hypothèse topologique.

7.1.1 Espaces préhilbertiens

Définition 7.1.1. Sur un R- (resp. C-) espace vectoriel H, on appelle produit
scalaire toute forme i) bilinéaire (resp. sesquilinéaire) ii) symétrique (resp. her-
mitienne) iii) définie iv) positive. On le note usuellement ( , ) et les hypothèses
ci-dessus s’écrivent précisément :

i) Pour tout x, x1, x2, y, y1, y2 ∈ H et tout scalaire λ ∈ K

linéarité à droite (x, λy1 + y2) = λ(x, y1) + (x, y2).

(anti)linéarité à gauche (λx1 + x2, y) = λ(x1, y) + (x2, y).

ii) ∀x, y ∈ H, (y, x) = (x, y).

iii) ∀x ∈ H, ((x, x) = 0)⇔ (x = 0).

91
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iv) ∀x ∈ H, (x, x) ≥ 0.

REMARQUE 7.1.2. Les conditions i). . .iv) ont été écrites ci-dessus pour le
cas K = C avec antilinéarité par rapport à gauche. Certains auteurs mettent
l’antilinéarité à droite. C’est simplement une question de convention. Dans le
cas K = R, on a λ = λ de telle sorte que la sesquilinéarité se réduit à la
bilinéarité et de même le caractère hermitien ii) se ramène à la symétrie.

Définition 7.1.3. On appelle espace préhilbertien un K-espace vectoriel H
muni d’un produit scalaire ( , ).

Proposition 7.1.4. (Cauchy-Schwarz) Dans un espace préhilbertien H,
on a

∀x, y ∈ H, |(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖ ,
en posant ‖x‖ = (x, x)1/2 et ‖y‖ = (y, y)1/2.

Preuve : Soit x, y ∈ H. Pour λ ∈ K, on a

0 ≤ (x+ λy, x+ λy) = (x, x) + 2Re (λ(x, y)) + |λ|2 (y, y).

On prend λ = t(x, y) et cela donne

t2 |(x, y)|2 (y, y) + 2 |(x, y)|2 t+ (x, x) ≥ 0, ∀t ∈ R.

Le discriminant du polynôme en t doit donc être négatif ou nul, ce qui donne
|(x, y)|4 − (x, x)(y, y) |(x, y)|2 ≤ 0 ou encore

|(x, y)|2 ≤ (x, x)(y, y).

Corollaire 7.1.5. Sur un espace préhilbertien (H, ( , )), la quantité ‖x‖ =
(x, x)1/2 définit une norme, pour laquelle le produit scalaire est continu : |(x, y)| ≤
‖x‖ ‖y‖.

Preuve : Pour λ ∈ K et x, y ∈ H on a
– |λx| = (λx, λx)1/2 = |λ| (x, x)1/2 = |λ| ‖x‖.
– (‖x‖ = 0)⇔ ((x, x) = 0)⇔ (x = 0).
– ‖x+ y‖2 = (x+ y, x+ y) = (x, x) + (y, y) + 2Re(x, y). En utilisant Cauchy-

Schwarz, Re(x, y) ≤ |(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖, on obtient ‖x+ y‖2 ≤ ‖x‖2 + ‖y‖2 +
2 ‖x‖ ‖y‖ = (‖x‖+ ‖y‖)2.

Ainsi ‖ ‖ est bien une norme sur H. La continuité du produit scalaire est encore
une conséquence de l’inégalité de Cauchy-Schwarz.

Proposition 7.1.6. (Identité du parallélogramme) Dans un espace de
Hilbert (H, ( , )), on a

∀x, y ∈ H, ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2
(
‖x‖2 + ‖y‖2) .
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0 x

y x+ y

REMARQUE 7.1.7. Interprétation géométrique de l’identité ci-dessus pour le
parallélogramme de sommets (0, x, x+y, y) : la somme des carrés des diagonales
est égale à la somme des carrés des côtés. Une autre version appelée identité
de la médiane dit que la somme des carrés des médianes des deux triangles
(0, x, y) et (0, x, x+ y) est égales à la médiane (moyenne) des carrés∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥x− y2

∥∥∥∥2

=
1

2

(
‖x‖2 +

∥∥y2
∥∥) .

Définition 7.1.8. On dit qu’une famille de vecteurs (xi)i∈I de H est orthogonale
(resp. orthonormée) si

∀i, j ∈ I, i 6= j, (xi, xj) = 0

resp. ∀i, j ∈ I, (xi, xj) = δi,j.

Proposition 7.1.9. Si (x1, . . . , xN) est une famille finie orthogonale on a

‖x1 + · · ·+ xN‖2 = ‖x1‖2 + · · ·+ ‖xN‖2 .

Preuve : On développe le carré scalaire

‖x1 + · · ·+ xN‖2 =
N∑
i=1

‖xi‖2 + 2Re

( ∑
1≤i<j≤N

(xi, xj)

)
= ‖x1‖2 + · · ·+ ‖xN‖2 .

7.1.2 Espaces hilbertiens, Théorème de la projection

Définition 7.1.10. Un espace de Hilbert (ou hilbertien) est un espace préhilbertien
complet.

Comme les parties complètes d’un espace complet sont les parties fermées, on
a immédiatement la

Proposition 7.1.11. Un sous-espace vectoriel F d’un espace de Hilbert (H, ( , )),
muni du produit scalaire restreint à F , est un espace de Hilbert si et seulement
si il est fermé dans H.

Ainsi les sous-espaces de Hilbert sont les sous-espaces vectoriels fermés.
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REMARQUE 7.1.12. En dimension finie, tout espace préhilbertien est un es-
pace de Hilbert et tout sous-espace vectoriel est fermé. Cela n’est plus vrai en
dimension infinie.

Le théorème qui suit bien que très intuitif en dimension finie repose essentiel-
lement sur la propriété de complétude. C’est le résultat fondamental associé à
la structure hilbertienne. A partir de là on démontre tout le reste.

Théorème 7.1.13. (de la projection) Si C est un convexe fermé d’un es-
pace de Hilbert H, on a les résultats suivants :

a) Pour tout x ∈ H, il existe un unique xC ∈ C tel que

‖x− xC‖ = inf
y∈C
‖x− y‖ .

On appelle xC projection de x sur C et on note xC = PC(x).

b) Le point xC = PC(x) est caractérisé par

∀y ∈ C, Re (x− xC , y − xC) ≤ 0.

y

xxC

Angle obtus
C

c) Si C est un sous-espace vectoriel fermé de H, la caractérisation s’écrit

∀y ∈ C, (x− xC , y) = 0 (x− xC orthogonal à C).

d) La projection PC est une contraction H → C

∀x, y ∈ H, ‖PC(y)− PC(x)‖ ≤ ‖x− y‖ .

Preuve : a)Unicité : Si x1
C = x2

C sont des minima pour la fonction ‖x− .‖ ∈
R définie sur C, alors comme C est convexe le milieu

x1
C+x2

C

2
appartient à C et

on a∥∥x1
C − x2

C

∥∥2
= 2

(∥∥x− x1
C

∥∥2
+
∥∥x− x2

C

∥∥2
)
− 4

∥∥∥∥x− x1
C + x2

C

2

∥∥∥∥2

≤ 0.

On a nécessairement x2
C = x1

C .

Existence : Soit x ∈ H, la fonction C 3 y → ‖x− y‖ ∈ R est minorée par 0
donc admet une borne inférieure ≥ 0. Soit (yn)n∈N une suite de C minimisante,
i.e. telle que

lim
n→∞

‖x− yn‖ = inf
y∈C
‖x− y‖ .
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Pour m,n ∈ N, l’identité du parallélogramme 7.1.6 donne

‖ym − yn‖2 = ‖(x− ym)− (x− yn)‖2

= 2
(
‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2)− 4

∥∥∥∥x− yn + ym
2

∥∥∥∥
≤ 2

(
‖x− yn‖2 + ‖x− ym‖2)− 4 inf

y∈C
‖x− y‖2 car

yn + ym
2

∈ C.

Donc pour ε > 0, on peut trouver Nε ∈ N tel que ‖yn − ym‖ ≤ ε pour m,n ≥
Nε. La suite (yn)n∈N est de Cauchy et, comme C est un fermé de H qui est
complet, elle admet une limite dans C. On note xC = limn→∞ yn et on a

xC ∈ C et ‖x− xC‖ = lim
n→∞

‖x− yn‖ = inf
y∈C
‖x− y‖ .

b) Pour y ∈ C, on considère la fonction [0, 1] 3 t → yt ∈ C donnée par
yt = (1− t)xC + ty. La quantité ‖x− yt‖2 est un polynôme en t,

‖x− yt‖2 = ‖x− xC‖2 + 2tRe (x− xC , xC − y) + t2 ‖xC − y‖2 . (7.1.1)

⇒ Si xC minimise {‖x− y‖ , y ∈ C}, alors on doit avoir

∀t ∈ [0, 1], ‖x− yt‖2 ≥ ‖x− xC‖2

et en particulier la dérivée en t = 0, d‖x−yt‖2
dt

∣∣∣
t=0

, doit être positive ou nulle.

Cela se traduit par
Re (x− xC , y − xC) ≤ 0.

⇐ Si l’inégalité ci-dessus est vérifiée alors l’expression (7.1.1) de ‖x− y‖2 =
‖x− y1‖2 donne

‖x− xC‖2 ≤ ‖x− y‖2 .

c) Si C est un sous-espace vectoriel alors xC ± y et xC ± iy (cas K = C)
appartiennent à C quand y ∈ C. Le critère du b) donne alors

∀y ∈ C, ±Re (x− xC , y) ≤ 0 et ± Re (x− xC , iy) ≤ 0.

Cela s’écrit tout simplement : (x− xC , y) = 0, ∀y ∈ C.
d) Pour x, y ∈ H on note xC = PC(x), yC = PC(y), ∆x = x−xC et ∆y = y−yC .
En écrivant x = xC + ∆x et y = yC + ∆y on obtient

‖y − x‖2 = ‖yC − xC‖2 + ‖∆y −∆x‖2 + 2Re (yC − xC ,∆y −∆x) .

Or le dernier terme vaut

2Re (yC − xC ,∆y −∆x) = 2Re (yC − xC , y − yC)− 2Re (yC − xC , x− xC) .

C’est une somme de deux nombres positifs ou nuls.
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Pour terminer nous insistons encore sur le fait que la structure d’espace de Hil-
bert comme celle d’espace de Banach, combine des structures algébriques et to-
pologiques. Par exemple, on a vu qu’un sous-espace de Hilbert est nécessairement
fermé. Ainsi si on considère une famille de vecteurs (xi)i∈I d’un espace de Hil-
bert H, le sous-espace de Hilbert engendré, i.e. le plus petit sous-espace de
Hilbert contenant tous les xi, doit contenir l’espace vectoriel engendré et être
fermé. C’est en fait l’adhérence de l’espace vectoriel engendré. On rappelle que
Vect(xi, i ∈ I) est l’ensemble des combinaisons linéaires finies des vecteurs xi

Vect(xi, i ∈ I) =
{ ∑
i ∈ I
finie

αixi

}
,

tandis que le sous-espace de Hilbert engendré peut contenir des séries (sommes
ou combinaisons linéaires infinies) convergentes. Cela nous amène à distinguer
ces deux notions par les notations.

Définition 7.1.14. Si (xi)i∈I est une famille de vecteur d’un espace de Hilbert
H, on note Vect(xi, i ∈ I) l’espace vectoriel engendré et Hilb (xi, i ∈ I) le
sous-espace de Hilbert engendré.

7.2 Applications du Théorème de la projec-

tion

Dorénavant, on travaille avec un espace de Hilbert H sur K dont le produit
scalaire est noté ( , ).

7.2.1 Sous-espace orthogonal

Définition 7.2.1. Si A est une partie de H, on appelle orthogonal de A et on

note A⊥ l’ensemble

A⊥ = {x ∈ H, ∀a ∈ A, (a, x) = 0} .

Proposition 7.2.2. Pour toute partie A de H, A⊥ est un sous-espace vectoriel
fermé.

Preuve : Pour a ∈ A, on a a⊥ = Ker [(a, .)]. Or la forme linéaire H 3 x →
(a, x) ∈ K est continue. Donc a⊥ est un sous-espace vectoriel fermé. On en
déduit que A⊥ = ∩a∈A a⊥ est un sous-espace vectoriel fermé de H.

Proposition 7.2.3. Pour deux parties A et B de H on a
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1) (A ⊂ B)⇒
(
B⊥ ⊂ A⊥

)
.

2) A⊥ =
(
A
)⊥

= (VectA)⊥ = (HilbA)⊥.

Preuve : 1) Pour A ⊂ B, on a tout simplement

B⊥ = ∩
a∈B

a⊥ ⊂ ∩
a∈A

a⊥ = A⊥.

2) Comme HilbA = VectA, il suffit de montrer les deux premières égalités.

– A
⊥ ⊂ A⊥ : Cela vient du 1) et de A ⊂ A.

A⊥ ⊂ A
⊥

: Si x ∈ A⊥ et a ∈ A, on peut écrire a = limn∈N an avec an ∈ A.
On a alors (a, x) = limn→∞(an, x) = 0. Cela pour tout a ∈ A et pour tout

x ∈ A⊥.
– (VectA)⊥ ⊂ A⊥ : Cela vient du 1) et de A ⊂ (VectA).
A⊥ ⊂ (VectA)⊥ : Soit x ∈ A⊥ et soit y =

∑N
i=1 λiai un élément de VectA,

on a (y, x) =
∑N

i=1 λi(ai, x) = 0. Comme cela est vrai pour tout y ∈ VectA

on en déduit x ∈ (VectA)⊥.

Proposition 7.2.4. Si F est un sous-espace vectoriel fermé de H, on a les
propriétés suivantes :

a) H = F ⊕ F⊥ et PF est la projection sur F parallèlement à F⊥ (projection
orthogonale sur F ).

b) Si F 6= {0} alors ‖PF‖ = 1.

c)
(
F⊥
)⊥

= F .

Preuve : a) Le Théorème de la projection (7.1.13) permet de définir la
projection PF sur le convexe fermé F . Pour tout x ∈ H, PF (x) est caractérisé
par

∀y ∈ F, (y, x− PF (x)) = 0,

c’est à dire x−PF (x) ∈ F⊥. En écrivant x = PF (x)+(x−PF (x)) on vérifie que
H = F+F⊥. De plus si x ∈ F ∩F⊥, alors on a ( x

∈F
, x
∈F⊥

) = 0 et donc x = 0. On

a bien H = F ⊕ F⊥. Enfin l’unique décomposition x = PF (x)
∈F

+ (x− PF (x))
∈F⊥

nous assure que PF (x) est bien la projection sur F parallèlement à F⊥.
b) Si F 6= {0}, on prend x ∈ F non nul et la norme de l’application linéaire PF
est supérieure à ‖PF (x)‖

‖x‖ = 1. De plus comme on sait que PF est une contraction

(cf. Théorème de la projection (7.1.13) d)) sa norme doit être inférieur ou égale
à 1. On a donc ‖PF‖ = 1.

c) La définition de l’orthogonal 7.2.1 donne tout de suite F ⊂
(
F⊥
)⊥

. Pour

l’inclusion inverse on prend x ∈
(
F⊥
)⊥

et on écrit

‖x− PF (x)‖2 =

(
x− PF (x)
∈F⊥

, x
∈(F⊥)

⊥

)
−

(
x− PF (x)
∈F⊥

, PF (x)
∈F

)
= 0.
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On en déduit x = PF (x) ∈ F .

Corollaire 7.2.5. Pour une partie A de H, on a (A⊥)⊥ = HilbA.

Preuve : On a vu dans la Proposition 7.2.3, l’égalité A⊥ = (HilbA)⊥. Comme
HilbA est un sous-espace vectoriel fermé on a(

A⊥
)⊥

=
(
(HilbA)⊥

)⊥
= HilbA.

Corollaire 7.2.6. Un sous-espace vectoriel de H est dense si et seulement si
son orthogonal est {0}.

Preuve : L’adhérence d’un sous-espace vectoriel V de H n’est autre que
V = HilbV . Ainsi V est dense si et seulement si HilbV = H c’est à dire si et
seulement si V ⊥ = (HilbV )⊥ = {0}.

7.2.2 Théorème de représentation de Riesz

Pour tout f ∈ H, la forme linéaire H 3 x → (f, x) ∈ K est continue. Le
résultat suivant donne la réciproque.

Théorème 7.2.7. (de représentation Riesz) Pour toute forme linéaire
continue l sur H, il existe un unique f ∈ H tel que

∀x ∈ H, l(x) = (f, x).

Preuve : Soit l une forme linéaire continue sur H. On note F = Ker l. C’est
un sous-espace fermé puisque l est continue.
Existence : On distingue 2 cas : 1) Si F⊥ = {0} alors on a F = (F⊥)⊥ = H,
l = 0 et on prend f = 0. 2) Si F⊥ 6= {0} alors on prend u ∈ F⊥ de norme 1.

On a l(u) 6= 0 et pour x ∈ H on a x − l(x)
l(u)

u ∈ Ker l = F . Le produit scalaire

(u, x− l(x)
l(u)

u) est donc nul, ce qui donne

∀x ∈ H, l(x) = l(x)(u, u) = l(u)(u, x) = (f, x)

en prenant f = l(u)u.
Unicité : Soit f1 et f2 deux vecteurs de H qui vérifient : ∀x ∈ H, (f1, x) =
l(x) = (f2, x). On obtient en prenant x = f1 − f2,

(f1 − f2, f1 − f2) = l(f1 − f2)− l(f1 − f2) = 0

d’où l’on tire f1 = f2.

REMARQUE 7.2.8. Ce théorème nous dit entre autre que le dual topologique
H ′ d’un espace de Hilbert H s’identifie à H. Attention : l’identification dépend
du choix du produit scalaire.
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7.2.3 Bases hilbertiennes

Définition 7.2.9. Dans un espace de Hilbert H, on appelle base hilbertienne
un système orthonormé (ei)i∈I tel que Hilb(ei, i ∈ I) = H.

REMARQUE 7.2.10. Attention : Une base hilbertienne n’est pas une base au
sens algébrique. Pour récupérer tout l’espace on ne se contente pas de faire des
combinaisons linéaires finies. On passe à la limite aussi.

Nous allons étudier l’existence d’une base hilbertienne uniquement dans le cas
précis où H est séparable (cf. Définition 1.3.10) et nous commençons par un
lemme portant sur la séparabilité.

Lemme 7.2.11. Un espace de Hilbert H est séparable si et seulement si il
existe une famille dénombrable (xn)n∈N telle que H = Hilb (xn, n ∈ N).

Preuve : ⇒ Si H est séparable une suite (xn)n∈N dense dans H vérifie
H = Hilb (xn, n ∈ N)
⇐ Supposons Hilb (xn, n ∈ N) = H c’est à dire Vect (xn, n ∈ N) dense dans
H. On définit par récurrence la sous-suite (xnk)k∈N et les sous-espaces vectoriels
Vk = Vect (x0, x1, . . . , xnk) tels que dimVk = k+1 et xnk ∈ Vk \Vk−1. Pour tout
k ∈ N, le sous-ensemble +nk

i=0QKxi est dénombrable (QK
1 est dénombrable)

et dense dans Vk. On prend alors D = ∪k∈N (+nk
i=0QKxi). Il est dénombrable

comme union dénombrable d’ensembles dénombrables et il reste à vérifier qu’il
est dense. Soit x ∈ H et soit ε > 0. Comme Vect (xn, n ∈ N) = ∪k∈N Vk est
dense dans H il existe gε appartenant à un certain Vkε telle que ‖f − gε‖ ≤ ε/2.
Maintenant comme +

nkε
i=0Qxi est dense dans Vkε , on peut trouver hε ∈ +

nkε
i=0Qxi

tel que ‖gε − hε‖ ≤ ε/2. On a trouvé hε ∈ D tel que ‖f − hε‖ ≤ ε.

EXEMPLE 7.2.12. a) L’espace de suites

l2(N;K) =

{
x = (xk)k∈N,

∑
k∈N

|xk|2 < +∞

}

muni du produit scalaire (x, y) =
∑

k∈N xkyk est un espace de Hilbert
séparable. (Il en est de même de l2(Z;K).) En effet on considère la fa-
mille (en)n∈N de l2(N;K) donnée par en,k = δnk. Alors l’espace vectoriel
engendré Vect (en, n ∈ N) n’est autre que l’espace des suites nulles en
dehors d’un nombre fini d’indices ( ici ce n’est rien d’autre que K[X]). Il
est dense dans l2(N;K) et donc Hilb (en, n ∈ N) = l2(N;K) est séparable.
En fait, comme le système (en)n∈N est orthonormé, c’est même une base
hilbertienne de l2(N;K).

1On désigne par QK l’ensemble des rationnels pour K = R et l’ensemble des complexes à
partie réelle et imaginaire rationnelles pour K = C.
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b) Si Ω est un ouvert de Rd, l’espace L2(Ω, dx) (”fonctions” L2 à valeurs dans
K) muni du produit scalaire (f, g) =

∫
Ω
f(x)g(x) dx est séparable :

L’ouvert Ω peut s’écrire comme union d’une suite croissante de com-
pacts Ω = ∪n∈NKn, Kn ⊂ Kn+1 ⊂ Ω. Si f est un élément quelconque de
L2(Ω, dx), la suite de terme 1Kn(x)f(x) converge vers f dans L2(Ω, dx).
Pour ε > 0, on peut donc trouver nε tel que

∥∥f − 1Knε (x)f(x)
∥∥
L2(Ω)

≤ ε
3
.

De plus on sait (cf. Cours d’Intégration) que C0 (Knε) est dense dans
L2(Knε , dx) et on peut trouver une fonction ϕε ∈ C0(Knε) telle que
‖f − ϕε‖L2(Knε ) ≤

ε
3
. Le Théorème de Stone-Weierstrass (voir respective-

ment les Corollaires 6.1.2 pour le cas réel et 6.1.4 pour le cas complexe)
nous dit qu’on peut approcher ϕε par des polynômes en norme de la
convergence uniforme. Or comme la mesure |Knε| =

∫
Knε

1 dx est finie,

l’estimation

∀ψ ∈ C0(Knε), ‖ψ‖
2
L2 =

∫
Knε

|ψ(x)|2 dx ≤ |Knε| ‖ψ‖
2
∞

nous dit que l’on peut trouver un polynôme P ∈ R[X1, . . . , Xn] (voire
P ∈ C[X1, . . . , Xd, X1, . . . , Xd] dans le cas complexe) tel que

‖ϕε − P‖L2(Knε ) ≤
ε

3
.

On a alors
∥∥f − 1Knε (x)P (x)

∥∥ ≤ ε et ce pour tout ε > 0.
Autrement dit, l’espace vectoriel engendré par l’ensemble dénombrable
de fonctions

(K = R) {1Kn(x)xα1
1 . . . xαdd , n, α1, . . . , αd ∈ N}

(K = C)
{

1Kn(x)xα1
1 . . . xαdd x1

β1 . . . xd
βd , n, α1, . . . , αd, β1, . . . , βd ∈ N

}
est dense dans L2(Ω, dx).

Théorème 7.2.13. Pour un espace de Hilbert H séparable on a les résultats
suivants :

1) H admet une base hilbertienne dénombrable.

2) Si (en)n∈N est une base hilbertienne de H alors on a

a) H =
{∑

n∈N xnen,
∑

n∈N |xn|
2 <∞

}
et pour x ∈ H la suite (xn)n∈N

est unique et donnée par xn = (en, x).

b) Pour x =
∑

n∈N xnen ∈ H et y =
∑

n∈N ynen ∈ H, le Théorème de
Pythagore se généralise en

‖x‖2 =
∑
n∈N

|xn|2

et on a l’identité de Parseval

(x, y) =
∑
n∈N

xnyn.
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REMARQUE 7.2.14. La deuxième partie du théorème nous dit qu’en fait
l’application H 3 x → (xn)n∈N ∈ l2(N;K) donnée par xn = (en, x) est un
isomorphisme d’espaces de Hilbert. Ainsi il n’y a qu’un seul espace de Hilbert
séparable à isomorphisme près.

Preuve : 1) Si H est séparable, on a H = Hilb(xn, n ∈ N) et on considère
comme dans la démonstration du Lemme 7.2.11 la suite de sous-espaces de di-
mension finie Vk = Vect (x0, x1, . . . , xnk). On utilise un procédé d’Orthogonali-

sation de Schmidt : Pour k = 0, on prend e0 =
xn0

‖xn0‖
le premier vecteur non

nul normalisé à 1. Une fois e0, . . . , ek construits, on introduit le vecteur

ẽk+1 = xnk+1
−

k∑
i=1

(ei, xnk+1
)ei

qui est non nul puisque xnk+1
n’appartient pas à

Vect
(
x0, . . . , xnk+1−1

)
= Vect (e0, . . . , ek)

puis on le normalise à 1 en prenant

ek+1 =
ẽk+1

‖ẽk+1‖
.

On obtient ainsi une suite (ek)k∈N qui vérifie (ek, ek′) = δkk′ et Hilb (ek, k ∈ N) =
Hilb (xn, n ∈ N) = H.

2) Soit (en)n∈N une base hilbertienne de H et soit x ∈ H. On pose pour n ∈ N,
xn = (en, x) et pour N ∈ N, SN =

∑N
n=0 xnen. On a alors

‖x− SN‖2 =

∥∥∥∥∥x−
N∑
n=0

xnen

∥∥∥∥∥
2

= ‖x‖2 +
N∑
n=0

|xn|2 − 2Re

(
x,

N∑
n=0

xnen

)

= |x|2 −
N∑
n=0

|xn|2 .

On en déduit pour tout N ∈ N la majoration
∑N

n=0 |xn|
2 ≤ ‖x‖2 de telle

sorte que
∑

n∈N |xn|
2 ≤ ‖x‖2 < +∞. Maintenant pour N > M on utilise le

Théorème de Pythagore fini (Proposition 7.1.9) pour calculer

‖SN − SM‖2 =

∥∥∥∥∥
N∑

n=M+1

xnen

∥∥∥∥∥
2

=
N∑

n=M+1

|xn|2 .

Avec la convergence de la série
∑

n∈N |xn|
2, on peut trouver pour tout ε > 0

Nε, tel que ‖SN − SM‖ ≤ ε pour N,M ≥ Nε. Ainsi la suite (SN)N∈N est de
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Cauchy dans H qui est complet. Elle admet une limite que l’on note pour
l’instant S =

∑
n∈N xnen. En utilisant la continuité du produit scalaire on

obtient pour tout m ∈ N,

(em, x− S) = (em, x)−

(
em,
∑
n∈N

xnen

)
= xm − xm = 0.

Dons x − S est orthogonal à H = Hilb(em,m ∈ N). Il est donc nul, x = S =∑
n∈N xnen. Enfin comme limN→∞ SN = x la première relation nous donne

‖x‖2 =
∑

n∈N |xn|
2 et l’identité de Parseval s’obtient facilement par passage à

la limite.



Chapitre 8

Exercices

8.1 Espaces métriques. Espaces topologiques

Exercice 1. Opérations ensemblistes : Pour un ensemble X, on note P(X)
l’ensemble de ses parties, pour A ⊂ X on note {XA son complémentaire dans
X et pour un autre ensemble Y on note F(X, Y ) l’ensemble des applications
de X dans Y .

a) Soit (Ai,j)(i,j)∈I×J une famille quelconque (au sens ou aucune hypothèse
n’est faite sur les cardinaux des ensembles I et J) de P(X), montrer les
relations

⋃
i∈I

(⋂
j∈J

Ai,j

)
⊂
⋂
j∈J

(⋃
i∈I

Ai,j

)
=

⋃
f∈F(J,I)

(⋂
j∈J

Af(j),j

)
.

Donner un exemple ou l’inclusion est stricte.

b) De l’égalité, déduire qu’une intersection finie d’unions peut s’écrire comme
union d’intersections finies.

c) Pour une famille quelconque (Ai)i∈I de P(X), montrer les relations

{X

(⋃
i∈I

Ai

)
=
⋂
i∈I

(
{XAi

)
et {X

(⋂
i∈I

Ai

)
=
⋃
i∈I

(
{XAI

)
.

d) Ecrire
⋃
i∈I

(⋂
j∈J Ai,j

)
comme une intersection d’unions. En déduire

qu’une union finie d’intersections s’écrit comme une intersection d’unions
finies.
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e) Soit f une application de X dans Y . Montrer que pour des familles
quelconques (Ai)i∈I de P(X) et (Bi)i∈I de P(Y ) on a :

f

(⋃
i∈I

Ai

)
=
⋃
i∈I

f (Ai) et f

(⋂
i∈I

Ai

)
⊂
⋂
i∈I

f (Ai) ;

f−1

(⋃
i∈I

Bi

)
=
⋃
i∈I

f−1 (Bi) et f−1

(⋂
i∈I

Bi

)
=
⋂
i∈I

f−1 (Bi) .

Donner un exemple d’inclusion stricte pour la deuxième relation. En
déduire que le passage au complémentaire se comporte bien avec l’image
réciproque f−1(B) mais pas toujours avec l’image f(A).

f) Dans le cadre de la question précédente, donner une condition nécessaire
et suffisante sur f pour que l’image ait les mêmes propriétés que l’image
réciproque.

Exercice 2. Dans Rn, calculer en fonction de la dimension n la longueur de
la diagonale de l’hypercube de côté 1 pour les distances d1, d2 et d∞.

Exercice 3. Lesquelles des fonctions suivantes donnent une métrique sur R ?

d1(x, y) = (x− y)2 d2(x, y) = |x− y|1/2

d3(x, y) = |x− 2y| d4(x, y) = |x2 − y2|.

Exercice 4. Soit (E, d) tel que E contient au moins deux points. Est-il possible
que les seuls ouverts soient E et ∅ ?

Exercice 5. Soit (X, d) un espace métrique.

a) Soit ϕ : R+ → R+ une fonction croissante s’annulant uniquement en 0
et sous-additive, i.e. vérifiant :

∀u, v ∈ R+, ϕ(u+ v) ≤ ϕ(u) + ϕ(v).

Montrer que ϕ ◦ d est une distance sur X. Vérifier que d et ϕ ◦ d sont
métriquement équivalentes si il existe une constante C > 0 telle que
C−1u ≤ ϕ(u) ≤ Cu, et topologiquement équivalentes si ϕ est continue
en 0.

b) Étudier les cas ϕ(u) = inf(1, u), ϕ(u) = u
1+u

.

Exercice 6. Distance dp sur Rn pour 1 ≤ p <∞ : On va établir en plusieurs

étapes que la quantité ‖x‖p = (
∑n

i=1 |xi|
p)

1
p définit une norme sur Rn.
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a) Montrer que pour a, b ∈ R+ et 1
p

+ 1
q

= 1 on a

ab ≤ 1

p
ap +

1

q
bq.

(Indication : On pourra utiliser la convexité de la fonction x→ ex. )

b) Inégalité de Hölder : Pour (a1, . . . , an), (b1, . . . bn) ∈ Rn, montrer∣∣∣∣∣
n∑
i=1

aibi

∣∣∣∣∣ ≤
(

n∑
i=1

|ai|p
) 1

p
(

n∑
i=1

|bi|q
) 1

q

avec
1

p
+

1

q
= 1.

(Indication on pourra d’abord montrer l’inégalité dans le cas où
∑n

i |ai|
p =∑n

i=1 |bi|
q = 1.)

c) Inégalité de Minkowski : Pour (a1, . . . , an), (b1, . . . , bn) ∈ Rn montrer(
n∑
i=1

|ai + bi|p
) 1

p

≤

(
n∑
i=1

|ai|p
) 1

p

+

(
n∑
i=1

|bi|p
) 1

p

.

(Indication écrire |ai + bi|p ≤ |ai + bi|p−1 (|ai|+ |bi|).)
d) En déduire que ‖ ‖p est une norme sur Rn. Vérifier que toute ces normes

sont équivalentes.

Exercice 7. Pour un corps K on note K[[X]] l’espace vectoriel des séries for-
melles c’est à dire l’ensemble des suites à valeurs dans K et on rappelle que
l’ensemble K[X] des polynômes est le sous-espace vectoriel des suites s’annu-
lant à partir d’un certain rang. Pour une série formelle a = (an)n∈N, on note
v(a) le plus petit entier k tel que ak 6= 0 (v(a) s’appelle la valuation de a).

a) Montrer que la quantité d(a, b) = e−v(b−a) (où l’on convient que e−∞ =
0) définit une distance sur K[[X]]. On vérifiera en fait l’inégalité ul-
tramétrique

d(a, c) ≤ sup {d(a, b); d(b, c)} , ∀a, b, c ∈ K[[X]]

qui entrâıne l’inégalité triangulaire.

b) Montrer queK[X] est dense dansK[[X]] et justifier l’écriture a =
∑∞

n=0 anX
n.

Exercice 8. Soit (X, T ) un espace topologique. Montrer l’équivalence entre
les propositions suivantes :

a) Tout singleton est un fermé de X.

b) Pour tout couple de points de X, il existe un voisinage de l’un qui ne
contient pas l’autre.

c) Pour tout point x ∈ X, {x} est l’intersection de tous les voisinages de x.
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Exercice 9. Montrer que si l’espace topologique (X, T ) est séparé alors tout
singleton {x} est fermé et peut s’écrire comme l’intersection de tous les voisi-
nages de x.

Exercice 10. Sur Rn, on considère la topologie Tf dont une base de fermés est
formée des singletons de Rn. Décrivez tous les fermés de (Tf ), tous les ouverts,
tous les voisinages. La topologie Tf est-elle séparée ?

Exercice 11. Lesquels des sous-ensembles suivants de R2 sont fermés ?

a) {(1/n, 0); n = 1, 2, . . . } ;

b) {(x, y); y = x2} ;

c) {(m,n); m,n ∈ Z}.

Exercice 12. Décrivez l’intérieur, l’adhérence et la frontière des sous-ensembles
suivants :

a) (R \Q)× R ⊂ R2 ;

b)
⋃
n∈N[ 1

22n+1 ,
1

22n ] ⊂ R ;

c) {(x, y), x2 ≤ y < x+ 1} ⊂ R2 ;

d)
{

(x, sin
(

1
x

)
), x > 0

}
⊂ R2.

Exercice 13. Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que diam(A) = diam(A).
Donner un exemple pour lequel diam (B(x, 1)) < diam (Bf (x, 1)).

Exercice 14. Montrer que dans un espace vectoriel normé, l’adhérence d’une
boule ouverte B(x0, ρ), ρ > 0, est Bf (x0, ρ).

Exercice 15. Montrer que toute boule ouverte d’un espace vectoriel normé E
est homéomorphe à E (Indication : considérer l’application x→ ρx

1+‖x‖ .)

Exercice 16. Soit (X, d) un espace métrique et soirA ⊂ X, montrer l’équivalence
(x ∈ A)⇔ (d(x,A) = 0).

Exercice 17. Soit U un ouvert d’un espace métrique (X, d). Montrer l’inclu-

sion U ⊂
◦
U et donner un exemple d’inclusion stricte.

Exercice 18. Démontrer que Rn \ {0} est homéomorphe à R∗+ × Sn−1.

Exercice 19. Axiomes de Kuratowski : On a vu en cours que dans un es-

pace topologique (X, T ), l’adhérence vérifie : (A1)
(
A
)

= A ; (A2) A ∪B =

A ∪ B ;(A3) A ⊂ A ;(A4) ∅ = ∅. Montrer que inversement si on se donne

une application : P(X) → P(X) vérifiant (A1)(A2)(A3)(A4), cela définit
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une topologie. (Indication on pourra considérer comme ouverts les parties de

X qui vérifient {XO = {XO et montrer que (A1)(A2)(A3)(A4) entrâınent
(O1)(O2)(O3).)

Exercice 20. Soit (X, T ) un espace topologique séparé et soit f une appli-
cation continue de X dans X. Montrer que si une suite récurrente définie par
xk+1 = f(xk) converge vers l ∈ X alors cette limite est solution de l = f(l). Ap-
plication : Vérifiez qu’une suite (Ak)k∈N deMn(C) vérifiant Ak+1 = A∗kAk +Id
ne converge pas.

Exercice 21. Moyenne de Cesaro : Soit (xn)n ∈ N une suite de réels telle que
limn→∞ xn = l ∈ R.

a) Montrer que la suite donnée par yn = x1+···+xn
n

converge vers l.

b) Plus généralement si (cn)n∈N est une suite de réels strictement posi-
tifs telle que

∑∞
n=1 cn = +∞, montrer que la suite donnée par zn =

c1x1+···+cnxn
c1+···+cn converge vers l.

Exercice 22. Composition de limites : Soit (X, T ) (X ′, T ′) et (X ′′, T ′′)
trois espaces topologiques séparés et soit f et g deux applications f : X → X ′

et g : X ′ → X ′′. Donner une condition suffisante sur A ⊂ X et B ⊂ X ′ pour
que

lim
x→a
x∈A

f(x) = b et lim
x′→b
x′∈B

g(x′) = c

entrâıne limx→a
x∈A

g ◦ f(x) = c. On considèrera l’exemple X = X ′ = X ′′ = [0, 1],

f = 0, g(x) = x pour 0 < x ≤ 1, g(0) = 1, A = [0, 1] et B =]0, 1]. Que peut-on
dire si g est continue en b ?

Exercice 23.

a) Soit r un réel irrationnel. Montrer que l’ensemble Z + Nr est dense
dans R. Indication : On considèrera la suite des parties fractionnaires
(frac(nr))n∈N. On rappelle (ce qui sera revu au Chapitre 3) que toute
suite bornée de R admet une valeur d’adhérence.

b) En déduire que si a et b sont deux réels, a 6= 0, tels que b
a
6∈ Q alors

l’ensemble Na+ Zb est dense dans R.

c) En déduire que
{
einθ, n ∈ N

}
est dense dans le cercle unité S1 dès que

θ
π
6∈ Q (on utilisera la continuité et la surjectivité de ei. : R→ S1.)

d) En déduire que {sin(nθ), n ∈ N} est dense dans [−1, 1].

Exercice 24. Soit (X, d) un espace métrique et soient A et B deux parties
de X. Montrer que l’application : X → R qui à x associe d(x,A) est Lipschit-
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zienne. En déduire que {x ∈ X d(x,A) = d(x,B)} est un fermé.

Exercice 25. On note Sn−1 la sphère de dimension n − 1 dans Rn, Sn−1 =
{(x1, . . . , xn) ∈ Rn,

∑n
i=1 x

2
i = 1}. Montrer que la sphère moins 1 point est

homéomorphe à Rn−1. (On pourra considérer en premier lieu les cas n = 2 et
n = 3).

Exercice 26. Soit f une application continue d’un espace topologique (X, T )
dans un espace topologique (Y, T ′). Montrer que le graphe Γ = {(x, f(x)), x ∈ X}
est homéomorphe à X.

Exercice 27. DansMn(K), K = R ou C, montrer que l’ensemble des matrices
inversibles GLn(K) est un ouvert, que l’ensemble des matrices symétriques
(auto-adjointes) est un fermé. Si P ∈ K[X], montrer que {A ∈Mn(K), P (A) = 0}
est un fermé. Montrer que l’application A→ A−1 est continue sur GLn(K).

Exercice 28. Soit (Xi, Ti)i∈I une famille d’espaces topologiques. Montrer que
la topologie produit sur Πi∈I Xi est la topologie la moins fine qui rende les
projections pj : Πi∈I Xi → Xj continues.

Exercice 29. Soit (Xn, dn)n∈N une famille dénombrable d’espaces métriques.
Montrer que la topologie produit sur Πn∈NXn est métrisable (on étudiera la

quantité d(x, y) =
∑

n∈N 2−n dn(xn,yn)
1+dn(xn,yn)

.)

Exercice 30. Soit (X, T ) un espace topologique. On munit X × X de la
topologie produit. Montrer que (X, T ) est séparé si et seulement si la diagonale
∆ = {(x, x), x ∈ X} est un fermé de X ×X.

Exercice 31.

On munit X = {0, 1} de la topologie discrète. Montrer que la topologie produit
sur XI est strictement moins fine que la topologie discrète dès que I est infini.

Exercice 32. Soit f : R→ R une fonction strictement croissante et on définit
d : R× R→ R par

d(x, y) = |f(y)− f(x)|

Montrer que d est une distance sur R. Etudier l’équivalence métrique et to-
pologique avec la distance usuelle |x− y| dans les cas f(x) = x3 et f(x) =
arctan(x).

Exercice 33. Soit A une partie d’un espace métrique E muni de la distance
d.

a) Démontrer que d(x,A) = 0⇔ x ∈ A;
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b) Démontrer que si A et B sont deux parties de E telles que A ∩ B = ∅
alors l’application

x→ d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)

est continue sur E. Que vaut-elle sur A et sur B ? En déduire qu’il existe
deux ouverts disjoints U et V tels que A ⊂ U et B ⊂ V.

Exercice 34. Soit d et d1 deux distances définies sur E. On suppose qu’il
existe k ∈ R∗+ tel que

∀(x, y) ∈ E2 d1(x, y) ≤ kd(x, y).

Montrer que toute boule ouverte de (E, d1) est un ouvert de (E, d). En déduire
que la topologie de (E, d1) est moins fine que celle de (E, d).

Exercice 35. Soit (X, T ) un espace topologique.

a) Démontrer que si A est un ouvert de X on a pour tout B ⊂ X

A ∩B ⊂ A ∩B.

b) Donner des exemples dans R, d’ouverts A et B tels que A ∩ B, A ∩ B,
A ∩B et A ∩B soient tous différents.

c) Donner un exemple de deux intervalles A et B dans R tels que A∩B ne
soit pas contenu dans A ∩B.

Exercice 36. Soit U et V deux ouverts d’un espace métrique E tels que

U ∩ V = ∅. Prouver que
o

U ∩
o

V= ∅.

Exercice 37. Soit A une partie d’un espace métrique E. On note u(A) =
o

A et

v(A) =
o

A. Montrer que u et v sont des applications qui respectent l’inclusion,

que u2 = u et v2 = v. Comparer
o

A, u(A), v(A), A.

Exercice 38. On considère dans R l’ensemble E = {1
p

+ 1
q
| p, q ∈ N

∗}.
Déterminer E.

Exercice 39. Soit E = {f ; f bornée sur [a, b]} muni de la topologie de la
convergence uniforme. On considère un ensemble A ⊂ [a, b] et X = {f ; f

∣∣
A

=
0}. Montrer que la frontière de X cöıncide avec X.

Exercice 40.

a) Avec les métriques usuelles, vérifiez que la sphère de dimension n− 1 Sn−1

peut s’écrire comme quotient topologique de Rn \ {0} par la relation
d’équivalence (xRy)⇔ (∃λ > 0, y = λx).
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b) En généralisant le cas du cercle, vérifiez que le tore de dimension n s’écrit
comme quotient de Rn.

c) Vérifiez que le quotient topologique de la sphère Sn−1 de dimension n− 1
par la relation antipodale (xRy) ⇔ (y = −x) est en fait un espace
métrique. Quelle est son interprétation dans Rn. (On appelle cet espace
métrique, l’espace projectif réel de dimension n− 1).

Exercice 41. En utilisant le résultat de l’Exercice 23, montrer que le quotient
topologique de R par un de ses sous-groupes additifs est soit le cercle soit un
ensemble muni de la topologie grossière.

Exercice 42. Sur R, on note O la famille des ouverts pour la topologie usuelle
et D la famille des parties dénombrables de R. On considère alors la famille
O′ = {O′ ⊂ R, O′ = O \D,O ∈ O, D ∈ D}. Vérifier que cette famille définit
bien une topologie T ′ sur R. Cette topologie est-elle séparée ? Admet-elle en
tout point une base de voisinages fermés ?

Exercice 43. Topologie de Zariski :1 On rappelle que l’algèbre des fonc-
tions polynômiales de n variables de Cn dans C, est isomorphe à l’algèbre
C [X1, ..., Xn] (L’injectivité du morphisme d’algèbre, qui à un polynôme asso-
cie la fonction polyômiale, se montre par récurrence sur n et vient du fait que
C est infini). Pour un nombre fini de polynômes P1, . . . , Pm ∈ C[X1, . . . , Xn],
on note (P1, . . . , Pm) l’idéal engendré

(P1, . . . , Pm) = {Q1P1 + · · ·+QmPm, Q1, . . . , Qm ∈ C[X1, . . . , Xn]} .

Un théorème dû à Hilbert assure que tout idéal de C[X1, . . . , Xn] est de cette
forme (on dit que l’anneau C[X1, . . . , Xn] est noethérien). On appelle ensemble
algébrique de Cn, un ensemble sur lequel s’annulent tous les polynômes d’un
idéal de C[X1, . . . , Xn] :

FI = {x ∈ Cn,∀P ∈ I, P (x) = 0} .

En prenant P1 . . . Pm tels que I = (P1, . . . , Pm), l’ensemble FI s’écrit aussi

FI = {x ∈ Cn, P1(x) = · · · = Pm(x) = 0} .

On considère la famille FZ de tous les ensembles algébriques de Cn.

a) Précisez FZ dans le cas n = 1 (on utilisera le fait que C[X] est principal).

b) Vérifier que ∅ et Cn sont dans FZ .

1Cet exercice fait appel à des notions d’algèbre qui ne sont pas exigibles dans le cadre de
ce cours. Il est ici pour illustrer à nouveau l’intérêt des concepts généraux de topologie. La
dernière question de l’exercice 112 sur le théorème de Cayley-Hamilton est un prolongement
de cet exercice.
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c) Montrer qu’une union finie d’éléments de FZ est un élément de FZ (on
considèrera l’intersection des idéaux).

d) Montrer qu’une intersection quelconque d’éléments de FZ est un élément
de FZ (on considèrera l’idéal engendré par la famille d’idéaux).

e) En déduire que FZ définit une topologie sur Cn (Cette topologie est appelée
topologie de Zariski). Cette topologie est-elle séparée ?

f) Montrer que si Cn et Cm sont tous deux munis de la topologie de Zariski,
toute application algébrique (i.e. à composantes polynômiales) est conti-
nue.

g) Vérifiez que dans Cn muni de la topologie de Zariski, tous les ouverts sont
denses. Indication on se placera sur le complémentaire qui est un fermé
de la forme {x ∈ Cn, P (x) = 0}, on prendra comme voisinage d’un point
un ouvert {x ∈ Cn, Q 6= 0} puis on utilisera l’intégrité de C[X1, . . . , Xn].

h) En admettant que pour tout corps commutatif K l’anneau K[x1, . . . , xn]
est noethérien et s’identifie à l’ensemble des fonctions polynômiales pour
K infini, définir une topologie sur Kn (avec K infini) et reprendre les
questions précédentes.

8.2 Connexité

Exercice 44. Lesquels des sous-espaces de R2 suivants sont connexes :

a) X = {(0, y) ;−1 ≤ y ≤ 1} ∪ {(x, sin(1/x)) ; x > 0} ;

b) Y = {(x, y) ;x ou y rationnel} ;

c) Z = {(x, 0) ;x ∈ R} ∪ {(x, 1/x) ; x > 0}.

Exercice 45. Lesquelles des affirmations suivantes sont correctes ?

a) A connexe implique A connexe.

b) A connexe implique A connexe.

c) A connexe par arcs implique A connexe par arcs.

d) A connexe par arcs implique A connexe par arcs.

Exercice 46. Passage des douanes : Soit (X, T ) un espace topologique
connexe et A une partie de X. Montrer que tout chemin joignant l’intérieur de
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A à l’extérieur de A rencontre la frontière de A. Donner une généralisation.

Exercice 47. Donner un exemple de partie connexe, dont l’intérieur n’est pas
connexe.

Exercice 48. Étudier la connexité de (R \Q)2 et de R2 \Q2.

Exercice 49. Montrer que si A et B sont deux parties connexes d’un espace
topologique (X, T ) telles que A∩B 6= ∅ alors A∪B est connexe. Est-ce encore
vrai en supposant seulement A ∩B 6= ∅ ?

Exercice 50. Dans un espace topologique (X, T ), montrer que la relation
définie par x ∼ y s’il existe un chemin joignant x à y est une relation d’équivalence.
On note Carc(x) la classe d’équivalence de x ∈ X. Montrer que Carc(x) est le
plus grand ensemble connexe par arcs contenant x et qu’il est inclus dans la
composante connexe C(x). Donner un exemple d’inclusion stricte.

Exercice 51. Dans le plan euclidien R2, on fixe un repère orthonormé (O;~i,~j).
Les cercles du plan sont alors les courbes d’équation x2 + y2 + ax+ by+ c = 0
avec

(a, b, c) ∈ F =
{

(α, β, γ) ∈ R3, γ ≤ α2 + β2
}
.

On identifie l’ensemble C des cercles de R2 avec F on prend alors la topologie
induite sur F par celle de R3.

a) Avec cette topologie C est-il connexe ?

b) L’ensemble des cercles passant par (x0, y0) est-il fermé ou ouvert ?

c) L’ensemble des cercles qui ne passent pas par (x0, y0) est-il connexe ? In-
terpréter géométriquement et donner le nombre de composantes connexes.

Exercice 52. Composantes connexes de O(n) : On note O(n) l’ensemble
des matrices orthogonales,

O(n) =
{
A ∈Mn(R), tAA = Id

}
.

On rappelle que qu’il se décompose en O(n) = O+(n) ∪ O−(n) ou O+(n)
(resp. O−(n)) est l’ensemble des transformations orthogonales directes (resp.
indirectes).

a) En utilisant le déterminant, montrer que O(n) a au moins deux compo-
santes connexes.

b) A l’aide de la forme réduite des éléments de O+(n), montrer que O+(n)
est connexe par arcs (Pour un élément quelconque A de O+(n) on don-
nera un chemin de A à Id.). En déduire que O(n) a exactement deux
composantes connexes.
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Exercice 53. Composantes connexes de GLn :

a) GLn(C) : En utilisant la triangularisation, montrer que pour tout A ∈
GLn(C), il existe un chemin de A à Id dans GLn(C). En déduire que
GLn(C) a une seule composante connexe.

b) GLn(R) : Montrer que GLn(R) a deux composantes connexes. Indica-
tion : Avec le déterminant on montrera qu’il y a au moins deux com-
posantes connexes. Ensuite pour det(A) > 0, on donnera un chemin de
A à Id en utilisant la décomposition polaire A = O |A|, |A| =

√
tAA et

O ∈ O(n), et l’exercice 52.

Exercice 54. On admettra que les valeurs propres d’une matrice symétrique
A ∈ Mn(R), tA = A dépendent continûment de A (voir le résultat de conti-
nuité des racines d’un polynôme dans l’exercice 114). Montrer que l’ensemble
des matrices symétriques définies a n + 1 composantes connexes (On fera in-
tervenir la composante connexe par arcs de Id dans GLn(R).).

Exercice 55. Montrer qu’il ne peut y avoir d’homéomorphisme entre

a) le cercle et un intervalle de R.

b) entre R et R2.

(Indication on ôtera un point sur chaque ensemble et on étudiera les propriétés
de connexité.)

Exercice 56. Soit O un ouvert de Rn. Montrer que les composantes connexes
de O sont tous des ouverts.

Exercice 57. On considère l’ensemble Hom([−1, 1]) des homéomorphismes de
[−1, 1] que l’on munit de la topologie de la convergence uniforme.

a) Montrer que le sous-ensemble de Hom([−1, 1]) des homéomorphismes
croissants est connexe par arcs.

b) En déduire que le sous-ensemble des homéomorphismes décroissants est
connexe par arcs.

c) En déduire que Hom([−1, 1]) a deux composantes connexes.

8.3 Compacité

Exercice 58. Soit xn une suite de Rn. Montrer que

a) la suite xn est bornée si et seulement s’il n’existe pas de sous-suite xnk
telle que ‖xnk‖ → ∞.
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b) Unicité de la limite : la suite xn converge vers a si et seulement si pour
toute sous-suite xnk il existe une sous-suite xnkp qui converge vers a.

Exercice 59. Lesquels des sous-ensembles suivants sont compacts ?

a) {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 ≤ 1} ;

b) [0,∞[ ;

c) Q ;

d) Q ∩ [0, 1] ;

e) {(x, y) ∈ R2; x2 + y2 = 1} ;

f) {(x, y) ∈ R2; 0 ≤ x ≤ 1 et y = x2} ;

g) {(x, y) ∈ R2; x ≥ 1 et 0 ≤ y ≤ 1/x}.

Exercice 60. L’espace [0, 1] muni de la métrique triviale, est-il compact ?

Exercice 61. Soit (E, T ) un espace topologique séparé et soit K ⊂ A ⊂ E.
Montrer que l’ensemble K est compact dans A si et seulement s’il est compact
dans E.

Exercice 62. Soit A compact métrique. Montrer qu’il existe deux points x et
y tels que d(x, y) = diam(A).

Exercice 63. Soit Q avec la métrique usuelle et S = {r ∈ Q; 2 < r2 < 3}.
Montrer que S est fermé et borné dans Q mais pas compact.

Exercice 64. Soit l’espace vectoriel C([0, 1] : C) normé par ‖ · ‖∞. Trouver
une suite de fonctions (fn) de norme 1 qui réalise ‖fn − fm‖∞ ≥ 1, ∀m 6= n.
Que peut-on déduire ? (on pourra prendre fn(t) = e2inπt)

Exercice 65. Démontrer que dans `2 l’ensemble

A = {x ∈ `2; |xn| ≤
1

n+ 1
∀n}

est compact.

Exercice 66. Soit A un compact d’un e.v.n., (xn) une suite de A et L l’en-
semble des valeurs d’adhérence de cette suite. Calculer lim

n→∞
d(xn, L).

Exercice 67. Soit A une partie compacte d’un e.v.n. E et f : E → E une
fonction continue telle que f(A) ⊂ A. On suppose qu’il existe un point non
isolé a de A tel que pour tout x ∈ A :

x 6= a ⇒ ‖f(x)− a‖ < ‖x− a‖.
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On définit la suite (xn) de A par x0 ∈ A, xn+1 = f(xn). Montrer que xn
n→∞−→ a.

En déduire que a est un point fixe de f .

Exercice 68. Soit K un compact métrique et f : K → K vérifiant

d(f(x), f(y)) < d(x, y) si x 6= y.

Montrer que f possède un unique point fixe. Peut-on toujours trouver 0 < k <
1 tel que d(f(x), f(y)) < kd(x, y) ?

Exercice 69.

a) Soit F un fermé de Rn. Montrer que pour tout x ∈ Rn, d(x, F ) est
atteinte.

b) On suppose que U est un ouvert de Rn tel que

∀x ∈ U, ∃! y = P (x) ∈ F ; d(x, F ) = d(x, y).

Montrer que P est continue.

Exercice 70. Soit f : Rn → R
n une bijection continue telle que lim

‖x‖→∞
‖f(x)‖ =

∞. Montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 71. Montrer que si A et B sont deux compacts d’un e.v.n E, la
réunion des segments joignant deux points arbitraires de A et B est aussi
compacte.

Exercice 72. Soit a ∈ R et αn une suite convergente vers 0. Étudier la suite
u0 = a, un+1 = 1/2(1 +αn)un + 1/2. (montrer d’abord que la suite est bornée,
puis montrer que si x 6= 1 est valeur d’adhérence, 2x− 1 l’est aussi, et aboutir
à une contradiction)

Exercice 73. Soit f une application de E dans F , espaces métriques. Montrer
que si la restriction de f à tout sous-ensemble compact de E est continue alors
f est continue.

Exercice 74. Soit E un espace métrique compact et f : E → E une fonction
continue telle que d(f(x), f(y)) ≥ d(x, y). Montrer que f est un homéomorphisme.

Exercice 75. Trouver tous les compacts de ]0,∞[ muni de la distance d(x, y) =∣∣ 1
x
− 1

y

∣∣.
Exercice 76. Expliquez pourquoi d(f, g) = supx∈[0,1] |f(x)− g(x)| définit une
distance sur C0([0, 1];R). Les fermés bornés de C0([0, 1];R) sont-ils compacts
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(on pourra considérer la suite de fonctions fn(x) = xn) ?

Exercice 77. Module de continuité : Soit (X, d) un espace métrique. Pour
f ∈ C0(X;R), on définit une l’application ωf : R+ → R

+ ∪ {+∞} définie par
ωf (ε) = sup {|f(y)− f(x)| , d(x, y) ≤ ε}. Montrer que si X est compact alors
ωf (ε) est fini pour tout ε > 0 et que la fonction ωf est continue en 0.

Exercice 78. Soit (X, T ) et (X ′, T ′) deux espaces topologiques avec X com-
pact et X ′ séparé. Montrer que pour une application continue et surjective
f : X → X ′, l’image d’un ouvert est un ouvert. Que peut-on dire de l’image
inverse d’un compact ? Montrer que si f est une bijection continue alors c’est
un homéomorphisme.

Exercice 79. Un théorème de point fixe : Soit (X, d) un espace métrique
compact et soit f une application continue deX dansX telle que d(f(x), f(y)) <
d(x, y) pour x 6= y. Montrer que l’application f a un unique point fixe, i.e. il
existe un unique x ∈ X tel que f(x) = x. (Indication : on étudiera la fonc-
tion d(x, f(x)).) En déduire que pour toute donnée initiale x0 ∈ X la suite
récurrente donnée par xn+1 = f(xn) converge vers x. Est-ce encore vrai si X
n’est pas compact ? (Prendre la fonction f(x) = 1

2
(x+

√
x2 + 1) sur R.)

Exercice 80. Utilité de la topologie produit : Montrer qu’il existe une
unique suite u ∈ l∞(R) vérifiant

∀n ∈ N, un =
+∞∑
k=n

2−k−1 1 + 2 |uk|
1 + |uk|

.

Indications : On considèrera la fonction f sur l∞(R) définie par f(u)n =∑+∞
k=n 2−k−1 1+2|uk|

1+|uk|
. On vérifiera qu’un point fixe de f est nécessairement dans

[0, 2]N et que les hypothèses de l’exercice 79 sont vraies pour la distance

d(u, v) =
∑

n∈N 2−n |un−vn|
1+|un−vn| . On établira au passage les inégalités

∣∣∣1+2x
1+x
− 1+2y

1+y

∣∣∣ ≤∣∣∣ x
1+x
− y

1+y

∣∣∣ ≤ |x−y|
1+|x−y| , pour x, y ≥ 0.

Exercice 81. Soit (Kn)n∈N une suite décroissante de compacts non vides d’un
espace topologique (X, T ). Montrer que

⋂
n∈NKn est non vide et que pour tout

ouvert O de X contenant
⋂
n∈NKn il existe n0 tel que Kn0 ⊂ O. (Indication :

Pour la deuxième partie, considérer Kn ∩ {XO.)

Exercice 82. Séparation des compacts :

a) Montrer que si K1 et K2 sont deux compacts d’un espace métrique (X, d),
disjoints K1 ∩ K2 = ∅, alors il existe x1 ∈ K1 et x2 ∈ K2 tels que
d(K1, K2) = d(x1, x2) > 0.
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b) Montrer que dans Rn cela est encore vrai pour un compact K1 et un
fermé F2.

c) Donner un exemple de fermés de R2 disjoints tels que d(F1, F2) = 0 6=
d(x1, x2) pour tout (x1, x2) ∈ F1 × F2

d) Montrer que en revanche pour deux fermés quelconques de Rn, on peut
trouver : 1) une fonction continue sur Rn qui vaut 1 sur F1 et 0 sur
F2 ; 2) deux ouverts disjoints O1 et O2 tels que F1 ⊂ O1 et F2 ⊂ O2.

(Indication : On utilisera la fonction d(x,F1)
d(x,F1)+d(x,F2)

.)

e) Dans un espace topologique séparé (X, T ), montrer que pour deux com-
pacts disjoints K1 ∩K2 = ∅, il existe deux ouverts disjoints O1 ∩O2 = ∅
tels que K1 ⊂ O1 et K2 ⊂ O2.

f) Montrer que ce dernier résultat est encore vrai pour des fermés disjoints
si on suppose (X, T ) localement compact et dénombrable à l’infini (X
peut s’écrire comme union dénombrable de compacts).

Exercice 83. Compactification par un point Soit (X, T ) un espace loca-
lement compact. On considère l’espace topologique (X ′, T ′) donné par X ′ =
X ∪ {∞} par une base de voisinages de l’infini

BV(∞) =
{
{XK ∪ {∞} , Kcompact de (X, T )

}
,

les bases de voisinages des points de X restant inchangées. Vérifier que (X, T )
est un sous-espace topologique de (X ′, T ′) et que (X ′, T ′) est compact. Que
donne la compactification par un point de R2.

Exercice 84. Théorème de Dini : Soit (X, T ) un espace topologique com-
pact.

a) Montrer que si (fn)n∈N est une suite décroissante de C0(X;R) qui converge
simplement vers f ∈ C0(X;R) alors elle converge uniformément.

b) Donner un exemple ou la suite (fn)n∈N de C0(X;R) est décroissante,
converge simplement mais pas uniformément (la limite ne sera pas conti-
nue).

c) Plus généralement pour un espace métrique (X ′, d′), montrer que si
(fn)n∈N est une suite de C0(X;X ′) convergeant simplement vers f ∈
C0(X;X ′) convergeant simplement vers f et telle que la suite (d(fn(.), f(.)))n∈N
est décroissante alors elle converge uniformément.

Exercice 85. Théorème de d’Alembert : Il s’agit de montrer que tout
polynôme de C[X] de degré ≥ 1 admet une racine dans C.

a) Par un argument de compacité, montrer qu’il existe z0 ∈ C tel que
|P (z0)| = infz∈C |P (z)|.
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b) Expliquer pourquoi pour un tel z0, l’ensemble
{
k ∈ N∗, P (k)(z0) 6= 0

}
est

non vide. On notera k0 son plus petit élément.

c) Vérifier que pour θ ∈ [0, 2π] et pour ρ→ 0 dans R+, on a

∣∣P (z0 + ρeiθ)
∣∣2 = |P (z0)|2 +

2

k!
Re
(
P (z0)P k0(z0)ρk0eik0θ

)
+O(ρk0+1).

d) En déduire que l’on a nécessairement P (z0) = 0.

Exercice 86. Théorème de Tychonoff et extraction de sous-suite :

a) On note l∞(R) = Fb(N;R), l’ensemble des suites réelles bornées. Une
suite (fn)n∈N de l∞ est bornée si il existe une constante C telle que
pour tout n ∈ N, supj∈N |fn(j)| ≤ C. Montrer que de toute suite bornée
(fn)n∈N de l∞ on peut extraire une suite (fnk)k∈N qui converge simple-
ment.

b) Dans Fb([0, 1];R), on considère la suite fn des fonctions caractéristiques

des ensembles
⋃2n−1

p=1

]
2p−1

2n
, 2p

2n

[
. En utilisant l’écriture dyadique des réels

(en base 2), montrer que l’on ne peut pas extraire de sous-suite simple-
ment convergente. Que peut-on en déduire sur la topologie de la conver-
gence simple sur Fb([0, 1]) ?

8.4 Espaces vectoriels normés

Exercice 87. Démontrer que dans tout espace normé on a si x 6= 0 et y 6= 0∥∥∥∥ x

‖x‖
− y

‖y‖

∥∥∥∥ ≤ 2
‖x− y‖
‖x‖

.

Exercice 88. On considère E = R[X] et A une partie non vide de R.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur A pour que ‖P‖ =
sup{|P (x)| | x ∈ A} soit une norme sur E.

b) La condition précédente étant vérifiée, donner une condition nécessaire
et suffisante pour que φ définie par φ(P ) = P (0) soit continue sur

E.Indication : On considèrera des polynômes de la forme
(
X2−b2
b2

)n
avec

b = supa∈A |a|.

Exercice 89. Sur C[X] on considère la norme définie par ‖P‖ = sup |ai| si
P (X) =

∑n
i=0 aiX

i. Pour tout x0 on considère l’application linéaire φ : C[X]→
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C définie par φ(P ) = P (x0). Déterminer les x0 pour lesquels φ est continue et
calculer alors sa norme.

Exercice 90. Montrer que l’application

N : R2 → R, (x, y)→ N(x, y) = sup
t∈[0,1]

|x+ ty|

est une norme sur R2. Dessiner la sphère unité.

Exercice 91. Pour quelles valeurs du réel λ définit-on une norme sur R2 par

Nλ(x, y) =
√
x2 + 2λxy + y2?

Comparer les deux normes Nλ et Nµ.

Exercice 92. Soit A une partie non vide d’un espace normé E et f : A→ R

une fonction k-Lipschitzienne. Montrer que la fonction

g : E → R, x→ g(x) = sup
t∈A
{f(t)− k‖x− t‖}

est bien définie. Vérifier que g prolonge f et que g est aussi k-Lipschitzienne.

Exercice 93. Soit A une partie non vide et bornée d’un espace normé E.
Montrer que toute demi-droite d’origine a dans A rencontre la frontière de A.
En déduire que A et Fr(A) ont le même diamètre.

Exercice 94. Soit Rn[X] ⊂ R[X] le sous-espace vectoriel des polynômes de
degré n au plus. Montrer que

P → sup
x∈[0,1]

|P (x)| = ‖P‖

est une norme ; on note, en particulier, En ⊂ Rn[X] l’ensemble des polynômes
normalisés (coefficient 1 pour le monôme maximal) de degré au plus n. Montrer
qu’il existe a(n) ∈ R∗+ tel que

∀P ∈ En ‖P‖ ≥ a(n).

Exercice 95. Soit F l’ensemble des fonctions Lipschitzienne de [0, 1] dans R.
On définit l’application

f → N(f) = |f(0)|+ sup
0≤x≤y≤1

|f(y)− f(x)|
|y − x|

.
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Montrer que c’est une norme et comparer avec ‖ · ‖∞.

Exercice 96. Montrer que l’on définit une norme sur R2 par

N(x, y) = sup
t∈R

|x+ ty|
1 + t2

.

Déterminer et dessiner la sphère unité.

Exercice 97. Dans l’espace des fonctions continues définies sur [0, 1] à valeurs
dans R, muni de la norme ‖ · ‖∞, on considère une famille (f1, . . . , fp) ∈ Ep et
on définit l’application N : Rp → R par

N(x1, . . . , xp) = ‖
p∑
i=1

xifi‖L∞ .

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que N soit une norme sur
R
p.

Exercice 98. Soit C l’espace vectoriel des suites convergentes de nombres
réels et C0 le sous-espace des suites convergentes vers 0. On munit C et C0 de
la norme `∞.

a) Montrer que C0 est fermé dans C.

b) On définit une application T de C dans C0 en associant à la suite (xn)
la suite (yn) définie par y0 = lim

n→∞
xn et yn = xn−1 − lim

n→∞
xn pour n ≥ 1.

i) Montrer que T est linéaire continue et calculer ‖T‖.
ii) Montrer que T est bijective.

iii) Montrer que pour tout x ∈ C, ‖T (x)‖ ≥ 1
2
‖x‖.

iv) Conclure que C et C0 sont isomorphes.

Exercice 99. On considère l’application linéaire de R3 dans R2 de matrice(
1 2 3
4 2 4

)
dans les bases canoniques. Calculer la norme de cette application

dans les cas suivants :

a) R3 et R2 sont tous deux munis de la norme `∞.

b) R3 est muni de la norme `1 et R2 de la norme `∞.

c) R3 est muni de la norme euclidienne et R2 de la norme `∞.

Exercice 100. Une base de Kn étant fixée, K = R ou C, on considère les
normes

|X|1 =
n∑
i=1

|xi| et |X|∞ = sup
i∈{1...n}

|xi| .
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Dans Mn(K), on leur associe les normes

‖A‖p = sup
|X|p=1

|AX|p p ∈ {1,∞} .

Vérifiez que pour A = (aij) on a

‖A‖1 = sup
j

∑
i

|aij| et ‖A‖∞ = sup
i

∑
j

|aij| .

En déduire que supj
∑

i |aij| et supi
∑

j |aij| définissent des normes d’algèbre
sur Mn(K).

Exercice 101. Calculer les normes des formes linéaires suivantes sur C([−1, 1])
muni de la norme de la convergence uniforme.

a)
∫ 1

0
f(x) dx

b)
∫ 1

−1
sign(x)f(x) dx

c)
∫ 1

−1
f(x) dx− f(0)

d) f(a)+f(−a)−2f(0)
a2 , où a ∈]0, 1] est une constante.

e)
∑∞

n=1
(−1)n

n2 f( 1
n
).

Exercice 102.

a) Montrer que sur Rn[X], ‖P‖n =
∑n

k=0 |P (k)| définit une norme.

b) Déterminer la norme de l’application linéaire f de R2[X] dans R3[X] qui
au polynôme P (X) associe le polynôme XP (X), quand ces espaces sont
munis respectivement des normes ‖ · ‖2 et ‖ · ‖3.

Exercice 103. Soit E = C([0, 1];R) muni de la topologie de la convergence
uniforme. On considère T : E → R linéaire tel que f ≥ 0 implique Tf ≥ 0.
Montrer que T est continue.

Exercice 104. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel d’un espace
vectoriel normé alors F est un sous-espace vectoriel de E. Donner un exemple

ou F 6= F . Montrer l’équivalence
( ◦
F 6= ∅

)
⇔ (F = E).

Exercice 105. Montrer que |f |2 =
√∫ 1

0
|f(t)|2 dt définit une norme sur

C0 ([0, 1]).
Montrer que la forme linéaire f → f(0) n’est pas continue pour cette norme.
En déduire que {f ∈ C0([0, 1]), f(0) = 0} n’est pas fermé.
Montrer que les sous-espaces F1 =

{
f ∈ C0([0, 1]), ∀x ∈ [0, 1

2
], f(x) = 0

}
et



122 Exercices.

F2 = {f ∈ C0([0, 1]), ∀x ∈ [1
2
, 1], f(x) = 0

}
sont fermés dans C0([0, 1]) avec

cette norme, que F1 ∩ F2 = {0} mais que F1 ⊕ F2 n’est pas fermé.

Exercice 106. Sur C1([0, 1];R) montrer que la quantité

N(f) =

√∫ 1

0

|f(t)|2 + |f ′(t)|2 dt

est une norme.
Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que : ‖f‖∞ ≤ CN(f),∀f ∈
C1([0, 1];R). Les deux normes N et ‖ ‖∞ sont-elles équivalentes ?
Montrer que F0 = {f ∈ C1 ([0, 1];R) , f(0) = 0} est un sous-espace vectoriel

fermé de C1 ([0, 1];R) pour la normeN et que la quantitéN ′(f) =
√∫ 1

0
|f ′(t)|2 dt

est une norme sur F0 équivalente à N .

Exercice 107. Pour A et B deux parties d’un espace vectoriel normé (E, ‖ ‖),
on note A+B = {x+ y, x ∈ A, y ∈ B}.

a) Montrer que si A ou B est ouvert alors A+B est ouvert.

b) Vérifier que si A et B sont convexes, A+B est convexe.

c) Montrer que si A est compact et B est fermé, A+B est fermé.

d) Donner un contre-exemple en dimension infinie où la somme de deux
espaces vectoriels fermés n’est pas fermée. Dans le cas de R2 considérer
l’exemple A = R− × {0} et B =

{
(x, y), y ≥ 1

x
, x > 0

}
.

e) Montrer que si A et B sont fermés et si de plus la somme S : (x, y) ∈
A×B → S(x, y) = x+y ∈ E est propre (au sens où S−1(K) est compact
si K est compact) alors A+B est fermé.

Exercice 108. Soit (E, ‖ ‖) un espace vectoriel normé. Montrer que s’il existe
un convexe compact d’intérieur non vide dans E alors E est de dimension finie.

Exercice 109. On note l∞0 (R) l’ensemble des suites réelles qui tendent vers 0
à l’infini. Vérifier que c’est un fermé de l∞(R) pour la norme ‖ ‖∞.
On note E = {x = (xn)n∈N, ((n+ 1)xn)n∈N ∈ l∞(R)}. Montrer que E est un
sous-espace vectoriel dense de l∞0 (R).
Sur E on met la norme ‖x‖E = supn∈N |(n+ 1)xn|. Montrer que les boules
fermées de (E, ‖ ‖E) sont des convexes compacts de (l∞0 (R), ‖ ‖∞). Que peut-
on dire de leur intérieur pour la norme ‖‖∞ ? Peut-on trouver une boule de
(E, ‖ ‖E) qui est dense dans la boule unité de (l∞0 (R), ‖ ‖∞) ?

Exercice 110. Sur l’espace vectoriel des applications linéaires continues u :
(E, ‖ ‖E)→ (F, ‖ ‖F ), on sait que l’on peut mettre la norme

‖u‖ = sup
x 6=0

‖u(x)‖F
‖x‖E

.
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Montrer que ce sup est en fait un maximum quand E est de dimension finie.
Est-ce encore vrai en dimension infinie ?

Exercice 111. On note C[X] l’ensemble des polynômes sur C et Cn[X] l’en-
semble des polynômes de degré inférieur ou égal à n. Pour N ∈ N ∪ {∞}, on
se donne une suite de points distincts (zk)k∈{0,1,...,N} du disque unité ouvert
D(0, 1).

a) Montrer que pour N < ∞, la quantité supk∈{0,...,N} |P (zk)| définit une

norme sur CN [X] et que cette norme est équivalente à supk∈{0,...,N}
∣∣P k(z0)

∣∣
et à supz∈D(0,2) |P (z)|.

b) Pour N = +∞, montrer que la quantité supk∈N |P (zk)| définit une norme
d’algèbre sur C[X]. Est-elle équivalente à la norme supz∈D(0,2) |P (z)| ?

Exercice 112. Théorème de Cayley-Hamilton : On travaille dansMn(C)
et pour une matrice A on note PA(X) son polynôme caractéristique : PA(X) =
det (X Id−A).

a) Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables est dense dansMn(C).
(Indication, on travaillera sur la forme trigonalisée.)

b) En déduire que pour toute matrice dans Mn(C), on a PA(A) = 0. Que
peut-on dire pour les matrices de Mn(R) ?

c) Reprendre l’exercice en utilisant la topologie de Zariski2 (cf : Exercice
43). Indication : On vérifiera que l’ensemble des matrices dont toutes les
valeurs propres sont distinctes est un ouvert de Zariski. Généraliser à un
corps infini de caractéristique différente de 2 (pour que le déterminant
ait les bonnes propriétés).

Exercice 113. Montrer que dans un espace vectoriel normé (E, ‖ ‖E), on ne
peut avoir deux applications linéaires continues u et v telles que

u ◦ v − v ◦ u = Id .

(On vérifiera un ◦ v − v ◦ un = nun−1).

Exercice 114. Continuité des racines d’un polynôme : On rappelle que
pour une fonction entière ne s’annulant pas sur le cercle de centre z0 ∈ C et
de rayon ρ > 0, le nombre de zéros de f (comptés avec multiplicité) dans le
disque D(z0, ρ) vaut (cf. cours sur les fonctions holomorphes) :

1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f ′(z)

f(z)
dz.

2question subsidiaire qui demande d’avoir fair l’exercice 43
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Pour (a0, . . . , an) ∈ Cn, on note P (X, a) = anX
n + · · · + a0 ∈ C[X]. Un

contour Γ étant choisi dans C, montrer que les fonctions P (z, a) ∈ C0(Γ) et
P ′(z, a) ∈ C0(Γ) dépendent continûment de a (On met sur C0(Γ), la norme
du sup). En déduire en utilisant la formule donnée ci-dessus que les racines de
P (X, a) dépendent continûment de a = (a0, . . . , an) ∈ Cn.

Exercice 115. Dans Mn(C), on note A∗ la matrice adjointe de A, A∗ = tA
et Tr(A) la trace de A.

a) Montrer que la quantité
√

Tr(A∗A) définit une norme sur Mn(C). (On

vérifiera que Tr(A∗A) =
∑n

k,i=1 |aki|
2).

b) Montrer que si A est une matrice hermitienne, on a Tr(A∗A) =
∑n

i=1 |λi|
2

où les λi, i = 1, . . . , n désignent les valeurs propres de A. (On rappelle

que Tr(AB) = Tr(BA)). En déduire que d(A,B) =
√∑n

i=1 |λi(B − A)|2

définit une distance sur l’ensemble des matrices hermitiennes. Est-ce en-
core vrai dans Mn(C) ?

Exercice 116. Soit (En, ‖ ‖n) une suite d’espaces vectoriels normés de dimen-
sion finie. Rappeler pourquoi la topologie produit sur Πn∈NEn est métrisable.
Est-ce que une distance donnant cette topologie est associée à une norme ?

Exercice 117. Normes et convexes : On considère un espace vectoriel réel
E de dimension finie.

a) Montrer que si ‖ ‖ est une norme sur E, la boule unité est un convexe
symétrique (x ∈ B(0, 1) entrâıne −x ∈ B(0, 1)) borné.

b) Réciproquement, pour un convexe K de E on définit la jauge de K, pK
par

∀x ∈ E, pK(x) = inf
{
α > 0,

x

α
∈ K

}
.

Montrer que si K est un convexe ouvert borné symétrique de E, pK est
une norme sur E et que la boule unité pour cette norme est K.

c) En déduire que si K1 et K2 sont deux convexes d’intérieur non vide
contenant 0, il existe α > 0 et β > 0 tels que αK1 ⊂ K2 ⊂ βK1.

d) Que peut-on dire si E est de dimension infinie (on notera qu’alors la
notion de borné dépend du choix d’une norme) ?

Exercice 118. Fonctions convexes : Sur un espace vectoriel réel E de
dimension n, on dit qu’une fonction f : E → R est convexe si son épigraphe
epi(f) = {(x, λ), f(x) ≤ λ} est un convexe de E × R. On supposera E de
dimension n et on le munira d’une base (e1, . . . , en).

a) Montrer que si x ∈ E, il existe une fonction affine ax(y) = l(y−x)+f(x)
sur E telle que ax(x) = f(x) et ax(y) ≤ f(y),∀y ∈ E. (Indication :
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On vérifiera que la fonction R 3 θ → f(x + θei) est convexe pour tout
i ∈ {1, . . . , n}

b) En déduire que f = supaaffine, a≤f a et que pour λ ∈ R, l’ensemble
{x ∈ E, f(x) ≤ λ} est fermé.

c) Pour t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn, on note |t| =
∑n

i=1 |ti|. Montrer que pour
x ∈ E et |t| ≤ 1 on a

f(x+ t1e1 + · · ·+ tnen) ≤ (1− |t|1)f(x) +Mx |t|1 ,

avec Mx = max {|f(x± ei)| , 1 ≤ i ≤ n}. En déduire que pour tout
λ ∈ R l’ensemble {x ∈ E, f(x) < λ} est ouvert. En associant avec le
résultat de b), en déduire que f est continue.

d) Montrer qu’une fonction f sur E est convexe si et seulement si pour tout
λ ∈ R l’ensemble {x ∈ E, f(x) ≤ λ} est un fermé convexe.

e) Montrer que toute fonction convexe qui tend vers +∞ quand ‖x‖E tend
vers l’infini admet un minimum.

8.5 Complétude

Exercice 119. Soit E = {ai, i ∈ N} un ensemble dénombrable, on définit
d : E × E → R+ par

∀i ∈ N d(ai, ai) = 0

∀i 6= j d(ai, aj) = δ +
1

i+ 1
+

1

j + 1
.

Montrer que c’est une distance si δ ≥ 0; (E, d) est-il complet ?

Exercice 120. On considère l’application d : C2 → R+ telle que d(0, z) = |z|
et, pour z et z′ non nuls, d(z, z′) = |z − z′| si z et z′ ont le même argument,
d(z, z′) = |z| + |z′| dans le cas contraire. Montrer que d est une distance sur
C, reconnâıtre les boules pour cette distance ; comparer la convergence d’une
suite pour cette distance et pour la distance usuelle. Montrer que (C, d) est
complet.

Exercice 121. Sur l’espace C[X] des polynômes on pose, pour

P =
n∑
0

akX
k, ‖P‖∞ = sup

k
|ak|,

‖P‖1 =
n∑
0

|ak|, ‖P‖2 =

√√√√ n∑
0

|ak|2.
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Montrer que l’on définit ainsi trois normes non équivalentes et que l’espace
(C[X], ‖ · ‖∞) n’est pas complet.

Exercice 122. Soit E l’ensemble des fonctions de classe C1 de [0, 1] dans R
telles que f(0) = 0. Démontrer que

‖f‖ = sup
t∈[0,1]

|f(t)|+ sup
t∈[0,1]

|f ′(t)| et ‖f‖1 = sup
t∈[0,1]

|f(t) + f ′(t)|

définissent deux normes équivalentes sur E et que E est complet.

Exercice 123. Soit E l’ensemble des suites de nombres réels (xn) telles que

xn ∈ [0, 1] ∀n. On pose d(x, y) = supn
|xn−yn|

n
. Montrer que d est une distance

et que E est un espace complet et compact. Ceci reste-t-il vrai si l’on prend
sur E la distance supn |xn − yn| ?

Exercice 124. Montrer que l’espace C([0, 1];R) normé par ‖f‖1 =
∫ 1

0
|f(x)| dx

n’est pas complet. (on pourra considérer la suite de fonctions fn(t) = inf(n, 1√
t
))

Exercice 125. ]0, 1[ et [0, 1] sont-ils homéomorphes ?

Exercice 126. On désigne par E = C([0, 1];R) l’e.v. des applications conti-
nues de [0, 1] dans R normé par la norme de la convergence uniforme. A tout
x ∈ E on associe la fonction

y(t) = 1/2
[
1 +

∫ 1

0

testx(s) ds
]
.

Montrer que y ∈ E et que l’application f : E → E définie par f(x) = y est
contractante de rapport 7

8
. En déduire qu’il existe un unique a ∈ E tel que

a = f(a) et donner une majoration de ‖a−xn‖∞ si x0(t) = 1 et xn = f(xn−1).

Exercice 127. Soit λ ∈]0, 1[, a ∈ R et g une fonction continue et bornée sur
R. Montrer qu’il existe une unique fonction f continue et bornée sur R telle
que pour tout x réel f(x) = λf(x+ a) + g(x). Calculer f si g = cos.

Exercice 128. Soit (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques complets, D une
partie dense de X et (gn) une suite d’applications 1-Lipschitzienne de X dans
Y telle que pour chaque x ∈ D, la suite gn(x) converge dans Y . Montrer que
gn converge simplement sur X vers une application g de X dans Y et que g
est continue.

Exercice 129. Peut-on appliquer le théorème des applications contractantes
à la suite définie par x0 ∈ R et xn+1 = sin(cos2 xn) ?

Exercice 130. On considère E l’espace des fonctions f continues de ]0, 1[ dans
R telles que la fonction tf(t) soit bornée sur ]0, 1[. On munit E de la norme
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‖f‖ = sup |tf(t)|. Montrer que E est complet et qu’il existe un unique f ∈ E
tel que, pour tout t ∈]0, 1[ :

6f(t) = f(
t

3
) + f(

t

2
) +

cos t

t
.

Exercice 131. Soit E = [2
3
,+∞[ sous-espace métrique de R, et f : E → R

avec f(x) = 2x+6
3x+2

.

a) Montrer que E est complet et que f(E) ⊂ E.

b) Montrer que f est contractante.

c) Calculer l’unique point fixe a de f .

d) Si l’on prolonge f à f̃ : R \ {−2
3
} → R par f̃ = 2x+6

3x+2
, alors f̃ n’est pas

contractante mais a 2 points fixes.

Exercice 132. Démontrer que si f est continue sur [a, b], à valeurs réelles ou

complexes et telle que pour tout n ∈ N,
∫ b
a
xnf(x) dx = 0 on a f = 0. (utiliser

un raisonnement de densité).

Exercice 133. Sur R2 donner un exemple de fonction partiellement continue
en tout point et qui est discontinue en tout point de Q2 (On utilisera la fonction
f0(x, y) = xy

x2+y2 avec f0(0, 0) = 0 et on numérotera les points de Q2).

Exercice 134. Soit (E, ‖ ‖) un espace de Banach. On note SE la sphère unité
de E et on dit que la norme ‖ ‖ est uniformément convexe si pour tout ε > 0
il existe δ > 0 tel que

∀x, y ∈ SE, (‖x− y‖ > ε)⇒
(∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥ < 1− δ
)

Montrer que si ‖ ‖ est uniformément convexe et si C est une partie convexe
fermée de E, alors pour tout x ∈ E il existe un unique point de C noté PC(x)
tel que

‖x− PC(x)‖ = inf
y∈C
‖x− y‖ .

(On utilisera une suite (yn)n∈N de C minimisant la quantité infy∈C ‖x− y‖ et
on montrera qu’elle est de Cauchy).
Donner une norme sur R2 (non uniformément convexe) pour laquelle la conclu-
sion est fausse.

Exercice 135. On munit Rn de la norme euclidienne ‖x‖ =
√∑n

i=1 |xi|
2

a) Vérifier que l’on a

∀x, y ∈ Rn,
∥∥∥∥x+ y

2

∥∥∥∥2

+

∥∥∥∥x− y2

∥∥∥∥2

=
1

2
‖x‖2 +

1

2
‖y‖2 .
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b) En déduire que pour tout convexe fermé C de Rn, et pour tout x ∈ Rn,
il existe un unique PC(x) ∈ C tel que ‖x− PC(x)‖ = infy∈C ‖x− y‖.

c) Montrer que le point PC(x) est caractérisé par

∀y ∈ C, (y − PC(x), x− PC(x)) ≤ 0.

On interprétera géométriquement cette caractérisation.

d) En déduire que tout convexe fermé de Rn est égal à l’intersection de tous
les demi-espaces fermés le contenant

e) Séparation des convexes : Montrer que si C1 et C2 sont deux convexes
fermés disjoints de Rn, l’un des deux étant compact, il existe un hyper-
plan affine les séparant.

Exercice 136. On note E ′ le dual topologique de E. En utilisant les résultats
des exercices 117 et 135 montrer que si E est de dimension finie, on a

‖x‖E = max
f∈E′,f 6=0

|f(x)|
‖f‖

.

Comparer à l’exercice 110.

Exercice 137. Vérifiez que Rmuni de la distance da(x, y) = |arctan(y)− arctan(x)|
n’est pas complet. Quel est son complété ?

Exercice 138. Sur C0 ([0, 1];R) on met la norme N1(f) =
∫ 1

0
|f(t)| dt. Pour

n ∈ N, on pose

fn(x) =


1 si 1

2
≤ x

(n+ 1)x− n+1
2

+ 1 si 1
2
− 1

n+1
≤ x ≤ 1

2

0 si x ≤ 1
2
− 1

n+1
.

Vérifiez que la suite (fn)n∈N est de Cauchy pour la norme N1. En déduire que
C0([0, 1];R) n’est pas complet pour la norme N1.

Exercice 139. Montrer que le dual topologique E ′ d’un espace vectoriel normé
(E, ‖ ‖) sur K = R ou C muni de la norme

‖l‖ = sup
‖x‖=1

|l(x)|

est un espace de Banach.

Plus généralement si (E, ‖ ‖E) est un espace vectoriel normé et si (F, ‖ ‖F ) est
un espace de Banach, alors L(E,F ) muni de la norme

‖u‖ = sup
‖x‖E=1

|u(x)|F



129

est un espace de Banach.

Exercice 140. Montrer que pour une norme quelconque sur Mn(K), K =
R ou C, Id +A est inversible et log(Id +A) est bien défini dès que la norme de
A est assez petite. (On vérifiera que c’est vrai en particulier pour ‖A‖ < 1 si
‖ ‖ est une norme d’algèbre).

Exercice 141. On considère une série entière
∑+∞

n=0 cnz
n de rayon de conver-

gence R > 0. On met une norme d’algèbre ‖ ‖ sur Mn(K), K = R ou C.

a) Expliquez pourquoi f(A) est une fonction continue (et même analytique)
de A dans la boule ouverte de rayon R pour la norme ‖ ‖. (On travaillera
composante par composante et on justifiera proprement cette approche.)

b) On note D le disque unité fermé de C et Γ le cercle de rayon 1 orienté.
Soit A ∈ Mn(K) telle que ‖A‖ < R. Vérifier que la fonction z → f(zA)
est holomorphe par rapport à z dans un voisinage de D et que l’on a
pour tout n ∈ N

cnA
n =

1

2πi

∫
Γ

f(zA)

zn+1
dz.

Exercice 142. On rappelle que les matrices diagonalisables forment une partie
dense dans Mn(C). Montrer que l’on a pour tout A ∈Mn(C)

det [exp(A)] = exp [Tr(A)] .

Exercice 143. On munit Mn(C) d’une norme d’algèbre ‖ ‖.

a) En utilisant l’exercice 140, montrer que l’application exponentielle exp :
Mn(C)→Mn(C) définit un homéomorphisme local près de 0 deMn(C)
sur GLn(C). L’objectif des questions suivantes est de vérifier que l’appli-
cation exponentielle est surjective de Mn(C) sur GLn(C).

b) En choisissant correctement une détermination du logarithme complexe,
vérifier que toute matrice diagonalisable inversible peut s’écrire comme
l’exponentielle d’une matrice.

c) En utilisant la série log(1 + x) =
∑

n∈N
(−1)n

n+1
xn+1, montrer que Id +N peut

s’écrire comme l’exponentielle d’une matrice si N est nilpotente.

d) En utilisant la décomposition de Jordan (toute matrice de Mn(C) peut
s’écrire comme la somme d’une matrice diagonalisable et d’une matrice
nilpotente qui commutent), déduire de b) et c) que l’application expo-
nentielle est surjective sur GLn(C).

e) L’application exponentielle de Mn(C) sur GLn(C) est-elle injective ?

f) L’application exponentielle est-elle surjective de Mn(R) sur GLn(R) ?
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Exercice 144. Rayon spectral et norme : Pour une matrice quelconque
A deMn(C), on appelle spectre de A et on note σ(A) l’ensemble de ses valeurs
propres. On définit alors le rayon spectral deA par ρ(A) = max {|λ| , λ ∈ σ(A)}.
Sur Mn(C), on prend dans un premier temps la norme d’algèbre associée à
une norme | | sur Cn

‖A‖0 = sup
|X|=1

|AX| .

a) Montrer que pour tout n ∈ N, on a ρ(A)n ≤ ‖An‖0 ≤ ‖A‖
n
0 .

b) De la deuxième inégalité, déduire que l’on a pour z appartenant au disque
ouvert de C de rayon 1

‖A‖0

(1− zA)−1 =
∞∑
k=0

(zA)k.

c) Vérifier que la fonction z → (1 − zA)−1 est en fait holomorphe dans
le disque ouvert de rayon 1

ρ(A)
. On pourra utiliser l’exercice 141 pour

montrer que pour ε > 0, on peut trouver une constante positive Cε telle
que

∀n ∈ N, ‖An‖0 ≤ Cε

(
1

1
ρ
− ε

)n

.

d) A partir de a) et b), démontrer

ρ(A) = lim
n→∞

‖An‖
1
n
0 .

e) Montrer que pour n’importe quelle norme ‖ ‖ Mn(C) on a la formule du
rayon spectral :

ρ(A) = lim
n→∞

‖An‖
1
n .

Exercice 145. On rappelle qu’un espace métrique (X, d) est dit ultramétrique
si la distance vérifie

∀x, y, z ∈ N, d(x, z) ≤ max {d(x, y), d(y, z)} .

a) Montrer qu’une suite (xn)n∈N d’un espace ultramétrique est de Cauchy
si et seulement si la distance d(xn, xn+1) tend vers 0 quand n→∞.

b) Pour un corps K, on note K((X)) l’ensemble des séries formelles ”avec
pôle en 0”, i.e. l’ensemble des suites de K indexées par n ∈ Z nulles en
dessous d’un certain rang.

K((X)) = {S = (sn)n∈Z, ∃n0 ∈ Z,∀n ≤ n0, sn = 0} .

Comme pour K[[X]] (cf exercice 7), on écrit S =
∑+∞

k=v(S) skX
k et on

définit une distance ultramétrique sur K((X)) à l’aide de la valuation en
posant d(S, T ) = e−v(S−T ).
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i) Montrer que K((X)) muni de la distance ultramétrique est complet.

ii) Montrer que si v(S) = 0 alors 1 +XS est inversible dans K[[X]] ⊂
K((X)).

iii) En déduire que K((X)) est un corps dans lequel le corps des frac-
tions rationnelles K(X) est dense.

c) Pour p premier, on écrit les entiers en base p : un entier n ∈ N s’écrit
de manière unique a0 + a1p + a2p

2 · · · + adnp
dn avec les coefficients ak

dans Z
/
pZ On définit alors la valuation v(n) d’un entier n comme le

plus grand entier k tel que pk divise n. En mimant l’étude de K((X)),
construire un corps qui contient N (et donc Q) qui est complet pour la
distance associée à la valuation v. C’est le corps des nombres p-adiques.

Exercice 146. Théorème de Cauchy-Lipschitz : On considère une fonc-
tion f : Rt×Rdy → R

d
y continue et localement Lipschitzienne par rapport à y :

Pour tout (t, y) ∈ R1+d, il existe un voisinage Vty de (t, y) et une constante Cty
qui dépend de (t, y) telle que

∀y1, y2 ∈ Rd,
((t, y1) ∈ Vty et (t, y2) ∈ Vty)⇒ (‖f(t, y2)− f(t, y1)‖ ≤ Cty ‖y2 − y1‖) .

Sous ces hypothèses, on considère le problème de Cauchy (i.e. équation différentielle
avec données initiales) {

y′(t) = f(t, y(t))
y(0) = y0 ∈ Rd.

(8.5.1)

a) Vérifier que y ∈ C1([−α, α];Rd) résout (8.5.1) si et seulement c’est un
point fixe de l’application Φ : C0([−α, α];Rd) → C([−α, α];Rd) définie
par

[Φ(y)] (t) = y0 +

∫ t

0

f(s, y(s)) ds.

b) Montrer que pour α > 0 et R assez petits, Φ est une contraction de
C0([−α, α];Bf (y0, R)) dans lui même. Conclure.

c) On note T la borne supérieure de l’ensemble des t ∈ R tels que (8.5.1)
a une unique solution sur [0, t]. Montrer que si T < +∞ alors on a
limt→T ‖y(t)‖ = +∞.

Exercice 147. Théorème des fonctions implicites : Soit f une fonction
C1 de Rnx × Rmy dans Rm et l’on rappelle que dans ce cas la différentielle de f
par rapport à y en un point (x0, y0), notée dyf(x0, y0) est l’unique application
linéaire de Rm dans Rm telle que f(x0, y) = f(x0, y0) + dyf(x0, y0).(y − y0) +
o(‖y − y0‖) quand y → y0.

On suppose que f(0, 0) = 0 et que M = dyf(0, 0) est dans GLm(R).
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a) Montrer que pour α > 0 et r > 0 assez petit l’application Φ définie sur
Fαr = C0(Bn

f (0, α);Bm
f (0, r)) par

[Φ(y)] (x) = y(x)−M−1f(x, y(x)) = −M−1 [f(x, y(x))−M.y(x)]

envoie F dans lui même et est une contraction de Fαr.

b) En déduire que pour α > 0 et r > 0 il existe une unique application
continue y de Bn

f (0, α) dans Bm
f (0, r) telle que f(x, y(x)) = 0 pour tout

x ∈ Bf (0, α).

c) Vérifier que la solution y(x) est en fait C1 et que sa différentielle vaut
dxy(x) = −dyf(x, y(x))−1 ◦ dxf(x, y(x)).

Exercice 148. Théorème de Baire : Soit (X, d) un espace métrique com-
plet :

a) Montrer qu’une suite décroissante de fermés (Fn)n∈N, non vides, Fn 6= ∅,
dont le diamètre tend vers 0 quand n→∞ a une intersection non vide.

b) Montrer qu’une intersection dénombrable d’ouverts denses est dense.
Indication : On prendra une suite (On)n∈N d’ouverts denses et pour x ∈
X, on construira pour tout voisinage V une suite décroissante de boules
fermées (Bn)n∈N telles que Bn ⊂ V ∩O1 ∩ · · · ∩On.

c) On appelle Gδ-dense une partie de X qui s’écrit comme intersection
dénombrable d’ouverts denses. Montrer que la famille des Gδ-denses est
stable par intersection dénombrable.

d) On appelle partie maigre deX une partie incluse dans un réunion dénombrable
de fermés d’intérieur vide. Montrer que X n’est pas maigre et ne peut
s’écrire comme réunion dénombrable de parties maigres.

e) Montrer que si X est égal à une réunion dénombrable de fermés X =⋃
n∈N Fn alors la réunion des intérieurs

⋃
n∈N

◦
Fn est un ouvert dense de

X. (On travaillera dans une boule fermée arbitraire de X).

f) Que peut-on dire pour un espace topologique (X, T ) si on remplace les
mots “métrique complet” par localement compact (au sens ou tout point
admet une base de voisinages compacts) ?

Exercice 149. Une application du théorème de Baire :

a) Soit (fn)n∈N une suite de fonctions réelles continues sur [0, 1] qui converge
simplement vers f . Pour n, p, q ∈ N on note

Fn,p =
⋂
q≥p

{
x ∈ [0, 1] , |fq(x)− fp(x)| ≤ 1

n+ 1

}
.

i) Montrer que pour n fixé, l’union
⋃
p∈N Fn,p n’est autre que [0, 1].
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ii) En appliquant le a), en déduire que On =
⋃
p∈N

◦
Fn,p est un ouvert

dense de [0, 1]. A l’aide du théorème de Baire à nouveau, en déduire
que G =

⋂
n∈NOn est un Gδ-dense de [0, 1].

iii) Expliciter ce que signifie x ∈ G et en conclure que la limite simple
f est continue en tout point de G.

b) Montrer que la fonction 1Q ne peut être limite simple d’une suite de
fonctions continues.

c) Montrer que la dérivée de toute fonction dérivable sur [0, 1] est continue
sur un Gδ-dense de [0, 1]. (On écrira la dérivée comme une limite simple
de fonctions continues).

8.6 Propriétés des espaces de fonctions conti-

nues

Exercice 150. Polynômes de Bernstein : L’objectif de cet exercice est de
redémontrer de façon plus explicite la densité de R[X] dans C0 ([a, b];R). On
commencera avec a = 0 et b = 1.

a) En dérivant la formule du binôme par rapport à X, montrer pour n ∈ N∗
les identités de polynômes à 2 variables :

nX(X + Y )n−1 =
n∑
p=0

pCp
nX

pY n−p

et

n(n− 1)X2(X + Y )n−2 =
n∑
p=0

p(p− 1)Cp
nX

pY n−p.

b) Montrer que pour tout x ∈ R on a

n∑
p=0

Cp
nx

p(1− x)n−p = 1 et
n∑
p=0

(nx− p)2Cp
nx

p(1− x)n−p = nx(1− x).

(Pour la deuxième identité, on utilisera les deux égalités du a)).

c) Pour f ∈ C0 ([0, 1];R), on note Pn le polynôme

Pn(X) =
n∑
p=0

Cp
nf(

p

n
)Xp(1−X)n−p.

Montrer que pour tout ε > 0 il existe α > 0 tel que∣∣∣x− p

n

∣∣∣ ≤ α⇒
∣∣∣f(x)− f

(p
n

)∣∣∣ ≤ ε.
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Vérifier que si
∣∣x− p

n

∣∣ ≥ α alors
(
nx−p
nα

)2 ≥ 1. En remarquant que

f(x)− Pn(x) =
n∑
p=0

Cp
n

(
f(x)− f

(p
n

))
xp(1− x)n−p

montrer que

|f(x)− Pn(x)| ≤ ε+
2 ‖f‖∞
nα2

.

Conclure que lim
n→∞

Pn(x) = f(x) uniformément sur [0, 1].

d) Comment obtient-on en général le résultat pour C0 ([a, b];R) ?

Exercice 151. Soit (X, d) un espace métrique compact. Vérifier que C0(X;R)
sépare les points : i) Pour tout x ∈ X il existe f ∈ C0(X;R) tel que f(x) 6= 0 ;
ii) pour tout x, y ∈ X, x 6= y, il existe f ∈ C0(X;R) telle que f(x) 6= f(y).
(On utilisera la distance pour construire de telles fonctions).

Exercice 152. Soit (X, d) et (Y, d′) deux espaces métriques compacts. On
note C0(X;K) ⊗ C0(Y ;K) le produit tensoriel (algébrique) de C0(X;K) avec
C0(Y ;K), i.e. l’ensemble des combinaisons linéaires finies

∑N
i=1 λiϕi(x)ψi(y)

avec ϕi ∈ C0(X;K), ψi ∈ C0(Y ;K) et λi ∈ K. Montrer d’abord pour K = R

puis pour K = C que C0(X;K)⊗ C0(Y ;K) est dense dans C0(X × Y ;K).

Exercice 153. Calcul fonctionnel : On considère une algèbre normée (A, ‖ ‖)
complète avec unité et munie d’une involution antilinéaire (i.e. une application
∗ : A → A R-linéaire telle que (λA)∗ = λA∗ et (A∗)∗ = A pour A ∈ A et
λ ∈ C) vérifiant pour tout A ∈ A ‖A∗A‖ = ‖A‖2. Une telle algèbre est appelée
C∗-algèbre

a) Un exemple : Montrer que si on met un produit scalaire ( , ) sur
C
n et que l’on considère sur Cn la norme hermitienne associée ‖x‖2 =√
(x, x), alors Mn(C) muni de la norme ‖A‖ = sup‖x‖2=1 ‖Ax‖2 est une

C∗-algèbre.

b) Pour A ∈ A, on note ρ(A) l’ensemble des λ ∈ C tels que (λ−A) admet un
inverse dans A. Montrer que ρ(A) est un ouvert de C (Pour (λ0−A) inver-
sible et λ proche de λ0, on écrira (λ−A) = (λ0−A) (1 + (λ− λ0)(λ0 − A)−1)
et on exprimera l’inverse du deuxième facteur à l’aide d’une série). Par un
argument similaire (développement en série) montrer que ρ(A) contient
{λ ∈ C, |λ| > ‖A‖}. En déduire que le complémentaire σ(A) de ρ(A),
que l’on appellera spectre de A, est un compact de C inclus dans la
boule de rayon ‖A‖.

c) En utilisant l’holomorphie de la fonction (1−zA)−1 sur ρ(A) comme dans
l’exercice 144 (Complétude) montrer qu’en fait on a ‖A‖ = supλ∈σ(A) |λ|
dès que A∗ = A (en fait le résultat est encore vrai dès que A et A∗

commutent).
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d) Montrer que pour A ∈ A et P ∈ C[X] on a σ(P (A)) = P (σ(A)) et que
‖P (A)‖ = supλ∈σ(A) |P (λ)| (Pour ce dernier point on écrira ‖P (A)‖2 =

‖P (A)∗P (A)‖ =
∥∥PP (A)

∥∥).

e) Montrer que pour A ∈ A le spectre de A∗ se déduit de celui de A par
conjugaison complexe, σ(A∗) = σ(A). En déduire que si A∗ = A alors
σ(A) est un compact de R.

f) Soit A ∈ A tel que A∗ = A. En utilisant le théorème de Stone-Weierstrass
(avec les polynômes sur σ(A)) montrer qu’il existe une unique application
linéaire ΦA de C0 (σ(A);C) dans A tel que

i) ΦA est un morphisme de C∗-algèbre : ΦA(λf+g) = λΦA(f)+ΦA(g),
ΦA(fg) = ΦA(f)ΦA(g), ΦA(1) = 1 et ΦA(f) = ΦA(f)∗.

ii) Si f(x) = x alors ΦA(f) = A.

iii) ΦA est continue.

Ce résultat permet en fait de définir f(A) pour tout A ∈ A tel que
A∗ = A et f ∈ C0(σ(A)) en posant f(A) = ΦA(f).

Exercice 154. Lemme d’Urysohn : Cet exercice vise à démontrer un résultat
qui généralise celui de l’exercice 151 et permet de généraliser celui de l’exercice
152.

a) Soit (X, T ) un espace topologique localement compact et dénombrable
à l’infini 3 et soient F1 et F2 deux fermés disjoints de X

i) Montrer qu’il existe deux ouverts O1 et O2 disjoints et tels que F1 ⊂
O1 et F2 ⊂ O2. Vérifier ensuite que l’on a F1 ⊂ O1 ⊂ O1 ⊂ {XF2.

ii) Montrer par récurrence sur n que l’on peut construire une une suite
d’ouverts Or indexée par r = k

2n
, n ∈ N, k ∈ {1, . . . 2n} telle que

F1 ⊂ Or ⊂ Or ⊂ Or′ ⊂ Or′ ⊂ {XF2 dès que r < r′. (Faire un dessin
pour n = 0 puis n = 1.)

iii) Pour n ∈ N on considère la fonction fn définie sur X donnée par

fn(x) =
1

2n

2n∑
k=1

1{XO k
2n

.

Tracer le graphe de f0, f1 et f2 en se plaçant sur X = [0, 1]. Vérifier
que l’on a fn(x) < r = k

2n
si et seulement si x ∈ Or. Montrer que

la suite fn est croissante bornée et donc converge simplement vers
une fonction que l’on notera f .

iv) Vérifier que si x et y appartiennent à O k+1
2n
\ O k

2n
alors on a pour

tout m ≥ n, |fm(y)− fm(x)| ≥ 1
2n

. En déduire que f est continue.

3On pourra se placer dans un premier temps dans le cas compact. Pour le cas général,
on utilisera l’exercice 82 f).
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v) En déduire le lemme d’Urysohn dans le cas compact : Si F1 et F2

sont deux fermés disjoints de (X, T ) compact, alors il existe une
application continue qui vaut 0 sur un voisinage de F1 et 1 sur un
voisinage de F2.

b) Montrer que C0(X;R) sépare les points de X.

c) Reprendre l’exercice 152 pour (X, T ) et (Y, T ′) espaces topologiques com-
pacts.

Exercice 155. Théorème de Cauchy-Arzelà : Soit f une application
continue de R× R dans R et soit (t0, x0) ∈ R× R.

a) Pour deux réels positifs α > 0 et β > 0, rappeler pourquoi la fonction f
est bornée sur [t0 − α, t0 + α] × [x0 − β, x0 + β]. On notera M la borne
de f sur ce voisinage de (t0, x0) et on posera γ = min

{
α, β

M

}
.

b) Pour N ∈ N∗, on subdivise l’intervalle [t0, t0 + γ] en posant tN,i = t0 + i
N
γ,

i ∈ {0, . . . , N}. On considère alors la fonction affine par morceaux xN
définie sur [t0, t0 + γ] par{
xN(t) = xN(tN,i) + (t− tN,i)f (tN,i, xN(tN,i)) pour tN,i ≤ t < tN,i+1,
xN(t0) = x0.

Vérifier que la suite (xN)n∈N∗ est équicontinue. En déduire qu’il existe
une fonction x continue sur [t0, t0 + γ] et une sous-suite (xNk)k∈N qui
converge uniformément vers x sur [t0, t0 + γ].

c) Vérifier que pour N ∈ N∗ la fonction xN vérifie

∀t ∈ [t0, t0 + γ], xn(t) = x0 +

∫ t

0

∑
tN,i<t

1[tN,i,tN,i+1](s)f (tN,i, xN(tN,i)) ds.

d) A l’aide de c), montrer que la limite x trouvée en b) vérifie

∀t ∈ [t0, t0 + γ], x(t) = x0 +

∫ t

0

f (s, x(s)) ds.

En déduire que x est C1 et résout sur [t0, t0 + γ] le problème de Cauchy{
x′(t) = f (t, x(t))
x(t0) = x0.

e) A-t-on unicité de la solution (On pourra considérer f(x) =
√
|x|, x0 = t0 =

0) ? Comparer au théorème de Cauchy-Lipschitz (Exercice 146).
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8.7 Espaces de Hilbert

Exercice 156. Identités de polarisation : Soit (E, ( , )) un espace préhilbertien
sur K = R ou C et ‖ ‖ la norme associée.

a) Dans le cas K = R, montrer que l’on a pour tout x, y ∈ E

(x, y) =
1

4

[
+ ‖+x+ y‖2 − ‖−x+ y‖2]

b) Dans le cas K = C, montrer que l’on a pour tout x, y ∈ E

(x, y) =
1

4

[
+ ‖+x+ y‖2 − ‖−x+ y‖2 + i ‖ix+ y‖2 − i ‖−ix+ y‖2] .

c) En déduire que l’on peut toujours retrouver le produit scalaire à partir
de la norme.

Exercice 157. On considère un espace vectoriel E sur R muni d’une norme
‖ ‖ vérifiant l’identité de la médiane :

∀x, y ∈ E, ‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2 ‖x‖2 + 2 ‖y‖2 .

L’objectif est de montrer que E muni de cette norme est nécessairement un
espace préhilbertien. Il s’agit donc de construire un produit scalaire et compte
tenu de l’exercice 156 on pose

∀x, y ∈ E, (x, y) =
1

4

[
‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2] .

Il reste à vérifier que l’on a bien défini ainsi un produit scalaire.

a) Montrer que pour tout x, y ∈ E on a (x, y) = (y, x) et (x, x) = ‖x‖2.

b) Montrer que pour x1, x2, y ∈ E on a (x1 + x2, y) − (x1, y) − (x2, y) = 0
(On utilisera l’identité de la médiane avec les paires (x1 + y, x2 + y) et
(x1 − y, x2 − y)).

c) Montrer, en utilisant b), que si x, y ∈ E et r ∈ Q on a (rx, y) = r(x, y)
et, en utilisant un argument de continuité, que c’est encore vrai pour
r ∈ R.

d) En déduire que (x, y) définit bien un produit scalaire sur E qui donne la
norme ‖ ‖.

e) Traiter de même le cas K = C.

Exercice 158. Séries de Fourier : On identifie l’ensemble des fonctions
continues complexes périodiques de période 2π avec l’ensemble des fonctions
continues complexes sur le cercle unité S1 =

{
(x, y) ∈ R2, |x|2 + |y|2 = 1

}
. On

note C0(S1;C).
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a) Expliquez pourquoi on peut identifier L2(S1, dθ
2π

) avec L2
(
[0, 2π], dθ

2π

)
,

pourquoi L2(S1, dθ
2π

) muni du produit scalaire

(f, g) =

∫ 2π

0

f(θ)g(θ)
dθ

2π

est un espace de Hilbert et pourquoi C0(S1) est dense dans L2(S1) (Cf
cours d’intégration).

b) Vérifier que (einθ)n∈Z est un système orthonormé de L2(S1).

c) En appliquant un corollaire de Stone-Weierstrass, montrer que l’espace
des polynômes trigonométriques que V ect

{
einθ, n ∈ Z

}
est dense dans

L2(S1). En déduire que (einθ)n∈Z est une base hilbertienne de L2(S1).

d) En déduire que pour tout f ∈ L2(S1), on a f =
∑

n∈Z fne
inθ dans L2(S1)

en posant fn =
∫ 2π

0
e−inθf(θ) dθ

2π
. Montrer de plus l’identité de Parseval∫ 2π

0

|f(θ)|2 dθ
2π

=
∑
n∈Z

|fn|2 .

Exercice 159. Polynômes de Legendre : Sur R[X] on définit la forme
bilinéaire :

(P,Q) =

∫ 1

−1

P (t)Q(t) dt.

a) Vérifier que muni de ce produit scalaire R[X] est un espace préhilbertien.

b) Est-ce un espace de Hilbert ? Quel est son complété ?

c) En appliquant à la base (Xn)n∈N le procédé d’orthogonalisation de Schmidt,
montrer qu’il existe une et une seule famille orthonormée Pn dans laquelle
Pn est exactement de degré n et vérifie (Pn, Xn) > 0. Vérifier que la fa-
mille (Pn)n∈N est une base algébrique de R[X].

d) En déduire que (Pn)n∈N est une base Hilbertienne de L2([−1, 1], dx).

e) On définit le polynôme Qn par

Qn(t) =
1

2nn!

dn

dtn
(t2 − 1)n.

Montrer que Qn est de degré n et a n racines simples dans (−1, 1).
Montrer que Qn est orthogonal à tout polynôme de degré inférieur à n
et en déduire Qn = λnPn. Calculer (Qn, Qn) et en déduire λn. Calculer
Q(−1) et Q(1).

f) Établir les relations

∀n ≥ 2, nQn = (2n− 1)XQn−1 − (n− 1)Qn−2,

et

∀n ∈ N,∀t ∈ R, d

dt
[(1− t2)P ′n(t)] + n(n+ 1)Pn(t) = 0.
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[3] N. Bourbaki. Eléments de mathématique. Topologie Générale. Hermann.

[4] C. Tisseron. Notions de Topologie. Introduction aux espaces fonctionnels.
Hermann (1985).

[5] H. Brezis. Analyse Fonctionnelle. Théorie et applications. Masson (1983).
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Diamètre, 5
Distance, 1

entre parties, 5
ultramétrique, 105

Equivalence de distances
métrique, 30
normes, 58
topologique, 30

Espace
vectoriel normé, 5
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séparable, 14
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