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Chapitre 1

Structures algébriques.

1.1 Notion de Groupe.

Définition et premiers exemples

Définition 1.1.1. Soit E un ensemble. Une lot de composition interne
(LCI) est une application

x: X E— E.

Pour x,y € E , on note x xy [’élément de E obtenu par application de * au
couple (z,y).
Définition 1.1.2. Un groupe est un couple (G, *) ot G est un ensemble non
vide muni d’une loi de composition interne x : G X G — E, qui vérifie :
GR1. * est associative : ¥(x,y,2) € G3, (v xy)* 2 = x * (y * 2),
GR2. 1l existe un élément neutre : de € G tel que Vo € G,x e =e*xx = x,

GRS3. Tout élément a un inverse : Vo € G,y € G tel que xxy =y xx = e.

Proposition 1.1.1.
e Tout groupe a un unique élément neutre.

o Tout élément x d’un groupe a un unique inverse.
Démonstration. O

Exemple 1.1.1.
e (C,+4),(R,+),(Q,+),(Z,+) sont des groupes. (N, +) n’est pas un groupe.
o (C*,4), (R*,-),(Q* ) sont des groupes.
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Exemple 1.1.2. Les nombres complexes de wvaleur absolue 1 forment un
groupe avec LCI multiplication.

Exemple 1.1.3.
— L’ensemble {1,-1} est un groupe avec LCI multiplication.
— L’ensemble {1,i,-1,-i} est un groupe avec LCI multiplication.

Exemple 1.1.4. Soit V' un sous-espace vectoriel de R™. Alors (V,+) est un
groupe.

Définition 1.1.3. Un groupe (G, *) est dit commutatif (ou abélien) si
V(z,y) € G*xxy=yx*z.

Exemple 1.1.5.
— Les groupes (C,+), (R, +), (Q, +), (Z,+), (C*,-), (R*, ), (Q*, ) sont abe-
luens.
— Soit G = GL(2,R) l’ensemble des matrices 2x2 invertibles, a coéfficients
dans R. G muni de LCI multiplication est un groupe non-abelien (com-
ment est-ce qu’on justifie ca ?).

Notations. Si (G, *) est un groupe, nous allons noter xy I'élément z x y e
’élément neutre, et 2! I'inverse de x.
Souvent, au lieu d’écrire (G, ), nous allons écrire tout simplement G.

Définition 1.1.4 (Produit direct). Soit G, G’ deux groupes. On définit
Gx G ={(z,2)|r € G, € G'}.
On définit la loi de composition
x: (GxG)x (GxG)—=GxG
par
(z,2") * (y,9") = (zy, 2"y").
On montre facilement que G X G' muni de cette LCI est un groupe. On appelle

G x G le produit direct de G et G'.

D’apres la définition, un groupe G a au moins un élément. Le groupe
G = {e} est trivial. Si G a un nombre fini d’éléments, on dit que G est un
groupe fini ou un groupe d’ordre fini, et le nombre d’éléments dans un
groupe fini G est appellé ’ordre de G. Si G n’est pas fini, on dit que G est
un groupe infini. Par exemple, les groupes dans Exemple 1.1.3 sont finis,
d’ordre 2 et 4.
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Exemple 1.1.6 (Groupe symétrique d’un ensemble E). Soit E un ensemble
non vide. On consideére ’ensemble

Sg ={f: E — E bijection }.

On muni Sg de l'operation o de composition des applications : (f o g)(x) =

flg(x)).

Proposition 1.1.2. (Sg,0) est un groupe, appelé groupe symétrique de E.
Démonstration. Exercice O

Les éléments du groupe symétrique S sont appelés permutations (de F).
Lorsque E est fini, on représente souvent une telle permutation ¢ par un
tableau dont la premiere ligne est les éléments de E, et la deuxieme leur
image par 0. Par exemple, si £ = {1,2,3,4,5}, on écrit pour un o € E :

U_( 1 2 3 4 5 )
o) o(2) o(3) o) o(5) )’

Calculer c o o', 0~
Si E={1,2,3,...,n}, on note Sy, le groupe symétrique.
Proposition 1.1.3. S, est fini d’ordre n!

Démonstration. O

Regles de calcul dans les groupes

Soit G un groupe. Pour z1,xo, ..., z, des éléments dans G, on définit leur
produit par récurrence :

T1T2T3 ... Ty = (T1T2X3 . .. Tp—1)Tp.

En utilisant 'associativité de la LCI, on peut montrer qu’on obtient le méme
élément indépendement de comment on met des parentheses autour d’éléments.
Par exemple, si n = 4, nous avons

(z122)(2324) = ((T172)73) 24
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et aussi
(x122)(x324) = 21 (22(T324))-

Si G est abelien, on peut montrer par récurrence que le produit x1xs ...z, est
independent de ’ordre dont on écrit les éléments. Soit G un groupe et z € G.
Pour n un entier strictement positif, on définit

" =zxx...x.
n fois
Pour n = 0, on définit 2° = e, ol1 e est 1’élément neutre de G. Si n = —m ol

m > 0 un entier on définit
x—m _ (Jj—l)m.

Proposition 1.1.4. Soit G un groupe. Alors ¥(m,n) € Z%, Vg € G,

gm . gn — ngrn
(g™)" =g™",
()=

Démonstration. En exercice. Il faut noter que I'inverse de I'inverse est 1’élément
lui-méme. ]

Proposition 1.1.5. Soit G un groupe. Pour tous x,y,a dans G,
(a) (ax = ay) = (z =vy) et (xa = ya) = (xa = ya),
(b) (zy=e)= (z=y"),
(c) (xy) ' =y o™

Démonstration.
(a) Si ax = ay alors a™
(b) Si zy = e alors zyy~

Llax = a~lay donc ex = ey d’ott & = .

= 9¢=ldonc z =y .

Sous-groupes

Définition 1.1.5. Soit G un groupe et H une partie de G. On dit que H est
un sous-groupe de G et on écrit H < G si :

1. H contient l’élément neutre de G ;

2. Six,yc€ H, alorszy € H etz € H.

Proposition 1.1.6. Un sous-groupe H d’un groupe G muni de la LCI res-
treinte a H est un groupe.
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Exemple 1.1.7. Soit G un groupe. Les ensembles H = G et H = {e} sont
toujours des sous-groupes de G.

Exemple 1.1.8. (Q,+) et (Z,+) sont des sous-groupes de (R,+). Le groupe
(R%,-) est un sous-groupe de (R*,-).

Théoréme 1.1.1. Les sous-groupes de (Z,+) sont les ensembles
nZ = {nzx| v € Z},
oun € N.

Démonstration. Montrons d’abord que nZ est un sous-groupe de Z. Nous
avons 0 = n0 € nZ. Pour na et nb dans nZ, la somme est na+nb = n(a+0b) €
Z. Finalement pour na € nZ, —na = n(—a) € nZ.

Soit H un sous-groupe de (Z,+). Si H est trivial, i.e. H = {0}, on écrit
H = 0Z. Si H n’est pas trivial, montrons qu’il existe n > 0 entier tel que H =
nZ. Comme H # {0}, il contient un élément non nul, et quitte & considerer
son opposé, il existe ainsi un élément non nul et positif dans H. Posons

n =min{yly € HNN"}.

Vérifions que H = nZ, en procédant par double inclusion :
e Vge Z,qn =nq € H, donc nZ C H.
e Soit x € H, faisons la division euclidienne de x par n : x = ng+r avec
0 <r < n. Nous avons r = x —ng € H, donc r = 0 par définition de
n. D’ou n|z, et ainsi H C nZ.
O

Soit G un groupe. Nous allons décrire maintenant une facon d’obtenir des
sous-groupes de GG. Soit S un sous-ensemble non vide de G. On pose

H={x1z9...2,|Vi,1 <i <, mieSoux;les,nGN*}.

Montrons que H est un sous-groupe de G. Si € S, alors e = z2~! € H.
Pour z,y € H, on écrit x = z122...2p et ¥y = y1y2...Yr OU x; ou x;l et
y; ou yj_l sont dans S. Donc le produit xy = x1...TmY1 ... yr est aussi dans
H. L’inverse de z est (Exercice 6 du Feuille 1) 27! = xglxgil . zfl et donc
aussi est contenu dans H. H est donc un sous-group de GG. Nous allons dire que
H est le sous-groupe engendré par S, et que S est I’ensemble des générateurs
de H. La notation est

H=(S).
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Exemple 1.1.9. Le groupe additif Z. est cyclique : Z = (1). Pour n € N, le
sous-groupe H = nZ est cyclique, il est engendré par n.

Exemple 1.1.10. Soit a,b deuz éléments dans le groupe additif des entiers 7.
Soit H = (a,b) le sous-groupe de Z engendré par a et b. Notons que, comme
H est abelien, tout élément v de H est de la forme x = ar + br', r,r’ € Z.
D’apres le Théoreme 1.1.1, il existe d € Z tel que H = dZ. Montrons que
d = ged(a,b). On démontre en deuz étapes.

1. d|a et d|b.
D’abord, comme a € H et b € H, nous avons a € dZ et b € dZ d’ou d|a
et d|b.

2. (nla et n|b) = n|d.
Soit n € Z un diviseur de a et de b. Montrons que n|d. En effet, comme
d e H, on peut écrire d = ar + br’. On a aussi a = nk et b =nk'. D’oi
d = n(kr 4+ K'r").

Donc d = gcd(a,b).

Si G est un groupe et les éléments x1,x3...,z, forment un ensemble de
générateurs de G, on écrit

Groupes cycliques

Nous allons dire que G est cyclique ou monogeéne si il existe un élément
x € G tel que
G = (z).

Exemple 1.1.11. Soit G = Q* un groupe multiplicatif, et S = {2}. Le sous-
groupe de G engendré par S est H = {2"|n € Z}. H est un groupe cyclique.

Exemple 1.1.12. Le groupe additif Z est cyclique, Z = (1). En effet, tout
nombre entier s’écrit comme 1 +14+ ...+ 1 ou comme —1 —1— ... —1. Le
sous-groupe nZ est engendré par n, nZ = (n).

Soit G un groupe et a € G. Si a” = e pour un n > 1, nous allons dire que
a est d’ordre fini. Sinon, a est d’ordre infini et (a) sous-groupe cyclique
infini. Si a est d’ordre fini, son ordre est le plus petit entier strictement positif
m tel que a™ = e.

Proposition 1.1.7. Soit x un élément d’ordre fini n dans un groupe G, et
soit k un entier tel que k =nqg+r, 0 <r <n. Alors
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° .’L'k:.’IJT,'
e f=eecr=0;

e Soit s pose d = gcd(k,n). Alors l'ordre de z* est n/d.

Démonstration. Nous avons z¥ = z"9+" = (27)92" = ex” = 2". Donc si 2% = 1
alors " = 1. Comme 0 < 7 < n et n est l'ordre de x, on conclut que r = 0.
La démonstration de la derniére partie est un exercice du Feuille 2. ]

Proposition 1.1.8. Soit G un groupe, et x € G un élément d’ordre fini. Si x
est d’ordre n, alors H = (z) est un sous-groupe cyclique d’ordre n.

Démonstration. en exercice O

Morphismes de groupe

Définition 1.1.6. Soient G et G' deuzx sous-groupes. Un morphisme de
groupe de G dans G’ est une application ¢ : G — G’ qui vérifie :

V(z,y) € G, ¢(zy) = ¢(z)d(y).

Le coté gauche de cette équation signifie :
d’abord multiplier x et y dans G, puis envoyer le produit xy dans G’ en ap-
plicant ¢,
et le coté droit signifie :
d’abord envoyer x et y dans G' en applicant ¢, puis multiplier leur images

dans G'.

Exemple 1.1.13. Soit G un groupe abelien. L’application ¢ : G — G définie
par ¢(x) = x~ 1 est un morphisme de groupe. Effectivement, ¢(xy) = (zy) ™ =
y el =27yl = o(2)o(y).

Exemple 1.1.14. L’application ¢ : C* — R%, définie par ¢(z) = |z|, est un
morphisme de groupe de (C*,-) dans (R%,-). En effet,

$(22) = || = |2[|'] = ¢(2)6().

Exemple 1.1.15. L’application x — e* est un morphisme de groupe du groupe
additif R dans le groupe multiplicatif RY, . Comment on vérifie ¢a ¢

Voici quelques propriétés immédiates des morphismes de groupes.

Proposition 1.1.9. Soit G, G’ deux groupes et ¢ : G — G’ un morphisme de
groupe. Alors
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1. Sie € sont les éléments neutres de G et G' respectivement, alors
dle) = €.
2. Soit x € G. Alors
$(ah) = (g(x)) "
3. Yn € Z,Vx € G,p(z™) = (¢(x))".
4. Vx1, 0, 2 € G, P(122. .. Tp) = P(x1)P(22) ... Pp(xh).

Démonstration.

1. Dénote a = ¢(e) € G'. Alors a = ¢(e) = ¢(ee) = ¢(e)¢p(e) = a®. Mais
a = a? implique a ta = a"'a?, dou € = a.

2. Nous avons €' = ¢(e) = ¢p(x~1x) = ¢(x~1)p(x). Donc on a montré
$a~o(z) = ¢

Par la Proposition 1.1.5, ¢(z 1) = (¢(x)) L.
3. par récurrence

4. par récurrence

O

Proposition 1.1.10. Soitent ¢ : G — G' et ¥ : G' — G” morphismes de
groupe. Alors la composée 1) o ¢ est un morphisme de groupe de G dans G" .

Démonstration. Pour montrer que 1 o ¢ est un morphisme de groupe de G
dans G”, il faut vérifier

Va,y € G, (Yo d)(zy) = (Yo d)(x) (¢ og)(y)

Soit z,y € GG. Nous avons

(1 0 §)(xy) =
D(p(xy)) OB h(p(2)d(y))

PO (1)) (6 (y))
= (Y o ) (x) (¥ 0 §)(y)
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Définition 1.1.7. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes, déléments
neutres e et €, respectivement. Le noyau de ¢ est l’ensemble

Ker(¢) = {x € Gl g(a) = ¢'}.

Proposition 1.1.11. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupe. Alors
(a) Ker(¢) est un sous-groupe de G.

(b) Soit H < G. L’image de H par ¢, ¢(H) = {¢(z)|z € H} est un sous-
groupe de G’

(c) Soit H' < G'. L’image réciproque de H', ¢ (H') = {x € G| ¢(z) € H'}
est un sous-groupe de G.

Démonstration.

(a) Montrons que Ker(¢) est un sous-groupe de G. On sait déja (Proposition
1.1.9) que ¢(e) = €', donc e € Ker(¢). Soit z,y € Ker(¢). On a

o(xy) = d(x)p(y) = €' = ¢,

d’ott zy € Ker(¢). Si o € Ker(¢), on a ¢(x~1) = (¢(x))"! = ¢/, donc
vt e Ker(¢).

(b) Soit H < G. Montrons que ¢(H) est un sous-groupe de G’. D’abord,
comme H est une sous-groupe de G, e € H. Donc € = ¢(e) € ¢p(H). Si
2,y € ¢(H), il existe x et y dans H tels que ¢(z) = 2’ et ¢(y) = 3. Donc
o(zy) = o(x)d(y) = 2y, dou 2’y € ¢(H). Finalement, montrons que
(2)71 € ¢(H). Comme ¢(z) = 2/, ¢p(xz~!) = (¢(x))~! = (')~ et donc
(2')~" € ¢(H).

(c¢) Exercice du Feuille TD 3.

Nous allons dire que le noyau Ker(¢) est trivial si Ker(¢) = {e}.

Proposition 1.1.12. Si le noyau d’un morphisme de groupe ¢ : G — G’ est
trivial, alors ¢ est injective.

Démonstration. On note e et €' les éléments neutres de G et G’ respecti-
vement. Si ¢(x) = ¢(y), en multipliant & droite par (¢(z))~! et on obtient
H(x)(6(2)) " = 6(x)(6(x))~". Comme (¢(2))~" = ¢(a~1), on a B(z)p(z~) =
é(y)p(z~1), et par la définition de morphisme on a ¢(xz~!) = ¢(yx~1), d'ou
d(yz~t) = p(zx~t) = €. Donc yz~! € Ker(¢) et comme le noyau est trivial,
yr~ ! =e, dony=x. O
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Définition 1.1.8. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupe. Nous allons dire
que ¢ est un tsomorphisme de groupe s’il existe un morphisme de groupe
Y G' — G tel que pop = Idg et o = Idg, ou Idg et Idg sont les
applications identité de G et G', respectivement.
Nous allons écrire
G~G

et dire que G est isomorphe a G’ s’il existe un isomorphisme ¢ : G — G’ .

Lemme 1.1.1. Si ¢ : G — G’ est un isomorphisme de groupe, alors son
inverse ¢~ ' est un isomorphisme G' — G.

Démonstration. En exercice O
Donc G ~ G’ est equivalent & G’ ~ G.

Exemple 1.1.16. L’application x — e* est un isomorphisme de groupe de
(R, +) dans (R%).

Exemple 1.1.17. Soit G un groupe commutatif. L’application ¢ : x + 1
est un isomorphisme de G dans G.

Proposition 1.1.13. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupe. Si ¢ est
bijective, alors ¢ est un isomorphisme.

Démonstration. O

Théoréme 1.1.2. Soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupes.
1. Si Ker(¢) est trivial, alors ¢ est un isomorphisme de G dans ¢(G).

2. Si ¢ et Ker(¢) est trivial, alors ¢ est un isomorphisme.

Démonstration.

1. Nous avons montré que ¢ est injective si Ker(¢) est trivial. Comme
¢ : G — ¢(G) est surjective, d’aprees la Proposition 1.1.13, ¢ est iso-
morphisme de G dans ¢(G).

2. Méme raisonnement. Ker(¢) = {e}, donc ¢ est injective. De plus, ¢ est
surjective, donc c’est une bijection et par la Proposition 1.1.13

¢:G— G

est un isomorphisme.
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Nous allons maintenant démontrer que tout groupe est isomorphe a un
sous-groupe d’un groupe symétrique.

Théoréme 1.1.3. Soit G un groupe. Il existe un ensemble E tel que G =~ H
pour un sous-groupe H < Sg.

Démonstration. Pour a € G arbitraire, on définit une application T, : G — G
par
T — az.

Montrons que T, est une bijection. En effet, si T,(z) = T,(y), alors ax = ay
et en multipliant & gauche par a~!, on voit que = = y et que T, est injective.
Pour y € G, soit x = a~ 'y, alors T,(z) = aa~'y = y, d’on T, est surjective.
Donc T, est une bijection de G dans G et donc T, € Sg. Montrons que
I’application a + T, est un morphisme de groupe. On voit facilement que
Top(z) = abx = T,Tp(x) pour tout z € G. Ce morphisme est injective :
Sia € Ker(¢) alors T, = Idg, mais dans ce cas la a = e. Donc on a un
morphisme de groupe G — S¢ dont le noyau est trivial. Alors

G~ ¢(G)
et ¢(G) < Sq. O

Si ¢ est un isomorphisme de groupe de G dans G, on dit que ¢ est
un automorphisme de G. Par exemple, I’application identité Id : G — G,
Id(z) = x, est un automorphisme de groupe.

Un exemple tres important d’un automorphisme de groupe est conjugaison.

Définition 1.1.9. Soit G un groupe et a € G. Soit ¢, : G — G application
définie par

xr — ara”l.

Cette application est appelée conjugaison par a.

Montrons que ¢, est un automorphisme de G. Pour x,y € G, on a

1

¢o(ry) = azya™ " = aza taya~! = (axa_l)(aya_l) = ¢a()Pa(y)

1

donc ¢, est un morphisme de groupe. Si axa™ =e, on a axr = a d’oll = = e.

Donc Ker(¢) est trivial. Soit y € G, on a

y=a(a"'ya)a™! = ¢(a”ya).

Ca montre que ¢ est surjective. Par le Théoreme 1.1.2, ¢ est isomorphisme
G — G et donc, automorphisme.
Rappelons que S(FE) est le groupe de bijections de FE.
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Définition 1.1.10. Soit G un groupe. Notons Aut(G) l’ensemble d’automor-
phismes de G.

Lemme 1.1.2. Aut(G) est un sous-groupe du groupe symétrique Sq, ot la
LCI est la composition des applications.

Démonstration. O

Classe suivant un sous-groupe. Sous-groupes distingués

Nous aurons besoin d’une notation suivante. Soit G' un groupe et S, S’ deux
sous-ensembles non-vides de G. S et S’ ne sont pas forcement des sous-groupes
de G. On définie le produit SS" par

SS" = {zz'| x € S,2" € §'}.
Voici quelques propriétés dont on aura besoin.

Lemme 1.1.3. e Si H est un sous-groupe de G, alors HH = H ;
e Si H <G etS un sous-ensemble non-vide de H, alors SH = H ;
e 51 51,852,535 sont des sous-ensembles non-vides de G, alors

a) (5152)S3 = S1(5253).

b) (S1US2)S3 = 5153US5255.

Démonstration. en exercice O

Définition 1.1.11. Soit G un groupe et H < G un sous-groupe. Soit a un
élément de G. L’ensemble

aH ={ah| h € H}
est appellé la classe a gauche de a suivant H.

Remarque 1. Les classes a gauche suivant un sous-groupe H sont les classes
d’équivalence de la rélation

x~y six=yh pour un h € H.
Vérifier que c’est bien une relation d’équivalence!

Le théoreme suivant dit que deux classes a gauches suivant un sous-groupe
sont égaux ou disjoints.
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Théoréme 1.1.4. Soit G un groupe, H < G, et a,b € G. Si aH # bH, alors
aH NbH = (.

Démonstration. Supposons que aH NbH #= (). Donc il existe un élément x
tel que x € aH et x € bH. Alors on peut écrire x = ahy et x = bhy ou hy et hy
sont dans H. Donc ah; = bhy. Comme H = h1H et H = hoH (Lemme 1.1.3),
on a alH = ah1H et bH = bhoH. Mais ahy = bhy et donc ah1 H = bhoH d’ou
aH = bH. ]

Soit GG un groupe fini et H < G, alors tout élément x € G est contenu dans
un unique (d’apres le Théoreme 1.1.4) classe & gauche suivant H, x € xH. Ca
implique qu’on a une décomposition de G en classes a gauche suivant
H:

G = U;ZlaiH

ou les classes a1H,asH,...,a,H sont tous distincts. On dit aussi que tout
elément a;h € a;H est un représentant de classe a;H. Maintenant nous
allons voir que si G est un groupe et H un sous-groupe fini, alors les classes a
gauche suivant H ont le méme nombre d’éléments.

Théoréme 1.1.5. Soit G un groupe, H un sous-groupe fini de G et a € G.
Le nombre d’éléments de aH est |H]|.

Démonstration. On considere f : H — aH définie par f(x) = azx. Il suffit de
montrer que f est une bijection. En effet, si ax = ay, alors e 'az = a 'ay et
donc x = y. Ca implique que f est injective. Soit y € aH, alors y = ah pour
un h € H. On a f(h) = ah =y, et donc f est surjective. Nous avons montré
que f est un bijection entre H et aH, et donc les deux ensembles ont le méme
nombre d’éléments. O

Notons G/ H l’ensemble de classes a gauche suivant H. Le nombre déléments
dans G/H est I’indice de H dans G. L’indice peut étre fini ou infini. Mais
si G est un groupe fini, alors l'indice de tout sous-groupe dans G est fini.
On dénote l'indice de H dans G par (G : H). L’ordre de G est l'indice du
sous-groups trivial dans G.

Théoréme 1.1.6. Soit G un groupe fini et H un sous-groupe de G. Alors
1. |Gl =(G: H)-|H|;
2. (Théoréme de Lagrange) L’ordre d’un sous-groupe divise l'ordre de G ;

3. Soit a € G. L’ordre de a dans G divise l’ordre de G ;
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4. Si K < H <G, alors
(G:K)=(G:H)(H:K)

Démonstration. 1. Comme G = U]_,a;H ou a;H sont des classes a gauche
suivant H tels que a;HNa; H = 0 sii # j,ona |G| =Y, la;H| = r|H|.
r est exactement le nombre de classes distincts, i.e. r = (G : H).
2. Comme (G : H) est un nombre naturel, |H| divise |G|
3. L’ordre d’un élément a € G est I'ordre du sous-groupe cyclique (a).
4. Nous avons |G| = (G : H)|H|, |[H| = (H : K)|K| et |G| = (G : K)|K|
d’out

6l (G:H)H|

(G:K)= K|~ T4 =(G:H)(H:K).

O]

Exemple 1.1.18. Soit G un groupe d’ordre p > 1 ot p est un nombre premier,
et soit a € G avec a # e. Alors G est cyclique et G = (a).

Ce n’est pas vrai en général que si G est un groupe fini et d est un diviseur
de |G|, alors il existe H < G avec |H| = d. Trouver un contre-exemple ? Voici
quelques converses partielles :

Théoréme 1.1.7. (Sylow) Soit G un groupe fini d’ordre p“m ot p est un
nombre premier et m n’est pas un multiple de p. Alors il existe un sous-groupe
H < G avec |H| = p*.

Démonstration. Nous allons admettre ce théoreme. O

Théoréme 1.1.8. (Cauchy) Soit G un groupe fini et p un nombre premier
tel que p divise |G|. Alors il existe un élément x € G d’ordre p. (Autrement
dit, il existe un sous-groupe cyclique H < G d’ordre p)

Démonstration. On peut démontrer ce théoreme un utilisant le théoreme de
Sylow. Comme p divise |G|, on écrit |G| = p*m, ot o,m € N* et p ne divise
pas m. Par le Théoreme de Sylow, il existe un sous-groupe H < G d’ordre
p®. Si x € H un élément different de e, alors 'ordre de z divise p® et donc
lz| = p® avec 1 < B < a. Si B =1, alors |z| = p et on s’arrete la. Si § > 2,
on a K = (x) un sous-groupe cyclique d’ordre p”. Soit y = 2" D’apres un
exercice de la feuille 2, y est d’ordre p.

O
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Nous avons defini les classes & gauche suivant un sous-groupe. De la mihe
fagon on peut définir les classes a droite : si H < G et a € G la classe a droite
de a suivant H est 'ensemble

Ha = {ha| h € H}.
Nous n’allons pas vraiment travailler avec les classe a droite.

Définition 1.1.12. Soit G un groupe. On dit que H est un sous-groupe dis-
tingué st on a :
Ve e G, tH = Hzx.

Autrement dit, H est un sous-groupe distingué si Vo € G, xHx™' = H.

xH = Hz ou H = xHz ! signifie que pour tout h € H, le conjugué de h
par = appartient & H : zha 'H.

Exemple 1.1.19. Si G est abélien, alors xH = Hx pour tout sous-groupe H
et x € G. Donc tout sous-groupe dans un groupe abélien est distingué.

Exemple 1.1.20. G = GL(2,R). Le sous-groupe U des matrices triangulaires
supérieures n’est pas distingués dans G. Le sous-groupe H = SL(2,R) est
distingué dans G.

Proposition 1.1.14. Soit G un groupe et H un sous-groupe de G. Alors H
est un sous-groupe distingué s’il existe un morphisme de groupe ¢ : G — G’
tel que H = Ker(¢).

Démonstration. Soit ¢ : G — G un morphisme de groupe tel que H =
Ker(¢), et z € G. Alors pour tout h € H, on a ¢(xha~ ') = ¢(z)p(h)p(x~1) =
¢/, et donc xHx~' C H pour tout x € G. En particulier, z ' Hz C H. En mul-
tipliant & gauche par et & droite par ~! on obtient I'inclusion H C xHz!.

O

Nous avons montré que si H est le noyau d’un morphisme de G dans
un groupe, alors H est un sous-groupe distingué. En fait c’est une condition
nécessaire et nous allons maintenant montrer qu’un sous-groupe distingué est
toujours le noyau d’un morphisme de groupe.

Théoréme 1.1.9. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué. Si aH
et bH sont des classes a gauche suivant H, alors le produit (aH)(bH) =
{ah1bhs| hi,he € H} est aussi une classe a gauche suivant H. L’ensemble
G/H des classes a gauche suivant H, muni de cette loi de composition, est un
groupe.
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Démonstration. Soit a,b € G. Alors le produit (aH)(bH) = a(Hb)H =
a(bH)H = abH. Ca montre que le produit de deux classes a gauche suivant
H est une clase a gauche. La classe eH = H est ’élément neutre :

aHeH =aHH = H.

Finalement, on a (aH)(a 'H) = a(Ha ')H = a(a 'H)H = eHH = H, et
donc a='H est I'inverse de aH. Nous avons montré que G/H est un groupe.
O

Le groupe G/ H dans le théoréme précedant est applelé le le groupe quo-
tient de G par H ou G modulo H.

Exemple 1.1.21. G =R un groupe additif, H = Z. Le groupe quotient R/Z
est isomorphe au cercle S* = {z € C| |z| = 1} (L’application ¢ : G/H — S*
définie par ¢ :¢(x) = e*™ est un isomorphisme).

Exemple 1.1.22. SiG = GL(2,R) et H = SL(2,R), le groupe quotient G/H
est isomorphe a R*. (rappel : det(AB) = det(A)det(B). ¢ : G/H — R* défini
par ¢(AH) = det(A) est un isomorphisme)

Corollaire 1.1.1. Soit G un groupe et H un sous-groupe distingué. Soit G/H
le groupe quotient de G par H et

¢:G—G/H
définie par ¢(x) = xH. Alors ¢ est un morphisme de groupe et Ker(¢) = H.

Démonstration. Soit a,b € G, alors ¢(ab) = abH = aHbH = ¢(a)¢(b), donc
¢ est un morphisme de groupe. Montrons que Ker(¢) = H. Si x € Ker(¢),
montrons que x € H. On a ¢(x) = H. Ca signifie que tH = H. Alors zh € H
pour tout h € H. En particulier, ze € H,d’ouz € H. On a aussi H C Ker(¢),
parce que pour tout h € H, ¢(h) = hH = H. Donc H = Ker(¢). O

On appel ¢ le morphisme canonique de G dans G/H. La Proposition 1.1.14
et le Corollaire 1.1.1 impliquent que H < G est distingué si et seulement si il
existe un morphisme ¢ de groupe de G dans un groupe G’ tel que H = Ker (o).

Proposition 1.1.15. Soit f : G — G’ un morphisme de groupe et H =
Ker(f). Soit ' € G' un élément de G' qui est dans l'image f(G) et a € G tel
que f(a) =d'. Alors

FUd) ={z € G|f(z) =d'} = aH.
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Démonstration. Si b € aH alors b = ah et f(b) = f(ah) = f(a)f(h) = d'e¢ =
a', donc aH C f~(a'). Si b € f~1(a’), alors écrivons b = aa~'b et montrons
que a='b € H. f(a™'b) = fla ) f(b) = (f(a))"1f(b) = (a')"td' = €. Alors
beal. O

Si f: G — G’ est un morphisme de groupe et H = Ker(¢), on vient de
montrer que f(z) = f(y) si et seulement si z et y sont dans la méme classe a
gauche suivant H. En particulier, f est constant sur les classe a gauche. On
peut alors noter f(zH) = f(x).

Notons aussi Imf = f(G).

Théoréme 1.1.10. (Premier Théoréme d’Isomorphisme) Soit f : G — G’
un morphisme de groupe. Soit H = Ker(f). L’application xH — f(xH) est
un isomorphisme

G/H — Imf
entre G/H et l'image de f.

Démonstration. Notons f I'application de G/H dans G’ définie par f(zH) =
f(zH). D’apres le Théoréme 1.1.2, il faut vérifier

1. f est un morphisme de groupe; En effet, f((_aH)(b{{)) = f(abH) =
f(abH) = f(ab) = f(a)f(b) = f(aH)[f(bH) = f(aH)f(bH).
2. f est injectif; Si f(aH) = f(bH), alors f(aH) = f(bH) et donc f(a) =

f(b), d’ott aH = bH.

3. Imf = Imf. en exercice

Groupes cycliques

Un des premiers exemples que nous avons consideré était le groupe additif
des entiers Z. C’est un groupe cyclique infini, Z = (1). Comme Z est abélien,
tout son sous-groupe est distingué et on peut considérer le groupe quotient
correspondant. Les sous-groupes de Z sont {nZ|n € N}.

Fixons n € N* et considérons Z/nZ. Les éléments de Z/nZ sont les classes
a gauche 0+Z,1+7,2+7Z,.... Comme x +n+7Z =z +7Z, il y a exactement
n éléments dans Z/nZ. On les notes 0,1,...,n — 1, ou k est la classe k + Z.
Comme a +b = a + b (vérifier!), on voit facilement que k = k - 1, et donc
Z/nZ est cyclique et Z/nZ = (1).

Sin = 0, le sous-groupe 0Z = {0}. Par définition, x € y+0Z si —y+x € 0Z.
Donc x et y sont dans la méme classe si et seulement si x = y. Donc le
morphisme canonique ¢ : Z — Z/0Z est un isomorphisme.



20 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES.

Soit G un groupe cyclique et ¢ un générateur. On considere une application
o:7—G

définie par ¢(k) = a*. C’est un morphisme surjectif. (Vérifier!) Le noyau de ¢
est un sous-groupe de Z, donc il existe un unique n € N tel que Ker(¢) = nZ.
Par le Premier Théoréme d’Isomorphisme, G est isomorphe & Z/nZ.

Théoréeme 1.1.11. Soit G et Go deux groupes cycliques d’ordre d. Alors
G1 ~ G3y. Siay € Gy et ax € Gy générateurs de G et Go, respectivement,
alors il existe un unique isomorphisme ¢ : G1 — Go tel que

P(a1) = as.

Démonstration. D’apres la remarque précédant le théoreme il existent ¢; et
¢2 des isomorphismes de Z/dZ dans G; et Ga, tels que

o1k +dZ) = a} et ¢o(k + dZ) = db.

Alors h = ¢9 0 gbfl : G1 — G2 est un isomorphisme tel que h(a;) = as.
Si g : G1 — Gy est un autre isomorphisme tel que g(a;) = ag, alors pour
tout k € Z, h(a¥) = g(a¥) = ak et donc h = g.
O

Les générateurs ne sont pas en général uniques. La proposition suivante
nous dit exactement quels éléments engendrent un groupe cyclique.

Proposition 1.1.16. Soit G un groupe cyclique d’ordre n. Un élément a € G
est un générateur de G, G = (a), si et seulement si |a| =n. Si G = (a), alors
a* engendre G ssi pged(k,n) = 1.

Démonstration. Si a € G est d’ordre n, alors le groupe H = (a) est un sous-
groupe de G, et |H| =n. Donc G = H, d’ou G = (a).
Si a est un gén’érateur de G, l'ordre de a est I'ordre de G, donc |a| = n.
Soit k € Z*. On a vu en TD que lordre de a* est pgcd?n,k)‘ Donc a
engendre G si et seulement si pged(n, k) = 1. O

k

Groupes Symétriques

Soit n € N*. On rappelle que S, est I’ensemble des bijections de ’ensemble
{1,2,...,n} dans lui-méme. Un élément o de S,, est une permutation et on
peut le représenter sous la forme
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On a montré que S, est un groupe avec LCI composition des applications, et
que |S,| = nl. Nous avons déja vu que S3 n’est pas abélien. En fait S, n’est
pas abélien pour tout n > 3.

Proposition 1.1.17. Le groupe symétrique S, n’est pas abélien sin > 3.

Démonstration. 1l suffit de trouver deux éléments qui ne commutent pas. Par
exemple, soit

(123 w123 .
=213 ...on)%27 132 ..on)
Un calcule simple montre que o1 o0 0y # 09 0 07. ]

Définition 1.1.13. Une transposition est une permutation qui échange
deux éléments distincts et qui laisse tous les autres éléments inchangés. Plus
précisement, o € Sy, est une transposition si 31, j tels que i # j, avec o(i) = 7,
o(j) =1 et o(k) =k pour tout k #1,j.

On remarque que les transpositions sont d’ordre 2. Nous allons montrer
que les transpositions engendrent .S,.

Proposition 1.1.18. Tout élément o € S, est un produit des transpositions.

Démonstration. Par récurrence. On vérifie facilement que ’enoncé est vrai
pour n = 2. Supposons qu’il est vrai pour n = k — 1 est montrons le pour
n = k. Soit o € Sk. Notons m = o(k). Soit o1 la permutation qui échange m
et k et qui laisse les autres éléments inchangés. On pose ¢/ = o1 o g, et on
note tout de suite que 0 = o1 o ¢’. En suite on note que ¢’(k) = k et donc on
peut considérer o’ comme une permutation dans Sj_1. Donc par I’hypothese,
o’ est un produit des transpositions, et comme o = 01 0 ¢/, o l'est aussi. [

Définition 1.1.14. Soit k en entier t.q. k > 2. Un k-cycle (ou un cycle)
est une permutation o telle que il existe des éléments distincts i1,19,...,1%
tels que o envoie i1 sur i9, 19 sur i3, etc., et enfin i, sur i1, et laisse tous
les autres éléments inchangés. On dénote un tel cycle (ivig .. .ix). L’ensemble
{i1,12,...,ik} est le support de (iyig...ix).

Par exemple (134) dans S5 est une permutation

1 2 3 4 5
3 2415 )

Les transpositions sont des 2-cycles.



22 CHAPITRE 1. STRUCTURES ALGEBRIQUES.

Proposition 1.1.19. Soit k > 2. Un k-cycle est d’ordre k.

Deux cycles (i1ig...1) et (jij2...Ji1) sont a supports disjoints si i, # jp
pourtous 1 <a<ketl1<b<l.

Proposition 1.1.20. Soit 0 € S,,, 0 # e. Alors o peut étre écrit comme un
produit des cycles a supports deux-a-deux disjoints.

Proposition 1.1.21. Deuzx cycles a support disjoint commutent.

Démonstration. En exercice( voir Feuille TD 6). O

Signature d’une permutation Nous avons vu que toute permutation est
un produit de transpositions. En général il y a plusieurs fagons de factori-
ser une permutation en transpositions. Par exemple, (123) = (23) o (13) =
(13) o (12) = (23) o (12) o (13) o (23). Mais nous allons voir que le nombre de
transpositions dans la factorisation est toujours pair ou toujours impair.

Soit x1,xo, ..., z, des variables indépendentes. On définit un polynome
A= H (CCZ - ﬂ?j).
1<i<j<n

Par exemple, sin =4, on a

A= (1‘1 — xg)(acl — acg)(xl — $4)($2 — .’Eg)(xz — .%'4)($3 — .7}4).

Si o € S, on définit

o) = ] (o —z0():
1<i<j<n
Par exemple, si n =4 et ¢ = (1234), on obtient
A= (29 —x3)(x2 — 24) (2 — 71) (3 — 24) (T3 — 1) (T4 — 1) = —A.

Ce qu'il faut remarquer est que, si i < j et donc (x; —x;) est un facteur de A,
alors soit (z; —x;) soit —(x; — ;) est dans o(A). Justifions ¢a. En effet, o est
une bijection est on pose i’ := o7 1(i) et j' := o~ 1(j) Si ¢ < j’ alors (zy —xj1)
est un facteur de A, est donc (z; — x;) est un facteur de o(A). Sij/ <7, on a
(xj —x;) = —(x; — x;) un facteur de o(A). Ca implique que o(A) a les mémes
facteurs au signe prés et donc

o(A) = £A.

Nous avons presque démontré le théoreme suivant
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Théoréme 1.1.12 (Signature d’une permutation). Soit ne N*. A tout élément
o € Sy on peut associer une signature 1 ou —1, notée €(o), telle que :

(i) Sio € Sy est un transposition, alors €(o) = —1.
(i1) Sio,0" €S, alors, e(o o c’) = e(o)e(a’). Autrement dit, € : S, — {1,1 }

est un morphisme de groupe.

Démonstration. On pose

_J1 o e(A)=A
=111 oa)=-a

Comme (0 0 0’)(A) = o(c'(A)), on voit que €(o o 0’) = e(o)e(d’). Si o € S,
est une transposition, o = (km), (k < m), montrons que ¢(o) = —1.

C’est techniquement difficile et pour commencer nous allons montrer que
la signature de o = (12) est —1.

oA = [ o) —zo) (1.1)

1<i<j<n
= ] @ —200) [] @or = 20i) [ oy —0z)  (1:2)
1<j<n 2<j<n 3<i<ji<n
= (@a—x1) |] @a—a) [] mr—2p) ] (wi—=y) (1.3)
3<j<n 2<j<n 3<i<i<n
= — H (l’l — l’j) H ({L‘Q — l‘j) H ({L‘@ — l’j) = —A (1.4)
2<j<n 3<j<n 3<i<j<n

d’ott €((1,2)) = —1. En suite notons que pour tout k > 2, (1k) = (2k)(12)(2k)
et (mk) = (1m)(1k)(1m), d'ou

(mk)=(1m)(2k)(12)(2k)(1m).
La signature de (m k) est
e(mk) = e(1m)e(2k)e(12)e(2k)e(1m) = €2(1m)e?(2m)e(12) = —1.
O

Exemple 1.1.23. Soit n € N*. Notons A, = Ker(e). A, est l’ensemble des
permutations de signature 1. C’est un sous-groupe de Sy, appelé le groupe
alterné. C(C’est un sous-groupe distingué de S,, parce que A, est le noyau
d’un morphisme. Combien d’éléments y-a-t-il dans A, ¢ D’aprés le Premier
Théoréme d’Isomorphisme, le groupe quotient Sy, /A, est isomorphe a un groupe
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d’ordre 2, Sy /A, =~ €(Sn) = {1,—1}, et donc il y a exactement deuz classes
a gauche suivant Ay, i.e. lindice de A, dans S, est (S : A,) = 2. Comme
|Sn| = (Sn @ An) |Anl, on a trouvé que |A,| =n!/2.

Nous allons maintenant montrer que le converse du Théoreme de Lagrange
est faux. Plus précisement, nous allons montrer que

(d un diviseur de |G|) # (d et l'ordre d’un sous-groupe de G).

Nous allons dire qu’un groupe G est simple si les seuls sous-groupes distingués
de G sont G et {e}.

Proposition 1.1.22. Pour tout n > 5, le groupe alterné A,, est simple.

A, pour n > 5 n’ont pas de sous-groupes d’ordre |A,|/2. En effet, tout
sous-groupe H de G d’indice 2 est distingué (Feuille 5). Mais A,, sont simples
(pour n > 5), et donc n’ont pas de sous-groupes distingués autres que A,, et
{Id}. Par exemple, il n’y a pas de sous-groupe d’ordre 30 dans A5 (qui est
d’ordre 60).

Actions de groupe.

Soit G un groupe et £ un ensemble. Une action de G sur E est une
application de G x E dans E, qui envoie un pair (a,x) € G x E sur un élément
de E noté a - x, et qui satisfait les propriétés suivantes :

1. Si e est I’élément neutre de G, alors e - x = x pour tout x € E.

2. Pour tous a,b € G et x € E, nous avons
a-(b-z)=(ab)-x.

On dit aussi que G agit sur F (ou que G opeére sur E).

Une action G x £ — F définit un morphisme G — Sg. En effet, Va € G
laction donne une application 7, : E — E définie par m,(x) = a-x. Montrons
que 7, est une bijection. m,-1 est aussi une application £ — E.

—
—

1
Tyt 0 T(2) = Tp-1(ma(z)) =a ' (a-2) = (a Loa) - z=¢-x W x,
et donc m,-1 o, = Idg. De la méme facon on justifie m, o 7y = Idg. Donc 7,
est une bijection.

Enfin, soit a,b € G, on a

rap(@) = (@) -2 L a- (b 2) = ma(my(@)) = (74 0 1) ()



1.1. NOTION DE GROUPE. 25

ce qui montre que a — 7, est un morphisme de groupe.

Réciproquement, un morphisme G — Sg définit une application
ar>mg

GxE—E,

(a,x)—a-z

ou a -z := my(x). Cette application satisfait les propriétés (1) et (2) et donc
est une action de G sur E. (Vérifier!)

Conclusion : Pour tout groupe G et ’ensemble F, I’ensemble des
actions de G sur E est en bijection avec ’ensemble des morphismes

Voici quelques exemples :

Exemple 1.1.24. Tout groupe G agit sur un ensemble arbitraire E par (a,z) —
x. C’est a dire, mq = Idg pour tout a € G. Une telle action s’appelle triviale.

Exemple 1.1.25. G = GL(2,R), E = R2. Une application G x R?> — R?

définie par
[ n o]

Z2

est une action de G sur R2.

Exemple 1.1.26. Un groupe G agit sur lui-méme de deux manieres fonda-
mentales :
1. Translation : G x G = G, (a,b) — ab est une action par des transla-
tions a gauche.
2. Conjugaison : G x G — G, (a,b) — aba™! est une action par conjugai-
son.

Le noyau d’une action G x E — E est {a € Gla-x = z, Vx € E}.
C’est I'ensemble de tous les éléments de G qui sont envoyé sur Idg par le
morphisme G — Sg. En particulier, le noyau d’une action est un sous-
groupe distingué de G.

Soit z € E. Notons G; = {a € G|a-x = z} ensemble de tous les éléments
de G qui fixent . On appelle G, le stabilisateur de = dans G.

Lemme 1.1.4. G, < G.

Démonstration. en exercice OJ
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Exemple 1.1.27. Le groupe symétrique G = S, agit naturellement sur [’en-
semble E = {1,2,...,n}. On rappelle que G est d’ordre n! Soit k € E. Le
stabilisateur de k dans G est

Gy = {0 € Glo(z) = z}.

G, est isomorphe a Syp—1 (pourquoi ?) et donc |G| = (n — 1)!. Alors lindice
de G, dans G est n.

Définition 1.1.15. Soit G x E — E une action et x € E. L’ensemble
Gz)={a-z€FElacG}CFE
est l’orbite de x.

Exemple 1.1.28. Soit G un groupe et on considére l'action de G sur lui-
méme par conjugaison. Soit x € G. L’orbite de x € G est appelé la classe de
conjugaison. Elle est composée de tous le éléments yry™ oty € G.

G(z) = {yzy ™| y € G}.

Soit G un groupe qui agit sur un ensemble F. Fixons = € E. Si a,b € G
tels que a-x = b-z, alors b™'-(a-2) = x et donc (b~'a) -z =z dou b la € G,
ou G, est le stabilisateur de x dans G. Alors a et b sont dans la méme classe
a gauche suivant G, i.e. aG, = bG,.

Réciproquement, si aG, = bG, € G, alors b~ 'a € G, dotla-x = b- .
Soit f : G — E lapplication définie par f(a) = a - z, alors nous venons de
montrer que f(a) = f(b) si et seulement si aG, = bG,. Alors nous pouvons
définir I’application f : G/G, — E par f(aG;) = f(a - x). Nous allons dire
que f est induit par f.

Proposition 1.1.23. Soit G x E — E une action de G sur E, et soit x € F.

1. L’application f : G — E définie par f(a) = = - a induit une bijection

entre G/G, et lorbite G(x) de x.

2. L’ordre (le nombre d’éléments ) de l'orbite G(x) est égal a l'indice (G :
G,) de Gy dans G.

Démonstration. O
Proposition 1.1.24. i G(z) # G(y), alors G(z) N G(y) = 0.

Donc si G opere sur E, ’ensemble des orbites forme une partition de E. Soit
E un ensemble fini et G x E — E une action, et soit G(x1), G(x2),...,G(x,)
les orbites distincts. Alors d’apres la Proposition 1.1.23,

T

B =) (G:Gy,)

i=1
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Groupes diédraux et isométries du plan

Soit E un espace euclidien (E = R™) oriénté (on a choisi une repere
(O,é1,...,e,)). La distance euclidienne d : E X E — R est définie par

d(z,9) =V (z1 = 1)? + (@2 — 12)? + ... + (20 — yn)>-

Définition 1.1.16. Une isométrie de E est une bijection ¢ : E — E telle que
vz,y € E, d(¢(z),9(y)) = d(Z,7).

Notons Isom(FE) 'ensemble des isométries de E.
Proposition 1.1.25. (Isom(E),o) est un groupe.

Démonstration. Soit ¢ et ¢o deux isométries de E. Soit Z,y € E. Alors

d(¢10¢2(7), p10¢2(y)) = d(P1(P2(7)), p1(P2(9))) = d(¢2(%), $2(y)) = d(Z, 7).

L’identité Idg est ’élément neutre, car Idg o ¢ = ¢ o Idg = ¢.
L’associativité de la LCI se montre comme 'associativité de la composition
des applications.
Soit ¢ € Isom(F). Comme ¢ est une bijection, il existe une bijection
¢l E — E telle que po¢p™' = ¢~L oo = Idg. Soit Z,5 € E, et notons
=9 Yx) et i = ¢ (y). Alors

(6™ (2),¢7(y)) = d(@.¥) = d(6(7'), 8(¥)) = d(z,9),
d’on ¢! € Isom(E). On a montré que Isom(E) est un groupe. O

On a vu (en L1) que les isométries du plan sont :

— les rotations

— les symetries axiales

— les translations

— les symétries glissés
On a vu aussi que Isom(R?) est engendré par les symétries axiales. En plus,
on a vu que dans le plan, un isométrie ¢ est determinée par 'image de trois
points distincts.

On voudrait maintenant considérer quelques sous-groupes de G = Isom(R?).

Notons que G agit (par isométries) sur R2. Soit o € R2. Nous avons vu
que le stabilisateur G, de zo est un sous-groupe de G. Par exemple, Go, le
stabilisateur de l'origine consiste de toutes les rotations centrées en O et de
toutes les symétries dont les axes passent par O.
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Soit n > 3. Considérons P, C R? un polygone régulier d’ordre n, i.e.
un polygone convexe avec n cOtés, qui est équilatéral et équiangle. Nous al-
lons demander que (0, 0) soit le centre de P,. Considérons D,, ’ensemble des
symétries de P,. Une symétrie de P, est une isométrie de R? dans R? qui
préserve P,.

Trouvons tous les éléments de D,,. Pour simplifier la présentation, notons
les sommets de P, par 1,2,3,...n. (Make picture here) Alors tout élément de
D,, définit une permutation de ensemble {1,2,...,n}, et il est défini unique-
ment par cette permutation.

Par exemple, soit s € D, la rotation d’angle 27 /n (sens direct) ; elle envoie
z1 Sur zs, zo sur zz etc. Alors la permutation correspondant est le n-cycle
(1234...n). Inversement, étant donné une permutation o € Sy, il y au plus
une symétrie s de P, telle que s(z;) = z,(;).-

Pour tout 1 < ¢ < n Il existe une symétrie de P, qui envoie z; sur z; :
(par exemple la rotation r de l'angle 27 (i — 1)/n le fait). Le sommet zy doit
étre envoyé sur un des voisins de z; : Z;{1(modn) OU Zi—1(modn)- Lia rotation r
l'envoie sur z;1(modn)- S0it L, la droite qui passe par l'origine et par z;. La
symétrie axiale s par rapport a L, est une symétrie de P,. (Pourquoi?) Elle
échange 2 1(modn) €t Zi—1(modn) €t elle fixe z;. Donc sor envoie le sommet z;
sur z;, et 2o SUT 2;_1(modn)- Il y & n-2 positions ou le pair ordonné (21, z2) peut
étre envoyé par des symftries de P, . Et si on spécifie 'image de z; et 2, on
connait I'image des autres sommets automatiquement. Donc il y a exactement
2n éléments dans D, : n rotations de centre (0,0) et d’angle %, et n symétries
axiales. (Exemples?)

D,, est un groupe muni de 'operation composition des applications. En ef-
fet, la composée de deux symétries de P, est une symétrie, I’élément neutre est
I’application identité, la composition des application est associative, I'inverse
d’une symétrie est une symétrie. (Vérifier!).

Proposition 1.1.26. Soit n > 2, et P, un n-gone régulier avec des sommets

{z1,22,...,2n}, ou z1 est sur l'aze positif des x. Soit r une rotation d’angle
0= %, et s la symétrie par rapport a l'axes des x. Alors

n—1

Dop = {e,r,r%, ..., 7" Lrs,r2s, " Ls)

Démonstration. 11 suffit de montrer que tous ces éléments sont distincts. [

Fixons n > 3 et un polygone P,, comme avant avec les sommets z1, zo, . . . 2.
Soit E = {1,2,3,...,n}. Alors nous avons une application D,, x E — FE définie
par

(0,i) =3 sio(z) = 2.
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Proposition 1.1.27. L’application (o,i) — j st o(z;) = z; est une action
de D,, sur E.

Démonstration. Vérifions que c’est une action du groupe. Soit e € D,, I’élément
neutre. Comme e(z;) = z;, on a e -i = i pour tout 1 < i < n. Soit g,0’ € D,,.
Fixons ¢ et soit z; = 0'(%) et 2z, = o(z). Alors (00’)(z) = o(0'(z)) =
0(zj) =z, et donc oo’ -i=keto-(0'-i)=0-j=k. O

L’action définie un morphisme ¢ de D,, dans S,. Comme ¢ est injectif,
(Pourquoi?) D,, = ¢(D,,) < Sp.

Exemple 1.1.29. Pourn = 3, le groupe des symétries d’un triangle équilatére,
D3 contient 2 -3 = 6 éléments. Comme D,, est isomorphe d un sous-groupe
de S3, et comme |S3| = 6, les deux groupes sont isomorphes, D3 ~ S3. En
général, D, est beaucoup plus petit que S,,.

1.2 Anneaux et Corps.

Définition et premieres propriétés
Un anneau (A,+ est un ensemble muni de deux LCI, laddition (x,y) —
x +y et la multiplication (x,y) — xy, qui satisfont les propriétés suivantes :
A1l (A, +) est un groupe abélien.
A2 Pour tous z,y,z € A,onaxz(y+z) =zy+xz et (y+ 2)r = yr + 2z.
A3 Multiplication est associative : pour tous z,y,z € A, on a (zy)z = z(yz).

A4 1] existe un élément neutre pour multiplication : de € A tel que Vx € A,
on a xe = ex = e.

Proposition 1.2.1. Soit (A, +,-) un anneau. Un élément neutre pour la mul-
tiplication est unique.

On appele souvant ’élément neutre pour la multiplication I’élément unité,
et on le dénote souvent 14. L’élément neutre de (A, +) sera souvent noté 04.
Voici quelques premiers exemples d’anneaux.

Exemple 1.2.1. (Z,+,-), (Q,+,-), (R,+,-), (C,+,-) sont des anneaux.

Exemple 1.2.2. Soit M (n,R) l'ensemble des matrices carrées nxn a coéfficients
réels (M (n,R),+,-) est un anneau.
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Exemple 1.2.3. Soit G un groupe abélien et notons sa LCI ”+”. Notons
End(G) ={¢: G — G morphisme de groupe }.

Si ¢, ¢ € End(G), on pose (p+ ¢')(z) = ¢(x) + ¢'(z). Ca définit une LCI sur
End(G) et (End(G),+) est un groupe (Vérifier!). Comme G est abélien, on
a¢(z)+ ¢ (x) = ¢'(x) + ¢(x) et donc ¢+ ¢' = ¢ + ¢. Alors (End(G),+) est
un groupe abélien.

Mais on peut aussi munir End(G) de la LCI composition des applications :
si ¢,¢' € End(G), la composée ¢ o ¢ est aussi un morphisme de G dans G,
et donc ¢ o ¢ € End(G). En plus, Uidentité Idg est l’élément unité. Enfin,
pour ¢, ¢, ¢" € End(G), on vérifie

¢o(¢'+¢")(x) = ¢(¢(z) + ¢"(x)) = ¢(¢ (2)) + d(¢"(2)) = ($0¢'+ o ¢")(x)
et

(@' +¢") 0 d)(z) = (¢' 0+ ¢ 0 §) ().
Alors (End(G),+,0) est un anneau.

Définition 1.2.1. Un anneau (A,+,-) est commutatif si Vr,y € R on a
TY = YT.

Voici quelque reégles de calcul qui découlent de la définition d’un anneau.
Proposition 1.2.2. Soit A un anneau. Notons 0 [’élément neutre de (A, +)
et e l’élément unité.

1. Ox = 0 pour tout x € A.

2. (—e)x = —x pour tout x € A.

3. (—e)(—e)=e.

4. (—x)y = —zy pour tous x,y € A.

5. (—x)(—y) = zy pour tous x,y € A.

6. (x1+xo+...+xk)(y1+ .- Ym) =T1Y1 + - . . Tk¥m.-

Démonstration. On démontre les trois premiers et laisse le reste en exercice.
1. OnaO0z+2z=0x+ex=(0+e)xr =ex =z, et donc Ox = 0.

2. On calcule (—e)z + 2 = (—e)z + ex = (—e + e)xr = 0x = 0. Donc
(—e)x = —=x.

3. D’apres la partie précédent, (—e)(—e) = —(—e) = e.
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Exemple 1.2.4. Un anneau trivial est un ensemble A = {04} 01.04-04 = 04
et 04 +04 = 04. (Vérifier que c’est bien un anneau,).

Soit (A,+,-) un anneau, et on note 04 'élément neutre de (A,+) et 14
l’élément unité.

St 04 = 14, alors pour tout v+ € A, x = 14-2x = 04 -2 = 04. Donc
A= {04}

Définition 1.2.2. Soit (A, +,-) un anneau. Un sous-ensemble A’ de A est un
sous-anneau, de A, tel que

1. 1, € A';

2. six,y € A alors —x,x +y,zy sont aussi dans A’
On voit facilement que (A’,+,-) est aussi un anneau.

Exemple 1.2.5. (Z,+, ) est un sous-anneau de (R, +,-) (et aussi de (Q,+, )
et de (C,+,-)).

Définition 1.2.3. Soit (A, +,-) un anneau, notons 04 l’élément neutre du
groupe A’). Si z,y € A\ {04} tels que xy = 04, on dit que x et y sont des
diviseurs de zéro.

Exemple 1.2.6. Dans l'anneau (M (2,R),+,-), il y a des diviseurs de zéro.
Par exemple, le produit de

10 0 0
a=(g o) as=(17)

Exemple 1.2.7. Il n’y a pas de diviseurs de zéro dans Z,Q,R et C, parce que
xy = 0 implique x = 0 ou y = 0 pour les nombres complezes.

est la matrice nulle.

Définition 1.2.4. Un anneau intégre est un anneau (A, +,-) sans diviseurs
de zéro et tel que 14 # 04.

Exemple 1.2.8. Les anneauz Z,Q,R et C sont intégres. (M(2,R), +,-) n’est
pas un anneau intégre

Définition 1.2.5. Un anneau commutatif (A,+,- tel que (A\04,-) est un
groupe, est appelé un corps.

Proposition 1.2.3. Tout corps est un anneau intégre.
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Démonstration. Soit (A,+,-) un corps. Montrons que 14 # 04. C’est facile :

comme (A \ 04,-) est un groupe, A n’est pas trivial et donc 04 # 14.
Supposons que maintenant que xy = 04 et que x # 04. Alors z admet un

inverse 71 € A\ {04}. Alors 2 tzy = 27104 et donc y = 04. O

Exemple 1.2.9. Q,R et C sont des corps.

Pour un anneau A on dénote A* I’ensemble des éléments x € A tels que
il existe y € A avec xy = yr = 14. Autrement dit, A* est I’ensemble des
éléments qui admettent un inverse multiplicatif.

Idéaux

Définition 1.2.6. Soit (A,+,-) un anneau. Une partie I C A est un idéal a
gauche de A si

1. 04 €1,
2.Ve,yel,onax+yel;
3. VacAetVeel, onaaxel.

Remarque 2. Soit I un idéal a gauche d’un anneau A. Alors si x € I, on a
ausst

(—lp)z=—-z€ A
et donc (I,+) est un sous-groupe de (A,+). Ca implique on peut définir les
idéauz a gauche comme des sous-groupes de (A, +) stables par multiplication
a gauche par les éléments de A.

De la méme fagon on définit un idéal a droite (on démand que = € [
et a € A implique za € I), et un idéal bilatére (on démande que x € I et
a € A implique za,azx € I).

Remarque 3. Si A est commutatif, tous ces idéaux sont bilatéres.

Exemple 1.2.10. Soit n € N. Alors nZ est un idéal bilatére de (Z,+,-). Tout
idéal de Z est égal a nZ pour un n € N.

Exemple 1.2.11. Soit A = {f : [0,1] — R fonction continue sur [0,1]}.
Alors (A, +,-) est un anneau commutatif. L’ensemble I = {f € A| f(1/2) =
0} est un idéal (bilatére) de A.

Exemple 1.2.12. Soit (A, +,) un anneau, et a € A un élément. L’ensemble
I ={za|ze A}

est un idéal a gauche (Pourquoi?). On l'appele idéal principal & gauche
engendré par a.
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Morphismes d’anneaux

Définition 1.2.7. Soit A et A’ deur anneauz. Une application ¢ : A — A’
est un morphisme d’anneaux si pour tous x,y € A,

1. ¢(z +y) = é(z) + o(y),
2. ¢(wy) = ¢(x)p(y)-
5. ¢p(la) =1a

On remark que dans ¢(x +y) = ¢(x) + ¢(y), =+ y est 'élément obtenu en
applicant la loi + de A aux élément z et y de A, tandis que ¢(z) + ¢(y) est le
résultat d’application de la loi + de A" aux éléments ¢(x) et ¢(y). Pareil pour

P(zy) = d(z)p(y).

Définition 1.2.8. Soit ¢ : A — A" un morphisme d’anneauz. Le noyau de ¢
est I’ensemble

Ker(¢) ={z € A ¢(z) = 0a'}

Proposition 1.2.4. Le noyau d’un morphisme d’anneaux ¢ : A — A’ est un
idéal bilatére de A.

Démonstration.

— Montrons que 04 € Ker(¢). Pour tout z € A, on a ¢(z) = ¢p(x+04) =
¢(x) + ¢(04), et donc ¢(04) =04

— Soit z,y € Ker(¢). On a ¢(xz +y) = ¢(x) + ¢(y) = 0ar + 040 = 04,
Alors z +y € Ker(¢).

— Soit x € Ker(¢) et a € A. ¢p(ax) = ¢(a)p(z) = ¢(a)0s = 04 d'ou
azr € Ker(¢). De la méme facon on montre que za € Ker(¢).

O

Exemple 1.2.13. Soit A = {f : [0,1] — R, f continue}. L’application ¢ :

A — R définie par ¢(f) = f(3) est un morphisme d’anneauz.

Comme pour les groupes, on définit un isomorphisme d’anneaux.

Définition 1.2.9. On dit que un morphisme d’anneaux ¢ : A — A’ est un
isomorphisme d’anneauz s’il existe un morphisme d’anneauz v : A — A
tel que pop = Idg et o = Ida. Un automorphisme d’anneaux est un
isomorphisme d’anneaux A — A.

On peut montrer (en exercice) que ¢ : A — A’ est un isomorphisme
d’anneau si et seulement si ¢ est une bijection.
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Anneaux quotients

Comme pour les groupes, il existe une notion de quotient sur les anneaux.

Soit A un anneau et I un idéal bilatere de A. Rappelons que I est un
sous-groupe de (A, +). Pour x € A, soit x + I la classe a gauche de = suivant
I. Comme le groupe (A, +) est commutatif, z + I = I + x, et nous allons dire
classe de x suivant I.

Voici quelques propritétés utiles :

Lemme 1.2.1.
(o) z+I=2"4+1 e’ +Iax—a' €l;
(b)) Six+I=a'+Tetze€ A, alorszx+1=zx'+1etxz+I1=2'2+1;

(c) Siz+I=2'4Tety+I=y +1I,alorsey+I=2'y+Tetx+y+1=
l‘/+y/+l;

Démonstration. (a) Sixz+ I =’ + I, alors pour tout m € I il existe m’ € T
tel que © +m = 2’ + m/. Ca implique que x = 2’ + (m’ — m). Comme
m' —mel,onaz ez +1 Maisonaaussiz—12 =m'—m e I, dou
x — ' € I. Supposons maintenant que x — 2’ € I. Notons m' = x — 2.
Alors x = 2/ +m’. Comme m € I, on a x € 2’ + I. Les classes de x et 2’/
ont lintersection non-vide (les deux contiennent z), donc z + I = 2’ + 1.

(b) Soit  + 1 = 2/ + I et z € A. Montrons que zz + I = zz/’ + 1. On a
ze — za' = z(x — 2'). Comme x — 2’ € I, on a z(z — ') € I et dont
zx — za' € I. D’apres (a), zz + [ = zz’ + I. De la méme fagon on peut
montrer que zz + I = a2’z + 1.

(c) Soit e+ I =2a'+Tety+1=1y + I Montrons que zy+ I = 2'y/ + I.
Ecrivons 2/ = 2z +m et ¢y = y+m' ou m,m’ € I. Alors 2'y = (z +
m)(y+m') = xy + my + xzm’ + mm’. Comme I est un idéal bilatere, on a
my +xm’ +mm’ € I. Ca montre que zy — z'y’ € I, donc d’apres la partie
(a) on a zy + I = 2’y’ 4+ I. On laisse en exercice la démonstration de la
derniere egalité.

O

Soit A/I = {x + I| x € A} Pensembles des classes suivant /. Nous savons
déja que A/I est un groupe commutatif muni de LCI

(z+D+w+I)=(zx+y) + 1

On définit la loi de multiplication par (x+1)(y+1I) = zy+ 1. La propriété (c)
du lemme precedent implique que cette opération est bien définie (ne depend
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pas de choix de representants de z + I et y + I). Nous allons maintenant
vérifier que (A/I,+,-) est un anneau. La classe 14 + I est I’élément neutre de
multiplication :

la+D)(x+1)=1gx+1=x+1.

Ensuite, la multiplication est associative :

((z+I)(y+1))(z+1) = (zy+1)(2+]) = xyz+1 = (x+1)(yz+1) = (x+I)((y+1)(2+1)).
Enfin, on montre la distributivité :

(a+I)((y+1)+(2+1)) = (x+1)(y+2+1) = (xy+I1)+(xz+1) = (x+1) (y+1)+(x+1)(2+1).
On appelle A/I ’anneau quotient de A par I.

Théoréme 1.2.1. Soit ¢ : A — A’ un morphisme d’anneauz, et soit I =
Ker(¢) le noyau de ¢. Pour tout classe x + I, ¢p(x + I) est un élément de
A, et Uapplication ¢’ qui associe a tout x + M Uélément ¢(x + I) est un
isomorphisme d’anneaux de AJ/I dans ¢(A).

Démonstration. Siy € x+1, alors on peut écrire y = z+m avec m € M. Donc
d(y) = dp(x+m) = ¢(x)+d(m) = ¢(z). Canous dit que ¢ est constante sur les
classes suivant I, et donc ¢(z + I) est 'élément ¢(x) de A’. Donc nous avons
lapplication ¢’ : A/I — ¢(A) qui envoie x + I sur ¢(x). C’est un morphisme,
car

¢ (x+T+y+I) = ¢ (x+y+1) = p(z+y) = ¢(x) +9(y) = ¢ (x+1)+¢' (y+1)

et

¢ (@ + Dy +1) =¢'(ay + 1) = d(ay) = d(x)d(y) = ¢'(z + D¢ (y + I).

Enfin, ¢/(14 +I) = ¢(14) = 14 et donc ¢ est un morphisme d’anneaux.
Il nous reste & montrer que ¢ est injectif. Si ¢'(z + I) = ¢'(y + I), alors
d(x) = ¢(y) et donc ¢p(x —y) =04 Aoz +1=y+ 1. O

Exemple 1.2.14. Si A = Z, les idéaux de A sont tous de la forme nZ pourn €
N. Soit I = nZ oun > 1. L’anneau quotient correspondant est Z/nZ. C’est
un anneau fini, il contient n éléments. Comme Z est commutatif, Z/nZ l’est
aussi. Soit T un élément non-nul de € Z/nZ. T admet un inverse multiplicatif
si et seulement si il existe §j € Z/nZ tel que Ty = 1, ce qui est equivalent
pged(z,n) = 1. (Exercice). On conclut que Z/nZ est un corps si et seulement
st n est un nombre premier.
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Soit A un anneau. Pour n € N* et a € A, on définit

nao=a-+a+...+acA.
N———

n termes

Sin=—koukeN*" on pose
na = —(ka).

Enfin, si n = 04, on sait que a- 04 = 04.
En particulier, si a = 14, on obtient une application ¢ : Z — A définie par

d(n) =nly

Cette application est un morphisme d’anneaux, on a ¢(1) = 14, ¢(n +m) =
d(n) + ¢(m) et p(nm) = ¢(n)p(m). (Ce n’est pas completement evident, il
faut justifier!)

Supposons maintenant que ¢ : Z — A est un morphisme d’anneaux. Par
définition ¢ (0) =04, ¥(1) =14 et pour n > 1, on a

Yn) =yl +14+--+1)=14+14+---14=nly.
Pour n = —k avec k> 1on a

P(=k) = =p(k) = —(k1a).

Donc ¢ = ¢, et on conclut qu’il y a un et un seul morphisme d’anneaux de Z
dans A.

Caractéristique d’un anneau Soit A un anneau non-trivial et ¢ : Z — A
le morphisme d’anneaux. Soit I = Ker(¢). Comme ¢(1) # 04, 'idéal I n’est
pas Z. Donc I = nZ pour un n > 2. Alors Z/nZ est isomorphe & ¢(Z). Nous
allons dire que A contient Z/nZ. Comme ¢(n) = 04 et ¢(n) = nla, on conclut
que nly = 04. En fait pour tout a € A, on a na = (nlg)a = 04. On dit que
A est de caractéristique n.

Remarque 4. Pour tout anneau A non-nul il y a un seul n € N* tel que A
contient Z/nZ. (exercice)

Théoréme 1.2.2. Soit A un anneau intégre. Si A contient Z/nZ, alors n et
0 ou un nombre premier.

Démonstration. Soit n # 0. Si n = mk avec m, k > 2, alors m, k ne sont pas
dans le noyau du ¢ : Z — A. Donc mly # 0 et k14 # 0 mais mklg =nly =
04. Ce n’est pas possible parce que A n’a pas de diviseurs de zéro. O
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Soit K un corps, et ¢ : Z — K le morphisme d’anneaux. Si Ker(¢) = {0},
alors K contient Z. Nous allons dire que K est de caractéristique 0. Si
Ker(¢) n’est pas trivial, il est engendré par un nombre premier p, et nous
allons dire que K est de caractéristique p. Par exemple F,, = Z/pZ est de
caractéristique p. Tout corps K de caractfistique p contient F},. On appelle F),
corps premier.

Théoréme 1.2.3. Soit G un groupe cyclique d’ordre N. Soit m € Z tel que
pged(m, N) = 1. Alors Uapplication oy, : G — G définie par o, (x) = ™ est
un automorphism de G. L’application

me— om
définit un isomorphisme (Z/NZ)* — Aut(QG).

Définition 1.2.10. Soit A un anneau commutatif. Soit P un idéal dans A.
On dit que P est un idéal premier si P # A et si pour tout a,b € A, ab € P
implique a € P ou b € P.

Définition 1.2.11. Soit A un anneau commutatif, et M un idéal. On dit que
M est un idéal maximal si M # A et si le seul idéal I tel que M C I et
M #T est]=A.

Théoréme 1.2.4. Soit A un anneau commutatif. Alors
1. Tout idéal maximal est premier.
2. Un idéal P est premier si et seulement si A/P est intégre.

3. Un idéal M est mazimal si et seulement si A/M est un corps.

Corps des fractions

Soit A un anneau commutatif integre. Considérons I’ensemble.
Ax (A\{04}) ={(a,b)[a,b € A, b# 04}

Nous allons dire que couples (a, b) et (a’,b’) sont équivalents et écrire (a,b) ~
(@', V') siabl —a’b=04.

Exercice 1.2.1. Montrer que ~ est bien une relation d’équivalence.

Notons ¢ la classe d’équivalence de (a,b), i.e. I'ensemble des tous (a’,?’)
tels que (a,b) ~ (a/,b). Les classes d’équivalence forment une partition de
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A x (A\{04}). Notons K I'ensemble des classes §. Soit ¢, § € K. On définit
leur somme et leur produit par

¢ ad+be ac
== et

a a c_a
b d bd b d bd

Il faut montrer que la somme et le produit sont bien définis. Si (a’, V') ~ (a, b)
et (¢,d) ~ (¢,d), alors

a Jd dd+Vd  ad+be

vt e T T ve T b

parce que (a'd + b'¢)(bd) = (ad + bc)(b'd’) ou la derniere egalité se vérifie en
utilisant ab’ = a’b et cd’ = /d. De la méme facon on a G = pg = p5 parce

que a’cdbd = acb'd’.

Proposition 1.2.5. Montrer que (K,+,-) est un corps.
Démonstration. En exercice O

Exemple 1.2.15. On peut construire le corps des nombres rationnels Q a
partir d’anneau 7.

Exemple 1.2.16. Soit K un corps et K[t] l'anneau des polynomes sur K. Un
utilisant cette construction on obtient le corps des fractions rationnels K(t).

Exemple 1.2.17. Soit K un corps de caractéristique 0. Alors K contient Q.

1.3 Polynomes et Fractions Rationnelles

Définition 1.3.1. Soit K un corps. On appelle polynome a coéfficients dans
K et a une indeterminée toute suite (ag,ai,...,an,...) d’éléments dans K
tous nuls a partir de certain rang.

Le polynome P = (0,0,...) dont tous les coéfficients sont 0, est un po-
lynéme nul. Soit P = (ag,a1,as,...) et Q@ = (bo, b1,ba,...) deux polynémes.
On peut définir la somme de P et ) par

P+Q = (co,c1,02,...) oucp=ay+bg
et le produit

k
PQ:(dQ,dl,dg,...) ou dk::zaibk—i: Z aibj.
=0 i+j=k
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Notons X = (0, 1,0,...), alors on peut vérifier que X2 = (0,0,1,0,...), X® =
(0,0,0,1,0,0,...) etc. Alors si P = (ag,a1,as,...,a,,0,0,0,...), alors on peut
écrire P de la fagon usuelle

P=a,+a1 X +aX’+...+a, X"

On dénote K[X] 'ensemble des polynomes & une indéterminée a coéfficients
dans K.

Lemme 1.3.1. K[X] est un anneau commutatif.

Définition 1.3.2. Soit P € K[X]\0. On appelle degré de P et on note deg(P)
le plus grand indice n € N tel que le coéfficient a,, de P est non-nul. On pose
deg(0) = —o0.

Soit L un corps tel que K est un sous-corps de L (on dit que L est une
extension de K). A tout polynéme P = a, + a1 X + asX?+ ...+ a, X" dans
K[X] on peut associer une fonction polynéme Pp : F' — F' définie par

PK(t) =a,+ ait + a2t2 + .. Fat™.

Soit ¢ € F. On définie une application ¢. : K[X] — L par ¢.(P) =
P(c). Alors ¢, est un morphisme d’anneaux, parce que (P + Q)(c) = P(c) +
Q(c), (PQ)(c) = P(c)Q(c) et ¢o(1) = 1. (Exercice : Verifier que ¢, est un
morphisme)

Notons K|c] 'image ¢.(K[X]) dans F. Alors K|[c| est un sous-corps de F'.

Si ¢ : K[X] — K]c] est un isomorphisme, on dit que ¢ est transcendant sur
K.

Exemple 1.3.1. K = Q et F = R. Alors K[V/2] = {a+bv2| a,b € Q} est un
sous-corps de R. Est-ce que /2 est transcendant sur Q ¢ Non. Par exemple
qb\/i(XQ —2) =0, donc ¢ s n'est pas injectif.

Par contre 7 est transcendant sur QQ (ce n'est pas évident ).

Racines des polynomes

Définition 1.3.3. Soit P € K[X] et o« € L ou L est une extension de K. On
dit que « est une racine de P si P (o) = 0.

Théoréme 1.3.1. Soit K un corps et P € K[X] un polynome de degrén > 0.
Alors P a au plus n racines dans K.

On aura besoin de lemme suivant.
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Lemme 1.3.2. Soit K un corps, P € K[X] eta € K. Il existent co, c1,. .., Cn €
K tels que

PX)=cp+ca(X —a)+c(X —a)+...+cn(X —a).

On remarque que ici on identifie @ € K avec 1'élément («,0,0,...) de
K[X].

Démonstration. On écrit X = a+(X —a), X% = (a+ (X —a))(a+ (X —a))
a?+2a(X —a) + (X — a)?, ete .

O
du Théoréme. On remarque que P(a) = ¢o. Donc si « est une racine de P,
on a ¢y = 0 et on peut écrire

PX) = (X = )Q(X),

et on peut écrire Q(X) = ¢1 + c2(X — a) + ¢, (X — a)" L. Supposons que

a, a1, ..., 0 sont des racines distincts de P (donc il y a n + 1 racines au
moins). Alors 0 = P(o;) = (o, — )Q(e;). Comme o —av; # 0, on a Qo) =0
pour i = 1,...,n. Par récurrence on voit que ce n’est pas possible. O

Corollaire 1.3.1. Soit K un corps et P,Q € K[X] polynémes sur K. Suppo-
sons que K est infini. Si P(c) = Q(c) pour tout ¢ € K, alors P = Q, i.e. les
coefficients correspondants sont égaur.

Démonstration. 11 suffit de considérer le polynéme R = P — Q. Il a un nombre
infini de racines dans K, donc P = 0. O

Attention!! Si K est fini, 'enoncé n’est pas vrai. Par exemple, pour
K = F),, comme F} est d’ordre p — 1, tout élément c € F} satisfait Pl =1,
Donc si on pose P = X? et Q = X, on voit que P(c) = Q(c) pour tout ¢ € F,
mais P # Q.
Arithmétique dans K[X]
Théoréme 1.3.2. Soit P, € K[X] deuzx polynomes. Alors
deg(PQ) = deg(P) + deg(Q).

Démonstration. Soit P=ag+...ap, X" avec a, Z0et Q =bg+ ...+ b X™
tel que b,, # 0. Alors

PQ = agby + . . . anbyp XM,

Comme K est un corps, il n’a pas de diviseurs de zéro et donc a,b,, # 0. O
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Corollaire 1.3.2. L’anneau K[X] est un anneau commutatif intégre.

Remarque 5. Comme K[X] est un anneau commutatif et intégre, on construit
le corps des fractions rationnelles K(X) comme dans la chapitre précédent. On
rappel que K (X) est l’ensembles des classes déquivalence des coupes (P, Q) €
K[X] ot Q #0 et ou (P,Q) ~ (P',Q) ssi PQ' = QP'. On appelle fonctions
rationnelles les éléments de K(X).

Théoréme 1.3.3 (Division euclidienne). Soit A, B € K[X] et B # 0. Alors
il existent uniques P,Q € K[X] tels que

A=BQ+R
avec deg(R) < deg(B).

Démonstration. Voici une idée d’une preuve. Soit A = a, X" +...a1.X + ag
et B=b,X"+...401 X +bygoub, #0.Sin<m,onpose@=0et R=A.
Supposons donc n > m. Soit Q1 = a,b, ' X" ™. Soit

A =A—Q1B.

On a
deg(Ay) < deg(A).

On peut donc écrire A = BQ1+ A;. Si deg(A1) < deg(B), on s’arréte la, sinon
on trouve des polynomes A; et Q)2 avec deg(As) < deg(A1) et

Ay = BQa + Aa.
Ona A= B(Q1+ Q2) + Az et deg(As2) < deg(A1) < deg(A). On continue de
cette fagon jusqu’au moment ou deg(Ayg) < deg(DB). O

Définition 1.3.4. On dit que un corps K est algébriquement clos si tout
polynéome P € K[X]| de degré deg(P) > 1 a une racine dans K.

Exemple 1.3.2. Les corps Q et R ne sont pas alébriquement clos. Le corps
C est algébriquement clos. Nous n’allons pas montrer ce résultat.

Exemple 1.3.3. Les corps finis ne sont pas algébriquement clos. Soit K un
corps fini. Soit P = [[,cx(X — a) + 1x. Alors P(a) = 1x pour tout a € K,
donc P n’a pas de racines dans K.

Corollaire 1.3.3. Soit K un corps alébriqguement clos. Alors pour tout P €
K[X] de degré n > 1 il existent o, . ..an,c € K tels que

P=c¢(X —a1)(X —a2)...(X —ap).
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Démonstration. Soit «; une racine de P. Alors par la division euclidienne
P=(X—a;)Q; oudeg(Q1) =n—1.Sin—12>1, le polynome @1 a une
racine g et on donc Q1 = (X — a9)Qs etc... O

Le pgcd des deux polynémes.

Théoréme 1.3.4. Soit I un idéal de K[X].

1. Il existe un polynome P tel que I est engendré par P, i.e. [ = {QP| Q €
K[X]}.

2. Si I # {0}, tout polynome P tel que P # 0 et deg(P) est le plus petit
degré positif dans I, alors P est un générateur de I.

Démonstration. Soit I # {0}. Soit d le plus petit degré positif des polynomes
dans [ et soit P un polynome dans I de degré d. Montrons que P engendre I.
Soit @ € I. Montrons que @ est un multiple de P, i.e. qu'il existe B € K[X]
tel que @ = BP. Par la division euclidienne, il existent B et B’ dans K[X] tels
que Q@ = BP+ B’ ot deg(B’) < deg(P) =d. Ona B’ = Q—BP et donc B'inl.
Comme d est le plus petit degré positif des polynémes dans I, et deg(B') < d,
on conclut que deg(B') = —oo et donc B’ = 0. Donc Q = BP. O

Remarque 6. Soit I un idéal de K[X]. D’apres le théoréme, I est principal,
i.e. engendré par un élément. Soit P € I un générateur. Supposons que P’ € T
est aussi un générateur de I.

Comme P est un générateur de I, Il existe B € K[X] tel que P = BP.
Alors deg(P") = deg(B) + deg(P) et donc deg(P'") > deg(P). Mais par l’hy-
pothése P’ est aussi un générateur, donc deg(P) > deg(P’). Les deux inégalités
donnent deg(P') = deg(P). Ca implique que deg(B) = 0 et donc B est une
constante. Alors on peut écrire

P =cP.

Si P =ayg+ a1 X +aX?+ ... 4+ agX? alors P' = cap + ca1 X + cas X? +
o+ cagX?. Si on choisi c = (a;"',0,0,...) (K est un corps et aqg # 0 donc
ag admet inverse multiplicatif ), on voit que I a un générateur avec coéfficient
dominant 1. Ce générateur est unique.

Définition 1.3.5. Soit P € K[X]. On va dire que P est un polynéme unitaire
si le coefficient dominant de P est 1.

Définition 1.3.6. Soit P,Q € K[X] deuz polynomes. On dit que @ divise P
et on écrit Q|P s’il existe B € K[X] tel que P = QB.



1.3. POLYNOMES ET FRACTIONS RATIONNELLES 43

Définition 1.3.7. Soit P,Q € K[X]\ {0}. On dit que H est un plus petit
diviseur commun de P et Q si H|P, H|Q et pour tout H' tel que H'|P et
H'|Q, on a H'|H.

Ce H n’est pas unique, tout produit de H et une constante a # 0 est aussi
un plus grand diviseur commun. Mais c’est tout, si H' est un pged de P et Q,
alors il existe a € K* tel que H' = aH. Donc on va écrire H = pged(P, Q) si
en plus H est unitaire.

Théoréme 1.3.5. Soit P,Q € K[X]\ {0}, et soit I l’idéal engendré par P et
Q. Soit H un générateur de I unitaire, alors H = pgcd(P, Q).

Démonstration. Les polyndémes P et () appartiennent a I, et H est un générateur,
H divise P et Q. Comme H € I, H= AP + A'Q. Soit H' un diviseur de P et
de Q. Alors il existent B, B’ € K[X]| tels que P = BH' et Q = B’'H’. On a

H=AP+ AQ=ABH' + AB'H' = H(AB + A'B')
et donc H' divise H. On a donc H = pgcd(P, Q). O

Remarque 7. On peut definir pged(Pr, ..., P,) de la méme fagon, et montrer
que si I est un idéal endendré par Py, ..., P, et si H est un générateur unitaire
de I alors H = pged(P, ..., Pp).

Définition 1.3.8. Deux polynomes P et Q dans K[X] sont premiers entre
euz si pged(P, Q) = 1k.

Décomposition unique des polynémes

Définition 1.3.9. Un polynéme P € K[X| est irreductible dans K[X]| si
deg(P) > 1 et pour tout factorisation P = QR avec Q,R € K[X], on a
deg(Q) =0 ou deg(R) =0 (Q est constante ou R est constante).

Exemple 1.3.4. P = X2 + 1 est irreductible dans Q[X] et R[X], mais pas
dans C[X].

Exemple 1.3.5. Si K = 7,/2Z, on peut aussi considérer P = X?+1 € K[X].
P n’est pas irréductible dans K[X| parce que on a (1+X)(1+X) =1+2X+
X2 =1+ X2 Par exemple P = X? + X + 1 est irréductible sur K.

Exemple 1.3.6. Polynomes de degré 1 sont toujours irréductibles parce que
si P = QR, on a1 = deg(Q) + deg(R). Si K = C, les seuls polynémes
irréductibles sont ceux de degré 1.
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Théoréme 1.3.6. Soit P € K[X] un polynéme non nul. Alors P se décompose
de maniére unique a ordre prés sous la forme

P =cPF Py . pke

ot c€ K*, a € N* et les P; € K[X] sont des polynémes unitaires, distincts et
irréductibles dans K[X].

Pour démontrer le théoréme on a besoin de lemme suivant.

Lemme 1.3.3. Soit H un polynome irréductible dans K[X]. Soit P,Q €
K[X]\ {0} tels que H divise PQ. Alors H divise P ou H divise Q.

Démonstration. Comme H divise PQ), il existe C' € K[X] tel que CH = PQ.
Supposons que H ne divise pas P. Alors pged(H, P) = 1k et donc il existe
A, B € K[X] tels que 1x = AH + BP. En multipliant par ) on obtient

Q=QAH+ QBP =QAH + BCH = (QA+ BC)H
et donc H divise Q. O

Démonstration du Théoréme. Montrons d’abord qu’une tell décomoposition
existe. Soit P € K[X] de degré n > 1. Si P est irreductible, on écrit P = a,, Py
ott P = a,'P. On suppose donc que P n’est pas irréductible dans K[X].
Alors on peut écrire

P=QR

ou deg(Q) < n et deg(R) < n. Démonstration est par récurrence. Les po-
lynémes de degré 1 sont irréductibles. Supposons que la décomposition existe
pour tous les polynomes de degré 2 < k < n — 1. Donc on peut décomposer
@ et R sous forme de produit des polynomes irréductibles dans K[X] et donc
P = QR se décompose aussi sous cette forme (on multiplie les décompositions
corréspondants et on fait le ménage).

Le fait que la décombposition est unique se démontre en appliquant suc-
cessivement le Lemme précédant. (en exercice)

O]

Corollaire 1.3.4. Soit K un corps algébriquement clos et P € K[X]. Alors
P se décompose sous forme

P=c¢(X —a)" (X —ap)k2 .. (X —ay)kn,

ovto; € K etce K*.
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Définition 1.3.10. Soit P € K[X] et « € K un racine de P. Soit m tel
que P = (X — a)™Q ot pgced((X — a),Q) = 1, alors on dit que « est de
multiplicité m. Si m =1, on dit que o est une racine simple.

Définition 1.3.11. Soit P = a, X" +an_1 X" ' +... 4+ ag un polynéme dans
K[X]. Le polynéme dérivé de P est P' = na, X" ' 4+(n—1)an,_1 X" 2+.. .+a;.

On a les propriétés habituelles :

Lemme 1.3.4. Soit P,Q € K[X] etce K. On a
1. (¢P) = cP,
2. (P+Q) =P +Q,
3. (PQY = P'Q + PQ'.

Démonstration. En exercice O

Théoréme 1.3.7. Soit P € K[X] et deg(P) > 1 et soit &« € K une racine de
P. Alors a est de multiplicité > 1 si et seulement si a est une racine de P’.

Anneaux quotients

On a vu pour les anneaux en général que si A est un anneau commutatif,
et [ un idéal de A, alors A/I est un corps si et seulement si I est maximal (voir
Feuille 9). L’anneau K[X] est commutatif, et on voudrait voir quels idéax sont
maximaux dans K[X].

Lemme 1.3.5. Un idéal I de K[X]| est mazimal si et seulement si I est
engendré par un polynome irréductible.

Démonstration. Soit P € K[X] un polynéme de degré > 1. Soit I, l'idéal
engendré par P. Il suffit de montrer que I, est maximal. Comme les éléments
de Ip sont les multiples de P, I ne contient pas de 1k, et donc Ip # K[X].
Soit J C K[X] un idéal qui contient Ip. Montrons que J est maximal. Soit H
le generateur unitaire de J. Alors H|P. Comme P est irreductible, H = 1
ou H = P. Comme Ip n’est pas egal a J, H # P. Donc H = 1. Mais s’idéal
engendré par 1x est égal a K. On a montré que Ip est maximal.

O
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1.4 Espaces Vectoriels

Soit K un corps. Un espace vectoriel sur K est un ensemble V muni d’une
LCI notée + et d’une loi externe - : V x K — V qui satisfont

1. (V,+) est un groupe abélien
2. Pour tout z,y € Vet a,b€ K on a
a) a-(z+y)=a-v+a-y;
b) (a+b)-z=a-x+b-y;
&) a-(b- > (ab) -
)

lg-x=

o,

Remarque 8. Notez que les deux derniéres conditions impliquent que K agit
sur V.

On appelle les éléments de V' wvecteurs et les éléments de K scalaires.

Exemple 1.4.1. V = {f : [0,1] — R continue } est un espace vectoriel sur
R.

Exemple 1.4.2. Soit E un ensemble non-vide, K un corps et
V={fF— K}

l’ensemble des applications de V dans K. Alors V est un espace vectoriel sur
K.

Exemple 1.4.3. Soit V = K" = {(x1,...,z,)| ©; € K}. Alors V est un
espace vectoriel sur K.

Voici quelques propriétés immédiates.

Proposition 1.4.1. Soit V' un espace vectoriel sur K et 0 l’élément neutre
pour addition.

— Pour toutveV on a Ogv = 0.

— Pour tout c€ K on a c0=0.

— Sice K*,ve K etcv=0, alorsv=0.

— Pour toutv eV, on a (—1g)v = —v.

Démonstration.
— On écrit Ogv +v = (0 + 1g)v = 1gv = v d’ou Ogv = 0.
—c0=clx—xz)=cx—cx=0.
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— Si ¢ # Og, alo,,rs ¢ admet un inverse multiplicatif. Alors v = 1gv =
(c7le)v=cYHew) =cto=0.

— Onav+ (—1lg)v=1gv+ (—1g)v = (1x — 1g)v = 0. Donc —1g)v =
—.

O]

Définition 1.4.1. Soit V un espace vectoriel sur K et W un sous-ensemble
de V. On dit que W est un sous-espace vectoriel de V si

1. (W, +) est un sous-groupe de (V,+).

2.Vece K etweW, onacweW.

On peut également définir un sous-espace W comme un sous-ensemble de
V' contenant 0, tel que si v,w € W alors v+ w € Wetsice Ketwe W
alors cw € W. On vérifie que W est aussi un espace vectoriel sur K.

Définition 1.4.2. Soit V' un espace vectoriel sur K et {v;}ier une famille
dans V. Une combinaison linéaire des {v;}icr est toute somme Y civ; ot
les coéfficients ¢; € K sont tous nuls sauf un nombre fini.

Exemple 1.4.4. Soit V' un espace vectoriel sur K et {v;},cr dans V. On
considére l’ensemble W des combinaisons linéaires des vecteurs (v;)icy, i-e.

W = {Z civil ¢ € K ou ¢; = 0x sauf un nombre fini}.
el

On vérifie facilement que W est un sous-espace vectoriel de V. (en ezercice)
On dit que W est engendré par les éléments {v;}icr et que la famille {v;}icr
est une famille generatrice sont des de W. On écrit aussi W = Vect({v; }ier)-

Définition 1.4.3. Soit V' un espace vectoriel sur K. On dit que vecteurs
{vi, }ier dans V' sont linéairement dépendants sur K s’il existe {c;}icr
dans K tels que ¢; # 0 pour au moins un i € I et tels que

E C;U; = 0.
el

S’il n'existe pas de tels {c;}icr dans K, on dit que les vecteurs {v;}icr sont
linéairement indépendants sur K ou que la famille {v;};cr est libre.

Exemple 1.4.5. Soit V. = K™. Les éléments vi = (1,0,...,0),...,v, =
(0,0,...,1) sont linéairement indépendants. (Pourquoi ?)

Exemple 1.4.6. V = K[X] est un espace vectoriel sur K. Les polynémes
{P; = X"}, pour n € N sont linéairement indépendants.
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Définition 1.4.4. Soit V un espace vectoriel sur K. Une famille libre des
vecteurs {v; }icr est une base de V si V = Vect({vi}ier).

Proposition 1.4.2. Soit V un espace vectoriel sur K et soit {v;};cr une
famille libre dans V. Soit w = Zz‘el c;v; une combinaison linéaire des vecteurs
vi. St w = Y i b alors ¢; = by pour tout i € I. Autrement dit, si w €
Vect({vitier) alors w s’écrit de maniére unique comme combinaison linéaire
des {vi}ier.

Démonstration. Soit Y ;. ;biv; = Y . civg, alors Y (b — ¢;)v; = 0. Comme
les vecteurs {v;};cr sont linéairement indépendants, on a b; = ¢; pour tout
1€ 1. O

Si {v;}ier est une base d’un espace vectoriel V, et w = > ¢;v; € V, on
appelle les coéfficients ¢; les coordonnées de w dans la base {v; }ier

Exemple 1.4.7. Soit V = K™. Les vecteurs (1,0,...,0),...(0,0,...,1) forment
une base de V.

Définition 1.4.5. Soit V' un espace vectoriel. S’il existe une famille finie des
vecteurs v; € V qui engendrent V, on dit que V est de dimension finie.
Sinon, V est de dimension infinie.

Exemple 1.4.8. L’espace vectoriel K[X| sur K est de dimension infinie.

Nous allons donner une définition de dimension plus tard. Nous allons
maintenant montrer qu’un espace vectoriel de dimension finie admet une base.
(C’est vrai aussi en dimension infinie, mais la démonstration est plus com-
pliqueée).

Soit {v1,...,v,} des vecteurs dans un espace vectoriel V. On appelle un
sous-ensemble {wi,ws,...,w,} C {v1,...,v,} famille maximale libre si les
vecteurs {wi, ..., w,} sont linéairement indépendants et si tout vecteur v; ¢
{w1,...,w,} est une combinaison linéaire des {w1,...,w,}. Une telle famille
existe toujours. Voici une recette. On commence par vi. Si v # 0, on pose
wi = vp, sinon w; est le premier vecteur vy # 0. wsy est le premier vecteur
(apres wi) qui n’est pas une combinaison linéaire des vecteurs précedants.
A la fin on prend tous les vecteurs de la liste {v,...,v,} qui ne sont pas
combinaisons linéaires des vecteurs précedants.

Proposition 1.4.3. Soit V un K-espace vectoriel de dimension finie et soit
{v1,...,v,} une famille génératrice de V. Soit {wy,wa, ..., w} C {v1,..., 0}
une famille mazimale des vecteur linéairement indépendants. Alors la famille
{wy,wa, ..., w} est une base de V.
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Démonstration. Pour simplifier la présentation, nous allons supposer que wy =
V1, Wo = Va,...,w, = vp. Il faut montrer que cette famille engendre V. Soit
we V. Alors u = )" | ¢jv;. Supposons que ¢p4j # 0, pour 1 < j < mn —r.
Le vecteur v, est une combinaison linéaire des vy, ... v,, donc on peut écrire

Vrgj = Yoi g agvi. Alors dans l'expression pour u on remplace v,4; par la

combinaison linéraire correspondante :

' '

1 —

u:clvl—k...chT—i—cng aivi—i—...—l—cng a;’ ;.
i=1 i=1

Donc tout espace vectoriel de dimension finie admet une base.

Définition 1.4.6. Soit V.W deuzr espaces vectoriels sur un corps K. Une
application ¢ : V. — W est dite linéaire ou morphisme des espaces vectoriels
St

1. Vz,y €V, onag(z+y)= o)+ ¢(y).
2. VreV,ce K, on a ¢(cx) = cp(x).

Exemple 1.4.9. On connait deja les applications linéaires de R™ — R™,

Exemple 1.4.10. Voici un ezemple de ’analyse. Soit V.= C*°(R) fonctions
de R dans R telles que f™) eziste pour tout n € N. Alors V est un espace
vectoriel. (pourquoi ?) Soit D : V. — V Uapplication définie par D(f) = f'.
Alors D est linéaire.

Proposition 1.4.4. Soit VW et U des espaces vectoriels sur un corps K.
Soit gV — W ety : W — U des applications linéaires. Alors l’application
pod:V — U est une application linéaire.

Démonstration. Soit vi,v9 € V. Alors

(Yo @)(v1 +v2) =
Y(p(v1 + v2)) = h(@(v1) + d(v2)) = h(P(v1)) + Y (P(v2))
= (Yo d)(v1) + (¢ 0 §)(v2).

Pource KetveV,ona

(10 @)(cv) = ¢h(¢(cv)) = P(ch(v)) = cp(p(v)) = c(¢ 0 §)(v).
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On définit le noyau et I’image d’une application linéaire comme d’habi-
tude : si ¢ : V. — W est une application linéaire, alors le noyau Ker(¢) =
{veV]| o) =0} CV.Limage Im(¢) = {p(v)|veV} CW.

Proposition 1.4.5. Le noyau Ker(¢) d’une application linéaire ¢ : V. — W
est un sous-espace vectoriel de V. L’image I'm(¢) est un sous-espace vectoriel

de W.
Démonstration. En exercice O

Proposition 1.4.6. Une application linéaire ¢ : V. — W est injective si et
seulement si Ker(¢) = {0}.

Exercice 1.4.1. Soit ¢ : V — W wune application lin’éaire. Montrer que si ¢
est bijective, alors son inverse est une application linéaire de W dans V.

On peut alors définir un isomorphisme entre des espaces vectoriels.

Définition 1.4.7. Une application linéaire ¢ : V. — W est un isomorphisme
des espaces vectoriels V et W si ¢ est une bijection.

Théoréme 1.4.1. Soit V,W des espaces vectoriels sur K, et {vi,va,...,v,}
une base the V. Alors pour toute famille {wy, ..., w,} de vecteurs dans W il
existe une unique application linéaire ¢ : V. — W telle que ¢(v;) = w; pour
tout 1 <1 <n.

Démonstration. Une telle application est unique parce que si x € V, alors x
est une combinaison linéaire de {v1,...,v,}, et donc x = ajv; + ...+ apv,, et
sont image par ¢ est forcement ¢(z) = ajwi + ... + apwy,.

Une telle application linéaire existe : pour tout £ = ajvy + ... + a,v,, ON
pose ¢(z) := ajwi + ...+ apwy. Il nous reste a vérifier que ¢ est linéaire.

Soit z,y € V, et on écrit x = a1v1+. ..+ apv, et y = bivi+. . .+byvu,. Alors
d(x+y) = (a1+b1)vi+. . .+ (an+bp)wy, = aywi+. . . Fapwy+biw +. .. byw, =
#(z) + ¢(y). De la méme maniere on montre que ¢(cx) = co(x) pour tout
ce K. [

Soit V, W des espaces vectoriels sur K. On dénote
Hompg(V,W) ={¢:V — W application linéaire }

I’ensemble de toutes les applications linéaires de V dans W. Si V = W, on
dénote End(V) = Hom(V,V) et on appelle endomorphismes de V les
éléments de End(V).
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On peut montrer que Hompg (V,W) est un espace vectoriel sur K. En
effet, pour ¢, € Homg(V,W) et ¢ € K, on définit ¢ + ¢ par (¢ + ¢¥)(z) =
¢(z) + (), pour tout x € V et co par (co)(z) = cp(x).

Exercice 1.4.2. Montrer que Homg (V, W) est un espace vectoriel sur K.

Théoréme 1.4.2. Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Soit {v1,...,v,}
linéairement indépendants dans V. Soit {w1,...wy} une famille génératrice
de V. Alors n < m.

Démonstration. Comme V = Vect(wy,...,wn,) et les vecteurs v; sont dans
V', on peut écrire

V1 = ajjwy + a21wW9 + ...+ A1 Wm

Vo = a12W1 + A22W2 + ... + Gp2Wp,

VUp = A1pW1 + A2pW2 + ... + Ayp MWy,

Comme v; # 0, a;; est non nul pour au moins un ¢. Pour simplifier la
présentation, supposons que aj; est non nul, et donc admet un inverse mul-
tiplicatif (noté Th) Alors on peut écrire wy; comme une combinaison linéaire
de v, wse, ..., Wy :

Dans ’expression pour vo on remplace wq par la combinaison linéaire ci-dessus.
Alors vy est une combinaison linéaire de vy, wa, ... Wp,. Ecrivons cette combi-
naison linéaire :

v9 = byvy + bows + ... + bpywp,

Il existe un indice 2 < ¢ < m tel que le coefficient devant w; est non nul. Pour
simplicité supposons que bs # 0 et écrivons
by 1 b

wgz—b—Qvl—i—gvg—...—Evm.

Donc wy € Vect(vi,ve, ws . .. wy,). Mais vz est donc aussi dans Vect(vy, va, w3 . .

On donc écrit
U3 = C1V1 + C2U2 + C3W3 + ... + CpWiy.-

Comme w3 n’est pas une combinaison linéaire de v1 et wvo, il y a un indice
3 < i < m tel que a; est non-nul. On suppose que ¢ = 3 (mais rien ne change

W)
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si @ # 3). On remarque que ws € Vect(vy, va, V3, W4, ..., Wy ), PUiS que vy €
Vect(vi,va,v3,...,wy). On continue de cette maniere en remplacant w; par v;.
Sim < n, on arrivera a la situation quand on a v, € Vect(vy,ve,...v,-1) €t ca
contredit ’hypothese que (v1,vg,...,v,) sont linéairement indépendants. [

Théoréme 1.4.3. Soit V un espace vectoriel. Si{v1,...,v,} et {wi,..., wn}
sont des bases de V', alors n = m.

On a donc montré que toute base d’un espace vectoriel V' de dimension finie
contient le méme nombre d’éléments. On appelle ce nombre la dimension

de V et on la dénote dim(V'). Si V = {0}, on définie dim (V') = 0.

Théoreme 1.4.4. Soit V,W deux espaces vectoriels sur K et ¢ : V — W une
application linéaire. Supposons que V et W sont de dimension finie et dimV =

dimW. Si Ker(¢) = {0} ou si Im(¢) = W, alors ¢ est un isomorphisme.

Corollaire 1.4.1. Soit V,W espaces vectoriels sur K, de dimension finie et
tels que dimV = dimW . Alors V' et W sont isomorphes.

En particulier, tout espace vectoriel V' sur un corps K de dimension n > 0
est isomorphe a I'espace K™.

Matrices

On a déja vu matrices a coéfficients dans R. Voici une définition plus
général Soit K un corps. Une matrice A de taille m x n est un tableau

ayilr] a2 .. .. .. Qin
a1 a2

A=
Am1 .. e e oo Qumn

ot aj; € K pour 1 <i<metl<j<mn.On dénote M,,,(K) I'ensemble
des matrices des taille m x n a coéflicients dans K. Si m = n, on écrit tout
simplement M, (R).

Comme dans le cas K = R, on définit A + B pour A, B € My, ,(K), kA
pour k € K et A € M,,,(K). La matrice 0 € M,, ,,(K) est la matrice dont
tout les coéfficients sont zéros.

Proposition 1.4.7. M, (K) est un espace véctoriel sur K.
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On peut aussi définir le produit des deux matrices : si A est de taille m xn
et B de taille n x k, alors leur produit AB est une matrice de taille m x k
définie par ¢;; = Y ;" aijbjk.

En particulier on peut multiplier éléments de M, (K).

Proposition 1.4.8. Soit K un corps et n € N*. Alors (M (K),+,) est un
anneau.

Comme pour K = R, a toute application linéaire on associe une matrice.
Ici nous décrivons la corréspondance entre matrices et applications linéaires
pour K un corps arbitraire. D’abord, nous allons identifier un espace vectoriel
K™ avec M,, 1(k) pour tout n € N* par

X1
T3
(1,22, .., Tpn) —

T,
Soit A € My, n(K). Alors A définit une application ¢4 : K™ — K™ par

T
L2

pa(z) = A
In

Théoréme 1.4.5. L’association A — ¢4 est un isomorphisme des espaces
vectoriels entre My, n(K) et Hom(K"™, K™).



