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FEILLE D’EXERCICES 9.

Anneaux et Corps

Exercice 1. Soit A et A’ des anneaux. Soit
Ax A ={(z,2)|xe€ A 2" € A'}.

Définir des LCI + et - sur A x A" en utilisant les LCI de A et A’ pour que
(A x A’ +,-) soit un anneau.

Exercice 2. Soit n > 2 et considérons l'anneau Z/nZ.

(1) Montrer que T € Z/nZ admet un inverse multiplicatif si et seulement
st pged(xz,n) = 1.

(2) Soit ¢ lindicatrice d’Euler (¢ : N* — N* définie par ¢(n) = le nombre
d’entiers compris entre 1 et n premiers avec n). Montrer que pour tout

T € (Z/nZ)*, on a (2)*™ =1.
(3) Montrer que si a € 7 tel que pged(a,n) = 1, alors a®™ =1 (mod n).
Exercice 3. Montrer que un idéal I # {04} dans Z est premier si et seule-

ment si I = pZ ou p est un nombre premier.

Exercice 4. Soit A un anneau commutatif et M C A un idéal mazimal.
Montrer que, sia € A\ M et I, l'idéal engendré par a, alors A = M + 1,.

Exercice 5. Soit A un anneau commutatif et M C un idéal. Montrer que
st M est mazimal alors il est premier.

Exercice 6. Soit A un anneau commutatif.

(1) Soit P un idéal de A. Montrer que P est premier si et seulement si
lanneau quotient A/ P est un anneau intégre.

(2) Soit M un idéal de A. Montrer que M est mazimal si et seulement si
A/M est un corps.

Exercice 7. Soit K un corps de caractéristique p. Montrer que
(x+y)P =P +oP
pout tous x,y € K.

Exercice 8. Soit K un corps fini de caractéristique p. Soit 0 : K — K une

application définie par o(x) = xP. Montrer que o est un automorphisme de
K.



