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FEILLE D’EXERCICES 6.

Exercice 1. Soit G = Z/2ZxZ/3Z. Est-ce que G est un groupe fini ? Si out,
trouver l'ordre de G. Est-ce que G est un groupe cyclique ¢ Mémes questions

pour G = 7Z/27 x 7| 2.
Exercice 2. Trouver tous les sous-groupes de G = Z/127.

Exercice 3. Montrer que si E = {1,2,3,4,...}, alors Sg est un groupe
infini. (Ne dites pas ool = c0.)

Exercice 4. Trouver tous les éléments d’ordre 2 dans Sy, et donner les
décompositions de ces éléments en produit de cycles disjoints.

Exercice 5. Montrer que si 01,09 € Sy, deux cycles disjoints, alors
01 009 — 09001.
Exercice 6. Trouver tous les éléments de As et Ay.

Exercice 7. Soit 0 € S,, et 0 = 01 009...0 0 la décomposition de o en
cycles a supports disjoints. On pose n; l'ordre de o;. Montrer que ordre de
o est égal a ppcm(ni,ng,...,ng).
Exercice 8.

(1) Montrer que le groupe As ne contient pas d’éléments d’ordre 4.

(2) Trouwver un élément d’ordre 2 dans As. Montrer qu’il n’existe pas de
deux éléments distincts 01,09 € As qui sont d’ordre 2 et qui com-
mutent.

(3) Conclure qu’il n’y a pas de sous-groupe d’ordre 4 dans As.
Exercice 9. Soit G un groupe et Z le centre de G, i.e.
Z ={z € G| xy=yzx Vy € G}.

Nous avons vu que Z est un sous-groupe distingué de G. Si G /Z est cyclique,
montrer que G est abélien.
Indication : Comme G/Z est cyclique, il eziste a € G tel que

G/Z =<aZ > .
Alors pour x,y € G, il existe n,m € Z tels que xZ = a"Z et yZ =a™Z....
Exercice 10. Montrer que le groupe additif Z agit sur lui-méme par
(a,x) »a+x

pour tout a,x € 7.
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Exercice 11. Soit G un groupe, E un ensemble, et on suppose que G agit
sur E. Montrer que le stabilisateur de x € E dans G

Gy ={a€eGla-z=ux}
est un sous-groupe de G.

Exercice 12. (*) Soit G un groupe. Pour tous z,y € G on définit le com-
mutateur de x et y par

[z, y] = xya~ly ™
Soit S = {[x,y]| z,y, € G} et notons [G,G] le sous-groupe de G engendré
par S. On appelle [G,G] le groupe dérivé de G.

(1) Montrer que [G,G] est un sous-groupe distingué.
(2) Montrer que G/|G,G] est abélien.

Exercice 13. (*) Soit A un groupe abélien. Nous allons noter + la LCI de
A et 0 son élément neutre. On dit que n € N* est un exposant de A si
Vr € A, nx = 0. Supposons que n est un exposant de A, et que n =18 ou
r,s € N* et pged(r,s) = 1.

Posons A, ={x € Al ro =0} et As = {x € A| sz =0}.

Montrer que pour tout élément a de A il existent un unique b de A, et un
unique ¢ de As tels que a = b+ c.



