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EXERCICE 1 (10,5 pts)
Décider pour chaque énoncé s’il est vrai ou faux. Les réponses possibles sont V=“C’est

vrai’

7, F=“C’est faux”, N=%“Je ne sais pas” . Vous n’avez pas besoin de justifier

vos réponses. Chaque réponse correcte vaut +1,5 points, réponse incorrecte vaut -1
point, réponse “je ne sais pas” vaut 0 points. Si le total donne un nombre négatif, la
note attribuée a cet exercice sera ramenée a zéro.

(1)

(2)
(3)

X3 — 2 est irréductible dans Q[X].
Réponse : C’est Vrai. Ce polynome est de degré 3 et n’a pas de racines dans Q.
Donc irréductible.

Z est un idéal de Q.
Réponse : C’est Faux. Q est un corps, et donc les idedux de Q sont {0} et Q.

Soit ¢ : K — K’ un morphisme d’anneaux. Si K et K’ sont des corps, alors
Ker(¢) = {0k}

Réponse : C’est Vrai. Ker(¢) est un idéal de K. Comme K est un corps, Ker(¢) =
{0k} ou Ker(¢) = K. Mais ¢(1g) = 1xs # O, donc Ker(¢) # K d’ou Ker(¢) =
{0k}

Soit K un corps. S’il existe un morphisme d’anneaux ¢ : Z — K injectif, alors K

est de caractéristique 0.
Réponse : C’est Vrai. C’est une définition de caractéristique d’un corps.

L’anneau Z/4Z est integre. -

Réponse : C’est Faux. Par exemple, 2-2 = 0, donc il y a des diviseurs de zéro dans
YARZYA

Soit A un anneau. L’application ¢ : A — A définie par ¢(z) = 22 est un morphisme
d’anneaux.

Réponse : C’est Faux. Si ¢ est un morphisme d’anneaux, alors pour tous x,y € A,
on a ¢(x +y) = ¢(z) + ¢(y). Mais pour ¢(z) = 2? on a

dx+y) = (z+y)* =2 +ay +yo+y*
tandis que
o(z) + oy) = 2° +y°.

Par exemple, si A = Z, z = lety = —1,0n a ¢(z +y) = (1 — 1) = 0 mais

o) +o(y) =1+1=2. 1



(7) Soit K = Z/3Z, P = X?*+ 1 et Q = X? — 1 polynomes dans K[X]. Alors
pgced(P, Q) = 1.
Réponse : C’est Vrai. Le polynéme P = X2 + 1 n’a pas de racines dans Z/37Z car
P(0) =1, P(1) =2 et P(2) = 2. Donc P est irréductible sur Z/3Z. Comme P ne
divise pas @, pgcd(P, Q) = 1.

Tournez svp



EXERCICE 2(6 pts)

Dans cet exercice on vous demande de produire des exemples. Justification n’est pas
demandée. Donner un exemple (ou répondre que ¢a n’existe pas) de..

(a) corps de caractéristique 2; (1 pt)
Réponse : par exemple, Z /27 est de caractéristique 2;

(b) polynome irréductible de degré 3 dans Z/5Z[X]; (1,5 pts)
Réponse : par exemple, P = X3 + X + 1. P est irréductible parce qu’il n’a pas de
racines dans Z/5Z, (P(0) = 1,P(1) = 3,P(2) = 1,P(3) = 1,P(4) = 4), et P est
de degré 3.

(¢) anneau non-commutatif; (1 pt)
Réponse : par exemple, A = M, (R). Multiplication de matrices n’est pas commu-
tative, donc A est non-commutatif.

(d) anneau integre qui n’est pas un corps; (1 pts)
Réponse : par exemple, A = Z est integre, mais les éléments de Z \ {0} n’ont pas
d’inverse en général.

(e) polynome irréductible de degré 3 dans R[X]; (1,5 pts)
Réponse : Un tel polynome n’existe pas. Tout polynome de degré 3 a coéfficients
réels a une racine dans R, donc n’est pas irréductible.

Tournez svp
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EXERCICE 3(6,5 pts) Soit A, A" anneaux commutatifs, ¢ : A — A’ un morphisme

d’anneaux.

(1)
(2)

Rappeler la définition d’un idéal dans un anneau commutatif;

Soit I’ C A’ un idéal. On dénote I I'image inverse de I’ par ¢ :
I={zxeA| ¢(x)el}

Montrer que I est un idéal de A.

Démonstration. On a ¢(04) = 0’y donc 04 € I. Soit x,y € I. Alors ¢(z),d(y) €
I'. Comme [" est un idéal et ¢ est un morphisme d’anneaux, on a ¢(z + y) =
o(z) + ¢(y) € I'. Donc z +y € I. Soit a € A et x € I. Montrons que az € I.
On a ¢(ax) = ¢(a)p(x). Comme ¢(a) € A',¢p(x) € I' et I’ un idéal de A’, on a
o(a)p(x) € I', donc ¢(ax) € I' et ax € I. On a montré que I est un idéal de A. O

Si J C A est un idéal, est-ce que son image ¢(.J) est un idéal de A’? Si oui, donner
une démonstration courte, si non, donner un contre-exemple.

Réponse : En général non. Contre-exemple : ¢ : Z — R définie par ¢(n) = n est un
morphisme d’anneaux ; on prend I = 27, c’est un idéal de Z. Mais ¢(2Z) = 27Z, et
ce n’est pas un idéal de R (R est un corps, donc ces idéaux sont {0} et R).



