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Ce cours intitulé Etude Globale des Fonctions a été enseigné en 2005/06 et en 2006/07 & I'université Rennes
I sous le sigle CO1. Il s’adresse a des étudiants en L2. Pour étre abordé certains prérequis sont nécessaires. Les
prérequis sont ceux qui, dans les programmes de mathématiques jusqu’au niveau L1 inclus, se rapportent au
domaine de I’Analyse. En particulier, les notions de fonction, de limite et de suite sont supposées avoir déja été
assimilées.

Ce cours se répartit en sept chapitres. Les deux premiers s’intéressent aux propriétés induites par la régularité
ou la convexité des fonctions. Le troisieme reprend la définition des fonctions logarithme et exponentielle et met
a plat un certain nombre de leurs caractéristiques. Les quatre derniers chapitres se rapportent a l'intégration
des fonctions. Ils reposent sur la construction de I’intégrale de Riemann et aboutissent a la notion clé d’intégrale
généralisée, sans oublier d’explorer les liens qui unissent les procédés d’intégration et de sommation, ou encore de
décrire ce qui se produit en présence de parameétres. Un examen (page suivante) de la Table des matiéres donne
une vision globale des thémes abordés. Il permet aussi, selon le besoin, de repérer facilement I’emplacement ou
tel aspect du sujet se trouve traité.

Chaque chapitre est destiné a introduire un concept nouveau, en réponse a une question posée dans son intro-
duction. La discussion s’ouvre le plus souvent par des rappels ou autres préliminaires. Ensuite vient le corps du
texte composé de Propositions et de Théoremes. Ceux-ci sont illustrés par de nombreux exemples et applica-
tions. Ils sont aussi accompagnés d’exercices, de QCM et de problemes donnés sans preuve car destinés a étre
traités en Travaux Dirigés.

Les preuves des énoncés ont été rédigées avec un soin tout particulier. Elles sont presque toujours (dans les
pages qui suivent) completes et détaillées alors qu’elles sont parfois (durant les séances en amphithedtre) juste
ébauchées. Ce flottement (du a la densité des programmes par rapport aux horaires attribués) induit une fausse
perception de la part des étudiants, a savoir que les démonstrations sont facultatives et donc qu’elles peuvent
étre négligées. A tort, car celles-ci sont bien au contraire essentielles a tout bon apprentissage. C’est avant tout
en comprenant et en reprenant chez soi les preuves (suivant son propre cheminement et quitte a faire des erreurs)
que I'étudiant peut se familiariser personnellement, progressivement avec les nouveaux éléments de connaissance
qui lui sont présentés. Précisément, 1'objectif de ce texte est de pallier les éventuelles lacunes des exposés oraux
et de remédier aux mauvaises prises de notes. Le contrat implicite est que tout ce qui est dit en cours doit étre
connu tandis que tout ce que contient ce texte doit avoir été vu.

La plupart des exercices sont positionnés en support de la notion qui vient d’étre introduite. Cela permet de
tester en direct le nouveau concept et ainsi d’en faciliter I’assimilation. Le risque toutefois est d’utiliser une
connaissance en se référant au seul fait qu’elle vient d’étre étudiée. Pour remédier a cet inconvénient, des QCM
et des problémes sont aussi proposés (souvent en fin de chapitre). Ils sont l'occasion de faire le point sur ce
qu’on a effectivement appris et de savoir ce qu’on devrait encore travailler ...

Bien sir, les résultats exposés ici sont classiques. Du coup, il est vivement conseillé de compléter ses efforts en
consultant d’autres ouvrages d’enseignement, en ayant recours a d’autres sources d’information. On peut par
exemple puiser dans la liste de références placée ci-joint en bibliographie.

Références

[1] Bourbaki N., Eléments de mathématique. Fonctions d’une variable réelle, chapitres 1 & 7, Hermann (1949).



2] Dieudonné J. Sur un théoréme de Glaeser, Journal d’analyse mathématique.

3] Doukhan P.; Sifre J.-C., Cours d’analyse : analyse réelle et intégration, Dunod.

4]
]

5] Valiron G., Cours d’analyse mathématique, tome 1, Masson (1955).

Glaeser G., Racine carrée d’une fonction différentiable, Ann. Inst. Fourier Grenoble (1963).

[
[
[
[

Au final, I’étudiant doit étre capable de retrouver par lui-méme, dans ses notes de cours, dans ce texte, voire
dans les livres un élément oublié, dont il a du mal a se remémorer ou dont il n’est pas str. Ceci est un répertoire

de connaissances dont on demande qu’elles soient maitrisées au niveau L2.
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1 Fonctions numériques d’une variable réelle.

On se donne un intervalle I d’extrémités a et b avec a < b. Ainsi, on a I = (a,b), c’est & dire I =]a,b[ ou
I = [a,b] ou I =]a,b] ou encore I = [a,b]. Par ailleurs, on considére une application f : I — R, c’est & dire une
fonction de I a valeurs dans R. On fixe deux point = et y dans I avec par exemple a < x < y < b.

Question. Comment comparer les valeurs prises par f en x et en y, c’est & dire les nombres f(z) et f(y)?

Une telle comparaison ne peut avoir de sens que si la fonction f possede un peu de régularité. En effet, dans
le cas contraire, les nombres f(z) et f(y) ne sont pas liés et peuvent prendre des valeurs arbitraires I'un par
rapport a 'autre. On commence donc par des rappels sur les notions de continuité et de dérivabilité. Ensuite,
on apporte quelques éléments de réponses. Ceux-ci, comme on s’y attend, vont dépendre des hypotheses de
régularité dont on dispose sur f.

1.1 Limite, continuité, dérivabilité.

Ce paragraphe rappelle (sans démonstration) les notions essentielles de limite, de continuité et de dérivabilité
pour une fonction numérique d’une variable réelle.

Définition 1 - limite en un point.
Soient I un intervalle (non réduit a un point) de R, to € T et f: I\ {to} — R.
On dit que f admet une limite ¢ € R lorsque ¢ tend vers tg, avec t # tg, si on a la propriété suivante :

Ve>0 , >0 telque: O0<|t—to| <, tel=|f(t)—¥ <e.

Dans ces conditions, on note : £ = tlir? f@).
—to
tel , t#to
En particulier, si I = [ty, 8] on parle de limite a droite pour f en ¢, et, dans ce cas, on note parfois

0= f(to+0) = tlg?o f(t). De méme, on parle de limite & gauche en ty et on note f(tg — 0) = tlggj f(#)

t>to t<to
pour f :]a, to[ — R et admettant une limite quand ¢ tend vers ty avec t < t.

Proposition 1
Soit f :]a, b) — R monotone croissante (resp. décroissante) et minorée (resp. majorée) sur |a, b).
Alors lim f(z) = f(a + 0) existe.

r—a

r>a

De méme, si f : (a, b}— R est monotone croissante (resp. décroissante) et majorée (resp. minorée), alors
lirr%) f(z) = f(b—0) existe.

T—

z<b

Preuve

Soit (zn)n une suite décroissante de points de Ja, b) convergente vers a.

Alors la suite (f(xn))n est décroissante et minorée, elle est donc convergente.

Notons £(,,,) = nEToo f(zn) et montrons que £(,, ) ne dépend pas de la suite (@), décroissante et convergente vers a.
Soient (zn)n et (x,), deux telles suites et soit (z;,)» la suite décroissante, et convergente vers a construite & partir de
ces deux suites. Comme (zn)n et (x},)n sont des suites extraites de (z/,), on aura :

oy = MW f(@n) =Ly = Nim  f(ah) = lim f(@n) = Cay,) -

Soit maintenant £ cette limite commune et montrons que si (,)n est une suite de points ]a, b) convergente vers a, alors

WL o) =4



En raisonnant par Dlabsurde, il existerait € > 0 et une sous-suite (zn,)r telle que, pour tout entier
k > 0, [f(zn,) — £] > e. Mais alors, en extrayant de (z,)r une suite (s, ,)¢ décroissante, on aurait, d’apres ce
qui précede : £ = , liin f(zn, ,) alors que |f(zn, ,) — €| > ¢ pour tout entier £. Contradictoire.

—+ oo ! ’

Finalement, liI+n f(x,) = £ pour toute suite (z,)n convergente vers a, ce qui équivaut & lim f(x) = £.

T—a

T>a
Exemple
Soit f: R — R:t+—— E(t) (E(t) étant la partie entiere de t).
Alors f admet une limite a droite et a gauche en tout point to € R et on a :
sito€Z , thi? f@)=E(ty) —1 et thl? f(t) = E(to).
t<t§ t>tc?
En particulier, si t¢¢ ¢ Z on a : thi? fi&) = flto —0) = f(to +0) = tli>ntl f(t) = E(ty) et, de méme
t<to t>to
tIL% f(t) = E(tg) = f(to) : on dit alors que f est continue en tg .
t#to

Plus généralement,

Définition 2 - Continuité en un point.
On dit que f est continue en ty € I si on a la propriété suivante :

YVe>0 , >0 telque: [t—to|<n. , t€l=|f(t)— f(to)| <e.

En d’autres termes, compte-tenu de la définition 1, dire que f est continue en ty équivaut a dire que tlir? f@)
—1o

t#£to
existe et vaut f(tg).

Exemple
Toute fonction polynomiale f: I — R :¢+—— f(t) = P(t) ou P € R[X] est continue en tout point tg € I.

Exercice 1.1.1 On fize a € R et b € R avec a < b. On considére une fonction croissante f : [a,b] — R.
b) Montrer que pour tout entier n € N*, Uensemble D := {z € [a,b] ; f(z+) — f(z—) > L} est fini.

b) En déduire que f est continue sur [a,b] sauf, peut-étre, en une infinité dénombrable de points de |a,b].

Définition 3 - Continuité.
On dit que f est continue sur [ si f est continue en tout point de I.
On dira que f est de classe C° sur I. On notera f € C°(I; R).

Définition 4 - Dérivabilité en un point.

t)— f(t
Soit tg €]a, b[. On dit que f est dérivable en t sl existe £y € R tel que : tlir? M existe et vaut £ .
t;ét(? 0
t)— f(t
Dans ces conditions, on note :  lim F(t) = f(to) = f'(to) .
t—to t—to
t#£to
Soit maintenant ty € [a, b[NT.
t) — f(t
On dit que f est dérivable & droite en to s'il existe /5 € R tel que : tlirgl M existe et vaut /7 .
t>to 0
t)— f(&
Dans ces conditions, on note :  lim F(t) = f(to) = fi(to) .
t—to t—1o
t>to
. P . e . . ft) = f(to)
De méme, pour ty € ]a, b] NI, on définit la notion de dérivée & gauche de f en ¢y, notée fg(to) = thnt1 —
—to — 1o
t<to



lorsque cette limite existe.

Remarque
Il résulte de la définition : dire que lim M

t—to t—to
t#£to

f(t) = f(to) + €t —to) + (t — to) &4, (t —to)

existe et vaut ¢ équivaut & écrire :

ol &4, est une fonction réelle définie dans un voisinage de 0 vérifiant lim e, (h) =0.
h—0
h#0

Exemple

fRoR:t— |t

Cette fonction f est dérivable en tout point ty € R* = R\ {0} et on a : f/'(ty) = 1 si tg > 0 et f'(tp) = —1
sitg <O.

Par contre, si tg = 0, f est dérivable a droite, et a gauche en 0 et on a : f3(0) =1, f;(0) = —1.

Remarque
Il est clair que si f admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche en to avec f;(to) = fy(to), alors f est
dérivable en to et f’(to) = fcll(to) = f; (to).

Remarque

Graphiquement, dire que f est dérivable en t; signifie que le graphe de f admet une tangente en ¢y de pente
f(to). De méme, dire que f est dérivable & droite (resp. & gauche) de ¢y signifie que le graphe de f admet une
demi-tangente a droite (resp. a gauche) en t .

Définition 5 - Dérivabilité.

On dira que f est dérivable sur I si f est dérivable en tout point ty €la, b[, et si, de plus, f est dérivable &

droite en tg = a, si a € I et est dérivable a gauche en tg = b, si b € I.

Et on notera f’: I — R la fonction définie par : f'(t) sit €]a, b[, f'(a) = fi(a)sia € I, f'(b) = fy(b)sibe I ;
dj

f' est appelée fonction dérivée de f sur 'intervalle I, et est encore notée f/ = d—J; = f,

Remarque - Dérivable implique continue.

Si f est dérivableenty €]a, b[ (resp. dérivable & droite en ty € [a, b[N I, ou dérivable & gauche en ty €]a, b N I)

alors, f est continue en ty (resp. continue & droite, ou & gauche).

Remarque - Monotone implique "presque partout” dérivable.
Une fonction f monotone sur un intervalle I est dérivable presque partout sur I. C’est un résultat difficile qui
signifie qu’il existe un ensemble D de mesure de Lebesgue nulle tel que f soit dérivable en tout point x de I'\ D.

Définition 6.

Soit f: I — R.

On dit que f est de classe C! sur I si f est dérivable sur I et si de plus f’ est de classe C° sur I, et on note
CY(I, R) ensemble de telles fonctions.

Exemple

sint g ¢ >

La fonction f: [0, 1] = R:t+— f(t) = { t est de classe C! sur [0, 1].

1 sit=0

Exercice 1.1.2 Ftudier sur l’intervalle I = R la continuité et la dérivabilité des fonctions suivantes :
a) f:ax——sin(l) siz#0et f(0)=0.
b) g : x— xsin() siz#0 et g(0) =0.

T



c)h: x—s 22 sin(L) siz #0 et h(0) = 0.

x

Ces fonctions sont-elles de classe C* sur R ?

Définition 7 - Dérivées successives.
Soient I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction dérivable sur I.

d2
Si f” est dérivable en ¢y € I, on note le nombre dérivé (f') (tg) = f"(to) = de (to) = P (to).
d2
Si f’ est dérivable sur I, on dit que f est deux fois dérivable sur I et on note (f') = f” = ?f .
d”f dn—l
Et ainsi de suite, on note f(™ = ey la dérivée de f("=1) = g (si elle existe).

On dira que f : I — R est de classe C* sur I, k € N* si f est k-fois dérivable sur I, et si f(*) est continue sur
I. On notera C*(I, R) I'ensemble de telles fonctions.
Si f est de classe C* sur I pour tout entier k, on dit que f est C* sur I, ou encore que f € C¥(I; R).

On rappelle maintenant quelques propriétés élémentaires liées a la dérivation.

Proposition 2
Soient I un intervalle non vide de R et f, g : I — R deux fonctions dérivables sur I. Alors on a :

() (F+a)=1+d
(i) (fg)'=fg+/fg
(lll) sitg el et f(t()) #0, (}) (tO) — m
(iv) si, de plus, f et g sont n-fois dérivables sur I, avec n > 1, on a :

- |

k=0 ’
Cette expression est appelée formule de Leibnitz.

Proposition 3
Soient I et J deux intervalles non videsde R, f: I — Jetg:J — R.
Alors si f est dérivable en ¢y € I, et si g est dérivable en sog = f(tg) € J, la fonction go f : I — R est dérivable

entgetona: (gof)(to) =g (f(to)) f'(to).
Exemple

cost
it t) =¢n(2 +sint) : R — R est dérivabl Ret f/(t) = ———.
fit— f(t) =ln(2+sint) : R — R est dérivable sur R et f/(t) 5t sint

Proposition 4

Soient I un intervalle non vide de R et f : I — R une fonction strictement monotone continue.

Alors J = f(I) est un intervalle non vide et f admet une fonction réciproque f~!: J — I continue.

De plus, si f est dérivable en to € I avec f'(tg) # 0, alors f~! est dérivable en sy = f(to) et on a :

—1y\/ _ 1
(7 (50) = iy

1.2 Théorémes de Rolle et des accroissements finis.

Soit f : I — R une fonction réelle définie sur un intervalle I de R.
On dit que la fonction f présente un maximum local (resp. minimum local) en un point ¢, € I s’il existe n > 0



tel que : Vt €Jto —n, to+n[N1, f(t) < f(to) (vesp. f(t) = f(to))-
On dit que g est un extremum local pour f sur [ si ¢y est un maximum local, ou un minimum local sur I.

L’essentiel des résultats de ce paragraphe repose sur la proposition élémentaire suivante :

Proposition 1
Soit f : I — R une fonction réelle définie sur un intervalle ouvert et soit tg € I.
On suppose que f est dérivable en ¢y . Alors : si f présente un extremum local en ¢y, f/(t9) = 0.

Preuve
Supposons par exemple que tg soit un maximum local. Il résulte alors que 'on a, par passage a la limite a droite,
et a gauche, en ty les inégalités suivantes :

! . f(t) f(to) / .
= —r K = AR A
fa(to) thntlo e S 0 et fi(to) thntl(, r—
t>to t<to

Comme f est dérivable en tg, ces limites sont égales & f/(to) et on a bien f’(tg) = 0.

Exercice 1.2.1 Soit f une fonction continue et dérivable sur [a,+oc[. On suppose que [ converge vers f(a)
lorsque x tend vers +00. Montrer qu’il existe un élément c €la, +oo[ tel que f'(c) = 0.

Théoréme 1 (Rolle)
Soit f : [a, b] — R continue et dérivable sur 'intervalle ouvert |a, b[(a < b).
Alors, si f(a) = f(b), il existe ¢ €]a, b] tel que f'(c) = 0.

Preuve
La fonction f étant continue sur le segment [a, b] est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes.

Ainsi m = i[nf . f(t) et M = sup f(t) sont des nombres réels et il existe ¢, t2 € [a, b] tels que :
tela, tela,b)

m= f(t1), M = f(t2).

Sim = M, alors f est constante sur ]a, b[ et donc f'(t) = 0 pour tout t €a, b|.
Sim < M, alors ou bien f(a) = f(b) # m, ou bien f(a) = f(b) # M.
Supposons par exemple que M # f(a) = f(b). Ainsi, t5 €]a, b] et f présente en ¢t un extremum local, d’on

f'(t2) =0.

Corollaire 1 (Théoréme des accroissements finis)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue, dérivable sur |a, b (a < b).
Alors il existe ¢ €]a, b[ tel que : f(b) — f(a) = (b—a) f'(c).

Preuve
Considérons la fonction ¢ : [a, b] — R définie par :

viela, b, g(t)=f(t) = fla) + At - a)

JEN.UEN(C)

—a
Ainsi g est continue sur [a, b], dérivable sur Ja, b[ et vérifie g(a) = g(b). Par suite, il existe ¢ €]a, b[ tel que :
g'(c) = f'(c) — A= 0, d’ot le résultat.

ol A € R est choisi de sorte que g(b) =0, i.e. :

Exercice 1.2.2 Montrer que S, =Y ;_; % tend vers linfini quand n tend vers linfini.



Exercice 1.2.3 FEtablir les inégalités suivantes :
a)n(l+z) <z, Var>-1.
b)e* > 14z, VzeR.
¢)sine <z, Va>0.
d) v —y| <|tgx —tgy| < 2|z —yl, V(z,y)e[-1 7]

Lorsque f n’est pas dérivable sur Ja, b[, on peut donner une variante de ce théoréme des accroissements finis :

Corollaire 2
Soit f : [a, b] — R une fonction continue, admettant une dérivée a droite et & gauche en tout point de Ja, b[. Alors, il

existe ¢ € |a, b tel que : f(b) — f(a) = (b—a)C, C € (fi(c), fi(c)).

Preuve

On commence par une variante du théoréme de Rolle : si f vérifie les hypotheses de ce corollaire, et si f(a) = f(b), alors
il existe ¢ € Ja, b[ tel que 0 € (fy(c), fi(c)). Il suffit de reprendre la preuve du théoréme de Rolle et de remarquer que
pour un extremum local ¢ €a, b[,0 € (f(c), fi(c)).

On consideére ensuite la fonction g(t) = f(t) — f(a) + A(t —a), t € [a, b], et ot A est choisi de sorte que g(b) = 0. Ainsi g

vérifie les conditions précédentes, et il existe ¢ €la,b] tel que O € (g5(0) s ga(c)),
c’est-a-dire A = w € (fy(c), falo)).

Application 1
Une application importante de ce théoréeme des accroissements finis est 1’étude des variations des fonctions
numériques d’une variable réelle :
(i) Si f est continue sur un intervalle I = (a, b), dérivable a 'intérieur |a, b[ de I, et si f" est positive (resp.
négative) sur |a, b[, alors f est croissante (resp. décroissante) sur I. En effet, si 2,y € I avec z < y,
Végalité f(y) — f(x) = (y —x) f'(c) 2 0, c €]z, y[, implique f(y) > f(x).

Exercice 1.2.4 Soit f : [a,b] — R une fonction continue, deux fois dérivable sur |a,b| et vérifiant :
f@) =) =0 et [@)<0, Yaeab.
a) Montrer que f’ est une fonction décroissante.

b) On suppose qu’il existe ¢ €]a, b| tel que f(c) < 0. Montrer qu’il existe y €la, c[ et z €]c, b[ tels que f'(y) <0
et f'(z) > 0.

¢) En déduire que f est une fonction positive.

Remarque
Si f’ est strictement positive (resp. négative) sur |a, b[, f est strictement croissante (resp. décroissante) sur I.

(ii) Si f est continue sur un intervalle I = (a, b) dérivable a l'intérieur Ja, b[ de I, et si f' = 0 sur I, alors f
est constante sur I.

Exercice 1.2.5 Soit f : Ry — R une fonction bornée, deuz fois dérivable et vérifiant :
Ja>0; af(zx) < f7(x), VzeR,.
a) Montrer que f' est une fonction croissante.
b) Montrer que f’ est majorée par 0.
¢) En déduire que f' a une limite | <0 en +oo.
d) Quelle est la valeur del ¢

e) Montrer que f converge vers 0 en décroissant lorsque x tend vers 400.



La propriété (i) ci-dessus n’est pas spécifique aux fonctions dérivables sur un intervalle I. En fait, on a :

Théoréeme 2
Soit f : I = (a, b) — R une fonction continue, dérivable & droite sur Ja, 0.
Alors, si pour tout t € Ja, b[, fi(t) = 0, f est croissante sur I.

Preuve

Soient [a, ] C I avec o < . On doit montrer que f(a) < f(5).

Soient € > 0 et fe : [a, 8] = R:t— fo(t) := f(t) +et.

Alors f. est continue sur [a, (], dérivable a droite sur Ja, B[ et, pour tout t € Ja, B[, fL 4(t) = fi(t) +e>¢>0.

On va montrer que f.(a) < f:(8). Pour cela, on raisonne par l'absurde, et on suppose que f:(a) > f-(8).
Soient alors v un réel tel que f-(8) < v < fe(a) et A = {t € [e, B]; fe(t) = v}. A n’est pas vide (o € A) et est
contenu dans [a, (). Posons ¢ = supA;c € [, (] et ¢ < [ puisque, f. étant continue, f.(c) > . Ainsi, pour tout
t €le, B, f-(t) <~ et, par continuité de f., on déduit que f-(c) < . Finalement, f.(c) =~ et ¢ € |a, B[, mais alors
Jlale) = leri %{{E(C) < 0, ce qui est contraire & f{ 4(c) > e.

Finaleme;‘;cpour tout e >0ona: f(a) < f(B)+e(B—a),ie : f(a) < f(B).

La formule des accroissements finis peut étre généralisée de la facon suivante :

Théoréeme 3
Soient f et g : [a, b] — R deux fonctions continues, dérivables sur Ja, b[(a < b).
Alors, il existe ¢ €]a, b] tel que :

f'(©) (g(b) = g(a)) = g'(c) (f(b) = f(a)).

En d’autres termes, si g(b) # g(a) et si ¢’ # 0 sur Ja, b, on a :

A

Ce résultat est bien une généralisation du théoréme des accroissements finis en prenant g : [a, b)) > R:t — ¢.

Preuve du théoréme
Considérons la fonction h : [a, b] — R définie par :

vt € fa, ], h(t) = (f(t) = f(a)) (9(b) — g(a)) = (9(t) — g(a)) (F(b) — f(a)).

h est continue sur [a, b], dérivable sur |a, b[ et h(a) = h(b)(= 0), le théoréme de Rolle implique qu’il existe
¢ €la, b] tel que h'(¢) = 0, d’ot1 le résultat.

Corollaire (Reégle de L’Hospital)
Soient f et g : I — R deux fonctions continues sur lintervalle I, to € I telles que f(to) = g(to) = 0.
On suppose de plus que f et g sont dérivables sur I\ {to}, et que ni g, ni ¢’ ne s’annulent sur I\ {¢o}.

"t t
Si lim M0 existe et vaut £, alors : lim @ existe et vaut aussi /.
t—to g'(t) t—to g(t)
t#to t#to
Preuve

Cela résulte immédiatement du théoréeme précédent.

Exemple
0 I 1 —cost . sint I cost 1
nalim ——— =lim ————— = lim - -
t;>0 tg?t t;»O 2tgt(1+tg2t) =0 2(14 3tg?t)(1+tg%t) 2
t#0 40



Dans la formule des accroissements finis f(b) — f(a) = (b — a) f'(¢), le réel ¢, qui d’ailleurs dépend de a et b,
n’est pas explicite et, bien souvent, on utilise une variante du théoreme des accroissements :

Théoréme 4 (Inégalité des accroissements finis)

Soit f: I = (a, b) — R une fonction continue, dérivable sur Ja, b[. On suppose que f’ est bornée sur ]a, b] ou,
plus précisément, qu’il existe des constantes réelles m et M telles que : Vt €]a, b[, m < f'(t) < M.

Alors, pour tous x, y € I, avec z < y,on a :

m(y —z) < fly) — flz) < M(y —z).

Preuve
Cela résulte de la formule f(y) — f(z) = (y — ) f'(¢) ou c €]z, y].

L’inégalité des accroissements finis est encore vraie en supposant seulement f dérivable & droite :

Théoreme 4’

Soit f : I = (a, b) — R une fonction continue, dérivable & droite sur ]a, b[. On suppose que f; est bornée sur Ja, b,
c’est-a-dire qu’il existe des constantes réelles m et M telles que : V¢ € Ja, b[ ,m < fi(t) < M.

Alors, pour tous z, y € I, avec z <y, on a :

Preuve
Considérons les fonctions g(t) := Mt — f(t), h(t) := f(t) —mt, t € I.
Ces deux fonctions g et h sont continues sur I, dérivables & droite sur Ja, b[ et vérifient :

Vtela, bl , galt)=M— fa(t) >0 , ha(t)= fa(t) —m >0
Par suite, en utilisant le théoréeme 2, g et h sont monotones croissantes sur I, d’ou le résultat.

Application 2

Soit f :]a, b] — R continue, dérivable sur Ja, b] (a < b) et telle que tlim f'(t) existe, alors f est prolongeable par continuité
t>a

sur [a, b]; de plus, f est dérivable & droite en a et f;(a) = lim f@).

t>a
Preuve
On montre d’abord que 7}im f(t) existe.
—a
t>a
Pour cela, notons £ = tlim f'(t). Puisque tlim f'(t) = ¢, il existe to €]a, b] et M € Ry tels que :
t>a t>a

vt €la, to], £/ ()] < M.
Alors pour tous t, ¢’ €]a, to], d’aprés I'inégalité des accroissements finis, on a :
|f(t) — fFEN S Mt —t| , V¢, t €la, to].
Par suite, si (tn)n est une suite de points de ]a, to] convergente vers a, la suite (f(tn))n est une suite de Cauchy dans

R, donc est convergente. Ceci étant vrai quelle que soit la suite convergente vers a, on en déduit que liﬂ_n f(tn) ne
n— oo

dépend pas de la suite (¢,), convergente vers a (prendre deux suites (t,)» et (t,), convergentes ves a et considérer la
suite (tn)n := (to, to, t1, t1...)).
Posons f(a) = liEl f(tn) , ot (tn)n est une suite tendant vers a. La fonction f : [a, b] — R ainsi prolongée en t = a

est bien continue sur [a, b].
Montrons maintenant que f est dérivable & droite en t = a et que fj(a) = lim f'(¢).

t—a
t>a
Appliquant la formule des accroissements finis, on a :

vt€la, b, f(t)—fa)=(t—a)f'(c) , e €Ela, 1.
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f(t) — f(a)

Comme lim ¢; = a, et que lim f'(s) = £, on a aussi }im f'(ct) = £ d’ou lim existe et vaut £, i.e. : fi(a)
—a

t—a s—a t—a t—a
t>a s>a t>a t>a
existe et f;(a) = lim f'(¢).
t—a
t>a

On déduit de I'inégalité des accroissements finis que si f : I = (a, b) — R est dérivable sur ]a, b[, et que si, pour tout
t€la, b, |f'(¢t)] < k, alors pour tous z, y € I, on a: |f(y) — f(z)| < klz — y|.

Ceci nous amene a poser la définition suivante :

Définition 1
Soit k € Ry = [0, +o0[. Une fonction f : I — R est dite Lipschitzienne de rapport k (on dit aussi k-
Lipschitzienne) sur I si elle vérifie :

Ve,yel , |f(y) = f(@)] <kly— .

Exemple
Les fonctions sin et cos sont 1-Lipschitziennes sur R.

Lorsque f est dérivable, on peut caractériser les fonctions Lipschitziennes sur I :

Proposition 2
Soit f : I = (a, b) — R continue et dérivable sur Ja, b[.
Alors f est k-Lipschitizienne sur (a, b) si et seulement si |f’| est majorée par k sur ]a, b].

Preuve
Si f est k-Lipschitzienne sur I et dérivable sur |a, b[, il résulte immédiatement de la définition que pour tout
t)— f(t
t,to €la, b[ avec t # tg, w <k.
— o

Par suite si ¢ tend vers ¢, on obtient, puisque f est dérivable sur ]a, b[, que : |f'(to)| < k.
Réciproquement, si, pour tout ¢ €Ja, b[, on a : |f'(t)| < k, 'inégalité des accroissements finis donne que f est
k-Lipschitzienne sur |a, b| et, puisque f est continue sur I, f est aussi k-Lipschitzienne sur I = (a, b).

Bien entendu, en utilisant le théoréme 4’ on a aussi :

Proposition 2’
Soit f: I = (a, b) — R continue et dérivable & droite sur Ja, b[.
Alors f est k-Lipschitzienne sur (a, b) si et seulement si |f}| est majorée par k sur Ja, b|.

Définition 2 - Uniforme continuité.
On dit que f est uniformément continue sur I si f est continue en tout point de I et si de plus :

Ve>0, >0 telque:Vt, t' el | [t—t|<n.=|f(t)— f(t)] <e.

Remarque
Une fonction k-Lipschitzienne sur un intervalle I est uniformément continue sur I. Cependant, une fonction
f: I — R peut étre uniformément continue sur I mais non Lipschitzienne sur I.

Par exemple, la fonction f : ¢ —— v/t : [0, 1] — R est uniformément continue sur [0, 1], et non Lipschitzienne
SO FO) Vi

= — — 4 oo lorsque t — 0.
|t =0 2]

sur [0, 1] puisque :

Que cette fonction t —— v/t : [0, 1] — R soit uniformément sur [0, 1] résulte du théoréeme de Heine que 1’on
rappelle :

11



Théoréme 4 (Heine)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue.
Alors f est uniformément continue sur le segment [a, b].

VAN
Application 3

Une fonction continue f : I — R ou I est un intervalle vérifie la propriété des valeurs intermédiaires sur I
c’est-a-dire, si a et b € I, alors f prend sur [a, b] toute valeur comprise entre f(a) et f(b); en d’autres termes,
f(I) est un intervalle.
Exercice 1.2.6 On considére f: x +—— xdnx —x : I =|1,+o0[— R.

a) Montrer que f est dérivable sur I. Identifier les ensembles f(I) et f'(I).

b) Montrer que f est une bijection de I sur f(I).

c¢) On note g = f=* lapplication réciproque de f. Calculer g(0) et g'(0).

Exercice 1.2.7 Soit f :[0,1] — R une fonction continue. Pour chaque n € N*, on note g, la fonction qui d x
associe f(z + 1) — f(z).
a) On suppose gy (x) > 0 pour tout x € [0,1 — +]. Montrer que f(1) > f(0).

b) On suppose désormais que f(0) = f(1). Montrer que, pour chaque n € N*, la fonction g, s’annule en au
moins un point de Uintervalle [0,1 — 1].

Cette propriété ne caractérise pas les fonctions continues. En fait on a :

Théoréme 5 (Darboux)
Soient I un intervalle et f : I — R une fonction dérivable sur I.
Alors f' vérifie la propriété des valeurs intermédiaires sur I, i.e. : f/(I) est un intervalle.

Preuve

Soient a, b deux points de I avec a < b et C' un réel compris entre f'(a) et f'(b).
On va montrer qu’il existe ¢ € (a, b) tel que f'(c) = C.

Pour cela, on consideére la fonction auxiliaire G : [a, b] — R définie par :

t—a

G(a) = f'(a)
Par construction, G est continue sur [a,b]. Par suite, G prend sur [a,b] toute valeur C; comprise entre

G(a) = f'(a) et G(b) = w . 1l existe donc ¢1 € [a, b] tel que G(c1) = C1, avec ¢1 # a si C1 # f'(a).

{ G(t) = W=Dt ela, b

C . . . . b) —
Ainsi, utilisant la formule des accroissements finis, pour tout réel C; compris entre f'(a) et f) = f(@) avec C1 # f'(a),
a

b—
c1) — f(a ,
HO=J@ _ pg,),
En considérant de maniére analogue la fonction H : [a, b] — R définie par :

il existe 01 €la, c1[Cla, b] tel que : C1 = G(e1) =
{ H(t) = BG=f8 tefo, b
H(b) = f'(b)
. . : _ f(b) = f(a) _ HBY T e
on obtient que, pour tout réel C> compris entre H(a) = b et H(b) = f'(b), avec Ca # f'(b), il existe 62 € [a, b]

—a
tel que : Co = f'(02).
Ainsi, pour tout réel C' compris strictement entre f'(a) et f'(b), il existe @ = c €]a, b] tel que f'(c) = C.

12



1.3 Formule de Taylor-Lagrange.

La formule de Taylor-Lagrange est une généralisation de la formule des accroissements finis.

Théoréme 1 (Taylor-Lagrange)
Soit f : [a, b] — R une fonction de classe C", n > 1, admettant une dérivée f**1) d’ordre (n + 1) sur Ja, b[.
Alors, il existe ¢ €]a, b] tel que :

b—a
1!

[0 ER i) L Y

o boay  ponge).

F(0) = fla) + NCESVE

f'(a) +

(b _ a)n+1
(n+1)!

Si n = 0, on retrouve exactement la formule des accroissements finis.

L’expression f (”“)(c) s’appelle reste de Taylor-Lagrange ; le réel ¢ dépend de a, b et n.

Preuve du théoréme

On considere la fonction auxiliaire ¢ : [a, ] — R,

b—z
1!

(b— =)
2!

@)+ ... + (b;ifg)n f™(z)+ A

(b — x)ntt
(n+1)!

f'@) +

ou la constante A est déterminée par la condition ¢(a) = 0.
La fonction ¢ est continue sur [a, b], vérifie p(a) = p(b) = 0, est dérivable sur Ja, b[ avec :

¢x) = fl(x)+ (f’(a:)+ bl > < )+ (b—2)* f’”(x)) +...

U (b—2)" 41 =)
+ (-5 @+ f ()) PRAIR

. b—ax)"
e, /() = L (e @) - g
La formule des accroissements finis appliquée & ¢ donne existence d’un point ¢ € ]a, b tel que ¢’(¢) =0, d’on

A = f+D(¢) et la relation ¢(a) = 0 n’est autre que la formule de Taylor-Lagrange annoncée.

Remarque
La formule de Taylor-Lagrange peut encore s’écrire sous la forme suivante : en posant b = a+h, le réel ¢ compris
strictement entre a et a + h peut s’écrire sous la forme ¢ = a + 0h, ou 6 vérifie 0 < 6 < 1 ; ainsi on a :

h h?

fla+h)=f(a )+F (a)—i—i

pr

Wi F Y (a + 0h) .

h’n
@)+ 4 T (a) +
Bien entendu, 0 dépend de a, h et n.

Dans le cas particulier ot @ = 0, et en substituant la lettre = & la place de h, on obtient la formule, dite de
Mac Laurin avec reste de Lagrange :

SC”+

G 0

F@)= FO) + 5O+ T 0+ T 0+

Exercice 1.3.1 Soient a et b deuz réels tels que a < b et f € C3([a,b],R). En appliquant la formule de Taylor-
Lagrange d’une part entre les extrémités a et ‘%’b et d’autre part entre les extrémités ‘LTH’ et b, montrer qu’il
existe ¢ €)a, b tel que :

fb) = fla)+(b—a) f'(%5) + g5 (0 —a)* f (c).
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Exercice 1.3.2 FEtant donnée une fonction f : I — R définie sur un intervalle I de R, on note :
Noo,1(f) = supyey [f(1)]-

1) On se donne une fonction f : [0,4+o0o[— R de classe C?. On fize x € Ry et r > 0. En appliquant la formule
de Taylor au couple de points (x + 7, x), montrer que si f et f” sont bornées sur Ry, alors f' est aussi bornée
sur Ry. De plus, établir la majoration :

(*) Noog,(f) € 2 Noop. (f) + 5 Neor, ("),  Vr>0.
2) En déduire que :
Neor, (f) < 2 \/Noop, (f) Noor, (f7).

Exercice 1.3.3

1) On se donne une fonction f : R — R de classe C?. On five v € Ry et r > 0. En appliquant la formule de
Taylor avec les couples de points (x —r,x) et (x +r,x), montrer que si f et f" sont bornées sur R, alors f' est
aussi bornée sur R. De plus, établir la majoration :

() Nem(f) <L Nag(f) + 5 Neogl(f"),  ¥r>0.
2) En déduire que :
Noor(f') < /2 Noo g, (f) Noor, (f7).

Exercice 1.3.4 Soit f : R — R une fonction de classe CP avec p > 1. On suppose que f et f®) sont bornées
sur R. Montrer que pour tout entier k compris entre 1 et p — 1, la fonction %) est aussi bornée sur R.

Indication. Sélectionner (p — 1) réels distincts notés hy,--- , hp_1 puis évaluer pour tout x € R les expressions
k
P.(h;) := Zz;i % f®)(z) en fonction des bornes de f et ) sur R.

Application 1 - Développements asymptotiques.

La fonction exponentielle z — e* : R — R (qui sera étudiée plus précisément au chapitre 3) est de classe C*;
on peut donc lui appliquer la formule de Taylor-Lagrange en a = 0, & tout ordre n. Ainsi, pour tout réel z, il
existe 0 €]0, 1] tel que :

2 n xn-i—l

x x x
= z = ]_ —_— e “ee — bu *
exple) =" =1+ g+ ot Trt aoi e
anrl anrl
Comme |———| tend vers zéro quand n tend vers + oo, on en déduit que le reste ———— %% tend aussi vers
(n+1)! (n+1)!
4 4 ; : 0 || . x 22 x"™
zéro (0 dépend de n mais, puisque 0 €10, 1[, |[e”?| < e/*!). La suite u,(z) = 1+ T + o7 + ...+ — est donc
convergente vers e” ; et on écrit, plus simplement :
2 n too k&
_ oz _ r, T - T
VeeR , exp(z)=e"=1+ 1!+2!+”'+n!+'”7 o
k=0

De méme, pour les fonctions trigonométriques © —— sinz et © —— cosz, on obtient (remarquer que

T
sin(™ (z) = sin (x +n 5) pour tout entier n > 1) que, pour tout = € R :

T . a2kl
sinx = (-1)% —
|
pors (2k+1)!
T 2k
x
cosr = (—=1)*
|
= (2k)!
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Application 2 - Inégalités.

Théoréme 2
Soit f: R — [0, + oo une fonction de classe C?, positive. On suppose que M = sup | £ (t)] < +oco. Alors :
teRr

(x) VEER , |f'(t)] < V2M - /f(1).
A
Preuve
Si M =0, f est affine sur R et, comme f(¢) > 0 pour tout ¢ € R, f est nécessairement constante, ce qui implique f' =0 :
Iinégalité (x) est évidente.
Si M > 0etsiteR, laformule de Taylor-Lagrange & ’ordre 2 donne :
h? h?

VhER | 0 < f(i+h)=F(0)+ 15 f(0)+ a f0h) < ) +he £+ M

Ce trindme en h € R étant toujours positif ou nul, son discriminant est négatif ou nul, i.e. : (x).

Application 3 - Théoréme de Glaeser en dimension 1.

Soit f : I — R une fonction de classe C? sur un intervalle ouvert I de R. On dit que f est 2-plate sur ’ensemble
Zr={tel; f(t) =0} (formé des zéros de f)si: f'(t) = f'(t) =0, VteZs.

Théoréme 3 (Glaeser)
Soit f: I — [0, + oo[ une fonction positive qui est de classe C? sur un intervalle ouvert I de R et qui est 2-plate sur Z;.
Alors, la fonction g : I — [0, 4+ oco[: t — g(t) = 1/ f(t) est de classe C' sur I.

A
Preuve
Tout d’abord, si to € I\ Zy, puisque f est continue, il existe & > 0 tel que, sur |to — §, to + d[C I, f est strictement
P

2 /1)

Ensuite, on remarque que si to € Zy, puisque f est positive ou nulle sur I, to est un minimum relatif pour f et donc
f'(to) = 0. On va montrer que, sous 'hypothese f”(to) =0, to € Zy, alors g est dérivable en to avec g'(to) = 0, et que,
de plus, tlir]gt g(t)=0.

positive, et donc g est de classe C* sur Jto — &, to + [ avec ¢’ (t)

tel
La formule de Taylor-Lagrange en to € Z; s’écrit :

2 2
Flto+h) = Flto) + 2 (1) + B (o tom) =

51 “f'(to+0h) , tot+hel.

Par suite,

glto +h) —gto) _ fito+h)  |h] m
b = 5 = |f"(to + OR)] .

f étant continue, et f”(to) = 0, on en déduit que g est dérivable en ¢y et que g'(to) =0, to € Zy .

On montre maintenant que tlil? g () =g (to) =0,sity € Z;.
—to

tel
Soit to € Zy . L’intervalle I étant ouvert, il existe § > 0 tel que I5(to) = [to — &, to+ 0] C I.
Posons Ms; = max |f”(t)|. Alors on a :

tels(to)
Vt € Isja(to) , [f/(0)° <2Ms- f(1).

En effet, si Ms =0, f est affine sur Is5(to) et, comme f est positive sur I5(to) avec f(to) =0, f est constante sur I5(to),
ce qui implique f'(t) = 0 pour t € I5(to).

Si Ms > 0, alors en utilisant & nouveau la formule de Taylor-Lagrange en t € Is/2(to), le trindéme
2

h — f(@t) + h - f'(t) + Mg% est positif ou nul pour |h| < g Par ailleurs, ce trindome atteint son

!
t
minimum sur R en hy = — f—() .
M
Par ailleurs, la formule des accroissements finis appliquée & f’ en tg et t € I5/> donne :

)= FOI= 170 < Mslo—t] < 30y,
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5 h*
et donc : |ht| < 5 ce qui prouve que le trinéme h —— f(t) +h- f'(t) + M; -5 est positif ou nul en h: et donc est positif

ou nul sur R tout entier, son discriminant est donc négatif ou nul, i.e. : |f'(¢)|*> < 2Ms - f(1).

!
t
Finalement, si t € Is/s(to), |g'(t)] = FOL < V2Ms sit ¢ Zy, et cette inégalité est encore pour tout ¢t € Zy,

2VF®)
puisqu’alors ¢’ (t) = 0.

La fonction f étant de classe C?, }ir% M;s = 0 et donc aussi :

lim ¢'(t) = 0 = g¢'(to).

t—to
tel
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2 Fonctions convexes.

On se donne un intervalle I d’extrémités a et b avec a < b. On sélectionne une application f : I — R. On
considere x dans I avec a < x < b. Par le point (:L', f (1’)) de R? passe une infinité de droites notées Dy, chacune
étant caractérisées par I’ angle 0 € [0,2 7| qu’elle fait avec I’ axe des abscisses :

D = {(z+scosh, f(v) +ssind);seR} = { (7, f(@));7€R}.
Chaque droite Dy partage R2 en deux demi-plans : )
Pt ={@Ey)sy>f@}, B ={@Ev;y<f@}.

Question. Comment caractériser les fonctions f pour lesquelles en tout point 2 € I on peut trouver 6 € [0,2 7|
tel que le graphe de f se trouve entierement contenu dans Pg”' (resp. dans Py ™) ?

2

La propriété sous-jacente s’ appelle convezité (resp. concavité)

2.1 Fonctions convexes : définitions.

Définition 1
f: I —TR, I intervalle de R, est dite convexe si, Vt € [0, 1], Va,be I, on a :

ftra+(1—1)-b)<t-fla)+(1—1)- f(b).

Exercice 2.1.1 Soit f : R — R une fonction continue telle que :

() (Y <5 (f@+fl)., Viny eR

a) On suppose que f n’est pas convexe. Montrer qu’il existe a ER et b € R avec a < b et :
fEa+(Q—=t)-b)>t- - fla)+ (1 —=1)- f(b), vVt e]o,1].

b) En raisonnant par l'absurde, montrer que toute fonction f continue vérifiant (%) est convexe.

Définition 2
Une partie A du plan est dite convexe si : pour tout M, N € A, le segment [M , N] C A.
On rappelle que [M, N]={t- M +(1—1t)-N,te [0, 1]}.

Proposition 1
Une fonction f : I — R est convexe si et seulement si son épigraphe épi(f) = {(z, y)|x €I,y > f(x)} est une
partie convexe de I x R.

Preuve
c.N. Soient (x, y), (2, y) € épi(f),ie. :x, 2’ €Tety> f(x),y > f(a’). On a donc, Vt € [0, 1] :
ty+(1—t)-y >t fl@)+(1-1) f@) > ft-z+ Q1) f(2))

et donc le point (t-z+ (1 —¢t)-a', t-y+ (1 —1t)-y') € épi(f); en d’autres termes [(z, y), (z', y')] C A.

c.s. Soient z, ' € I et (z,y), (', y') € épi(f).
Alors t- (x,y)+ (1 —t)-(¢', y') appartient & épi(f), pour tout ¢t € [0, 1]. On a donc :

ty+(1=t) -y > ft-z+0Q-t)-2').

Par ailleurs, ceci est valable pour tout y > f(x) et v’ > f(a').
En faisant tendre y vers f(z) et 3’ vers f(z'), on obtient que pour tout ¢ € [0, 1] :

ftz+(1=t)-2)) <t- fla)+ (1—1)- f(2)).
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Exemples
1. Une fonction constante sur I; une fonction affine f(x) := ax + (3, x € I, sont convexes.

2. f(x) := 2% : R — R est convexe car :
vte[0,1], t-2?+(1—-t)-2%—(t-z2+(1—-t)- 2" =t(1—t)(z—2")2>0.

Exercice 2.1.2 Les affirmations suivantes sont-elles exactes ? Justifier le OUI ou donner un contre-ezemple.
a) Si f est convexe, alors la fonction x — f(x) — x est conveze..
b) Si f est conveze et g est concave, alors f g est concave.
¢) Si f et g sont convexes, alors Min(f,g) est convexe.
d) Si f et g sont convezes, alors Maz(f,g) est conveze.
e) Si f est convexe et g concave, alors f + g est conveze.
f) Si f est conveze sur R, alors f ne peut pas tendre vers —oo en +00.

g) Si f est convexe et si g est conveze croissante, alors g o f est convexe.

Définition 1’
On dit que f : I — R est strictement convexe si pour tout couple (z,2’) € I? avec x # 2/, on a :
vtelo, 1], ft-z+(1—-t)-2")<t-flx)+(1—-1)- f(2).

Exemples

3. f(z):=|z|] : R — R est convexe mais n’est pas strictement convexe.

1
4. De la méme fagon que pour I'exemple 2, la fonction  — — :]0, + oo[— R est strictement convexe.
x

Définition 3
f: T — R est dite concave (resp. strictement concave) si —f est convexe (resp. strictement convexe), ce qui est
équivalent a :

Vte[0,1], Vo, 2" el: f(t-a+(1—t)-2") >t fla)+(1—t) f(z') (vesp.>sit€]0, 1[et z#2').

Exemple
On verra que f(z) = ¢nx :]0, +oo[— R est strictement concave.

Exercice 2.1.3 Soit f : [0, 4+00[— [0, +00[ concave.
a) Montrer que la fonction x — f(x)/x est décroissante sur )0, 4o0].
b) Montrer que : V (z,y) € (Ry)%, on a f(z+y) < f(z)+ f(y).

Proposition 2

f: I — R est convexe (resp. strictement convexe) si et seulement si :
n

Vn}Z,V/\iE[O,1],2/\14:1,%%6[,1':1,...,n,ona:
1

3

f <Z i - CL‘Z> < Z Xi - f(z;) (resp. <,les z; tous distincts, A\; €]0, 1]).
i=1 i=1

Preuve
La condition est évidemment suffisante (prendre n = 2).
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Elle est aussi nécessaire. En effet, elle est vraie pour n = 2. On la montre par récurrence sur n.

Soit n > 2 et supposons la propriété vraie pour n — 1. Soient alors z1, ..., 2, € I (que on peut supposer
n
distincts deux a deux) et A\; €10, 1[,i=1, ..., n, Z A= 1.
1
n—1

Posonsuzz X €]0,1[ et \y=1—p€]0,1].
1

n
. . n
Smenta:mlmxi et b:miaxxi ;a,bel.

1 n—1 1 n—1
On adonca < — Z Ai-x; <b.Etdoncz=— Z Nio-x; €1,
f pA
) n—1
L’hypothese de récurrence implique que, en posant t; := — , t; €]0, 1], Z t;i=1:

n—1
fe.:pu- f(x) < Z Ai - fa;).
1

Par ailleurs, f étant convexe on a :

f (Z A) = fluew+ (=) ) <p- f@)+ (0 —p)- flaa)

1 1

Interprétation géométrique
L’image de tout barycentre des x; est inférieure au barycentre, avec les mémes masses, des images par f.

Exercice 2.1.4 Soient n € N*, xq,--- ,x, dans ]0,+o0[ et y1,- -+ ,yn dans ]0,+o0].
a) En utilisant la concavité de la fonction logarithme, montrer l'inégalité arithmético-géométrique :
(:vlmxn)% < %
b) En déduire que : n! < ("7"‘1)”
) Montrer que : ([T, @)™ + (I )™ < (ITiy (o + w0)
Indication : Appliquer la question a) avec x; =

3=

aq o L — bi
@i4b; puis avec r; = @it

2.2 Fonctions convexes : propriétés.

On commence par un lemme :

Lemme
Soient A = (a, a’'), B= (b, V'), C = (c, ¢) trois points de R? tels que a < b < c.
Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) B est au-dessous de AC (la droite AC).
(ii) C est au-dessus de AB (la droite AB).
(iii) A est au-dessus de BC' (la droite BC).
(iv) La pente p(AB) < p(AC), pente de AC.
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(v) La pente p(AC) < p(BC), pente de BC.
(vi) La pente p(AB) < p(BC).

Preuve , ,

L’équation de AC est y :=a' + Cc : Z (x —a)
/o !/

L’équation de AB est y :=a’ + bb — Z (x —a)
=¥

L’équation de BC est y := b’ + —7 (z —b).

/ !

On a : (i) « (iv) car (i) signifie exactement que b < a' + c-a (b — a), ce qui est équivalent
c—a
/ / b/ _ / / /
Al —d < &2 (b — a) et, comme b —a > 0, cela équivaut a e P p(AB) < p(AC),
c—a b—a c—a
ie. : (iv).
De méme, (ii) équivaut a (iv).
On a donc (i) <= (iv) < (i).
Par ailleurs (iii) équivaut & (v) car (iii) équivaut & :
!/ b/ / b/
a>b+ & b(afb)<:>a'fc/>b/fc/+c b(afb)
b/ A
—=ad-d> b—z (a—c)
b - d—a
et, comme a — ¢ < 0, ceci équivaut a : b > ie. : p(AC) < p(BQC).
—c c—a
P N Cl - b/ C/ — a' / / / ’ .
Enfin, (v) équivaut a : > <~ (c—a)(d =b)=(c=b)(c —a') puisque c —a > 0.

c—b c—a
Et cette derniere inégalité peut encore s’écrire :

/

(c—a)(d —a' +d =b) > (¢ —d)(c—a+a—10)

ie.:(c—a)(d —a)+(c—a)(d =b)>(d —a)(c—a)+ (' —d')(a—0)
ie.:(c—a)(a =)= (d —a)(a—0b)
ie.: (¢ —a)(b—a)=(c—a)(b —a)
! / /
ce qui équivaut a —— > bb carb—a>0etc—a>0,ie. : (iv).

Finalement (iii) <= (v) < (iv) <= (i) et a (ii). De méme on montre que (iv) <= (vi).
De ce lemme on déduit la proposition suivante :

Proposition 1

Soit f : I — R, I intervalle de R.

f(z) — f(a)
x

I\ {a} (resp. f est strictement convexe sur [ si et seulement si p(AM) est strictement croissante sur I \ {a}).

Alors f est convexe sur I si et seulement si, pour tout a € I, la fonction p(AM) = est croissante sur

Preuve
Il résulte de la définition et de la proposition 2 que f : I — R est convexe si et seulement si quels que soient
a < b< cdans I, les points A, B, C du lemme vérifient I'une des conditions équivalentes du lemme.

f(z) — f(a)

r—a

Et il résulte de ce lemme que © — : I\ {a} — R est croissante, et réciproquement.

De cette proposition, on déduit :

Proposition 2
Soit f: I — R une fonction convexe. Alors en tout point a intérieur a I, f admet une dérivée a droite f}(a) et
une dérivée a gauche f/(a) et on a :

fola) < fala).
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En particulier, f est continue en tout point a intérieur a I.

Preuve . .
Soit a € I=]a, B[ si I = («, B) et soient y < a < z deux points de J.
D’apres la proposition précédente on a :

W)~ fla) _ @)~ f(a)

y—a = r—a = Pa(®).

Pa(y) =

La fonction  — p,(z) :]a, B[ — R est décroissante quand x décroit vers a, & droite, minorée par p,(y) : elle
admet donc une limite quand x — a, x > a et, par définition, cela signifie que f est dérivable a droite au point

a et de plus : W @
fy) — fla /
BT < fala).

Comme y — po(y) : ], a[ — R est croissante, majorée par f/(a), elle admet une limite quand y tend vers a,
y < a et cette limite n’est autre que f/(a) et on a: f;(a) < fi(a).

Vy €la,al , paly) =

o]

Que f est continue sur J résulte du fait que, si f est dérivable & droite (resp. & gauche) en a € Ja, 3], alors f est
. R . R e -~ . _ S L
continue & droite (resp. & gauche) en x = a, i.e. : zhg}l f(z) = f(a) (resp. zhér}l f(z) = f(a)); [’ étant dérivable

r>a r<a

a droite et & gauche en tout point de Ja, 8] est continue sur Ja, 5.
En fait, on a un résultat supplémentaire sur ces dérivées a droite, et a gauche :

Proposition 2’
]
Si f : I — R est convexe, alors les applications f; et f; définies sur [, intérieur de I, sont monotones croissantes

[e]
et plus précisément, on a, pour a, b €], avec a < b :

f(b) — f(a)

fila) < BE2

< fo(b).

Preuve
D’apres le lemme on a :

Vo €la, b f(l”;:g(“) < f(bl)):i(a) . f(xiig(b)

M tend vers f)(a); de méme si x tend vers b, z < b, M

tend
r—a r—0>b

et si  tend vers a, x > a,

vers fg(b).

Exercice 2.2.1 Soit f : [a,b] — R une fonction conveze. L objectif de cet exercice est de démontrer que f est
nécessairement dérivable sur ]a,b| sauf, peut-étre, en une infinité dénombrable de points de |a, b].

a) A Uaide de Uexercice 1.1.1, montrer que f); et f; sont des fonctions continues sauf, peut-étre, en une infinité
dénombrable (notée D) de points de |a,b].

¢) Montrer que f est dérivable en tout point x €|a,b[\D. Conclure.

Exercice 2.2.2 Soit f :]a,b[— R une fonction convexe. Soit [c,d] Cla,b[. Montrer que f est une fonction
Lipschitzienne sur [c,d]. A-t’on le méme résultat sur]a,b] ?

o
Preuve de lezercice 2.2.2. Soient a, b €] avec a < bet x, y € [a, b]. D’apres la proposition 2’ pour a < z < y < b, on a
(toujours en utilisant le lemme) :

f@) = fla) o fy) = f=) o F0)— @)

!
< <
fa(a) P g by

< fq(b).
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En particulier :

fala) - (y—=z) < fly) — flz) < fa(b)-(y—x).

Posons M := Mg, = max(|f;(b)|, |fi(a)]). On a donc, poura <z <y <b:

—M(y—-=z) < fy) - fl@) < M(y—=2) ,ie:[f(y) - flz)] < M-|y—z

inégalité encore valable pour y = b et = a par continuité de f sur [a, b].

Corollaire
Soit f : R — R une fonction convexe, dérivable et majorée sur R. Alors f est constante.

Preuve
11 suffit de montrer que la dérivée f’ de f est identiquement nulle.
Supposons qu’il existe 2o € R tel que f'(zg) = a # 0.
On déduit de la proposition 2’ que : si y < zg < z, on a :
f(z) = f(zo)

— f(xo
M < f’(xo):a L =L
Y — o T — o
Par suite, si @« > 0, on a : f(x) > f(zg) + a(x — xy) pour tout & > xg, et f ne serait pas majorée lorsque x
tend vers 4+ o00. Et si @ < 0, f(zo) — a(yo —y) < f(y) pour tout y < x¢ et, de nouveau, y ne serait pas majorée
lorsque y tend vers — oo.

Remarque
En fait, ’hypotheése f dérivable dans cet énoncé est inutile : il suffit d’utiliser & nouveau la double inégalité de la preuve
de la proposition 2’. Pour tous y < a <b < x,

fw-f@) _ [0 f@) _ fa)- )
y—a h b—a b z—b

Des propositions 2 et 2°, on déduit une caractérisation des fonctions convexes et dérivables sur I (ce qui implique
continues sur I).

Théoréme 1
Soit f : I — R dérivable. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) f': I — R est croissante.
(ii) f est convexe sur I.
VAN

Rappel : pour f: I - R, I = (a, 8), on entend que f est dérivable sur I si f est dérivable sur |a, O] et si f
admet une dérivée a droite en «a, si o € I, et une dérivée a gauche en (3, si g € I.

Preuve

11 résulte des propositions 2 et 2’ que (ii) = (i).

Réciproquement, soient a < b < ¢ trois points de I. D’apres le théoréme des accroissements finis (car f est
continue sur [a, c] et dérivable sur Ja, ¢[) on a :

IO-TO _pey , aelay
et w =f(ea) , ca2€]b,][.
Comme ¢; < ¢z, on a donc d’apres (i) :
Fle) < s, e pan) = TN A TOZT g,



ce qui, d’apres le lemme, implique f convexe sur 1.
) )

Exercice 2.2.3 Soit f : R — R wune fonction convexe. Montrer que les seules situations susceptibles de se
produire sont les suivantes :

- [ est croissante sur R.
- [ est décroissante sur R.

- il existe a € R tel que f est décroissante sur | — 0o, a] puis croissante sur [a, +0o0].

Application 1
Si f : I — R est convexe et dérivable sur I, alors f est de classe C! sur I.

En effet, f' : I — R est monotone croissante et, d’apres le théoreme de Darboux, vérifie la propriété des valeurs
intermédiaires sur I, est donc continue sur I.

Dans le cas ou f est deux fois dérivable sur I, on a :

Théoreme 2
Soit f : I — R deux fois dérivable sur I. Les propositions suivantes sont équivalentes :

(i) f:I — R est convexe.
(ii) f” > 0 sur 1.
A

Preuve
(o)
11 résulte du théoreme des accroissements finis que f’' : I — R est croissante si et seulement si f”/ > 0 sur J.

Exercice 2.2.4 Montrer que la fonction x — ¢n (dnx) est concave sur intervalle [1,4+o00[. En déduire que :

n > \/flnz lny, VY (z,y) € [1,+oo[>.

Exercice 2.2.5 Montrer que la fonction f définie sur Uintervalle |0, 7| en posant f(x) = €n (1 + cosx) est
concave. En déduire que :

flx) < § -z, Va0,

Exercice 2.2.6 Soient f et g deux fonctions de classe C* sur R%. On pose g(z) = f(1) et h(z) = z f(x).
Montrer que g est convexe si et seulement si h est conveze.

Application 2 : Inégalités de Holder et Minkowski
En appliquant le théoreme 2, on déduit immédiatement que les fonctions :

(i) z—2a?: Ry - R, p>1
(ii) z — exp(z) : R —> R
(iii) & — — ¢n(z) :]0, + o[ = R
sont convexes.
En particulier, du fait que ¢n est concave sur ]0, 4+ ool , on déduit que :

Poope 11
(*) Va,b=0 , a-b < a——!—b— , si—+-=1letp>1
p q p q
En effet, on a :
a b 1 1
n | —+—) = = In(d®)+ - n(?) = Iin(ad)
p q p q
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Corollaire (Inégalité de Holder)
Soient ay, ..., an et by, ..., by, 2n nombres complexes.

Alors on a : ) )
n n P n q 1 1
> @b < (ZW) -(Zwiw) sl c4-=letp>1
i=1 i=1 i=1 P q
Preuve
n n
On peut toujours supposer que a;, b; € [0, +oo[ et que Z la;|P #0, Z |b;]9 # 0.
i=1 i=1
a; b; -
En posant a} := ——————— et b, := : — , on est ramené a montrer que : Z a; - bi| <1, ce
q

Sor)  (Sr)

qui résulte immédiatement de 1'inégalité (x) appliquée & a; b} et en sommant par rapport & i.

Remarque
Si p = 2, on obtient l'inégalité de Cauchy-Schwarz :

1 1
n 2 n 2
< (Sr) (S ne)
i=1 i=1
Corollaire (Inégalité de Minkowski)

Soient ay, ..., a, et by, ba, ..., by, 2n nombres complexes et p > 1.

n

Z a; bl

=1

Alors on a : . . L
n P n P n P
(Susor) < (Sr) + (5 wr)
i=1 i=1 i=1
Preuve
On a:
n n n
Z la; +bi]P < la; + bi|P~" - fai| + Z |a; + b; [P~ - |by
i=1 i=1 i=1

et appliquant I'inégalité de Holder pour chacune des sommes de droite, il vient :
1 1 1
n n q n P n P
S loctnr < (Slarnr) (S r) (3 wr)
=1 i=1 i=1 =1

1
d’ou le résultat, puisque — + — = 1.
rp q

Exercice 2.2.7 Soit (a,)nen+ une suite de nombre réels positifs. On pose up, = > p_, ap et v, = Y 1, .
On suppose que la suite (up)nen converge. Montrer que la suite (v, )nen converge aussi.

Application 3 : Application aux matrices symétriques réelles positives
On rappelle qu'une matrice M = (mi;)i<ij<n est symétrique réelle si, pour tout 4,5 € [1,...,n], my; € R et
m;; = my;. Une matrice M = (my;) est dite positive (resp. strictement positive) si la forme quadratique associée

z — qu(z) = Z mi; x; x; : R" — R est positive, i.e. ga(x) > 0 (resp. définie positive, i.e. gar(z) > 0

i,7=1

pour = # 0).
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Proposition 3
Soient A et B deux matrices symétriques réelles et positives.
Alors, pour tout 8 € [0, 1], on a :

() (det A)?-(det B)Y'™? < det(0- A+ (1—0)-B)

Preuve

A et B étant réelles symétriques et positives, leurs valeurs propres sont toutes réelles et positives, et il en est de méme
de la matrice 0 - A+ (1 — ) - B : I'inégalité (x) a donc un sens.

On peut toujours supposer que det A # 0, i.e. A strictement positive; il existe alors une matrice P inversible telle que :

‘PAP=1 e ‘'PBP=D

ou D = diag(a;) est une matrice diagonale a coefficients a; > 0.
En posant Q = P~ ', on a donc :

='QQ et ='QDQ
et det A = (det Q)?, det(B) = (det Q)? H a; et det(d- A+ (1—10)-B) = (detQ)* H 0+ (1-10)- o).
=1 =1
La fonction #n étant concave, on a donc, pour tout i =1, ..., n:

0-tnl+(1-0)tna; < MmO+ (1-10)- )
d’ott I'inégalité :
n 1-6 n
i=1 i=1
c’est-a~dire (x).

Proposition 4
Soient A et B deux matrices d’ordre n > 1 symétriques réelles et positives.

Alors on a : . ) L
(k) (det A)» + (det B)» < [det(A+ B)]»
Preuve
On peut toujours supposer A inversible, i.e. A strictement positive (sinon remplacer A par A+l , € > 0, et faire tendre
e vers 0).

Comme pour la proposition précédente, il existe @) inversible telle que :
='QQ e B='QDQ , D =diag(w)

ol a1, ..., an € [0, +00[. Dans ces conditions, I'inégalité (xx) & établir n’est autre que :

n n

1
H Oli:| |:H 1 + Olz
i=1

i=1

() 14

Soit alors ¢ : © — @(z) :=fn(l+€"): R — R.

x

Cette fonction est convexe puisque ¢’ (z) = (lfi)z > 0. Par suite, pour s1,...,s, € R,ona:
efl)
S1+82 4+ ... + sn 1 -~
@ ( . ) < p X el

i=1
ce qui est équivalent & (%)’ puisque £n est monotone croissante, et ol on a choisi s; tels que a; = e®.

Remarque
En utilisant & nouveau la concavité de la fonction ¢n, pour a et b > 0, pour tout 6 € [0, 1], on a :

a® b < 0a+(1-0)b
et, en posant a = (det A)% , b= (det B)% , il résulte de (*x) que l'on a :

(det A)? - (det B)'™° < [9 (det A)7 + (1—9)(det3)ﬂ" < det(d- A+ (1—6)B)

25



ou n est I'ordre des matrices A et B.

o
On a vu que si f: I — R est convexe, f est continue sur J. Elle peut ne pas étre continue sur I tout entier.

Exemple
Soit f :]a, b[— R une fonction constante égale & A, et définissons f(a) et f(b) arbitrairement strictement plus grands
que A : f:[a, b] — R est convexe non continue en a et b.

2.3 Extrema d’une fonction convexe.

Proposition 1
Soit f : I — R convexe.

o o
Alors si f est dérivable sur T et si f'(x9) = 0 en un point zg € I, f(zo) est un minimum de f sur I.

Preuve
Puisque f'(xz) = 0 et xg €1, et f’ croissante sur T, on a pour tout z < xg : f/'(z) <0, et f/(z) = 0 pour tout
T > xo, d’ou le tableau de variations :

X Zo
-0 +
FiN /!

et donc f(zp) est un minimum global sur ;

11 reste & montrer que si I = [a, 3) alors f(a) > f(zp). De méme, si I = (a, 0], alors f(8) = f(zo).

Si ce n’était pas le cas on aurait : Vo €]a, xo[, f(x) = f(xo) et f(a) < f(xg) ce qui contredirait le fait que f est
convexe sur [a, x| (cf. : le lemme, B est au-dessous de la droite AC'!). De méme, on ne peut avoir f(8) < f(xo).

Proposition 2
Soit f: I — R convexe.

o
On suppose que f atteint un maximum global en un point zg € J. Alors f est constante sur I.

Preuve
Si f n’est pas constante sur I, il existe y € T tel que f(y) < f(zo).

Comme xg € ;, il existe z € I tel que 29 €]y, z[. 2o est donc barycentre de y et z de la forme : g = t-y+(1—t)-z
avec t €10, 1].
Mais alors : f(zg) <t-f(y)+ (1 —1)- f(z) <t- f(zo)+ (1 —1¢)- f(xo) = f(xo) ce qui est absurde.

Corollaire
Sif:I=]a, b — R est convexe et continue sur le segment [a, b], alors f atteint son maximum en a ou b.

Preuve
f étant continue sur le segment [a, b] admet et atteint son maximum en un point g € [a, b].
Sizg €la, b[, f est constante sur I = [a, b], mais alors, dans ce cas : f(zg) = f(a) = f(b).

3 Fonctions logarithme et exponentielle.

Ce chapitre a pour objectif de rappeler les définitions et les propriétés fondamentales des fonctions logarithme
et exponentielle d’une variable réelle.
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On admettra pour cela la propriété suivante (qui sera démontrée au chapitre IV) :
Si f est une fonction numérique définie sur un intervalle I de R, alors f admet au moins une primitive sur I.

3.1 Etude de quelques suites élémentaires.

On rappelle ici quelques résultats concernant le comportement d’une suite géométrique (a™),, , a € C.

Proposition 1

On a:
(i) a €]1, oof, HI_P a" =+00.
(ii) |a| <1, lim o™ =0.

n—-+ oo

(iii) a =1, lir+n a” =1.
n— o0
(iv

(v

al| >1et a¢]l, +oo[, lasuite (a™), n’a pas de limite.

—_ — Y

|
la] =1 avec a # 1, la suite (a™),, n’a pas de limite.
Preuve

(i) On écrit a =1+ h avec h > 0 et on utilise la formule (algébrique) du binéme :

e =5 (3 ) s
k=0

Donc a™ > 1 + nh d’ou le résultat.
(ii) Sia =0, c’est évident.

1
Sila|] <leta#0,0<r=]a <1 et, dapres (i) liIJP — = 400 ce qui implique liIle r" =0et
n—-+oo 1 n—+ oo

donc aussi lima™ = 0 car |a”| = |a|™ = r™.

(iv) Si la suite (a™), était convergente, elle serait bornée, i.e. : il existerait une constante M > 0 telle que,

pour tout entier n > 0 :
" < M

ce qui impliquerait que la suite (Ja|™),, serait bornée, ce qui n’est pas possible d’apres (i).

(v) a s’écrit a = €'? avec § €]0,2r[. On raisonne par I'absurde. Si la suite (a™),, était convergente, la suite
1_ei ()0
1—et?
serait aussi convergente. Mais alors a™ = S, — S,,_1 doit tendre vers 0. C’est contradictoire avec le fait

que |a™| =1 pour tout n € N.

S, =146 4 ... 4eint = , neN

aTL
La suite () ,a€C.
nl ),

Proposition 2
an
Pour tout a € C, lim — =0.
n—+oo 1l

Preuve .
a u a
On pose u, = — et donc, pour a # 0 : | nHl: ol .
n! [t | n+1
Comme lim o =0, il existe NV € N tel que pour n > N o] < 1
n—toon+1 7 T 41 27

1
— 2N |uy| et donc lim u, =0 d’ott le résultat.

. 1
Par suite, pour n 2 N |u,| < ST lun| = o m
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3.2 La fonction logarithme.

Définition
On appelle fonction logarithme népérien, notée ¢n, la fonction définie sur |0, + oo[ a valeurs dans R comme la
primitive sur |0, + oo[ qui s’annule en ¢t = 1 de la fonction continue ¢t — n :10, +oo[— R.
t
ds
Ce qui, en utilisant les notations du chapitre IV, s’écrit : Vt €]0, + oo , ¢nt = —.
1 5

-
ol L 11 11 1)

0 | I I | I N N S I [N Y A I I [N Y [N N SN A )

Fic. 1 — Graphe de la fonction logarithme.

Propriété fondamentale de la fonction logarithme
Pour tous ¢, y €]0, + oo on a : n(z-y) =lnx + Iny.

Preuve
Counsidérons la fonction F : z — fn(z - y) :]0, + oo[ — R.
Y=

L= () (@),

1
Par suite, F' est une primitive de la fonction ¢t — i 10, 4+ oo[ . Il existe donc une constante ¢ = ¢(y) telle
que :

1
Cette fonction est dérivable, de dérivée : F'(z) = —
x-y

Ve el0, +oo] , F(z)={Inx+c(y).
Pour z = 1, on obtient F(1) = fny =4Inl+ c(y) = c(y), d’ou :

Vre€l0, +o00] , {In(xy)=~Inx+Iny.

Corollaire 1

1
Vrel0, +o0] , In—=—Inz
x
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Preuve 1
Il suffit de faire y = — dans la relation fondamentale.
x

Corollaire 2

Ve el0,+o0] , VREZ , Ina"=n-Inzx
Théoréme
On a: lim /nxr=+4+o0c0.
xr——+ 0o
Preuve

1
Soit a €]1, 4 oo[ . Comme la fonction ¢ — ¢nt a pour dérivée n > 0, ¢n est strictement croissante sur 0, + oo

et, comme ¢n1 = 0 on en déduit que ¢na > 0.

Soit  €]0, + oo . Il existe n € N tel que : a” < x < ™! et par suite nfna < fnz < (n+1)lna.

Comme nfna tend vers + oo lorsque n tend vers + oo, on en déduit que ¢nx tend vers + oo lorsque x tend
vers + 00.

Corollaire 3

lim fnx=—o
z—0t
Preuve 1
Cela résulte de la relation fn — = —¥In x.
T
Proposition

La fonction logarithme #n :]0, + co[ — R est concave et on a : fnz < x — 1 pour tout = > 0.

Preuve

La dérivée — est décroissante, et la fonction fnx —x + 1 s’annule en z = 1 et sa dérivée est négative pour x > 1.
x

Exercice 3.2.1
a) Montrer que pour tout  on a : %ﬂ <tn(z+1)—tnz <L
b) En déduire que pour tout entiern>1ona:fn(n+1)<1l+3i+--+1 <1+ inn.

¢) Posons u, =1+ % + -4 % — Inn. Montrer que la suite (u,)nen est décroissante et convergente.

Nombre ¢

Par définition e est I'unique nombre réel strictement positif tel que fne = 1.

3.3 La fonction exponentielle.

Compte-tenu des propriétés précédentes de la fonction logarithme, il résulte que fn est une fonction
continue strictement croissante de |0, 4+ oo[ sur | — 0o, 4+ 00| : elle admet donc une fonction réciproque, notée
exp:] — oo, +oo[ sur |0, +oo[. On a donc :

(1) vt €10, + oo , exp(Unt)=t.
(2) Vi e R , In(expt) =t.
(3) expl =¢ (car exp(fne) =expl).
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Fi1G. 2 — Graphe de la fonction exponentielle.

Propriétés fondamentales de ’exponentielle
On a:

(i) exp est dérivable sur R et (expt)’(t) = exp(t).
(ii) Vo, y e R, exp(x +y) = expx - expy.
(iii) exp: R —]0, 4+ oo[ est convexe et on a expx > 1 + x pour tout = € R.

Preuve

(i) exp étant la fonction réciproque de la fonction dérivable ¢n, on obtient, en dérivant (1) :
1
Vi>0 , (exp) (Int)- = 1

i.e. : en posant x = nt; (exp)'(z) = expx car x = Int <t =expx.

(ii) Partant, de la relation ¢n(y; - y2) = fnyr + fnys, et en posant 1 = fny;, x2 = Inys, ie. :

Y1 = exXp 1, Yo = exXp Tz, on obtient que exp(fny; y2) = y1 - Y2 = exp(x1 + 22) = (expx1) - (exp x2).
(iii) La dérivée est croissante donc exp est convexe et est au-dessus de la tangente en = = 0.

Conséquence :
La fonction exp est indéfiniment dérivable et on a :

Vp entier , Vz € R |, exp® z =expz.

On en déduit :

Proposition 1
Pour tout x € R, pour tout entier n > 0, soit :



+oo o,

On a alors : exp(z) = nl}rﬁoo P, (x) = nz::o %

E iculi = i 1 1 ! L _+°° ! =1
npartlcque—n_lfrgOo +ﬂ+§+...+a _;aet =1

Preuve
Ceci résulte de la formule de Taylor-Lagrange (cf. Chapitre I, §3, application 1).

3.4 Définition de a®, a >0 et b € R.
Pour tout entier n € Z, on a exp(nfna) = (explna)® = a™.

1
Soient maintenant n > 2 entier et y = exp ( —fna |. Alors on a :
n

1
y" = exp <n €na> =a
n
i.e. : puisque y est strictement positif et que y = {/a. On a donc :

1
Va = exp (Ena) , Ya>0.
n

Ceci nous amene a la définition suivante :

Définition
Soient a@ > 0 et b € R. On définit le nombre réel a®, a puissance b, par :

a® :=exp(blna).

Proposition 1
On a:

() 1°=1, beR.
(ii) a®*9) =ab-a® , a>0 , b,ceR.
(iii) (ab)*=a®-0b°, a>0,b>0 et ceR.

Preuve
(i) 1* =exp(bfnl) =exp0=1.
(ii) a®t9) = exp((b+ c)lna) = exp(blna) - exp(clna) = a’ - a.
(iii) (ab)® = exp(cln (ab)) = exp(clna+ clnb) = ac - b°.

Proposition 2
T
Soit @ € R. Alors lim (1 + 9) = expa.
T

r—+ 00

1 n
En particulier, la suite (1 + ) tend vers exp 1 = e.
n

Preuve
. a a a
Tout d’abord, puisque = tend vers + 0o, — tend vers 0 et donc pour = assez grand ‘f‘ <letl+ —>0
x x x
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a xr
pour x assez grand. Ainsi, ’expression (1 + f) a un sens pour x assez grand.
x
a xr
Sia=0,ona: <1+ 7> =17 =1 = exp(0).

x xr
Sia#0,0na:/n [(1 + E) ] =xln (1 + E) par définition et ¢n (1 + ﬁ) tend vers fn1 = 0 quand z tend
T T T
vers + 0o. On doit chercher la limite d’une expression du type + oo x 0. Pour lever cette difficulté, on procede
de la fagon suivante :

1 1

on écrit z fn (1—|— ﬁ) = ;En(l—kat) avec t = — — 0 quand z — + oo.
x x

An(1+at) 1

Or " ; [fn (1 + at) — ¢n 1] tend vers la dérivée de la fonction y — ¢n (1 4 y) au point y = 0,
a a
1
— |y=0 =1
1.e 1 n Y |y,0
1

On adonc: lim [mﬁn (1 + ﬁ)} = lim a [ In(1 +at)} =a.

z—+ 00 T t—0 at

a\?® a
Par suite : (1 + f) = exp (:17 In (1 + f)) tend vers exp a quand a tend vers + oo puisque exp est continue.
x x

Remarque : On aurait pu utiliser la regle de I’Hospital.

3.5 Fonctions puissances.

Définition
Soit b € R. On appelle fonction puissance b la fonction u : z +—— x° :]0, +oo[— R, 2° := exp (blnx).

Remarque : Sibe N*, onaz" =z x --- x z (n fois).

Exercice 3.5.1 Etant donné y un réel positif et n un entier naturel pair, montrer que (x +y)™ = ™ + y™ si
et seulement si x = 0. Cas n entier naturel impair ?

Propriétés
La fonction puissance b (c’est & dire u) est dérivable et, pour tout > 0 :

u'(x) = (exp (blnz)) (z) = 2 (exp blnx) = 2 cab =bat Tt

Etude du graphe de u

Premier cas : b > 0
La dérivée v’ est strictement positive.

x |0 + 00 z |0 + o0
u’ + u' +
+ o0 + o0
u |0 u |0
b>1 0<b<1

On a: ligl 2 = ligrn [exp (bfnx)] =+ 00

et lil% zb = lil% [exp b¢nx] =0 : on peut prolonger u en 0 par continuité par u(0) = 0.
xr— xr—

=21 = 0 quand # — 0 : donc u est dérivable & droite en z = 0, de

_ b
Et,sib>1: u@) ~u0) _ulz) _ 27 _
T

dérivée égale a 0.
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(z) — u(0) b—1

u
Sio<b<1l: ——= =2""" — 400, la courbe admet une demi-tangente en z = 0 égale a ’axe des
x
ordonnées.

Par ailleurs, si b > 1, u/(x) = ba?"! = b exp((b— 1) fnz) est croissante et donc u est convexe et, si 0 < b < 1,
u'(z) est décroissante et u est concave.

Bien entendu, pour b =1, u(x) = 2. On a donc les tracés suivants :

Fia. 3 - Casb=1et b=4. Casb=1et b=0,25.

Deuxieme cas : b < 0
On a v/(z) = ba®~! est négative et u est décroissante.
Par ailleurs, on a :

lim 2° = lim exp(bfnz)=0
xr—+ 0o r—+ 00
et
lim 2° = lim exp (bfnz) = + .
z—0 z—0

Et comme v/ (z) = ba®~! = b exp ((b — 1) £n ) est croissante (car b < 0), la fonction u est convexe.

Corollaire
Si b > 0, la fonction 2 — x® est une bijection continue strictement croissante de [0, +oo[ sur [0, + oo|.
Si b < 0, la fonction 2 — x® est une bijection continue strictement décroissante de |0, + oo[ sur J0, + oof.

3.6 Fonction exponentielle de base a.

Définition
Soit a > 0. La fonction v : R — R : x —— a” s’appelle fonction exponentielle de base a.

Etude de la fonction exponentielle de base a
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o] o
3: 3:
y y
2: 2:
14 14
0- T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1 c- T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 5 0 1 2 3 4 5
FiG. 4 - Casb=1et b= —1. Casb=1et b= -3.

Ona:VxeR , v'(z)=4Ina-v(zx)=4na-a®.
On en déduit que :
Sia>1:v(x)>0et v est strictement croissante.

De plus :
r | —o0 0 +o
v’ +
v 1 +
0
a>1
lim o= lim exp(xfna)=-+oco et lim a*=0.
T—+ 00 Tr—+ 00 Tr— — 00

De plus, v'(x) = fna - a® est croissante et la fonction v est donc convexe.

Sia=¢e,fna=1etv(x)=expz, on obtient la fonction exponentielle (de base e) ordinaire.
Avec la notation adoptée on peut écrire : e* = expx, Vr € R.

Si0<a<1:v(x)<0etwv eststrictement décroissante.
De plus :
lim «® = lim exp(zfna)=0et lim a®=+00.

Tr—+ 00 xr——+ 00 Tr— — 00

Et, comme v'(z) = fna - exp(z fna) est croissante, la fonction est convexe.

x — 00 + 00
v’ —
v + o0
0
a<l1

34



6 6
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X X
Fic. 5 - Casa=2eta=1. Casa=0,5¢et a=1.

3.7 Comparaison des fonctions logarithme, exponentielle et puissance.

Proposition 1
. Inx . e
Ona: lim — =0 et lim —
z—+oo I z—+too I

=4o00.

Preuve
On a vu (grace a la convexité, mais on pourrait le démontrer directement) que fnxz < 2 — 1, pour tout x > 0
et donc, en particulier nx < x, pour tout z > 0.

hx  AIn(y/T-\/T) 2£n z
T

Par ailleurs, on a : pour tout z > 1, 0 < — = = .
x

NS

<

X

qui tend vers 0 quand z

Sk
S

tend vers + oco.

el’

t
Et — = — en posant x = ¢nt (ie. : t = expx).
x  Int

Int t
Et donc, si x tend vers 4+ oo, t tend aussi vers + oo, et d’apres ce qui précede < — 0, soit i — 4 00.
n

Proposition 2
Soit b > 0. Alors :

¢
(i) lim n—bm:(), lim 2’ nx=0.
r—+oo I x—0
xr
(ii) Sia>1letb>0: lim a—b:—i—oo , lim (2"a")=0, neZ.
r—+o0 I Tr— — 00
Preuve
14 L 1 b¢
(i) On a : % = ebcf% = E-W%HOd’aprés la proposition 1 car si x — + 00, blnx — + co.
b
1 1 1
Etxb~€nfc—<> - In <) out=—,
t t T
Int
i.e.:xbfnxz—?—b avect — + oo sl — 0, et donc : z° fnx — 0 quand = — 0 d’apres le résultat précédent.
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(ii) On a: Zb =

b
T z lna t

e e
Et, si b =1, cela s’écrit : — = =/Ina- 7 — 400 si x — + 00, d’apres la proposition 1, puisque

x x
t=/{na-x avec a > 1 tend vers + oo.

Maintenant, soit b réel strictemement positif. La fonction x —— x® étant une bijection de |1, +oo[ sur
]1, + o0, il existe a > 1 tel que : a® = a. On a alors :

ot = (ab)£ _ (az)b (: abm).

al‘
D’apres ce qui précede (cas b =1 et a > 1), on sait que — — + co. Comme b > 0, on a :
x

a® a” b
P <x> oo

Enfin, pour z € R, a® = ——, et donc :
p
N — 1
. . " . a”
lim |2"a”| = lim = lim (— =0.
T—— 00 z—+oo gt % z—+oo \ "

Exercice 3.7.1 Soit a € C avec |a|] > 1 et k € Z. Identifier la limite lorsque n tend vers +oo de la suite
(tun)nen définie par u, = n*a=".
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4 Intégrales de Riemann

Introduction
Dans tout ce chapitre, I = [a, b] désignera un segment de R avec a, b € R et a < b.

4.1 Intégrale d’une fonction étagée.

Définition - Subdivision.
On appelle subdivision o du segment [a, b] une suite finie 0 = {xg, 21, ..., x,} de points de [a, b] tels que
a=1x9<x <--- <z, =b Onnotera O ([a, b]) ensemble des subdivisions de [a, b]. A

Définition - Subdivision réguliere.
On appelle subdivision réguliere d’ordre n € N* de [a, b] 'unique élément o, € O ([a, b]) obtenu en découpant
I'intervalle [a, b] en n sous-intervalles de méme longueur. Ainsi :

oy = {xo:a,...,xk:a—kkb;a,...,xn:b}. A

Définition - Fonction étagée.

On appelle fonction étagée ou en escalier sur [a, b] une fonction f : [a, b] — R pour laquelle il existe une
subdivision o = {zq, ..., x,} de [a, b] telle que, pour tout entier i € [0, ..., n — 1], la restriction de f &
lintervalle |x; , x; 1] soit constante. Une telle subdivision o est dite associée, ou adaptée, & f. On désignera par
E([a, b]) Pensemble des fonctions étagées sur [a, b]. A

Ainsi, i f : [a, b] — Rest étagée et sio = {xg, ..., z,} est une subdivision associée & f, il existe des constantes
réelles m; ,i € [0, ..., n — 1] telles que :

Vit E]xi s !Ei+1[ s f(t) =m;.

Ex.1 Toute fonction constante sur [a, b] est étagée sur [a, b].

Ex.2 La fonction f: [0, 2] — R définie par :
-1 si 0<t<1
ft) = 1 si t=1
2 si 1<tg?2
est étagée sur [0, 2]. Pour le voir, il suffit de remarquer que la subdivision o = {0, 1, 2} est adaptée & f.
Le choix d’une subdivision adaptée & f n’est pas unique. Par exemple, la subdivision ¢/ = {0, 1/2, 1, 2}
est aussi adaptée a f puisque f |]0 1pet f \] 1,1 sont des fonctions constantes.

Exercice 4.1.1 Soit f : [0, 3] — R la fonction définie par :

-1 s t=0
1 s 0<t<1
ft) = 3 si t=1

-2 s 1<t<2
4 s 2<t<3.
Montrer que f est étagée sur [0, 3] et identifier une subdivision adaptée d f.

La notion d’intégrale repose sur la proposition suivante.

Proposition 1

Soient f : [a, b] — R une fonction étagée et 0 = {z¢, ..., x,} une subdivision adaptée a f. Pour tout entier
n—1

1€[0,...,n—=1], posons : f(t) =m; sit €]z;, x;+1[. Alors I'expression I(c, f) = Z(:z:i+1 — ;) m; ne dépend
i=0
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pas du choix de la subdivision o adaptée a f. Le nombre réel I(o, f) ainsi obtenu se note

b n—1
/ fydat = I(o, f) = (Tig1 — @) My
a i=0
et s’appelle intégrale de f sur [a, b].
Preuve
Choisissons une subdivision o € O ([a, b]) telle que 0 = {x¢, ..., £, } soit une subdivision adaptée & f sur
[a, b]. Considérons la subdivision & = o U {y}, ou y est un point de [a, b], distinct des points z;,i =0, ..., n.
Soitig € {0, 1, ..., n—1}telque z;, <y < Tiy41. Alors 6 ={zo, 1, ..., Tiy, Y, Tig+1, --- » Tn | est adaptée
a fetona:
io—1 n—1
I(c, f)= Z (@it1 = @i) mi + (Y — @ig) Mig + (Tig1 — Y) Mig + Z (Tit1 — i) my
i=0 i=ig+1
ig—1 n—1
= (Tit1 — @) M + (Tig41 — Tip) M + Z (Tiy1 —xi)my =I(o, f).
i=0 i=io+1

Soient maintenant o et o’ deux subdivisions adaptées & f. Alors, la subdivision ¢” = o U ¢’ est encore adaptée
a f et, itérant le calcul précédent pour chaque point de ¢”, on obtient immédiatement que I(o, f) = I(c”, f),
et aussi I(o’, f) =1(¢", f). Par suite, I(o, ) =1(c', f).

([l

Exercice 4.1.2 Soit f : [0, 3] — R la fonction définie au niveau de lexercice 4.1.1.
1) Calculer fo t) dt puis fo |f |dt
2) Soit x € [0, 3] Calculer F(z) = [ f

3) Montrer que lapplication F :[0, 3] — ]R (avec F(zx) défini comme en 2) est continue sur [0, 3]. La fonction
F est-elle dérivable en tout point de l’intervalle [0, 3] ¢

Interprétation de l’intégrale / f(t) dt pour une fonction étagée positive ou nulle

Si f:[a, b — R est étagée et positive ou nulle sur [a, b], alors, pour tout entier ¢ € [0, ..., n — 1], m; est
b
positif ou nul. Par suite : I(o, f) = / f)dt =0
a
De plus, de la définition de I(o, f), il résulte que ce nombre est exactement la mesure de l'aire comprise entre
I’axe des abscisses, les deux droites t = a, t = b, et le graphe de la fonction f.

b
Lorsque f : [a, b] — R est étagée et n’est pas supposée positive ou nulle, I(o, f) = f(t)dt correspond a

a
laire algébrique comprise entre l’axe des abscisses, les deux droites ¢ = a, t = b, et le graphe de la fonction f.

b
Par exemple, si f : [a, b] — R est constante et égale & —17/ f@)dt=—(b—a)=—|b—al <0.
Remarque importante On fixe ¢ €]a, b[. On considere f : [a, b] — R définie par f(t) =0sit € [a, b] \ {c}
et f(c) € R*. Alors / f@)dt = (c—a)0+ (b —¢)0 = 0. Ainsi / f(t) dt peut étre nulle sans que f soit
identiquement nulle. Plus généralement, si f(¢) = 0 sauf en un nombre fini de points de [a, b], alors f est étagée

sur [a, b] et on a/ f(t)dt=0.

Propriétés de 1’intégrale d’une fonction étagée
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Proposition 2
Soient f, g € &([a, b]). Alors :

u)f+gegqmbpegézf+gxwmzzlbﬂwdr+/bﬂodt

(ii) Pour tout réel A, on a A- f € &([a, b]) et /a - f)(t / £0)
mﬂ&f>gﬁﬁ:W€thf@>g@LMm:A ﬂwﬁ>[;mwm
[ wal< [ o

b b
(iv) Si f = g, sauf en un nombre fini de points de [a, b] ,/ f)dt = / g(t) dt.

En particulier,

b

(v) Pour tout ¢ €]a, b[,on a: / f(t)dt = /f dt+/ flt)dt ou/ flt)dt resp/ f(t) dt) désigne

I'intégrale de la restriction de f au segment [a, ¢| (resp. [c, b]). Cette relation s’appelle relation de Chasles
pour les éléments de E([a, b]).

Preuve
Soient o et o’ deux subdivisions de [a, b] adaptées & f et g. Alors ¢’ = ocUo’ = {zg, ..., xy} est adaptée &
f,et ag. On en déduit que :

N-1

Ion(f) =) (@ipr—xi)mi ,  oum; = f(t) si t€]wi, xip]
i=0
N-1

I, (g9) = (Tig1 —x)m, , ouml=g(t) si tE€]r;, i1
i=0

et donc I, (f+g) = Io#(f)+ 15 (g), d’ou (i) et, de méme (ii), (iii). En particulier, si f € £([a, b]), | f] € E([a, b))

b
< / F(1)] dt.

et comme — |f| < f < |f], on en déduit que / f(t)dt

Pour (iv), soit 8 = {xg, ..., xx} une subdivision de [a, b] contenant les points t de [a, b] pour lesquels
f@) # g(t). Alors, on a immédiatement : Io(f) = Iy(g), d’ott (iv).
Soit maintenant ¢ € Ja, b[. Notons f; et fa les restrictions de f aux segments [a, c] et [c, b]; f1 et fa sont encore
des fonctions étagées. Considérons les fonctions fi et fo définies par :

o | f@®) , tela, 5N 0 , tela,(]

ro={79 e Re={ g el

Il résulte immédiatement de la définition et de la proposition que :

/: fl(t)dt:/ab fit)dt et /cb fz(t)dt:/ab Folt)dt

Par ailleurs, les fonctions f et ¢ = f1 4+ fo coincident en tout point de [a, b] \ {c}, d’aprés (iv), on a donc :

b b
/ f)ydt = / g(t) dt, ce qui prouve (v).
a a |:|

Exercice 4.1.3 Soit f une fonction qui est étagée sur [0,1] et qui prend ses valeurs dans I’ intervalle [a,b] ot
a <0< b. On suppose de plus que fo t)dt = 0.

1) Montrer que les fonctions f4 = max(f7 0) et f— := — min (f,0) sont encore étagées sur [0, 1].
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2) Prouver que : fol fet)dt = fol f—(t)dt. On note v ce nombre.

3) Prouver qu’il existe 6 € [0,1] tel que : 0 <y < min (Ob; —(1-19) a).
4) Btablir Vinégalité : [, f(t)>dt < b [} f+(t)dt —a [} f-(t)dt.

5) Déduire de ce qui précéde la majoration : fol f(H)?dt < —ab.

Remarque. Il résulte de cette proposition que £([a, b]) est un espace vectoriel sur R et que application
f— I(f) = ff f@)ydt : £(Ja,b]) — R est une forme linéaire, compatible avec la structure d’ordre
partiel < sur £([a, b]).

4.2 Fonction intégrable au sens de Riemann.
On va étendre la notion d’intégrale & des fonctions f : [a, b] — R plus générales que les fonctions étagées.

Définition - Intégrable au sens de Riemann.
Une fonction f : [a, b] — R est dite intégrable au sens de Riemann (on dit aussi Riemann-intégrable sur [a, b])
si, pour tout € > 0, il existe des fonctions étagées u. et v € E([a, b]) telles que :

(1) ue < f <ve.

b
(ii) / (0. —u) (B dt < e
On notera R([a, b]) 'ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur [a, b]. A

Il résulte de cette définition que :
- Toute fonction étagée sur [a, b] est Riemann-intégrable sur [a, b], i.e. : E([a, b]) C R([a, b]).

- Si f:[a, b] — R est Riemann-intégrable, alors f est bornée sur [a, b], puisque f est majorée et minorée
sur [a, b] par une fonction étagée sur [a, ], et que toute fonction étagée sur [a, b] est évidemment bornée
sur [a, b].

Exercice 4.2.1 Les fonctions [ suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ¢
1) f:]0, 2] — R définie par f(t) = [t] ot le symbole [t] désigne la partie entiére de t.

1] s 0<t<1,
1

Q)f:[O,1]—>Rdéﬁnieparf(t)={ Gi t=0.

{ Lsin(d) s 0<t<1,

3) f:]0, 1] — R définie par f(t 1 G 10

)
):{ 1 s tel0,1]1NQ,

4) f:[0,1] =R définie par f(t 1 si te[0,1]\Q.

Soit maintenant f une fonction bornée sur [a, b].

b b
Considérons A(f) = / u(t)dt; u e &([a, b])avecu < f} et B(f) = {/ v(t)dt; v e &([a, b])avee f < v}.
a a
A(f) et B(f) sont deux sous-ensembles non vides de R puisque f est majorée et minorée sur [a, b].

b
De plus, pour tout a € A(f) et 8 € B(f), il existe des fonctions étagées sur [a, b], u, v telles que : @ = / u(t) dt

b
etﬁ:/ v(t)dt. Comme on a : u < v, on a donc o < .
a
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Ainsi A(f) est non vide, majoré, il admet donc une borne supérieure I, (f) = sup A(f) = supa .

a€A(f)

De méme, B(f) est non vide minoré et admet une borne inférieure I_(f) = inf B(f) = inf 8 et, de ce qui
BEB(f)

précede, on déduit que : I (f) < I_(f).

Maintenant, si f : [a, b] — R est intégrable au sens de Riemann, on va voir que I_(f) = I;(f). En ef-

b
fet, soit € > 0, il existe u. et v. € E([a, b]) telles que (i) et (ii). On a donc : o = / us(t)dt € A(f) et

b
Be = / ve(t)dt € B(f) et B — ae < . Comme par ailleurs, on a : ae < I+(f) < I_(f) < Bc, on en déduit

que I"(f) = I, (f).

Ceci nous amene a la définition suivante :

Définition - Intégrale de f sur [a, b].
Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable. Le nombre I (f) = sup A(f) = inf B(f) = I_(f) s’appelle
b

intégrale de f sur le segment [a, b] et se note I(f) = / f @) dt. AN

Remarques

- Si f est étagée sur [a, b], on a immédiatement que I (f) = I_(f) = / f@t)dt (prendre ue = v. = f).

b
Ainsi, cette définition de 'intégrale I(f) = / f(t)dt pour f € R([a, b]) est bien une généralisation de

a
la notion d’intégrale des fonctions étagées sur [a, b].

- Si f est Riemann- mtegrable sur [a, b], il résulte de la définition que si uw, v € &([a, b]) et vérifient
u < f < v, alors : / t)dt < / ft)dt < / v(t) dt.

Définition - Somme de Riemann.

Soit n € N* et 0, = {xg, - , 2, } la subdivision réguliere d’ordre n de l'intervalle [a, b]. On considére un n-uplet
E=(&, ..., &—1) formé de n points de [a, b] répartis selon :
&€ [on, o) = [a+ k2 a+ (k+1) 22, Vke{0,...,n—1}.
Soit f : [a, b] — R. La somme de Riemann associée & la fonction f, & o, et au choix de £ est I'expression :
b—a n—1
Jn(fa g) = n f(gk) . A
k=0
n
—a
Ezemple. Les sommes Z flak) et Z f(zy) sont des sommes de Riemann particulieres obtenues
k=1
en prenant respectivement 5 (xo, 33n-1) et E= (21, ..., xn).

Le résultat qui suit identifie une famille de fonctions Riemann-intégrables (les fonctions monotones). Il établit
aussi un lien entre l'intégrabilité d’une fonction f et la convergence (lorsque n — o0) de certaines sommes de
Riemann attachées a f.

Théoréme 1

Soit f : [a, b] — R une fonction monotone. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b].
b—a

De plus, siop, =sxz9g=a, ..., xx=a+k T, = by est la subdivision réguliere d’ordre n € N* de
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[a, b], on a :

b b—a 2 b—a <
t)dt = lim zE) = lim T
[ awae= tim S ) = dim TS )
k=0 k=1
Preuve
On suppose d’abord que f : [a, b] — R est croissante et on consideére la subdivision réguliere o,, associée aux
a

points x = ,kelo,...,n],neN"

On considere les fonctions étagées u,, et v, sur [a, b] définies par :

i < <
un(t):{ Stxi si g <t<zirr , 0<k<n

(b) si t=b
fla) si t=a
)

v"(t):{ flrprr) st ap <t<wzprr , 0<k<n '

On a clairement u,, < f < v, puisque f est monotone croissante. De plus :

b —1
/ E $1~c+1 - Ik
a k=0

k=0

b Ca &
/ vp (t b f(@r+1) b n Z f(@k)
a k= k=1
b b b —u
et / (Un — up)(¥) dt:/ vn(t)dt—/ un (t) dt = bn [£(b) — f(a)].

—a

Par suite, pu1sque hm [f(b)— f(a)] =0, f est Riemann-intégrable sur [a, b] et, comme pour tout entier

n>=l1, / / ft) / vp(t) dt, on déduit que :

b b b
0< / F(t) dt - / () dt < / (0 — wn) (8 dt = "= [£(B) — f(a).

b
La suite / U (t f(xg) est donc convergente vers / f)
a

k=0
b J—
De méme, la suite/ v (t) dt = (k) / F(t)dt
n
Maintenant si f : [a, b] — R est monotone décroissante, il suffit d’appliquer ce qui précede & la fonction — f.

O

Exercice 4.2.2 Montrer que les fonctions f, g et h définies sur R via f(x) = x, g(x) = 2% et h(z) = e sont
intégrables sur tout intervalle |a, b] avec 0 < a < b En utilisant comme ci-dessus des subdivisions réguliéres,
calculer les intégrales fol t)dt, fl t)dt et [ h(t)dt (avec z>0).

1 2
Exercice 4.2.3 On pose : S, = TV2EVE Lt R n € N\ {0}.

ny/n ’

1) Donner un exemple de fonction f : [0, +oo[— R continue positive et croissante telle que :
Sn= 5 i f(h).

2) On se place sur l’intervalle [% jT] FEtablir ’encadrement :

L <f t)dt < X f(E)y,  vje{o,--,n}.

n n
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3) En déduire que :
[ f@)ydt < S, < f ) dt.

4) Prowver que S, converge lorsque n tend vers l'infini vers une limite finie | € R. Calculer .

Application
Une fonction continue f : [a, b] — R est convexe si et seulement si elle est 'intégrale d’une fonction croissante
sur [a, b], c’est-a-dire qu’il existe une fonction croissante ¢ : [a, b] — R telle que :

Ve €la, b , f(z) = f(a)—i—/x o(t) dt

Preuve
Sif:la, b] — R est définie par :

Veela, b K@zﬂ@ﬁf¢@ﬁ

fly) = f(z) _ J7 e@)dt

y—x
En effet, supposons que x < y; < ys2, on doit alors vérifier que :

alors la fonction y — [a, b\ {x} — R est une fonction croissante.

a8 Y2

(y2 — @) p(t)dt < (y1—x) ¢(t) dt

xr xr
Puisque ¢ est croissante on a :
Y1 Y1

(o) [ o(t)dt :(mfmJ/m¢®dH%wfx) o(t) dt

x x

(02— 2) bun) (1 —2) + (n —2) [ o(0)dt

<
Y2 ylz
< (y1—2) o(t) dt + (y1 — z) o(t)dt
Y1 x
Y2

= (1 —2) o(t)dt
xr
On étudie de méme les cas olt y; < y2 < x et y; < & < yo. Ainsi, f est convexe sur [a, b].
Réciproquement, si f est convexe sur [a, b], f admet des dérivées a gauche f; sur |a, b] et a droite f} sur [a, b]

croissantes sur [a, b], donc Riemann-intégrables sur [a, b].
x

On va démontrer que pour tout = € [a, b], f(z) — f(a) = /x fht)dt = / fo(t)dt.

a a
Soit o = {ap = a < a1 < -++ < a, = x} une subdivision réguliere d’ordre n de [a, z]. On a alors, puisque f est
convexe :

n—1 n—1 n—1
(arr — ar) falar) < Y (flare) = flan) < (a1 — ak) folans)

Le. : (art1 — ak) falar) < f(z) = fa) < ) (art1 — ak) folar+1) -
¢ 0

3
—
3
|
—

ES
I
o
b
Il

Par ailleurs,

I
—

n

(f;(ak—&-l) - f(li(ak))

0

1
n

n—1 n—1
Z (ak+1 - ak ak+1 Z Qr41 — Ak fd(ak) =
k=0

k=0 k
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B % [(fg( Z_: fg k1) f(,i(ak+1))‘| < %(f;(x)—fé(a))
k=

puisque pour £ = 0, .. . n—1, f1(axss) < Filanss).
n—1 n—1 T
Par suite, comme  lim__ Z (art1—ar) fo(ant1) = / fo(t)dt et que hm Z (apr1—ag) fylag) = / fo(t)dt
k=0 e
on obtient que : f(x / o) dt = / f O

Théoréme 2

Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, b].

h—
De plus, si o, =<29=a, ..., zxy =a+k ——, ..., x, = b est la subdivision réguliere d’ordre n € N* de

[a, b], on a :

b b—a = b—
/aﬂwdt:nggloo Y S = dim S ).

Pour démontrer ce résultat, on a besoin de rappeler le résultat classique suivant :

Proposition (Heine)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors, f est uniformément continue sur [a, b], i.e

Ve>0, In. >0 tel que :Vt, ¢ €la,b], [t—t'|<n.=|f(t) - f(t')| <e.

Preuve du théoréme 2
La fonction f : [a, b] — R étant continue sur [a, b] est uniformément continue sur [a, b] et vérifie la proposition
précédente.

h—
Soit M > 0 tel que : Vt € [a, ], |f(t)] < M. Soient alors € > 0 et N € N* tel que Ta < 1e . Considérons

€
la subdivision réguliere o,, d’ordre n de [a, b]. Pour tout entier k € [0, ..., n — 1], la fonction continue
f i [xk, k1] — R est bornée et atteint ses bornes :

my = inf f(t) = min f(¢) , M= supf(t) = maxf(t) .
te(xn , Try1] t€lxy , Tr41] t€lry , Tri1] te€xy , Tri1]

Ainsi, pour tout entier n > N. et k€{0,1,...,n—1}, M —my <e.
C0n51derons les fonctions étagées u,, et vy, deﬁnles par :
un(t) = mg st t€xg, xpyr| , K€{0, ..., n—1}

M f(b) st t=0b

(1) = fla) si t=a

Unlb) = My, st te€lzg, xp41] , k€{0,...,n—1} ~

On a alors pour tout entier n € N* : u,, et v, sont étagées sur [a, b] et vérifient :
(i) un < f<wvn

b n—1 _a n—1
(if) / (0 —un) () dt = 3 (@xs1 — 2)(My, — mg) = 2 N (M~ )
a k=0 k=0

et, pour n > N, :
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On en déduit que f est Riemann-intégrable sur [a, b] et que :

b b—a 2 b b—a — b
/ U (t) dt = > my < / fdt < M, = / Un(t) dt .
a n k=0 a n a

b b b
Par suite, puisque : 0 < / f)dt — / un (t) dt < / (Up, —up)(t)dt < e(b—a), n > N, on a donc :

a

b b h— n—1
/ f(®)dt = lim unp(t)dt = lim a Z my .

n—-+4 oo a n—-+ oo n =0

b b n
. . ) b—a
De méme, /a ft)dt = nlufoo ’ v (t) dt = nEI—Poo - ;;70 M, .
Par ailleurs, pour tout entier n € N*, on a :

n—1 n—1 n—1

Ezemple.
Soit f(t) = v/t, t € [0, 1]. La fonction f est continue sur [0, 1] et on déduit de ces théorémes que :

/0 f(t)dt=nggloonz\/> im [\f+xf+ +/m).

On verra ultérieurement que la valeur de cette intégrale peut étre calculée en utilisant une primitive de f sur

1
[0,1];ains1/ Viedt= <.
0 3

Exercice 4.2.4 Calculer lintégrale de f : [a,b] — R obtenue comme limite de sommes de Riemann dans les
cas suwvants :

1) f(x) = sin = sur [0, §].

2) f(x) = cos x sur [0, 5].

3) f(z) = a® sur [a,b] (on prend o> 0).

Exercice 4.2.5 Montrer que chacune des expressions mises en jeu ci-dessous peut s’interpréter comme une
somme de Riemann. Identifier chaque fois la fonction qui permet une telle interprétation. Calculer alors les
limites dont il est question.

n

. " e F . n+k
1) lim ”Z =R 2) lim - R
k=1

n

. N
nEEgD EZ; VFAAAZE’ 4)nhgg> II (1+_n ) ’

k=1
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Application (Formule de Jensen)
Soient f une fonction continue strictement positive sur [0, 1] et g une fonction continue positive sur [0, 1] avec

1
/ g(t)dt = 1. Alors :
0

o (| ()0 a) < | 5w gty ar.

En particulier, si g =1, 0n a :
1 1
exp (/ nf(t)] dt> < / f)de.
0 0
Preuve

Le théoreme 2 permet d’écrire que :

W [ mlielod = tm L Z n [f (fl)} y (fj) |

n
k 1 k
Par suite, pour n assez grand, E g () > 0 et on peut considérer ay, := ﬁ - g (> ykell, ..., n].
n n
k=1 hd
=1
k n
Posons aussi ay, := f () ;onaalors:ap >0, a, >0 et g ap = 1.
n
k=1

La fonction — ¢n étant convexe sur |0, +oo[, on a donc :

(%) Uy = Zak~€n(ak) < In (Zak-ak> = v,
k=1

k=1
Or, d’apreés (1) et (3) :

. . 1 1 & k k
R o d (O

et, d’apres (2) et (3) :

n
IR D Py



La fonction exp étant croissante et continue, on déduit le résultat cherché a partir de I'inégalité (x). d

Remarque
Considérons une somme de Riemann générale :

b—a n—1
on(f. €) = > )
k=0
associée & la fonction f, & la subdivision réguliére o, et au n-uplet de points £ = (&, ..., &,—1). Reprenant les

démonstrations des théoremes 1 et 2, il résulte que I'on a encore :

b
Jim on(f,€) = /a f(t)at

pour f monotone croissante car on a :

et, pour f continue sur [a, b], car :

n—1 n—1
b—a b—a
- Z my < on(f,§) < - Z Mj,
k=0 k=0
1
Par exemple, si f(t) = v/t, t € [0, 1], en choisissant £ = (&, ... , &n_1) tel que : & = 3 (2g+1+2k), on obtient :
9 n—1
== tdt = 1l k+3
3 /0 Vi s ny/n Z_;) + 2

Un contre-exemple : une fonction de type "peigne”.

Considérons la fonction f: [0, 1] — R définie par : f(t) =1sit € QN[0, 1] et f(t) =0sit e (R\ Q)NJO, 1].
Cette fonction n'est pas Riemann-intégrable sur [0, 1]. En effet, s’il en était ainsi, pour tout £ > 0, il existerait
deux fonctions en escalier u. , v. sur [0, 1] telles que :

(i) ue < f <

(ii) /0 (ve —ue)(t) dt < e.

Soit 0. = {zg, ..., xn. = 1} une subdivision adaptée & u. et v. (ce qui est toujours possible). Il résulte des
inégalités (i) que, pour tout entier k € {0, ..., N. — 1} et pour tout réel ¢ € |y, Tx41[, on doit avoir u.(t) <0
et ve(t) > 1 car d’une part (R \ Q)N]zg, zr+1[# @ et d’autre part QN ]z, Tp11[# 2.

1 1

Par suite : / ue(t)dt <0 et / ve(t) dt > 1. L’inégalité (ii) ne peut donc pas avoir lieu des que € < 1.
0 0

Propriétés de I’intégrale

Les propriétés de I'intégrale des fonctions étagées sur [a, b] se généralisent aux fonctions Riemann-intégrables
sur [a, b] comme suit :

Proposition 1
Soient f, g € R([a, b]). Alors :

b b b
(i) f+geR(a, b)) et/ (f+g)(t)dt:/ f(t)dt+/ o(t) dt.
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b b
(i) Pour tout réel A, A - f € R([a, b)) et/ (A-f)(t)dt:)\-/ (1) dt
b b
(iii) Si f > g, alors/ f(t)dt 2/ g(t) dt.
a a b X
(iv) Si f = g sauf en un nombre fini de points de [a, b] ,/ f@®)dt = / g(t)dt.

(v) Pourtoutce]a,b[,ona:/b f(t)dtz/c f(t)dt—|—/b f(t)dt

Ci-dessus, la quantité f: f(t)dt (resp. fcb f@) dt) désigne l'intégrale de la restriction de f au segment
[a, c] (resp. [c, b]). Cette relation s’appelle relation de Chasles pour les éléments de R([a, b]).

Preuve

(i) Soit & > 0. Il existe u. , ve, uL, v. étagées sur [a, b] telles que :

b
ue < f<ve et /(vg—us)(t)dtgs
a

b
ul <g<ul et / (vl —ul)(t)dt <e.
a

b
On en déduit que : (ue +ul) < f+g < (ve +0L) et / [(ve + VL) — (ue + ul)|(t)dt < 2e d’apres les

a
propriétés de 'intégrale sur £([a, b]). Par suite, f + g est Riemann-intégrable sur [a, b] et des inégalités :

/bue /f < /abve(t)dt
/bu /abg(t)dt < /abv;(t)dt

/ab(ueru's)(t)dt < /abf(t)dt+/abg(t)dt < /ab(vEJrv;)(t)dt

on obtient que :

et comme :

on déduit que :

b b b b
(f+g)(t)dt—</ f(t)dt+/ g(t)dt>‘ < /[(vg+v;)—(us+u;)](t)dt < 2.

b b b
Par suite,/ (f+9)() dt:/ 1) dt—l—/ g(t) dt.

(ii) Se démontre de maniere analogue.

b
(iii) Compte-tenu de (i) et (ii), il suffit de montrer que si f est positive ou nulle, alors / f)dt > 0. Or si

u € &E([a, b)) vérifie u < f alors la fonction u, définie par : uy(t) = max(u(t), 0),t € [a, b], est encore

étagée sur [a, b] et vérifie uy < f. Par suite, de la définition de Iintégrale / f(t) dt, on obtient que
a

b b
0< / uy(t)dt < / f(t)dt, d’ou le résultat.
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(iv) Soient f et g deux fonctions Riemann-intégrables sur [a, b] telles que f = g sauf en un nombre fini de
points de [a, b]. En posant h = f — g, d’apreés (i) h est Riemann-intégrable sur [a, b] et nulle sauf en un
b

nombre fini de points. On doit montrer que / h(t) dt = 0. Or une telle fonction h € E([a, b]) et, d’apres

a

b
la relation de Chasles, il est immédiat que / h(t)dt = 0.

(v) Soit ¢ €la, b[. Notons f1 et fa les restrictions de f aux segments [a, ¢] et [c, b]. On va montrer que f; et
f2 sont Riemann-intégrables sur [a, c] et [¢, b] respectivement. Par hypothese, pour tout & > 0, il existe
des fonctions u. , ve € E([a, b]) telles que :

b
ue < f < v et / (ve —ue)(t)dt < €.

Notons ul , v} et u2, v2 les restrictions de u. , v. aux segments [a, c] et [c, b]. Onadonc: ul, vl € &([a, d])

et u?, v2 € &([c, b)) et :
ul < fi < vlsurfa,d et w2 < fo < 02 surfe, b].

€

En outre :

/ab (ve —ue)(B) dt = / (ve —ue)(t) dt + /Cb (ve — ue)(t) dt

5[w&wbmﬁ+[7ﬁ—@wwt

b
On en déduit (puisque / (v} —ub)(t)dt =0 et / (v —u?)(t)dt = 0) que :

a

c b
/(Usl—u;)(t)dtga et /(Uf—u?)(t)dtgg,

Par suite, f1 et fo sont Riemann-Intégrables sur [a, ], [c, b] respectivement.
Et, des inégalités :

/: ul(t)dt < / Al dt < /:U;(t)dt

/Cb uZ(t)dt < /Cb ft)dt < /cb V2 (1) dt

on déduit que :

/Qﬂ@ﬂ—( Chde+ bﬁwmﬂ < /3aoﬂ—/ﬂmom < e

O

Exercice 4.2.6 Soit f : [a,b] — R une fonction continue et positive. On pose m := sup { f(z); z € [a,b]}.

Prouver que :
b 1
lim (/ flx)™ dx) " =m.
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Exercice 4.2.7 Soit f : [0,1] — R une application strictement croissante telle que f(0) = 0 et f(1) = 1.
Calculer :

n—oo

lim /01 f@)"dx.

Exercice 4.2.8 Soit f: [0,1] — R une fonction continue telle que fol f@)™dt ne prenne qu’un nombre fini de
valeurs lorsque n décrit N.

1) Montrer que fol f(t)?>™dt ne prend qu’un nombre fini de valeurs lorsque n décrit N.
2) On suppose qu’il existe t € [0,1] tel que f()? > 1. Trouver une contradiction.

3) On suppose que f2: [0,1] — [0,1] est différente de f> =0 et f?> = 1. En evaminant la suite (u,)nen obtenue
en posant u, = fol f(t)?™ dt, trouver une contradiction.

4) Déduire de ce qui précéde que f = —1 ou f =0 ou bien f =1.

En fait, le point (v) de la Proposition 1 admet une réciproque :

Proposition 2
Soient a < ¢ < b trois nombres réels, et soit f une fonction Riemann-intégrable sur [a, ¢] et sur [c, b].
Alors, f est Riemann-intégrable sur [a, b] et on a :

/ab f(t)dt:/ac f(t)dt+/cb F(t) dt.

Preuve

11 suffit, d’apres la proposition précédente, de montrer que f est Riemann-intégrable sur [a, b].

Soit ¢ > 0. Les restrictions f; et fo de f & [a,c] et [c,b] étant Riemann-intégrables, il existe
ul, vl € E([a, c]), u2, v? € &([c, b]) telles que :

C
W< h o<l / (! —ul)(t)dt < =
a

et

o
(\
o
—
1
™ N
|
IS
o o
N
=
~
N
QL
~
N
™

u? < fo <

Solent u. , ve € £([a, b]) définies par :
_f ul st te]a, (]

“E(t)—{ 2§ tele, b

si te€la,

v st te€]e, b

<
3
—~
o~
~—
I
——
<
M NM =

On a donc : u. < f < ve sur [a, b]. De plus, grace a la relation de Chasles on a :

/ab () dt = / u;(t)dt—i—/cb W2() dt

/ab ve(t)dt = / v;(t)dt+/cb V() dt.

b
Par suite, / (ve — ue)(t) dt < 2e, ce qui prouve que f est Riemann-intégrable sur [a, b]. O
a
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Afin d’étendre cette relation de Chasles au cas ou les réels a, b et ¢ sont dans un ordre quelconque, on conviendra,

a B
de poser, pour f Riemann-intégrable sur un segment [a, b], / fydt = — / f)dt si a, B € la, b] avec
B a
B
a<ﬁet/ f)dt=0sia=p.
Avec cette convention, il résulte des propositions 1 et 2 :

Proposition 3 (Relation de Chasles)
Soient f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable et a, §, v trois points de [a, b]. Alors on a :

/; Ft)dt = /j f(t)dt+/; £(t) dt.

Preuve
Traitons par exemple le cas o < 7y < . D’apres la proposition 1, les restrictions de f aux segments [« , 7], [«, ]
et [y, O] sont Riemann-intégrables et d’apres la proposition 2 :

/j Ft)dt = /: f(t)dt+/ﬁ () dt

/; F(t) dt /j f(t)dt—/j (1) dt

_ /j f(t)dt+/[: £(t) dt.

ie. :

et, d’apres la convention adaptée :

O
Autres exemples de fonctions Riemann-intégrables : les fonctions continues par morceaux
Définition - Fonction continue par morceaut.
On dit quune fonction f : [a,b — R est continue par morceaux s'il existe une subdivision
o ={xy = a,x1,...,2, = b} de [a,b] telle que la restriction de f aux intervalles |z;, z;41[ soit
continue et admette une limite & gauche en z; et une limite & droite en z;4q1,i € {0,...,(n — 1)}
(ie.:que flia, zir[ = fi 2, 2ipa] @VeC fi o [2;, 2441] continue). A

Il résulte alors de ce qui précede que :

Proposition 4
Soit f : [a, b] — R une fonction continue par morceaux. Alors, f est Riemann-intégrable sur [a, b] et, si
oc={xg=a, ..., x, = b} est une subdivision adaptée a f, f; : [z;, ;+1] — R un prolongement continu de f

a[x;, wiy1], on a:
b n—1l .z
/ feydt = > / fi(t)dt .
@ i=0 YT

Exemple
Soit t — f(t) = E(¢) : [0, 3] — R ot E(t) désigne la partie entiere du réel t. Alors f est continue par morceaux
3

sur [0, 3], et son intégrale / f(t) dt est égale a 3.
0
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Exercice 4.2.9 Soit f : [0,1] — R une fonction continue par morceauz. Trouver une suite (gn)nen de fonctions

en escaliers telle que :
1

lim [ F(t) galt) dt = F(04).

n——oo 0

Proposition 5 (Propriété de la moyenne)
Soit f : [a, b] — R une fonction Riemann-intégrable, et soient m, M € R tels que :

Viela,b) , m<f(t)<M.
Alors :
m(b—a) / f(@t) < M@O-a).
Preuve
Cela résulte immédiatement du point (iii) de la proposition avec g(t) = m et h(t) = M, t € [a, b].
O
Remarque
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], on sait que f est alors bornée sur [a, b] et on peut prendre m = inf f(t)
t€la,b)

et M =sup f(t).
t€la, b]

Dans le cas particulier ou f : [a, b] — R est continue, on peut préciser davantage ce résultat :

Proposition 6 (Formule de la moyenne)
Soit f : [a, b] — R une fonction continue. Alors, il existe ¢ € [a, ] tel que :

b
[ s = 1.

Preuve

La fonction f étant continue sur le segment [a, b] est bornée sur [a, b] et atteint ses bornes.

Soient m = inf f(¢t) = f(c1) et M = sup f(t) = f(c2), 1, c2 € [a,b]. Par suite, d’aprés la proposition
t€la, b] t€fa, b]

1 b
précédente, le nombre 2 / f(t) dt appartient au segment [m, M] = [f(c1), f(c2)]. Et, d’apres le théoreme
—a J,

des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € [¢1, ¢2] C [a, b] tel que :

b
[ f0de= ).

Autres propriétés de l’intégrale

11 résulte de la proposition 1 que R([a, b]) est un espace vectoriel sur R et que 'application f — / ft)dt

R([a, b]) — R est une forme linéaire.
Il résulte aussi de cette méme proposition que l’on a :

Théoreme
Soient f, g € R([a, b]). Alors max(f, g) et min(f, ¢g) sont Riemann-intégrables sur [a, b] et on a :

m(/f [ a0 ) [ s, a0

52



b b b
min (/ ore / g(t)dt) > /min(f(t),g(t))dt.

Preuve
Tout d’abord, il est facile de vérifier que si a, 8 sont deux nombres réels alors :
max(aug):a;ﬁ-&-'a;ﬁ' et min(aaﬂ)za;ﬁ—m;m.
En particulier, on a :
max(f , g) = Tg+ |f;9| =g+¥+@ = g+max(f—g,0)

et
min(f, g) = — max(— f, —g).
11 suffit donc de montrer que si f € R([a, b]), alors f+ = max(f, 0) € R([a, b]).
Or si f est Riemann-intégrable sur [a, b], pour tout € > 0, il existe uc , v € E([a, b)) telles que :

ue < f

N

b
ve et /(vgfua)(t)dt < €.

Les fonctions ul = max(u, 0) et v = max(v., 0) sont encore étagées sur [a, b] et vérifient :

b
ul < ff o< v et /(vjfuj)(t)dt < ¢
a

car : ) )

vl —ud =5 (ve —ue) + 5 (Jve] = |uel)

2 2
et
el = uel < flve| = [uel] < fve —ue| = ve—ue
d’ott : v —ul < v. — ue . Par suite, f* est Riemann-intégrable sur [a, b].
O

Remarque

11 résulte des expressions max(f, g) et min(f, g) données dans cette démonstration que si f et g sont continues
en un point ty € [a, b], il en est de méme de max(f, g) et min(f, g).

Corollaire 1
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors | f| est Riemann-intégrable sur [a, b] et, de plus :

b b
[ el < [ i
Preuve

Comme |f| = fT + f~, ot f~ = — min(f, 0), il résulte du théoreme précédent que si f € R([a, b]), alors
|f] € Rla, b]. Par ailleurs, puisque — |f| < f < |f], on obtient que :

/|f| /f < /ab £ dt
< [ inwa

c’est-a-dire :

b
f(t)dt

Un contre-exemple
Soit f: [0, 1] — R définie par :
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fH)=1 siteQno,1]
f)y=-1 site@®\Qno,1].

Alors f n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1], et cependant |f| = 1 est Riemann-intégrable sur [0, 1].

b
On a déja remarqué que f(t)dt = 0 pour f Riemann-intégrable sur [a, b] n’implique pas f = 0 sur [a, b].

a
Cependant, si f est continue on a :

Corollaire 2
Si f est Riemann-intégrable sur [a, b], alors on a : Ve > 0, 3f. , en escalier sur [a, b], telle que :

b
/ (f - )W)l dt < e

Preuve
En effet, f étant Riemann-intégrable sur [a, b], pour tout € > 0, il existe deux fonctions en escalier sur [a, b],
ue et v, telles que :

(i) w.<f<oe

b
(i) / (v — ) () dt < ¢

b
Posons f. := v, , alors |f — fo| = ve — f < v. — u, et donc : / |(f — fe(t)]dt < e

(]
Applications
Soit f une fonction continue sur [a, b]. Alors :
b
(1) Lemme de Riemann-Lebesgue : hm / f (@) - sin(nt) dt = hI_P f(t) -cos(nt)dt =0

n—-+ oo

(2) lim /f ) |sinnt|dt = hm /f )| cos(nt)|dt = /f t)dt

Preuve de (1)

f étant continue, la fonction ¢t — f(t) - sinnt : [a, b] — K est aussi continue, donc Riemann-intégrable
b

sur [a, b]; / f(t) - sin(nt) dt a bien un sens. Pour la suite de la démonstration, on a besoin de connaitre les

a
valeurs des intégrales suivantes (les calculs correspondants seront expliqués et justifiés au paragraphe 4.4) :
b 1 b 1
/ sin(nt) dt = — [cos(na) — cos(nb)] , / cos(nt)dt = = [sin(nb) — sin(na)] .
a n a n
Tout d’abord, comme on le verra au paragraphe 4 suivant (corollaire 1), pour tout a < 3, on a :

B
/ sin nt dt
«

lere étape

= ’ [cosna—cosnb’]' < z
n n

Si f est constante (égale a A) sur [a, b], on a :

b
)\'/ sinnt dt

2
t) - sin(nt) dt| = <|Al-=—=0 ,quand n — +oo.
n

2eme étape
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Si f est en escalier sur [a, b], alors :

b N Tiq1
/ f(¢) - sin(nt) dt = Z A - / sinntdt - 0 , quand n — + 0.
@ i=1

3eme étape

On applique le corollaire 2, on approche f par des fonctions en escalier.
b

Soient € > 0 et f., en escalier sur [a, b] telle que : / [(f — fo)(@®)|dt < e.

a

Par suite :

b b b
/ F(t) - sin(nt) dt| < / (f = £)(t) - sin(nt) dt| + / F.(t) - sin(nt) dt

< e+

b
/ £.(1) - sin(nt) dt

Il résulte de la 2eme étape que : il existe N. € N tel que n > N, — <e.

b
/ fe(t) - sinnt dt

Finalement, pour n > N.,

b
/ f(t) -sinntdt

< 2e, dou (1).

Preuve de (2)
On procede comme précédemment.

lere étape
b 2
lim |sinnt|dt = = (b—a)
T

—
n—i—ooa

En effet, pour n assez grand, désignons par kg = ko(n) et k1 = k1(n) les entiers relatifs tels que :
7r
)=

(ko—1)= < a < kom < ki~ < b < (ki+1
n n n n

Alors, pour k € [ko, k1—1], la fonction t — sin nt¢ garde un signe constant sur chaque intervalle ] kZ s (k+1)
n

(k+1) = 9
et donc : / |sinnt|dt = —.
k n

jus
n

ki T 9

Par suite / |sinnt| dt = - (k1 — ko).
ko =

Comme |sinnt| < 1 et liIJP (ko(n) % — a) = lim (b —k1(n) %) = 0, on déduit que :

n—-+ oo

ki(n) —k b— b 2
lim 1(n) = ko(n) = ¢ et lim |sinnt|dt = = (b—a)
n—-4 oo n e n—-4 oo a

2eme étape
Si f est en escalier sur [a, b], on peut écrire :

b N Tit1
/ f() - |sinnt|dt = Z )\i-/ | sin nt| dt
@ i=1 Ti
et donc: lim ) (t) - | sinnt| ; 7T(€E+1 ;) 7T/af()
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3eme étape

On approche f par des fonctions en escalier au sens du corollaire 2.
b

Soient € > 0 et f., en escalier sur [a, b] telle que : / [(f — fo)(@®)|dt < e.

On a donc :

b b b
[ st psinntlae =2 [ foa < [C16 - £ st e

b b b
[ r0 st -2 [ a4 2 [0 - ool

2
5<1+>+
™

D’apres la seconde étape, il existe N. € N tel que n > N implique :

b b
/fg(t)-|sinnt|dt—%/ £(1) dt

< €

b b
/ (1) - | sinnt|dt — %/ (1) dt

2
< 2 <1+>.
T

d’ol1, pour n > N; :

b b
/a f(t) - |sinnt|dt — %/a f@)dt

Proposition 7
Soit f : [a, b] — R une fonction continue positive ou nulle, i.e. : Vt € [a, ], f(t) > 0.

b
Alors/ f(t)dt =0 équivaut & f =0 sur [a, b], i.e. : VE € [a, b], f(t) =0.

Preuve
On va déduire ce résultat de la relation de Chasles.

b
Soit f : [a, b] — R, continue, positive ou nulle et non identiquement nulle. On va montrer que / flt)dt > 0.
a
Puisque f n’est pas identiquement nulle sur [a, b], il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) > 0 et, puisque f est continue
sur [a, b], on peut toujours supposer que ¢ € ]a, b[. La continuité de f au point ¢ signifie :
YVe>0, In.>0 telque: |t—c|<n. , t€a,b = |f{t)—f(c)]<e.

f(c)

Choisissons 0 < € < = et n. > 0 assez petit de sorte que [c — ., ¢+ 7] C [a, b].

f(e)

Alors pour |t —¢| < 7., on a: TN < f(¢) — e < f(t). Par suite, puisque f > 0 :

/ab ft)de = /ac_ns +/:17 +/C;E feydt > /CCME ftydt > @ S (2n.) > 0.

—7Ne

Exercice 4.2.10 Déterminer toutes les fonctions continues f : [a,b] — R qui vérifient :

/ () dt = (b—a) sup |f(H)].

t€la,b]
Exercice 4.2.11 Soit f : [a,b] — R une fonction intégrable sur [a,b] (avec a < b).
1) On suppose que f est continue en un point xg € [a,b] en lequel f(zg) > 0. Montrer qu’il existe un couple de

points (a,b) € [a,b]? avec a < xg < b et b—a > 0 ajusté de facon a ce que f; f(z)dx > 0.
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2) En déduire que si [ est continue positive sur [a,b] et telle que f; f(@)dx =0 alors f est identiquement nulle.
3) On suppose que f est continue sur [a,b] avec f: f(@)dx = 0. Montrer qu’il existe ¢ € [a,b] tel que f(c) =0
4) On suppose que f est continue sur [0, 1] avec fol f(z)dx = 5. Montrer qu’il existe d € [0,1] tel que f(d) =

Exercice 4.2.12 Soit f : [0,7] — R une fonction continue telle que foﬂ f(w) cosu du = foﬂ f(u) sinu du=0.
Prouver que f s’annule au moins deuz fois sur lintervalle ouvert |0, x|.

Proposition 8 (Inégalité de Cauchy-Schwarz)
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b] et & valeurs réelles. On a :

b b
< (/ f|2<t>dt> - (/ |g<t>2dt>.

De plus, si f £ 0, il y a égalité dans (%) si et seulement si il existe A € R tel que: g =\ f.

b 2
(%) / () (b)) dt

Preuve
Soit A € R. La fonction t — [\ f(t) — g(¢)]* : [a, b] — R est continue et positive ou nulle et donc :

b
VAER | /[Af(t)—g(t)mt>o

e :V)\GR7)\2I—2)\J+K 0
b
ouf—/ FORdt, J—/ [F(t) g(t)] dt ot K — / )2 dt .

Le trinome A2 I — 2\ J + K étant toujours positif ou nul, vérifie donc :

JP<I-K
i.e. (x). Maintenant, si on a I’égalité dans (x), cela signifie que ce trinéme a une racine double Ag et que, pour ce
)‘0 )
on a :

b
[ bas-gPwd = o.

La fonction t — (Ao f — 9)%(t) - [a, b] — R étant continue, et positive ou nulle, on déduit de la proposition
précédente que \g f —g=0 ie. :g=Af.
O

Corollaire 3 (Inégalité de Minkowski)
Soient f et g deux fonctions continues sur le segment [a, b] & valeurs réelles.

Alors on a :
b 3 b 3 b 3
(x4) (/ |(f+g)(t)|2dt> < (/ |f<t>2dt> + (/ |g<t>|2dt>

De plus, si f £ 0, il y a égalité dans (**) si et seulement si il existe A > 0 tel que : g = A - f.

Preuve
En développant (f(t) + g(t))?, on obtient :

/abl(f+g)(t)l2dt = / |f()]*dt + 2/ f(t) dt+/ab g(t)|? dt

L’inégalité (xx) résulte alors de 'inégalité de Cauchy-Schwarz (*).
Il en résulte aussi que, si de plus f # 0 et si on a égalité dans (xx), nécessairement, on a aussi égalité dans
I'inégalité de Cauchy-Schwarz. Il existe donc A € R tel que : ¢ = A - f. En reportant cette expression dans
Pégalité (xx), il vient : |1 + A] = 1 + ||, ce qui implique A > 0.

O
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Exercice 4.2.13 Soit f : R — R une fonction continue sur R et F(x) = fom f(t)dt. Répondre par vrai ou par
faux auzx affirmations suivantes :

1) F est continue sur R.

2) F est dérivable sur R de dérivée f.

3) Si f est croissante sur R alors F' est croissante sur R.

4) St f est positive sur R alors F' est positive sur R.

5) Si f est positive sur R alors F est croissante sur R.

6) Si f est T-périodique sur R alors F est T-périodique sur R.
7) Si f est paire alors F' est impaire.

4.3 Intégrale de fonctions a valeurs complexes.

Soit f une fonction définie sur le segment [a, b] & valeurs complexes. Notons g = Re(f) et h = Im(f) les parties
réelle et imaginaire de f. On a donc :

Viea,b] , f(t)=gl) +ih(t).

Définition - Fonction f : [a, b] — C Riemann-intégrable.
On dit que la fonction f : [a, b] — C est Riemann-intégrable sur [a, 0] si g et h sont Riemann-intégrables sur

[a, ] et on pose : . ) b
/f(t)dt 1= /g(t)dt—i—i/ h(t) dt .

Ezemple
Soit f(t) =€, t € [0, g} Alors g(t) = cost et h(t) =sint, et on a :

/ etdt = / costdt+i/ sintdt = 1+74.
0 0 0

L’intégrale de fonctions a valeurs complexes hérite de la plupart des propriétés de 'intégrale des fonctions a
valeurs réelles, et notamment de la linéarité :

b b b
/(A1f1+)\2f2)(t)dt = )\1/ fl(t)dtJr)\z/ fo(t)dt , A, A €C

de la relation de Chasles :

vy B ¥
/f(t)dt _ / f(t)dt+/ﬁ Fydt , a,B,vela, b

/ab £(8) dt

Donnons la preuve de cette derniere inégalité :
On admettra que |f| est Riemann-intégrable si f est Riemann-intégrable & valeurs complexes.

et de l'inégalité :

b
< / ona

b
Notons I = / f(#)dt. Si I = 0, cette inégalité est bien vérifiée. Sinon, si I # 0, alors I € C* = C \ {0} et

s’écrit sous forme polaire I = |I]- e § € R. Mais alors :

b
Il = e .1 = / e" W f(t)dt € R
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b b
ot donc / e~ 10 (1) dt = / Re(e= 1 f(8)) dt.

Or:
Re(e™" f(t)) < le” ™ f(t)| = |£(1)]
d’ot : )
1< [ sl
Conséquence

b b
Sif,g:a, b — C sont continues, |f|, |g| : [a, b] — R sont continues et, puisque / F (@) g(®) dt‘ < / IGE

lg|(t) dt, on déduit immédiatement que les inégalités (x) et (xx), de Cauchy-Schwarz et Minkowski, sont encore
valables pour des fonctions continues & valeurs complexes.

En fait, les inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski correspondent a un cas particulier des inégalités de
Holder et Minkowski.
Inégalités de Holder et de Minkowski

Proposition (Inégalité de Holder)
Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] & valeurs complexes et p €]1, + o[ . Alors, on a :

b » b i
< (/ If(t)Ipdt> (/ |g<t>|wt> 4=t

b
/ £(t) - g(t) dt

Preuve ,
< / F(0)] - 19(8)] dt.

On peut supposer de plus f et g non identiquement nulles sur [a, b] et par suite :

b
11 suffit de se limiter au cas de fonctions f et g > 0, puisque / f(t)-g(t)dt

1

b % b q
£l = (/ If(t)l”dt> £0 et lglly = (/ |g<t>|th> £0

Utilisant alors I'inégalité de convexité (cf. Chapitre II) :

X
Va,b€ [0, 400 , a-b < Lz
p q

il vient, pour tout t € [a, b] :

f@) 90 1 (fON L (9@
i ol S (Ifllp) Ty (Ilgllq)

En intégrant sur 'intervalle [a, b], on obtient I'inégalité cherchée.

Proposition (Inégalité de Minkowski)
Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [a, b] & valeurs complexes, et p € [1, +oo[ . Alors on a :

) 1 , L, .
(/ If(t)+g(t>|”dt> < (/ If(t)l”dt> +</ |g<t>|pdt>
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Preuve
Sip =1, cette inégalité est immédiate puisque pour tout ¢ € [a, b], |f(¢) + g(t)| < |f()] + |g()|-
Sipe]l, +o0[, on écrit, pour tout ¢t € [a, b] :

[f() +9®F < [fO) +g@P - 1fOI+ 1O + 9O - ()]

En appliquant I'inégalité de Holder a chacun des deux membres de droite, on obtient :

) ) I L .
/ F®) + g dt < (/ If(t)+g(t)|pdt> (/ If(t)l”dt> +(/ |g<t>|pdt>

1
d’ou le résultat puisque 1 — — = —.
q P

4.4 Intégrale et primitive d’une fonction continue.

Tout d’abord, on rappelle que si f est une fonction définie sur un intervalle I de R, a valeurs dans K, on appelle
primitive F' de f sur I, une fonction F': I — K dérivable telle que, pour tout = € I, F'(x) = f(z).

Remarque 1

Il résulte du théoreme des accroissements finis que si f : I — K admet une primitive F; sur I, alors toute autre
primitive F' de f sur I est de la forme F' = F} + X, ou A € K, et réciproquement, toute fonction F' de la forme
F = F| + )\ est une primitive de f sur I.

Remarque 2

Si f : I — R admet une primitive sur I, alors f vérifie la propriété des valeurs intermédiaires sur I : pour
tous [a, b] C I, f prend sur [a, b] toute valeur C' comprise entre f(a) et f(b) (i.e. : il existe ¢ € [a, b] tel que
f(c) = C) (Théoréme de Darboux).

1 1
Ainsi la fonction f : [0, 1] — R définie par f(t) =0sit € [0, 2{ et f(t)=1site€ [27 1} , n’admet pas de

primitive sur [0, 1].
Maintenant, si f est continue on a :

Théoreme .
Soit f : I — K une fonction continue sur U'intervalle I. Soit a € I. Pour tout 2 € I, on pose = F(z) = / f(t)de.

a

Alors, la fonction F est de classe C! sur [ et, pour tout x € I, F'(x) = f(z) : F est la primitive de f sur I qui
s’annule en z = a.

Ainsi, toute fonction continue sur un intervalle admet au moins une primitive sur I, et on les connailt alors
toutes (remarque 1).

Preuve
11 suffit de montrer que F' est dérivable sur I avec F'(z) = f(x) pour = € I.
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Soient z € I et h € R* tels que z + h € I. On a alors :

F(th)L_F(x) ~ fa) = % V t)dt — / f(t dt] f(z)
:%/ ~ f(@)
:%/ ()] dz.

La fonction f étant continue au point z, on a :
Ve>0, dn:. >0 telque Viel | |[t—z|<n. = |f(t)— f(z)| <e.
Ainsi, si 0 < |h| < e, x+ h € I, on obtient :

F(x+h) — F(x)
e

— f(z)

Remarque
Dans le cas ou f est & valeurs réelles, la démonstration peut étre conduite différemment, en s’appuyant sur la
formule de la moyenne :

z+h
Fa+h)~Fa) = [ fod = 76

ou &y, est compris entre x et © 4+ h. Et, si h tend vers 0, la continuité de f implique que f(&) tend vers f(x).

Exercice 4.4.1 Identifier toutes les primitives des fonctions f sélectionnées ci-dessous.
i) f(@) = (tga)? ; ii) f(@) = 1/(z tna) ; iii) f(z) = o/VTF 1 ;
w) f(z) =1/B+e7"); v) f(2) = (- 1)/(@* +z+1); vi) f(2) = (z+2)/(2® =3z —4).

x

Lorsque la fonction f n’est pas continue mais seulement monotone, on peut encore considérer F(z) = / ft)dte.
a
On peut alors se demander si la fonction F ainsi obtenue est dérivable. La réponse (en général) est NON. Par
contre, on conserve certaines informations comme l'indique I'exercice ci-dessous.
Exercice 4.4.2 Soit ® : [a,b] — R une fonction monotone croissante. Soit A € R. Pour x € [a,b], on pose
fl@) =X+ faz O(¢t) dt. Soient y, y1 et ya trois points de [a, b].
1) Montrer que pour y <y; <y2 <b, on a :
Y1 Y2
(y2 — 1) / (t)dt < (y2 —y1) (1) (1 —v) < (Y1 —v) / o(t)dt .
y

Y1

2) Montrer que pour a < y; < ys <y, on a :

wow) [ SO < 5—w) P) a-w) < Ga-w) [ B0
3) Montrer que pour a <y; <y <ys <b, on a :
=9 [ o0d < (a9 20) G- < G-u) [ o@ar.

4) On fize y €la,b|. Déduire de ce qui précéde que lapplication G : [a,b]\ {y} — R qui ¢ x associe le quotient
(f(z) = f(y)) /(& —y) est croissante sur [a,b].

5) Montrer que f est convexe sur [a,b].

6) On five y €la,b[. Que vaut fi(y)? Et fi(y)?
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On déduit du théoreme précédant la propriété fondamentale du calcul intégral :

Corollaire 1
Soit f: I — K une fonction continue. Soit F' une primitive de f sur I. Alors, pour tous a, b€ [, on a:

b
/ fe)dt = F(b)— F(a).

Preuve
Notons Fi la fonction x — Fj(x) := / f®)dt : I — K. Alors, la fonction Fy = F — F} est dérivable sur I

avec Fj =0 sur I; F, est donc constante sur I et, pour 2 = a, on obtient : F5 = F(a). D’ou :

Flz)— Fla) = Fi(z) = /m fdt  zel.

b
Notation : généralement, on utilise la notation / ft)dt=F1b.
a

Remarque
11 résulte du corollaire 1 que si f est de classe C! sur [a, b], alors on a :

b
f(b) — fla) = / £t dt.

Cependant, cette formule est encore vraie si f est continue dérivable sur [a, b] avec f’ Riemann-intégrable
sur [a, b]. En effet, si 0 = {ap = a, a1, ..., a, = b} est une subdivision de [a, ], en appliquant la formule des
accroissements finis, on obtient :

3
|
—

3
|
—

f) = fla) = (flaks1) = flar)) = (akr1 —ak) f'(&) 5 & €lag, arta|-

0

=
Il
<]
x>~
Il

Et comme f’ est Riemann-intégrable sur [a, b], on a :

n—1 b
lim Y (o - a) £6) = [ r@d
k=0 @
ou la notion ” lim " signifie limite selon que |o| := I:I}El(}l;( (ak+1 — ax) tend vers 0.

Exercice 4.4.3 Calculer l’aire de la région délimitée par les courbes dont les équations sont y = 2%/2 d’une
part et y = 1/(1 + 2?) d’autre part.

Exercice 4.4.4 Soit f une fonction dérivable sur [0, 1] vérifiant les trois conditions suivantes :
i)0< f<2; i) f' est décroissante ; i) f(0)=0et f(1)=1.

Identifier le plus grand nombre m et le plus petit nombre M donnant lieu a l’encadrement m < fol ft)dt < M.
Peut-il y avoir égalité.
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Applications
Lemme (Lemme de Gronwall)

Soient ¢ : [a, b] — Ry une fonction continue et ¢ € [a, b].
On suppose qu'il existe des constantes positives A et B telles que :

/: o(s)ds| .

Viela, b , ot) < A-ePltel

viela, b . @(t)<A+B

Alors :

Preuve
Considérons la fonction F : [c, d] — R définie par :

F(t):=A+B /75 o(s)ds.

D’apres le théoreme précédent , F est de classe C! sur [c, b] et vérifie V¢ € [c, b], ¢(t) < F(t).
d
Comme F'(t) = Bp(t) < BF(t), on en déduit que — [e~ B! F(t)] = e~ B! [F'(t) — BF(t)] < 0 sur [c, b].

) dt
Par suite,

Vtee,b , e P'F{t)<e PF(c)=Ae B
dott : Vt € [c, ], p(t) < F(t) < AeB =),
Pour ¢ € [a, ¢], on considére la fonction G(t) := A+ B / »(s) ds.
t

d
G est de classe C! sur [a, d], vérifie : p(t) < G(t) et G'(t) = — Bp(t) > — BG(t), i.e. : — [eP'G] > 0, ce qui

dt
implique B! G(t) < eB°G(c), Aot p(t) < G(t) < AeP (c—1)
Théoréme du relévement

Soit f : I — U une application de classe C! d’un intervalle I, non vide, de R dans ’ensemble U des nombres
complexes de module 1. Alors :

(i) II existe une application ¢g : I — R, de classe C! telle que :
vtel | f(t)=ePo®,
(i) Les applications ¢ : I — R, de classe C!, vérifiant :
(x)  Vtel , f(t)=e*W®

sont exactement les fonctions ¢ de la forme ¢ = o+ 2k -7, ou k € Z.
(Il y a donc unicité des applications ¢ de classe C! sur I vérifiant (x) & un multiple entier de 27 pres.)

Preuve
Si¢p: I — R est de classe C! et vérifie (x), p vérifie :

veel , ig'(t) f(t)=f'(t).

1 /'@
i ft)

La fonction h : t — est continue sur I et a valeurs réelles puisque, pour tout ¢t € I, f(t) € U et donc :

veel , [f®)PF=ft)-f(t)=1

ce qui, par dérivation, donne :

veel , f'(t) J()+f(t)- f'()=0.
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Ainsi, h(t) € R, pour tout ¢ € R.
On a donc nécessairement, pour tg € I :

el pl)-pt) =3 [ £

Par ailleurs, f(to) € U : il existe donc 6y € R telle que f(tg) = e'% .
Et, comme e’ #(0) = f(t4), il existe k € Z tel que ¢(ty) = 0o + 2k - 7. Ainsi, pour tout t € I, on a :

ds = ¢(t).

o(t) = b0+ G(t) + 2k - .

Considérons alors la fonction @g : t — 0y + ¢(t) : I — R. Cette fonction est de classe C* sur I, et si on pose

F(t) =e'%® on a:

Fy eot) ')

Vt€I7<>t:<i0 - F(t) = 0.

7))@= e~ tor) Y
1l existe donc A € C telle que : Vt € I, F(t) = - f(¢).
En particulier, pour t = to, F(tg) = e¥0(to) = ¢t — X\ f(ty) = Xe?? | ce qui implique A = 1 : ¢y est donc
une solution de classe C! sur I & (x). Compte-tenu de ce qui précede, les autres solutions sont exactement de
la forme : pg+2k -7, k€ Z.

O

Corollaire
Soit ¢ : I — C* une fonction de classe C*.
Alors, il existe deux fonctions p: I — R% =10, +oo] et ¢ : I — R telles que :

viel , ¢(t)=p(t)es®.

Preuve
Posons p(t) = |¢(t)|, t € I. Puisque ¢(t) # 0 pour tout t € I, p est de classe C* sur I, ainsi que la fonction
t
fit— m : I — U. 1l suffit ensuite d’appliquer le théoreme de reléevement a cette fonction f.
O
Proposition (Inégalité de Poincaré)
Soit f : [a, b] — K (R ou C) une fonction de classe C*. On suppose f(a) = 0.
Alors : . ) .
h—
[wra < B [ iropa
Preuve .
La fonction f étant de classe C! sur [a, b] et f(a) = 0, on a donc, pour tout ¢ € [a, b] : f(t) = / f'(s)ds.
Par suite, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
t 2 t t
s < ([ rels) < [ [z
b
e, FOF < (t=a) [ IF ()P s
En intégrant sur [a, b],aon obtient I'inégalité annoncée.
(Il
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Remarque
Si on suppose de plus que f(b) =0, on a :

b _a)? b
o [ wera < EE repa

b
En effet, puisque f(a) = 0, en utilisant I'inégalité de Poincaré sur le segment {a , a;—] ,0n a
atd atb
N b—a)? Tz
[ ora < B [T rapa
. . . . S . ) a+b
De méme, puisque f(b) = 0, en utilisant & nouveau 'inégalité de Poincaré sur le segment — b|l, on a
aussi : X -
h—
[, wera < B2 [ pepa
o 8 Jep
On en déduit l'inégalité (*).
bh— 2
Cependant, la constante ( 8a) dans l'inégalité (%) n’est pas la meilleure.
Proposition (Inégalité de Wirtinger)
Soit f : [a, b] — R une fonction de classe C!.
Alors, si f(a) = f(b) =0,0on a:
b 2 b
(b—a)
[usara < B ipopa
avec égalité si et seulement si f(¢) := Asin <7r 5 - a) oll A est une constante réelle.
—a
Preuve
En posant g(s) := f (a +s- —a> , $ €10, 7], on se ramene au cas [a, b] = [0, 7] et & V'inégalité :
T

(+) Aﬂww%s< AﬂW®P%

avec égalité si et seulement si g(s) = A-sins, s € [0, 7).

Soit h(s) := g(s) cotg(s) = @

Cette fonction est de classe C! sur |0, 7| et se prolonge par continuité en s = 0 par h(0) = ¢’(0) et en s = 7

par A(r) = g'(m).
On va montrer que :

[ e -nerds = [Cgers- [ e

ce qui démontrera l'inégalité () recherchée.

1 1 1y
Comme g'(5) — h(s) = Ig6)? + la(0) 3 = 20505/ g et awe g = =1 = () (6). on peut
écrire : ,
s T s s 1
[ -nepdas = [Cgopas- [Caera- [T
0 0 0 0 tgs
1
et comme g(s)? - t20) =g(s) h(s) , et que hII(lJ g(s) h(s) =0 = lim g(s)h(s), on en déduit (x).
Enfin, on a égalité dans (x) si et seulement si / lg'(s) — h(s)|*ds = 0, c’est-a-dire, puisque la fonction
0
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s — ¢'(s) — h(s) est continue sur [0, 7], si et seulement si ¢'(s) = h(s), i.e. puisque g(0) = g(7) = 0,
g(s) =A-sins, A e R.

Exercice 4.4.5 Soit f une fonction de classe C' sur [a, b] a valeurs dans R. On suppose que f(a) = f(b) = 0.

(b —4@)2 M.

b
1) On pose M := sup |f'(t)|. Etablir 'inégalité : |/ ft) dt| <
t€la,b] a

2) Dans quels cas a-t’on égalité ?

Exercice 4.4.6 Soit f : [0,1] — R une fonction de classe C' telle que 0 < f'(t) < 1 pour tout t € [0,1].

Etablir l’inégalité :
1 1 2
/ f()? dt < (/ f(t) dt) .
0 0

Corollaire 2

Soient I = (a, b), J = (a, B) deux intervalles de R, f : I — K une fonction continue, et u, v : J — I deux
fonctions dérivables.

On pose :

Alors ¢ : J — K est dérivable et,

Veeld . ¢(x)=2'(2) flu(@) —v'(z) flu(@)).

Preuve
Soit F' une primitive de f sur I. On a donc : ¢(x) = F(v(z)) — F(u(z)).
Ainsi, ¢, composée de fonctions dérivables, est dérivable sur J et :

veeld , ¢(x) =F(v(z))v'(z) - F'(u(z)) v (2)

c’est-a-dire, puisque F' = f, ¢'(x) = v'(z) - f(v(z)) — /() - f(u(z)).

Ezemple

(L‘2

Soit ¢(z) = / ntdt, x €]0, +00[ ; ¢ est dérivable sur |0, + oo et on a :

x

¢ (z) = 2xfn(2?) — bnx = (4o — 1) Inx.

Exercice 4.4.7 Calculer la dérivée de ’application x — G(x) = fjx 1/(1+t24+t4)dt.

Exercice 4.4.8 On pose F(z) = [ 1/fntdt.

1) Quel est ’ensemble de définition de F' ? La fonction F est-elle continue ¢ La fonction F est-elle dérivable sur
son ensemble de définition ?

2
2) Déterminer limg .14 F(x) en comparant la fonction F o H(z) = [ 1/(tnt)dt.
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Corollaire 3 (Intégration par parties)
Soient f, g: [a, b] — K de classe C. Alors :

/f Yt = fgl’ - /f
— (1) g(b) /f

Preuve
Si h = fg, h est une primitive de b’ sur I = [a, b] et il résulte du corollaire 1 que :

/ "Wtydt = h(b)— h(a).

Ezemple : Intégrales de Wallis

2 2
Soient n € N et I, := / cos" tdt = sin™ tdt (effectuer le changement de variable t = g —3).
0

0
En intégrant par parties, on obtient immédiatement que, pour n € N :

Inio= / sin"*2 tdt = (n+1) / sin” ¢ - cos? tdt
0 0
ie.(n+2)Lio=Mn+1)1,.

On déduit de cette relation de récurrence que :

™
(4D Loz Ty = (0t Dy Iy =- =L To= o,
oo L3 @ m (p o«
2p — 2.4... (Qp) 2 (p!)g 22p+1
2.4...(2 22p 2
et Iopyy = (2p) (p)

1-3---(2p+1) (2p+1)!'

Par ailleurs, on a I,,42 < I,4+1 pour tout entier n > 0, par suite :

n+1 _ In+2 < In+1 <1
n+2 1, 1,

existe et vaut 1, et donc que (n + 1) I,,41 - I, ~ n 12 quand n tend vers + oo.

. . In+1
ce qui prouve que lim
n—-+ oo n

Avec Végalité (n+ 1) I,y - I, = g , on obtient que I,, ~ ,/21 lorsque n tend vers + oco.
n

Une application importante de ce corollaire 3 est la formule de Taylor avec reste intégral :

Corollaire 4 (Formule de Taylor avec reste intégral)
Soient n € N et f : I — K une fonction de classe C**! sur l'intervalle I. Alors, pour tous a, b€ I, on a :

flla) + ... + (b;i!a)nf(")(a) +% /b (b—t)" f (¢ dt .

f) = fla)+

Preuve
On raisonne par récurrence sur l’entier n.
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b
Pour n = 0, c’est la formule (corollaire 1) : f(b) = f(a) +/ 1 (t) dt.

Supposons la formule établie a 'ordre n — 1, n > 1. Le reste & ordre n — 1 est :

b
ﬁ / (b—t)" ' fM(#)dt.

™ étant de classe C', on obtient donc :

b an b
ﬁ/@ (b—t)"—lf(n)(t)dt = D |:_ (b nt) f(")(t)] |Z +%/a (b—t)”f(”+1)(t)dt

- O o[-0 s

n!

Remarque
Lorsque f est a valeurs réelles, on peut déduire de cette formule de Taylor avec reste intégral, avec f de classe
C"*1 la formule de Taylor-Lagrange classique :

(b—a)"

n!

(b—a)"t!
(n+1)!

flla) + ... + F™(a) + FOrOE) , €ela, b

En effet, désignons par m et M les bornes inférieure et supérieure de £ sur le segment [a, b]. On a :
b b b
m-/ (b—t)"dt < / b—t)" fOV@® At < M~/ (b—t)" dt
b (b _ a>n+1

et comme/ b-t)"dt =
o n+1
met M, ie.: 3 € [a, b] tel que :

, et (1) continue sur [a, b], f+1) prend toute valeur comprise entre

1 ’ n pg(n (b_a)n+1 n
(b= frED (@) dt = - ).

ol Ja (n+1)

Application
Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et soit a € I.
Alors la primitive F' d’ordre n > 1 de f sur I qui s’annule, ainsi que toutes ses dérivées jusqu’a 'ordre n — 1

en a, est la fonction :
t —1
(t - S)n

Ceci résulte immédiatement de la formule de Taylor avec reste intégral.
Ceci résulte aussi de la formule de dérivation du corollaire 2.

Exercice 4.4.9 (Intégrales de Wallis)

Pourn € N, on pose I, := fog (sin ¢)™ dt.

1) Etablir une relation de récurrence entre I, et I,1o .

2) En déduire I et Iopiq.

3) Montrer que la suite (I,)nen est décroissante et strictement positive.
4) En déduire que les suites (I)nen €t (Int+1)nen sSont équivalentes.

5) Caleuler n I, I,+1 et montrer que les suites (I,)nen et (1/%) sont équivalentes.

neN
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Exercice 4.4.10 Pour n € N, on pose I,, := fol (1—¢2)" dt.
1) Etablir une relation de récurrence entre I, et I y1 .

2) Calculer I,,.

3) En déduire la valeur de la somme Y} _, (221): Ck.

Un autre outil pour le calcul d’intégrales est celui du changement de variable.

Corollaire 5
Soient f : I — K une fonction continue et ¢ : J — I une fonction de classe C! de I'intervalle J & valeurs dans
I'intervalle I. Alors, pour tout oo, 3 € J, on a :

»(8) B
/ fyde = / F(o(s) &' (5) ds
o(a) a

Preuve
Soit F' une primitive de f sur I. On a :

»(B)
/ 0 = F) - P

et, d’apres le corollaire 1 :

F(p(B)) — F(p(a)) =

Ezemple

/ Intdt =1
1

En effet, soient t = ¢(s) =e*: R =10, + o[, et «a =0, 8= 1.

On a donc : ¢/(s) =e°:
e 1 1
/ ntdt = / In(e®)-e®ds = / se’ds.
0 0

1
Et, en intégrant par parties : f(s) = s, g(s) = €*
1 1
/ s-e'ds = [s-es](l)—/ l-eds = e—e+1 = 1.
0 0

Exercice 4.4.11

1) Montrer que l’application 1 : [¢n2,¢n5] — [1,2] qui a = associe v/e* — 1 est de classe C' et qu’elle admet
une application réciproque (notée @) qui elle aussi est de classe C*.

2) A Uaide du changement de variable (défini par ¢), calculer la valeur de Uintégrale I = ;:25 ver —1dz.
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Exercice 4.4.12 Soit f : [a,b] — R une foncion strictement croissante et de classe Ct. On considére les deux
intégrales I, = f ft)ydt et Iy = ff t)dt.

1) Rappeler pourquoi f admet une fonctwn réciproque f~1. Quelle est la réqularité de f~17
2) Effectuer le changement de variable t = f(u) dans Uintégrales Is.
3) Calculer Iy en fonction de I.

4) Faire un dessin figurant f et f=1 puis interpréter ce résultat géométriquement.

Exercice 4.4.13

1) A Vaide du changement de variables 6 = arcsin, trouver une primitive de f : x — (R* — xQ)% et en
déduire ’aire dun disque de rayon R.

2) A Uaide du changement de variables t = (2 + x)%, trouver une primitive de f : x — (V2+z+32+z)

3) A Uaide du changement de variables x = 1 + 2 thu, trouver une primitive de f : x — ((m -1)2 - 4) -2

4.5 Calcul approché d’une intégrale.

La connaissance d’une formule explicite pour la primitive F' de f permet de calculer la valeur exacte de
I'intégrale de f sur [a, b] suivant la formule :

b
/ ft)dt = F(b)— F(a).

Exercice 4.5.1 Calculer les intégrales suivantes.

! Sl :
)/ arctgx dz z'z')/ (14——2) arctgx dz ; m)/ x sinz dr ;
1 x 0
2

1+ 22
1 ) 1 1 V3 22
w arccosx)” dx v ——— dx ; vi / —— dx
) | torccosa) N -
2 1
1 3 1
vig) /1 2? tnx do ; viii) /_1 NP dx ; i) / xx++1

Toutefois, la primitive F' de f est presque toujours une fonction pour laquelle on ne connait pas de formule
explicite. Par exemple, il n’existe pas de fonction usuelle qui soit une primitive de la fonction f : ¢ +—— /3 + ¢
sur (0, +00). Ni changement de variables, ni calcul par intégration par parties, ni d’autres techniques ne
permettent, comme dans ’exercice ci-dessus, de calculer I'intégrale ff V3 +t dt. 1l faut alors avoir recours a

un calcul approché de la valeur de l'intégrale ff Vs 4+t dt.

L’objectif de ce paragraphe est de décrire différentes méthodes qui permettent d’effectuer un tel calcul. D’une
maniere générale, on procede de la facon suivante :
b—a

a) On découpe l'intervalle [a, b] en n sous-intervalles [ay , axt1] de méme longueur, soit ar = a + k
avecke{0,1,...,n—1}.
b) Sur chaque "petit” segment [ax , axt1], on compare f & une fonction ¢y plus simple et dont 'intégrale se

Ap41 Ap41
calcule facilement. Puis, on compare les intégrales / f(t)dt et / or(t)dt.

ag ag

/f dth/ak“ t)dt| .
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Le choix de la fonction ¢y dépend de la méthode utilisée, et la performance de la méthode se mesure selon les
criteres suivants :

- le peu de régularité (nombre de dérivées) consommé sur f,

- la petitesse de I'erreur e,, et, en particulier, la vitesse avec laquelle e,, tend vers 0 lorsque n tend vers + oc.

Ak+1

f(t) dt par une intégrale / wr(t)dt.

(23

Af41
On va se limiter a trois méthodes d’approximation de 'intégrale /
ar
Par commodité, on notera ap = a, ax+1 = b et v = @.

1. Méthode des points médians
Soit f : [a,b] — R une fonction de classe C2. On approche f sur [a, b] par la fonction constante

1
p:la, b > R:t+— f(m),oum= 2(a+b) (point médian).

/f ds — (b—a) f(m >‘

(b —a) f(m) correspond & laire du rectangle de base le segment [a, b] et de hauteur f(m).
m-+t

Considérons la fonction auxiliaire ¢ : [O, b—a] - R : t — o(t) = / f(s)ds — 2t f(m).

2 m—t
b—a

b
On doit évaluer 'erreur e = / f(s)ds — /
a

Ainsi, e—’gb
On a: ¢(0) =0, ¢’():f(ert)Jrf(m*t)*?f(m)a¢’(0):06t¢"(t):f'(m+t)*f’(m*t)-

Et, si on pose My := Max|f"(s)|, d’apres la formule des accroissements finis, il vient : |¢”(¢)] < 2t My .
s€la,b)
¢
Par suite, ¢’ étant continue on a : ¢'(¢ / ¢"(s)ds et donc : |¢/(t)] < 2My / sds = Myt®.
0

¢ ¢
De méme, ¢(t) = / ¢'(s)ds et donc : |¢(t)] < My / s%ds = M, ﬁ

) 0 (b— a)? 0 3
—a —a
Dot :e= < M- .
e () <
Par suite, l'erreur

n—1 k41
e, = s)ds — Z /
n—1 k41 Ap1
= Z (/ f(s) ds—/ vr(s) ds>
= (ak-‘rl - ak)g "
< o Me . My = Maz|f"(s)] .
k=0 s€lak , apy1]

Finalement, en prenant pour valeur approchée de 'intégrale / f(s) ds Vexpression

b—a N 1\ b—a
In = ——=1[f(mo) + ... + f(mnp_1)] ot my = a+ <k+2> a
b—a)?
lerreur e, = s)ds — I, | vérifie : e, < (b—a) Maz|f"(s)].
24n? s€la,b]

2. Méthode du trapéze
Soit £ : [a, b] — R de classe C2. On approche f sur [a, b] par la fonction affine ¢ : [a, b] — R qui vérifie

) b _a,
P(@) = $(0) et 5(0) = 0, i 9() = S0+ s—0) LT pions [ (s as = 252 )+ 7o)
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Considérons, comme précédemment, la fonction auxiliaire :

_ m-+t

6 [o, b 2“} SRt (1) :/ F(s)ds — t[f(m + 1) + f(m —1)] oﬁm:% (a+b).

Ona:¢(0)=0,¢ )= flm+t)+ flm—1t) = [f(m+t)+ flm—=0)] = t[f'(m+1t) = f'(m=1)]

ie. ¢ () =—t[f'(m+1t)— f'(m—1)].

De nouveau, en utilisant la formule des accroissements finis et en posant My = Maz|f”(s)|, on obtient :
s€la,b]

¢/ ()] < 2t Ms .

¢
Ecrivant ¢(t) = / ¢'(s) ds (puisque ¢(0) = 0), on obtient :
0

t 3
t
lp(t)| < / 25> Myds = 2My —
0

3
ete‘¢(ba)‘ <o 00"

2 12

b
Et finalement, en prenant pour valeur approchée de l'intégrale / f(s) ds 'expression
a

b—a

I, = " [flag) +2f(a1) + ... + 2f(an—1) + f(an)]
. b—a ’ 51
ouar =a-+k W Verreur e, = / f(s)ds = I,| vérifie :
(b — a)S "
en X 12n2 Mzz[lg'7b](s)| °

Remarque : cette méthode n’est pas meilleure que la méthode des points médians.

. Méthode de Simpson
Soit f : [a,b] — R de classe C*. On approche f sur [a, b] par la fonction polynomiale de degré 2

pila. 0] = R aui vérife o(0) = f(0) o (57 ) = 1 (“57)  ol0) = £0)

Alors /ab @(s)ds:b_Ta [f(a)+4f <a_2|_b>+f(b)}

Considérons la fonction auxiliaire :

—a m-+t
qb:[O,b ]—>R:tn—>¢(t): , f(s)ds—%[f(m—t)—&-élf(m)—&-f(m—i—t)]
oum = %(a—&-b)
Ona:¢(0) =0, ¢'(t) = f(m+t)+ f(m—t)— 2 [f(m—t)+4f(m)+ f(m+t)] = < [~ f'(m—t)+ f (m+1)]
Alors ¢/(0) =0 et

() = [t 1) = fln—t) = S [ n+0) = [ —1)] = 17 Gn+2) = om0

— LUt + £ = )
F'(0) = S1On+0) = Fn— 0] = 5 £ 0m+0)+ 1" (m =)
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De nouveau, ¢”(0) =0 et

) = S Um0+ = )] = 2 [Fm0) 4 [ (m )]
— S t) = )
10 = = gl m ) — 7 n = 1),

Utilisant & nouveau la formule des accroissements finis, il vient :

2
0" ()] < S 2 My avec My = Maz|f¥(s)| .

3 s€la, b

t
2 2 ]
D’ou |¢"(t)] < / 3 My s*ds = 9 My t? et, puisque ¢'(0) = 0, on obtient de méme :
0
|gz5’(t)|</t2M S s — L gt
< = Mys’ds = — :
9 1 181

A nouveau, puisque ¢(0) =0, il vient :

b My b—a M,
< | = Mystds=24 - < —a)®.
lo(¢)] T 18 ds %0 > et e ‘(ﬁ( 5 )‘ 5880 (b—a)

b
Et finalement, en prenant pour valeur approchée de 'intégrale / f(s)ds, 'expression
a

b—a

L =~ [f(a0) +4f(mo) +2f(ar) +4f (ma) + ... + 2f(an-1) +4f (ma) + f(an)

b— 1\ (b— b
oilakza—l—ka,mk:a—i—(k—l— 2>(a)7l’erreuren: / f(s)ds — I,| vérifie :
n n u

Remarque
a+b

Si f est une fonction polynomiale de degré 2 sur [a, b], 'approximation — a [f(a) +4f ( ) + f(b)] est

b
en fait la valeur exacte de l'intégrale / f(s)ds.
a

QCM. Dire (on demande de justifier la réponse) si les affirmations suivantes sont vraies ou fausses.
1) Toute fonction intégrable sur [a,b] est continue.
2) Si f est intégrable sur [a,b], on a % [ f(t)dt = f(x) pour tout x € [a, b].

3) Soit f une fonction sur [a,b] vérifiant la propriété : pour tout € > 0, il existe g. intégrable sur [a,b] telle que
|f(z) — ge(2)| < & pour tout x € [a,b]. Alors f est intégrable sur [a,b].

4) Si f est intégrable sur [a,b], alors |f| est intégrable sur [a,b].
5) Si |f| est intégrable sur [a,b], alors f est intégrable sur [a,b].
6) Si f et g sont intégrables sur [a,b], alors le produit f g est intégrable sur [a,b].

7) Si f et g sont des fonctions continues sur [a,b], alors la fonction f g est encore continue sur [a,b] et on a

I2 F@ygtydt = (7 ftydt) (7 g(t)dt).
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8) Soit p un nombre réel et (An)nen une suite bornée de nombres réels. On considére la fonction f :[0,1] — R

définie via f(0) = u et, pour tout n > 1, f(t) = A, sur ] 21n, sa=t]. Alors f est intégrable sur [0,1].

9) Soit f une fonction bornée sur [0,1], continue sauf au point 3. Alors f est intégrable sur [0,1].
10) Il existe f > 0 continue sur [0,1] vérifiant f(3) >0 et fo t)dt = 0.
11) Soit f intégrable sur [a,b]. Si fo t)dt > 0, alors f > 0 sur [a,b].

12) Si f est croissante sur [a,b], elle est intégrable sur [a,b] et de plus F(x) = [ f(t)dt est croissante.

13) Si f <0 est continue sur [a,b], alors G(z f f(t)dt est croissante sur |a, b].

14) Si f est continue sur [0,1], la fonction H(z) = foz f(t)dt est dérivable sur [0,1] et on a H'(x) = f(2?).

Exercice 4.5.2 On désigne par E l’ensemble des fonctions continues sur [0,1] a valeurs dans R} . Pour tout

f € E, on note :
/f dt /—dt

1) Déterminer m := inf T'. Cette valeur inférieure est-elle atteinte ¢ Si c’est oui, pour quelles fonctions de E a
ton I(f)=m?

et on pose ' =I1(E)={I(f); f € E} CR/.

2) Que vaut le nombre sup T' ¢
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5 Intégrales généralisées.

5.1 Introduction.

Pour l'intégrale de Riemann, on s’est limité & considérer des fonctions définies sur un segment [a, b] de R et
bornées sur ce segment. Soit maintenant une fonction f définie sur un intervalle borné [a, b[, bornée sur [a, b]
et telle que la restriction & tout segment [a, x] de [a, b[ soit Riemann-intégrable.

T

On peut considérer la fonction F' : [a, b[— K: 2z — F(z) = / f(t)dt.

On va montrer que limb F(z) existe et que si f est un prolongement quelconque de f & lintervalle [a, b]

(i.e. f(z) = f(z) pour z € [a, b[ et f(b) = v € K arbitraire), alors f est Riemann-intégrable sur [a, b] et son
b

intégrale / f (t) dt ne dépend pas du prolongement f choisi.
a

De plus, on a lin%) F(x) = hm f t)dt = / f@

Preuve
Soit M une constante telle que Vt € [a, b[, | f(t)]

Soit € > 0 et b tel que a < b. < b et M,(b—b.)

intégrable, il existe des fonctions en escalier u. , v. sur [a, b.] telles que :

<
<

M et M, = max(M, |v|).
%. La restriction de f au segment [a, b.] étant Riemann-

be
ue < f <ve et / (ve —ue)(t)dt < €.
a

Considérons les fonctions en escalier sur [a, b] définies par :
Ue(t) = ue(t) et 0c(t) = ve(t) sit € [a, b
Ue(t) =—M, et 0.(t) =M, sitelb,b].

On a alors sur [a, ] :

\l
@D
=+

@\
o

—
4}

®

|
=3}

m

—

—
~

=
QU
~

VAN
)
+
[N}

| ™
I
[\)
)

La fonction f est donc Riemann-intégrable sur [a, b].

En utilisant la relation de Chasles, pour tout x € [a, b[, on a :

/fdt /fdt

b
On en déduit que lin%) F(z) existe et vaut / f(t)dt

/ F(t)| dt < My (b—z).

De plus, il résulte des propriétés de l'intégrale de Riemann que / f t) dt ne dépend pas du prolongement f

choisi de f au segment [a, b] : on ne change pas la valeur d’une intégrale en modifiant la fonction en un nombre
fini de points. |

Ezxemple
1 ol
La fonction f(t) = sin 7 t €]0, 1], f(0) = 7 est Riemann-intégrable sur [0, 1] et / sin n dt existe au sens de
0

Riemann.

(0]



5.2 Intégrale généralisée.

On va exploiter I'introduction pour étendre la notion d’intégrale a des fonctions non bornées sur un intervalle
[a, b] (resp. Ja, b]) avec a et b bornés. On va prendre aussi en compte le cas de fonctions (bornées ou pas)
définies sur [a, b[ avec b pouvant égaler + oo (resp. a pouvant égaler — o).

Définition 1 - Fonction localement intégrable.

Soit I un intervalle (quelconque) de R. Une application f : I — K (R ou C) est dite localement intégrable sur
I si sa restriction & tout intervalle fermé borné (du type [, d] avec —oo < ¢ < d < 400) contenu dans I (on a
[e,d] C I) est intégrable au sens de Riemann. A

Ezemple
Toute fonction f continue par morceaux sur I est localement intégrable sur I.

Définition 2 - Intégrale généralisée sur [a, b[.
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[,a € R et a < b avec b € R, ou b = + 0o (resp. sur
la,b]l,a<b,avec a € R, oua=—o0).

x

b
Pour z € [a, b[ on pose : F(x) :/ f(t)dt (resp. F(x) :/ f(t)dt avec x €la, b]).

a T
Alors, si la fonction  — F(z) admet une limite quand x tend vers b par valeurs inférieures (resp. x tend vers
a par valeurs supérieures), on dit que f admet une intégrale généralisée sur [a, b[ (resp. ]a, b]), notée :

b x b
/a F(t)dt = lim / F(#)dt (resp. lim /z F(t) dt)

T b
On dit aussi que l'intégrale / f(t)dt (resp. / f(t) dt) est convergente en & = b (resp. x = a.).

T b

Si, par contre, cette limite n’existe pas, on dit que I'intégrale / f(t)dt (resp. / f(t)dt) est divergente en
a x

x =0b (resp. z = a). A

b
Ainsi, toute intégrale / f(t) dt est soit convergente, soit divergente.
a

Etude de quelques exemples
Exl f(t)=e ", t€[0, 400
x

F(z) = e7tdt =1 — e ® tend vers 1 quand z tend vers + oo
0

—+ oo
Ainsi, I'intégrale / e tdt est convergente et vaut 1.
0

1
Ex.2 f(t):tTw aeR,te€l0, 1]

1 1 _ —atl) :
F(m)z/ dt:{ g (I sta#1

o —fInx sia=1

1
Ainsi l'intégrale / pry est convergente si et seulement si o < 1.
0

1
Ex.3 f(t):t—a,aeR,te[l,—i—oo[
F(x)z/x dt:{ —gr (@7 1) sia
1

to Inx sia=1

+ oo
Ainsi l'intégrale / o est convergente si et seulement si o > 1.
1
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Ex4 f(t) = aeR,t€la, b

1
(t—a)’
boat
Comme pour I'exemple 2, I'intégrale / ﬁ est convergente si et seulement si a < 1.
a —a)
Ex.5 f(t)={nt,t€]0, 1]
1
F(z) = / Intdt = t(fnt —1)|. = —1 —2(fnx — 1) tend vers —1 quand z tend vers 0 par valeurs
supérieuregg.

1
Ainsi I'intégrale / Intdt est convergente et vaut —1.
0

1
2 tUnt)*  Jpo s*

L (Inz)=ot — (In2)~F! sia#1
4 — —a+1 (
e F(z) { In(fnx) — fn(ln2) sia=1

teodt
Ainsi 'intégrale /
9 t(lnt)~

est convergente si et seulement si o > 1.

b
dt
Exercice 5.2.1 Soient a, b et r trois nombres réels avec a < b et r < 1. L’intégrale / Wdt est-elle
Y _
convergente ? Et sir > 17

Exercice 5.2.2 On fize n € N*,

1) En utilisant Uinégalité In (1 4+ x) < x (qui est valable pour x > —1), montrer que :

(172)71 <e < (1+%)_n, Yz e[0,n].

2) En déduire que :
v 2\ n Ve, z t2\n
/ (1——) dtg/ et dtg/ 1/(1+—) dt .
0 n 0 0 n

3) On pose I, = /2 (cos0)™dB. On rappelle (voir Uexercice 4.4.7) que la suite (I,,)n est équivalente a la suite
0

™

(o)
1
\/ /2 . Mont lintégral —d t te et t Iop—2.
( 7/ n)n ontrer que l'in egme/o A+ a2y u est convergente et vaut Iap_o

o0
4) Montrer que / e dr est convergente et vaut \/7/2.
0

Exercice 5.2.3 On considére f : Ry — R.
1) On suppose que f est une application continue par morceauz possédant une limite | en 400 et que l'intégrale
f0+oo f(t)dt est convergente. Montrer que | = 0.

2) On suppose que f est une application uniformément continue et que l’intégrale f0+oo f(t)dt est convergente.
Montrer que f(z) tend vers 0 lorsque © tend vers +0oo.

3) On suppose que f est une application uniformément continue. Montrer que fooo et dt est divergente.
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Exercice 5.2.4 Soit f : RT — R une fonction positive, continue et telle que l'intégrale f0+°° f(t)?dt converge.
Etablir le comportement asymptotique :

1 T
li — t) dt = 0.
, lm \/5/0 ft)

Exercice 5.2.5 Soit f : Rt — R une fonction de classe C' telle que les deuz intégrales f0+oo f(®)dt et
f0+oo f'(t)?dt convergent. Montrer que f est bornée sur RY.

Exercice 5.2.6 On pose :

¥ dx
I* = n>2 r€RT U {+o0}.
e A ey e LS {+o0)
1) Montrer que lintégrale généralisée I,7>° est convergente.

2) Réduire la fraction rationnelle en éléments simples et calculer I¥ pour x € RT.

3) Pourquoi a t’on :

e
D Goormwi =T

k=1

4) Calculer IT°° sous la forme d’une somme finie.

Exercice 5.2.7 FEtude d’une fonction définie par une intégrale

+o0o 2
I ::/ L
0 142t

2) Soit a € RT fizé. On considére Uintégrale :

b a Arctg (ax)
Jo(t) = —-d teRT.
0= [ P an re

1) Calculer lintégrale :

Montrer que :

a) La fonction t — J,(t) est positive sur RT.

b) La fonction t — J,(t) est croissante sur RT.

¢) La fonction t — J,(t) admet une limite finie f(a) > 0 lorsque t tend vers 4+o0.
3) Montrer que, a et x étant positifs, Arctg(ax) est inférieur ¢ ax. En déduire un majorant pour Ju(t).
Comparer f(a) a al. Quelle est la limite de f(a) lorsque a tend vers 0+ ¢

4) Montrer que lintégrale généralisée :

1,2

+oo
w0 = | e v

est convergente, de valeur strictement positive.

5) Etudier suivant les valeurs de b € R la nature de l'intégrale généralisée :

4

+oo
Y(b) = /0 0+ (112 22) dz.

6) En appliquant la formule de Taylor :

VfeC¥[a,b);R), 3Jce€la,b; fla+h)= f(a)+hf'(a)+h®f(c)/2
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a la fonction y — Arctg (y x), montrer Uezistence d’un ¢ qui s’écrit a + 0 h pour un certain 0 €]0, 1] tel que
lon ait :
hx h?caz

1+a?22  (1+ca2)?2

Arctg(a+ h)x — Arctg(ax) =

Pour |h| < a/2, montrer encadrement :
3a a a
Y h? 7/)(5) < fla+h) = fa) —he(a) < -3 h? ZZ’(?)
En conclure que f(a) est continue et dérivable quel que soit a > 0 et que sa dérivée vaut o(a).
7) Calculer p(a) avec a > 0.
8) En déduire f(a) avec a > 0.
9) Vérifier le résultat en calculant f(1) a l'aide du changement de variable défini par x = 1/u.

3a

5.3 Cas des fonctions définies sur un intervalle ouvert Ja, b[, —oco < a < b < + 0.

Définition - Intégrable généralisée sur a, b|.
Soit f une fonction localement intégrable sur Ja, b[ & valeurs dans K.
On dit que l'intégrale de f sur Ja, b[ est convergente si, pour un élément ¢ €la, b, chacune des intégrales

c b
/ f(t)dt et / f(t) dt est convergente. On pose alors :

/ab f(t)dt:—/ac f(t)dt+/cb F(t)dt.

c b b
Si I'une au moins des intégrales / f(t)dt et / f(t) dt est divergente, on dit que I'intégrale / ft)dt est
divergente. ‘ ‘ ‘ VAN

On remarque immédiatement, grace a la relation de Chasles pour les fonctions intégrables au sens de Riemann,
que cette définition ne dépend pas du point ¢ €]a, b.

Préciser la nature d’une intégrale généralisée, c’est dire si cette intégrale est convergente ou divergente.

Ex.7 f(1) te]— oo, + 00|
dt

1+1t2

1

Sl

Alors F(z):/
0

= Arctgx a une limite quand z tend vers + oo.

+ oo
s
Et donc / — 5 ©st convergente et vaut —.
0 1+1 2

0 0
dt dt
De méme, G(z) = / —5 = —Arctgz a une limite quand z tend vers —oo et / est
L 1+t e 1422
— T T
convergente et vaut — (2 = R
+ o0

Ainsi, U'intégrale / est convergente et vaut 7.

— o0

1+¢2
1
Ex.8 f(t) = o aeR,t €0, +o0f

+ oo
Il résulte des exemples 2 et 3 précédents que l'intégrale / o est divergente pour tout o € R.
0

Exercice 5.3.1 Quelle est la nature (convergente ou divergente) des intégrales généralisées suivantes.

+oo +oo _sint +o0o :
1 sint
z')/ sin ¢ sin<7> dt ; ii)/ C  at: m)/ P g
0 13 0 t 0 Vt+sint
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5.4 Propriétés de l’'intégrale généralisée.

Proposition 1 (Linéarité)
Si f et g ont des intégrales convergentes sur [a, b[ (resp. Ja, b] ou Ja, b[) et si A € K, alors f +g et A- f ont
aussi une intégrale convergente sur [a, b[ (resp. Ja, b] ou Ja, b[) et on a :

/ab (f+g)(t)dt=/ab f(t)dt+/ab g(t) dt
/GA 0 /f

Remarque

b b b
Si / f(t) dt est convergente et si / g(t) dt est divergente, alors / (f + g)(t) dt est divergente.

Preuve
11 suffit de voir que, pour x € [a, b[ on a :

/ (f+9)()dt :/ f(t)dt+/ g(t)dt et / A f(t)dt = /\-/ f(t)dt
et de faire tendre = vers b par valeurs inférieures.

Proposition 2 (Relation d’ordre)
Si f et g ont des intégrales convergentes sur [a, b] (resp. |a, b] ou |a, b]), et si pour tout ¢ € [a, b[ (resp. ]a, b]

ou la, b)), f(t) < g(t) alors :
b b
[ swde< [ g

x x
La preuve est immédiate puisque, pour z € [a, b[ ,/ f)dt < / g(t) dt.
a a

Proposition 3 (Intégration par parties)
Soient f et g deux fonctions de classe C* sur [a, b[. Pour tout « € [a, b[ on a :

/ " (06 (0) = F(2) gla) - / 7t

b b
Alors, si lin%) f(x) g(z) existe et si I'intégrale / f(t) g’ (t)dt est convergente, I'intégrale / F(@t)g(t)dt est

convergente et on a :
b
[ sg@a=tm 1@ 50 - @@ - [ r0awa
Et, bien entendu, on a des énoncés analogues pour des fonctions f et g de classe C! sur |a, b] ou Ja, b[.

Ezemple

1
L’intégrale / 7 s dt est convergente car, si  €]0, 1] on a :
0

1 1 ! 1
1 1 1 1 1

/ fcosfdt:—/ t-|sin— dt:msinf—sinl—i—/ sin — dt
z b t = t T = t
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1 ! | Y11
et, comme lim z -sin— = 0 et lim sin —dt = / sin — dt existe, on obtient que / — cos — dt est
z—0 x z—0 t 0 t o U t

1
1
convergente et vaut —sin1 + / sin n dt.
0

Proposition 4 (Changement de variable)
Soient f une fonction continue sur [a, b[ et ¢ une fonction de classe C! sur [, B[ & valeurs dans [a, b].

Pour tout = € [, B[ on a :
e(z)

| s ewa= [ seas.

e(a)
Alors, si I'un des deux membres de cette égalité a une limite quand x tend vers (3, 'autre membre aussi et ces
limites sont égales :

B »(z)
| rene@a=tm [ s

z—0

Ezxemple

1
L’intégrale / costdt est convergente car, si x €]0, 1], on a :
0

1 1

1

— costdt=2/ cos(z?) dx
/x \/i vV

1
et, comme x — cosx? : [0, 1] — R est continue, on obtient que I'intégrale /
0

1 1
1
— costdt:2/ cos(z?) dz .
/o Vi 0

Exercice 5.4.1 Quelle est la nature (convergente ou divergente) des intégrales généralisées suivantes.

+oo +o0 400 2
t t
i) Ot i) cos (et) dt ; i) 8 ° .
1 t 0 0

t

Sl -

costdt est convergente et

Sl=

que :

5.5 Intégrale généralisée d’une fonction positive ou nulle : fonctions intégrables.

Proposition
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b (resp. |a, b]) et positive ou nulle. Pour que U'intégrale de f
sur [a, b[ (resp. Ja, b]) converge, il faut (et il suffit) qu’il existe une constante M positive telle que :

T b
Vo € [a, b] (resp.a,d]) / f@)dt< M (resp./ f@)dt < M).

Preuve
x b

En effet, la fonction 2 — F(x) = / f(t)dt (resp. / f(t) dt) est monotone croissante et donc a une limite

a x
quand z tend vers b (resp. x tend vers a) si et seulement si F' est majorée.
|

Corollaire 1
Si f et g sont localement intégrables et positives ou nulles sur [a, b[ (resp. Ja, b]) et si, pour tout ¢t €]a, b,
7(6) < g(t), alors
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b b b b

(i) Si / o(t) dt existe, / F(t) dt existe et on a : / F(t)dt < / o(t) dt.
ab a a X a

(i) Si / f(t) dt n’existe pas, il en est de méme de / g(t) dt.

Ex.1 [a7 b[: [17 +Oo[v f(t) = €_t2 s g(t) =e!

—+ oo
Comme, pour tout ¢ € [1, +0o[, 0 < e ¥ < e, et que / e~ ! dt existe (et vaut Xlirfm —e ¥ =1),
o0 5 !
/ e~ dt existe.
1

+oo X 1 X
On en déduit que, pour tout a € R 7/ e~ dt existe (écrire que/ e dt = / et dt+/ et dt).
a a a 1

™2t m 1 _ 1 /2
Ex.2 L’intégrale / —— est divergente car, pour ¢t € }0 , f} , - < — et / — est divergente.
0 sin 2 t ~ sint 0 t

Ex.3 L’intégral /+OO dt
X. intégrale —_—
& 1 tvt—1

2 + oo
t t h des intégral / di t / di t
est convergente car chacune des imtegrales € es
& & 1 tvt—1 2 tvt—1

convergente.

Corollaire 2
Soient f et g deux fonctions localement intégrables et positives ou nulles sur [a, b[ (resp. ]a, b]).
S’il existe deux constantes strictement positives ki, ko telles que, pour tout ¢t €]a, b[ on ait :

ki f(t) < g(t) < k2 f(D).

b b
Alors, pour que l'intégrale / f(t) dt existe, il faut et il suffit que I'intégrale / g(t) dt existe.
a a

Corollaire 3
Soient f et g deux fonctions localement intégrables et positives ou nulles sur [a, b] (resp. ]a, b]).

b
Si f(t) ~ g(t) lorsque ¢ tend vers b (resp. tend vers a), alors l'intégrale / f(t) dt est convergente si et seulement
a

b
si intégrale / g(t) dt est convergente.
a

1
Ex.1 [a, b[=[1, + oo, f(t) := =y g(t):
. f® . oo : : N
Alors lim —=+ =1 et donc, puisque — est convergente si et seulement si v > 1, 'intégrale
t—+ oo g t) 1 t

=—.,7>0
Int+tY v

+ oo d
——— est convergente si et seulement si v > 1.
/1 Int+ 00 & 7

est convergente car quand ¢ tend vers 1.

/1 dt
0o V1—1

t

Ex.2 L’intégrale

1 1
Vi—8 301

int ' int
i dt est divergente car / % dt Vest.
0

1
Ex.3 L’intégrale/ ¢
0

1 0 2
Int 14
Eneffet,pour0<x<1,0na/ %dt:/ st:—%eooquandxHO.
¢

0 nx
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5.6 Condition nécessaire et suffisante de convergence d’une intégrale généralisée :
le critere de Cauchy.

Théoréme

Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b[ (resp. Ja, b]).
b

Alors I'intégrale / f(t) dt (resp. / f(t) dt) est convergente lorsque x tend vers b (resp. vers a) si et seulement
/ ft)dt| <e
T

Soit F(z) = f(t)dt, F admettra une limite quand x tend vers b, par valeurs inférieures, si et seulement

si, pour tout € > 0, il existe z. € [a, b[ (resp. ]a, b]) tel que :

’ "
(*) re.<a' <z’ <b

(resp.a<z’<z' <z

Preuve

a
si, pour toute suite (2n)n de points de [a, b convergente vers b, la suite (F(z,)), est convergente (cf. cours de
premiére année), ce qui est équivalent & dire que la suite (F(z,)), est de Cauchy dans K.

Or F(zq) — F(zp) / f(t)dt.
Par suite, si (z,), est une suite de points de [a, b convergente vers b, la condition () implique que la suite
(F(xp))n est de Cauchy, et donc qu’elle est convergente

Réciproquement, si hrr%) F(x) existe, et vaut / f(t)dt, pour tout € > 0, il existe z. € [a, [ tel que, pour tout

—/ab f(t)dt| <

x<b

y € [zc, b] on ait :

Ainsi, sion az. <2’ <z” <b, on aura :

w// 8 E
|F(2") — F(2')| = / fydt| < -+ - =¢

o 22

c’est-a-dire (x).
O
Ezxemple
e T gint

L’intégrale —— dt est divergente pour tout a < 0.

1
En effet, pour tout entier n > 1 :

@2n+1)T  _: ¢
/ sin di
2

nm

(2n+1)m
> (2nm)” ¢ / sintdt =2 (2nm)”“
2

nim

ce qui contredit le critere de Cauchy.

Définition - Intégrale absolument convergente.
Soit f une fonction localement intégrable sur [a, b] (resp. sur |a, b]).

On dit que l'intégrale / f(¢t) dt (resp. / f(t) dt) converge absolument en 2z = b (resp. en x = a) si I'intégrale

T b
/ |f()| dt (resp. / |f(t)| dt) est convergente en x = b (resp. en z = a).

xr
De méme, si f est localement intégrable sur ]a, b[, on dit que lintégrale de f sur ]a, b est absolument
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convergente si I'intégrale de |f| sur Ja, b[ est convergente (i.e. si pour un élément ¢ €]a, b[ chacune des intégrales
b

/c |f(®)|dt et / |f(t)] dt est convergente). A

(&
Il résulte de cette définition et du théoreme précédent que :

Corollaire

T b
Avec les hypotheses du théoreme, si 'intégrale / |f(t)]dt (resp. / |f(t)| dt) est convergente en x = b

x b
(resp. = a), l'intégrale / f(t)dt (resp. / f(t)dt) est convergente en x = b (resp. x = a) et on a :
a

/a " ey dr
b

En d’autres termes, si I'intégrale / f(t) dt est absolument convergente, elle est convergente.
a

b
< / F(1)]dt

Preuve
Cela résulte de I'inégalité :

"

< [ el

a<z <z’ <b

/x F(t) dt

I f(t)dt‘ < [ il

et de l'inégalité :

/x " ey di

a<z<b |,

(resp.

b
< / F(8)]dt).

5.7 Fonctions intégrables.
Définition - Fonction intégrale sur I.
Soient I = (a, b) un intervalle de R avec —oco < a < b < + o0 et f: I — K une fonction localement intégrable

b
sur I. On dit que f est intégrable sur I si I'intégrale / f(t) dt est absolument convergente. A
a
En particulier, si I est un segment [a, b] de R et f Riemann-intégrable sur [a, b], f est intégrable sur I car
alors | f| est aussi Riemann-intégrable sur [a, b].

La proposition suivante donne un critére pratique commode pour reconnaitre si f : I — K est intégrable.

Proposition
Soient I = (a, b) un intervalle de R et f: I — K une fonction localement intégrable sur I.
Alors f est intégrable sur I si et seulement si il existe une fonction g : I — R intégrable sur I telle que :

(x)  viel , |f(O) <g(t).

Preuve
Soit f : I — K intégrable sur I. Posons, pour tout t € I, g(t) := | f(¢)].

La fonction g est localement intégrable sur I et, par définition, l'intégrale / g(t) dt est convergente.
a
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Réciproquement, supposons que f : I — K soit localement intégrable sur I et satisfasse a la condition de
domination (%). La fonction g étant intégrable sur I, elle satisfait donc au critére de Cauchy aux extrémités a
et, ou b de l'intervalle 1.

Dans tous les cas, pour tout € > 0, il existe des nombres réels A, , B, (a < A. < B: < b) tels que :

Ae b
og/ gyt <e et og/ () dt.

0 B.
b
On en déduit immédiatement que 'intégrale / |f(t)| dt| satisfait le critere de Cauchy en a et b, et qu’elle est

a
donc convergente : la fonction f est intégrable sur I.
O

5.8 Etude de quelques exemples.

1
1
Ex.1 L’intégrale / Int-sin n dt est convergente.
0

En effet, V¢ €]0, 1],

1 1
Int-sin t‘ < |fnt], et comme lintégrale / |fnt|dt est convergente
0

1 1
1
(/ (—fnt)dt =t(1—Int)|: = 14+x(lnz—1)), intégrale / Int-sin 7 dt est absolument convergente,
T 0
donc convergente.

T Int-cost

Ex.2 L’intégrale / dt est convergente car, pour tout t > 1 :

1 $3/2
Int-cost nt  AInt 1 < 1 0 1
$3/2 Sog3/2 ? ’ $3/2—¢ e’ $3/2—¢ <E€< 5
nt Int
ou M, =sup — < emarque e li =0).
u M, t;l[l) i + oo (remarquer qu m = )
Et o t fe puisque - 1, il en xésulte que lintégrale [ L1005t 4y
comme 13/2-< est convergente puisque 5 —¢ > 1, il en résulte que l'intégrale : VEIE
est absolument convergente, donc convergente.
+ oo
Ex.3 Pour tout entier n € N, I'intégrale t" e~ b dt existe et vaut n! car t — t"e” ! : [0, +oo[— R est

0
continue et, en écrivant t" e~ t = t" e /2.7 /2 et en remarquant que . lim t"e ! =0, il vient que :
——+ o0

VE=0 , the t<c,e V2 aveccnzsupt”e_t/2<+oo.
>0

=+ oo —+ oo
L’intégrale / e~ /2 étant convergente, l'intégrale / t" e~ ' dt est aussi convergente.
0 0

X
Soit alors X > 0, et calculons / t" e~ ' dt. En intégrant par parties, il vient que :
0
X X
/ t"e*tdt:—X”e*X—l—n/ t"temtdt.
0 0

+ oo
En faisant tendre n vers + oo, on obtient t"e tdt=n / t"letdt, n> 1.
0

+ oo
/
—+ oo
/ t"e tdt =nl.
0

+ oo
Comme / e~ 'dt =1, on obtient que
0
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Ex.4

Application : Développement asymptotique de la transformée de Laplace.
Proposition
Soit f: [0, +oo[— C une fonction de classe C™, dont la dérivée d’ordre m > 1 est bornée sur [0, + oof.
—+ oo
Alors, pour tout A > 0, la transformée de Laplace de f, F(\) := / e~ . f(t)dt est convergente.
0
De plus, lorsque A tend vers + oo, on a :

m—1
F(\) = Z f(k)(())./\7(k+1)+0()\7(m+1)).

k=0

Preuve
La formule de Taylor & 'ordre m pour f donne, pour tout t € [0, + oo :

—

m—

f@t) =

k=0

(k) m
f k!(O) .tk+%.f(m)(9) , 6€l0,1].

Si C désigne une borne de |f(™)| sur [0, +oo[, on obtient :

m—1
PO t
< . .
1£()] < k}_g: AR e

—+ oo
ce qui prouve que l'intégrale F'(\) = / e~ f(t) dt est (absolument) convergente et, comme pour tout
0

+ oo
entier k > 0, e Mtk dt =kl AT D (poser s = A - t), on déduit le développement asymptotique

0
de F(\) annoncé.

+ o0 2
Pour tout entier n € N, I'intégrale I,, := / " e” T dt est convergente et on a :
0

(2n)!

= nopy Do

IQn—O—l =2".nl ) I,

2

—+ oo
™ 2
avec Iy = / e~ T dt. On verra au dernier chapitre que Iy = ”5' En effet, f(t) := t" - e” T est
0

continue, positive sur [0, +oo[ et vérifie pour t > 2, f(t) < t"-e~ ! : I, est donc convergente. De plus,
en intégrant par parties, pour tout X > 0, on a :

X 2 1 2 x X 2 t
/ t"em T dt = —t" -e_7|0+(n—1)/ t"T e T dt.
0 0

En faisant tendre X vers + 0o, on obtient la formule de récurrence I,, = (n — 1) I,,_5 de laquelle on déduit

+ o 2
les expressions de Io,4+1 (puisque I; = / toe” T dt = 1) et Iy, en fonction de Ij.
0

Comme pour 'application précédente, on obtient la :

Proposition
Soit f : [0, +00[— C de classe C™, dont la dérivée d’ordre m > 1 est bornée sur [0, + oo[. Alors, pour

+ oo 2
tout A > 0, Uintégrale I(\) := / e~ T f(t)dt est convergente. De plus, lorsque A tend vers + 0o, on
0
a:

m—1
I m
I\ = Z kfl? FR0) AT oA
k=0

).
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Ex.5

Ex.6

L T gint
L’intégrale —— dt est convergente si et seulement si a > 0.

En effet, on sait déja que cette intégrale est divergente pour « < 0 (critere de Cauchy non satisfait).

sint

1 Heo
Pour « > 1,ona:Vt>1, < = et, comme / - est convergente pour a > 1, I’intégrale
1

+o0 3

sint . sint s

o dt est absolument convergente, donc convergente : la fonction ¢t — o est intégrable sur
1

[1, 4 oof pour o > 1.

b'e

sint
Pour 0 < a < 1, considérons pour tout X > 1 Uintégrale / o dt. En intégrant par parties on a :
1

X b'e
sint cos X cost
/ T dt = COS ]. — . — / TH dt .
1 t X 1t

+ oo
cost
Comme précédemment, I'intégrale / sy ——7 dt est absolument convergente puisque a + 1 > 1, et donc
1 .
. . o ., sint
comme Xhm existe, et vaut 0, on en déduit que l'intégrale / o dt est convergente et que
—+ oo =+ oo
sint cost
/ Tdt*COSlfoz/ T—‘,—ldt
1 t 1 t
Remarque

+ oo 1
in sint
Pour a > 0, I'intégrale / o dt est convergente si et seulement si o < 2 car l'intégrale / —dt
0 0

est convergente si et seulement si o < 2.

=+ oo
L, sint
L’intégrale / o dt est absolument convergente si et seulement si o > 1.
1

+ oo
t
Compte tenu de l’exemple 4, il nous suffit de vérifier que l'intégrale / |s1n |dt est divergente
1
pour o < 1.
. . . "7 |sint|
Soit n € N*, et considérons F'(nw) = . dt. On a :
1
¢ k+1 7r t
[ L S [
km
o /(k+1)7r | sint| 0 /(k+1)7r—7r/4 | sint| 0 s V2 kD T=n/4 gy N N 1
T — — 2 =
kT t - km+m/4 te - 2 km+m/4 t - 2 2 ((k + 1)7(—)&
1
La série | — étant divergente (puisque o < 1), ona lim F(nw) =+ o0 et donc :
ke k>1 n—+ oo
t
lim F(X)= lim S lsind
X—4+ o0 X—4 o0 1 te

Remarques

sint
(1) On déduit de ce calcul que la fonction ¢t — % est intégrable sur [1, + oo[ si et seulement si o > 1,

—+ oo
. sint
et cependant l'intégrale / o dt existe pour tout o > 0.
1

sint
(2) De méme, la fonction t — o est intégrable sur [0, + oo si et seulement si 1 < « < 2, et cependant

T gint
I’intégrale / o dt existe pour tout 0 < a < 2.
0
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1
Ex.7 L’intégrale / t* sin n dt est convergente si et seulement si a > —2.
0

1 1/z  _:
1 sin s
/ to‘sinfdt:/ —ds
x t 1 Sa+

et cette expression a une limite quand x — 0T si et seulement si « +2 > 0, i.e. @ > —2 (cf. exemple 4).

Ex.8 (Inégalité de Hardy)

En effet, pour 0 <z < 1,on a:

Proposition
Soient f : [0, + oo[ — R une fonction continue et g la fonction définie sur [0, 4 oo[ par :

g(t) = %/0 f(s)ds st t#0
9(0) == f(0)

Alors g est continue sur [0, 4+ oo[ , dérivable sur ]0, + oo .

—+ oo —+ oo
De plus, si l'intégrale / |f(t)|? dt est convergente, I'intégrale / lg(t)|? dt est aussi convergente et
ona: 0 0
+ 0o ) + oo 1 t
[ e = [ [ e
0 0 0
Preuve

Que g soit continue et dérivable sur ]0, 4+ oo[ résulte des propriétés de l'intégrale. En particulier, on a :

2 + 00
dt < 4 / |f ()% dt
0

Vtel]o, +ool , (tg)(t) = f(t)
e g/(t) = 7 1(6)~ 7 g(0).
Par ailleurs, puisque g(t) — g(0) = % / (f(s) — f(0))ds, et que f est continue en 0, on obtient que

th%lJr (g9(t) — g(0)) = 0 (cf. Chapitre IV - %4)

Soient € et X tels que 0 < € < X. En effectuant une intégration par parties, on obtient :

X X
/ Od = lg(@) — X[g(X)? + 2 / £(t) - g(t)dt.

En faisant tendre ¢ vers 0, cela donne :

X X X
/ oA = 2 / £(t) - gty dt — X[g(X)P < 2 / £(t) - g(t) dt
0 5 5

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

X ) b'e ,
/0 lg)[*dt < 2 (/O £ (1) dt)

X X + oo
. 2 2 2
e, /O g2t < 4/5 FORd < 4/0 O dt.

1 1
2 2

- ( / ) g<t>|2dt>

+ oo
Par suite, I'intégrale / lg(t)|? dt est convergente et vérifie :
0

+ oo + oo
/ g2 dt < 4/ )Rt
0 0
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Exercice 5.8.1 On considére la fonction f : I — R définie par :
flx) = 242)"" fn(1+4z)|73/? sinzx, zxel=]—1,+o00.
1) Soit J = (o, B) avec —1 < oo < B < 400. Rappeler ce que signifie ”f est localement intégrable sur lintervalle
J”.
2) On partage Uintervalle I selon :
I=]-1,-1/2]U[-1/2,0[U]0,2] U [2,400].
Ezxpliquer pourquoi f est localement intégrable sur chacun des quatre sous-intervalles ainsi mis a jour.

3) Déterminer la limite de f lorsque © € I tend vers —1. Quelle est la nature de lintégrale généralisée
:11/2 f(x) dx ? Justifier.
4) Donner un équivalent de f lorsque x tend vers 0. Quelles sont les natures des intégrales généralisées
f31/2 f(x) dz et f02 f(x) dz 2 Justifier.
5) Montrer que :

If(z)] < 2=t (Ina)~3/2, Va e [2,+o0[.
6) Calculer f;oo z! (Inx)~3/? d.

7) Expliquer pourquoi [ est intégrable (c’est a dire absolument convergente) sur Uintervalle [2,+o0].

8) Quelle est la nature de lintégrale généralisée fjfo f(z) dz ? Justifier.

9) Quelle est la nature de l'intégrale généralisée fjloo (2+2)7 ! sinz dx ? Justifier.

Exercice 5.8.2 Soit f : [0, + oo[— C continue telle que ’intégrale f0+oo f(t) dt soit convergente.
Montrer que, pour X\ > 0, la transformée de Laplace de f F(\) := 0+°° e~ M f(t)dt est convergente.

(Indication : Effectuer une intégration par parties en introduisant la primitive ¢(t) = f(f f(s)ds de f sur
[0, 4+ oo] qui s’annule en t =0).
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6 Séries et Intégrales.

Ce chapitre est consacré a la comparaison d’une série de terme général [up = f(k)]xen ol f est une application

+ oo
f:]0, +o00[— R et de l'intégrale / f(¢)dt.
0

6.1 Séries.

Soit (un)nen une suite de termes réels ou complexes.

n
On appelle série de terme général [u,],en la suite (S, )nen de terme général S, := Z U .
k=0

On dit que la série [uy|nen est convergente (resp. divergente) si la suite (Sp)nen est convergente
(resp. divergente) ; S,, est appelée somme partielle d’ordre n de la série [uy]nen -

Si la série [un]nen est convergente, ¢’est-a-dire si la suite (S, )nen est convergente, et si S = nl}gloo S, , on note
+ oo
S = Z uy , et S est appelée somme de la série [u,].
k=0
—+ oo
Dans ces conditions, on note R,, =S — S,, = Z ug , et on a nl}gloo R, = 0; R, est appelé reste de la série
k=n-+1

convergente [ty ]nen -

Dans ce qui suite, on va s’intéresser & des séries de terme général u,, de la forme : w,, = f(n) ou f est une
fonction f : [0, 4+ oco[ — R localement intégrable sur [0, 4 oof.

6.2 Séries et intégrales.

Le résultat essentiel de ce paragraphe est le

Théoreme 1
Soit f : [0, 4+ oo[ — R4 une application continue par morceaux, positive et décroissante. Alors :

(i) Les séries [/ ft)ydt — f(n)]
n—1
(ii) La série [f(n)]n>0 est convergente si et seulement si f est intégrable sur [0, +oo[ (i.e. : lintégrale

+ oo
/ f(¢) dt est convergente).
0

n+1
et [f(n) - / f) dt] sont convergentes.

n>1 n=0

n n n n+1
(iii) De plus, si t_l}Jrrlloo f(t) =0, les deux suites a,, = kzzo f(k) —/0 f)dt et b, = kzzo f(k) —/0 i f(t)dt

sont adjacentes.

Preuve

(i) La fonction f étant décroissante, on a : Vn > 1,

@t < [ fwa < -

ot done 0 < /: F@)dt— F(n) < f(n—1)— f(n).
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n
La suite (f(n)), étant positive décroissante est convergente ; il en résulte que la série {/ f@)ydt — f(n)
n—1 n>1
est convergente.

De méme, de (*) on déduit que :
n+1
0 < Jw- [ @ < S0 - s+

n+1
et donc que la série [ f(n) — / (@) dt] est convergente.
n n=>0

(ii) Il résulte de (%) que l'on a, pour tout entier n > 0 :

n+1 n n
(%) / fd < S Fk) < £(0)+ / f(t)dt.

k=0

n
On en déduit que la série [f(n)],>0 est convergente si et seulement si 'intégrale / f(t)dt a une limite
0

+ oo
quand n tend vers + oo, ce qui est équivalent a dire, puisque f est positive, que 'intégrale f(t)dt
0
est convergente, i.e. : f est intégrable sur [0, + oo (ce dernier point est une conséquence directe du critére

de Cauchy pour les intégrales généralisées).

Remarque
Il résulte de (xx) que, si la série [f(n)],>0 est convergente, on a :

—+ oo

/m fydt < S=Y f(n) < f<0)+/+oo ft)dt
0 0

n=0

+ oo + oo

et que / ft)dt < R, < / f(t)dt, ou R,, désigne le reste d’ordre n de la série [f(n)]n>0 -
n+1 n

Cet encadrement permet en général de mesurer la vitesse de convergence vers 0 du reste R,, ou encore la

rapidité de convergence de la suite (Sy,), vers S.
n+1
(iii) On a : ap—1 —an, = f(n+1) — / f(t)dt <0 d’apres (%), et donc la suite (ay,)n est décroissante.

n
n+2

De méme, b,41 — b, = f(n+1) — / f(t)dt > 0 d’apres (%), et la suite (b, )y est croissante.
n+1

n+1
De plus, comme 0 < a,, — b, < / f@)dt < f(n), et que li51_1 f(n) =0, les deux suites (ap), et (by)n

sont adjacentes, et convergent vers un méme nombre réel.

Applications
. 1
1) Soit f(t) = m , ER, te [O, +OO[
b'e
dt 1 1
Commeona/O (1+t)a:704+1 [(XJrl)“l_l} pour « # 1
¢ / Tod o x) 1
e =/{n our o =
o (1+1b)° P
1
on en déduit que la série de Riemann [a] est convergente si et seulement si o > 1.
n n>1
1
2) Soit f(t) := 7or1 avec d > 0. D’apres ce qui précede, la série [uy,], de terme général u, = 5 est
+ oo
convergente et donc son reste R, = Z FEIE) tend vers 0 lorsque n tend vers + co. Reprenant les
k=n+1
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inégalités (x) :
n+2 n+1
[ rwa < fmry < [ swar
n n
et donc, en sommant ces inégalités, on obtient pour tout entier n > 1 :
/+°° dt o </+°° a1
ntl o+ S s n P+ T §nd
, 1
Il en résulte que R, ~ 5P lorsque n tend vers + co.
n
1
3) Constante d’Euler : soit f(t) := —— ,t € [0, +o0].

1+t
11 résulte du point (iii) du théoréme que les deux suites :

1 1 1
—flnn+1) et bn:1+7+~--+T—£n(n+2)

1
n:l p— “ ..
a —|—2+ +n+1

convergent vers une méme limite, notée ~, et appelée constante d’Euler.

1 1
Onadonc:1+§+~~~+7:Zn(n)+’y+5n,avec lim &, =0.
n n

— 4 o0
1 1
En particulier, 1 + 3 + -4+ — ~ ¢n(n) quand n tend vers + co.
n

De plus, il résulte des inégalités précédentes que, pour tout entier n > 0, on a :

1 1 1
I+ -4t ———fnn+2) < 7 < 144+

v 1),
2 ntl 2 eI UUR )

Pour n = 0, on déduit que v €]0, 1[.

L’ingrédient essentiel de ce théoreme 1 est la comparaison de la série de terme général f(n) a la série de terme
n+1

général / f)dte.
n

Or, si f:[0, +oo[— K(R ou C) est de classe C*, on a, pour tout entier n > 0 :

n+1 n+1
(5 * %) / ft)ydt = f(n+1)—/ (t—mn) f'(t)dt.

Remarque 1
Cette relation (x %) n’est autre que la formule générale pour f de classe C! sur [a, b] :

b b
[ ra=p-ase)- [ ¢-arw.

Il en résulte que, pour tout entier n > 0 :

n

) [ = 0w - [ o roa

k=1
oupu(t)=t—kpourtelk, k+1[.
En d’autres termes, p(t) =t—FE(t), t € [0, + oo est la "partie fractionnaire” de ¢. En particulier, u est continue
par morceaux et vérifie : V¢ € [0, 4+ oo[, |u(t)| < 1.

On a alors le

Théoreme 2
Soit f: [0, + 0o[— K (R ou C) une fonction de classe C*.
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—+ oo
Alors, si |f’| est intégrable sur [0, + o0 , i.e. : si intégrale / |f'|(t) dt est convergente, la série [f(n)]n>0
0

+ oo
est de méme nature que l'intégrale / f()dt.
0

Preuve
=+ oo

+ oo
Puisque |u(t)] < 1 et / |f/(t)| dt convergente, I'intégrale / wu(t) f/(t) dt est convergente.
0 0

n
11 résulte de la relation (x x %) que la série [f(n)],>0 est convergente si et seulement si l'intégrale / f(t)dt a

0
une limite quand n tend vers + oo.

n
Si la série [f(n)]n>0 est convergente, on a donc lim f(n) = 0 et, la suite (/ () dt> étant convergente,
o0
0 n

n—-+

vérifie le critere de Cauchy :

Ve>0, dN. €N telque: N.<n<<m<

/nm f(t)dt’gg.

Ainsi, si X, Y > N, n=FE(X), m=E(Y), on aura :

/ f(t) dt‘ < g et (cf. remarque 1) :

X

X
/ [yt = fn) (X —n) - / (t— X) /(1) dt

/n Yy ar

+ oo
pour n = N! (> N.), puisque / |f'(t)| dt est convergente.

X
< |f<n>|+/ F0ld < e

0
De méme, pour m > n > N! on aura :

/mY F(t) dt

/XY £(t) dt /nm £(0) dt‘ +

+ oo
ce qui prouve que 'intégrale / f(t) dt est convergente.
0

Y
< |f<m>|+/ Fd < e

/my F(£) dt

Par suite :

< 3e

< ’/X f(t)dt‘—k

—+ oo n
Réciproquement, si 'intégrale / f(t) dt est convergente, en particulier, la suite < / f@) dt> a une limite
0 0 n
et donc la série [f(n)],>0 est convergente.

Ex.1 : La série {sm\/ﬁ

} est convergente.
n>1

n
in vt 1 t
Ici f(t) = # ,t € [1, +00[, est de classe C1 sur [1, +oo[, et f/(t) = —n sin vVt + C;ST)Q[.
1 1 oo
On a donc | f/(t)]| < o) + 5 lintégrale / |f/(t)| dt est donc convergente.
1

gy t Vo
Par ailleurs : / bmt\[ dt = 2 / s u du (poser u = \/E)

1 1 u
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dt a une limite quand n tend vers + oo : la

+oo s n .

sinu sinv/t

L’intégrale / du étant convergente, I'intégrale / t\[
1 u 1

sin

Y z 7 n
série de terme général est convergente.

sin[¢n(n)]

Ex.2 : La série {
n

} est divergente.
n=1
1
Ici f(t) = n sin[fn(t)], t € [1, +oo[, est de classe C* sur [1, + o[ avec :

)= 7%2 sin[fn(t)] + %2 cos[fn(t)] , |f' ()] < t%

+ oo
L’intégrale / | £/ ()] dt est convergente.
1

sin[fn(n))

Par suite, la série [
n

" sin[fn(t
} est de méme nature que l'intégrale / y dt lorsque n tend vers + co.
n>=1 1

Or / M dt = — cos[fn(t)] |7 = 1—cos[fn(n)]. On doit donc étudier la nature de la suite (cos[¢n(n)])n>1 -
1

Posons u,, = cos[¢n(n)]. Si cette suite (u,)n>1 était convergente, la suite extraite (ugn)p>1 serait aussi
convergente. Or ugn = cos(n fn2) qui est le terme général d’une suite divergente en vertu du lemme :

Lemme
La suite (cosn6),>0, 0 € R, est convergente si et seulement si § = 0 (27).

Preuve
Si cos(n @) tend vers £ quand n tend vers + oo, on déduirait de la formule :

cos(n+1)0 = cosnf - cosf —sinn - sin

que, sisind # 0, i.e. : @ # 0 (n), sin(n 0) aurait aussi une limite, et donc e’ = cosn 6+ sinn § aurait une limite
L quand n tend vers + oo. Mais alors |L| = 1 nécessairement et, comme et — eind it on obtiendrait
que : L =L-¢e" ie. :puisque L # 0 car |L| = 1, que e? = 1, et nécessairement § = 0 (27) ce qui impliquerait
sin § = 0, contrairement & notre hypothese.

Maintenant, si = 0(7), i.e. : @ = kr, k € Z, on aura : cos(nf) = cosnkm = (—1)"*, suite qui ne peut
converger que si k est pair, i.e. : 6 = 0(2m).

sin[fn(n))

Finalement, la série [
n

™ sin[fn(t
} est divergente puisque l'intégrale / w dt est divergente.
n>1 1

La technique d’intégration par parties utilisée au théoreme 1 peut étre itérée lorsque f est de classe C
avec k > 2 :

Théoreme 2’
Soit f: [0, +o0o[— K (R ou C) une fonction de classe C2.
Alors, si |f”| est intégrable sur [0, 4+ oo[ et si lir_gl f(n) existe, la série [f(n)]n>0 est de méme nature que

+ o0
l'intégrale / f(¢) dt.
0

Preuve
On part de la relation :
n+1

n+1
© [ ma = foen - [ @-nsma
ol f est de classe C! sur [0, + oof.

Soit maintenant f de classe C? sur [0, + oo| et appliquons cette relation & la fonction g(t) := (n+1 —t) f'(¢),
ce qui donne :
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n+1 n+1
/ (nt1—1) f (6 dt = o—/ (t—n)[= F/() + (n+1—1t) F(8)] dt

n+1 n+1
/ (t—mn) f'(t) dt—/ (n+1—t)(t—n)f"(t)dt

d’ou :

n+1 n+1
2/ (n=t) f'(t)dt+ f(n+1) — f(n) = —/ (n+1—1t)(t—mn)f'(t)dt.

Appliquant & nouveau la relation (v) a la fonction f, on obtient :

n+1

n+1
2/ Fydt = 2f(n+1)—2/ (t—n) f'(t) dt
n+1

2f(n+1)—[f(n+1)—f(n)]—/ (1 — 1) (t—n) f"(t) dt.

n

Finalement, on obtient :

n+1 n+1
(%) / ft)dt = %[f(n)—i—f(n—i—l)] _ f/ (41 —1) (t—n) f"(t) dt.

Remarque 2
Cette relation (v«) n’est autre que la formule générale pour f de classe C2 sur [a, b] :

b

b —a
| rwa = 2w s -5 [ e-ou-armae.

a

1
Posons v(t) := 3 (k+1—1t)(t —k) pourt € [k, k+ 1[,k € N. La fonction v est continue par morceaux sur

1
[0, 4+ oo et vérifie : |v(t)] < g pow tel0, +oof .
Par suite, en sommant de 0 & n, on obtient :

n

" 1 1 /M I
| soa = 3 s =51+ ro)-3 [ v o

k=0

=+ oo
et, si |f”] est intégrable sur [0, + oo[, 'intégrale / v(t) f"(t) dt est convergente.

Alnsi, si lilf f(n) existe, la série [f(n)],>0 est convergente (ce qui impliquera liIJP f(n) = 0) si et seulement
n— o0 n— o0
n
si 'intégrale / f(t)dt est convergente lorsque n tend vers + co. Comme pour le théoréme 2, en utilisant la
0

n
remarque 2, on montre que / f(t)dt a une limite quand n tend vers + oo si et seulement si l'intégrale
0

+ oo
/ f(¢t) dt est convergente. C.Q.F.D.
0

Ex.3 : La série {sm \/ﬁ} est divergente.
\/E n>1
. Sin\/i 2 " FtA Inté

La fonction f(¢) := i : [1, +00[— R est de classe C?, |f”| est intégrable sur [1, +o0[ , et I'intégrale

+oo

3 4

/ bu\l/%[ dt est divergente (effectuer le changement de variable s = /).

1
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+ oo
Le théoréme 2 ne s’applique pas & cet exemple : |f’| n’est pas intégrable sur [1, + oo puisque / () dt
1

est divergente.

Ex.4 : Formule de Stirling.

1
Soit la fonction f(t) := ¢n(t+1),t € [0, +oo[. Sa dérivée seconde f"(t) = — TETE est intégrable sur

[0, 4+ oo[ et pour tout entier n > 1, on a :

n—1 = 1 1t ()
/O (n(t+1)dt = kzzoén(kﬂ) 2[ﬁn(n)JrﬁTl(l)]ﬂL2/0 A +1?

c’est-a-dire :
1 1
nin(n)—n+1 = In(n!) — 3 m(n)+c— = /

1 + oo
01‘10:7/ ﬂdt
2 Jo (1+1)2

Finalement, on obtient, pour tout entier n > 1 :

20
-1 (L41)?

In(n!) = nﬁn(n)—n—i-%ﬁn(n)—l-(l—c)—i-o (;)

et, par suite :
n 1
n! = (E) “/n-\exp (O ()) , A=exp(l—c).
e n

n n
En d’autres termes : n! ~ (7) -v/n - X lorsque n tend vers + oco.

e
On peut préciser la constante A en utilisant le résultat du chapitre 4 sur les intégrales de Wallis :

Z Z
I, z/ cos™ tdt :/ sin™ tdt.
0 0

2p)! 227 . (p!)? /
On a vu que : Iy, = Epf)))z . 222ﬁ , Topta = (2]3_'(_1)1;' et I, ~ % lorsque n tend vers + oo. Il en résulte
n

que A = V27 et on obtient la formule de Stirling : n! ~ (e) V27n lorsque n tend vers 4+ co.
6.3 Formule d’Euler - Mac Laurin.

La méthode d’intégration par parties utilisée pour les formules (x x x) et (v) du paragraphe 2 peut étre itérée
a tout ordre.
Pour I'exprimer, introduisons les polynémes de Bernouilli (B,)py>0 définis par récurrence par les relations :

1
By=1 , B,=pB, avec/ B,(t)dt=0 pourp=1,2,---
0

1

La condition / B,(t)dt = 0 pour p > 1 détermine la constante d’intégration qui définit B, & l'aide de
0

Bll) = po—l .

1
et Bg(t):tQ—zH—g.

1
By(t)dt = 0 pour p > 1, on déduit que B,(1) — B,y(0) = / pBp_i(t)dt =0
0

En particulier, Bi(t) =t —
1
Par ailleurs, de la relation

S— ™=

pour p = 2.
De plus, ces polynomes possedent la propriété suivante :

VtER , B,(1—t)=(—1)"B,(t).
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En effet, cette relation est vraie pour p = 0 et p = 1. En 'admettant vraie au rang p, par dérivation, on obtient
que :
Bpi1 (1=1) = (= 1)P*1 By(t) + A

avec A = Bp41(0) [1 — (= 1)PH].

Sip+ 1 est pair, A = 0.
1 1
Et si p+ 1 est impair, comme / Bpii(1—t)dt = Bp+1(t) dt =0, on obtient encore A = 0.
0 0
Finalement, les nombres de Bernouilli b, := B,(0) vérifient :
(i) b, = B,(0) = Bp(1) pour p > 2
(ii) b, =0 pour p impair, p > 3.

On a alors :

Proposition (Euler - Mac Laurin)
Soit f: [0, 1] — C une fonction de classe C*°. Pour tout entier ¢ > 2, on a :

' — 1 - (p 1) (p—1) (=1 ' (9)
| 0 = S+ 101+ Y om0 - o)+ S8 [0 0w,

p=2

Preuve
On part de la relation (cf (% **) du paragraphe 2) :

[ swa = s~ [ erwa
- (oL e

1

= o)~ [ Boso

On utilise ensuite de maniere itérative 'intégration par parties suivante : pour tout p > 1,

1 1
) _ ®) (¢
| B sooa = — [ Baw oo

1

— (r+1) (1 (p+1) — ' (p+1)
= 1 {10 - 100 [ B @)

Remarque 1
Compte-tenu de l'expression de Ba(t), la formule d’Euler - Mac Laurin pour ¢ = 2 coincide avec la formule (v *)
du paragraphe 2.

Remarque 2
En considérant une primitive F' de f sur [0, 1], la formule d’Euler - Mac Laurin s’écrit sous la forme :

F(1) - F(0) = % [F'(1) + F'(0)] + Z (—1)p1 by

o FO )~ FO0)] + =1 / By FO 0y dr
. 0

p=2 ¢
Et si f: [a, b] — C est une fonction de classe C*°, ces expressions deviennent (poser ¢(t) := f ((b—a)t+a)) :

—a a —1)¢ b —a
wee) [ g0 = V3 @Y -0 B e 01 S e [ (12 500

p=2 p!
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—a

F(b)—F(a) = b- [F'(b)+F'(a +zq: Pt p —a)? [F<P)(b)—F<P)(a)]+(_qPq (b—a)* /b B, (Z_a) FltD(t) dt

cette derniére formule s’apparentant a une formule de Taylor dans laquelle les dérivées d’ordre supérieur sont
considérées en deux points.
En particulier, si @ = m et b = n sont deux entiers avec m < n, la formule (v#*) devient :

O N G SR T +Z 2D -0+ [ v 10 a

!
k=m+1 4 m
avec v, (t) := By (t—k)sit e[k, k+1[, k € N*.
On va en déduire le théoreme de Hardy qui est une extension des théoremes 1, 2 et 2’ du paragraphe précédent.

Théoréme (Hardy)
Soit f : [0, 4+ oo[ — C une fonction de classe C? avec ¢ > 2. On suppose que :

(i) f(t) tend vers 0 quand t tend vers + oco.

+ oo
(ii) f(@ est intégrable sur [0, +oo[, i.e. : 'intégrale / |f(9(t)| dt est convergente.
0

n
Alors, la suite a, := Z f(k) —/ f(t)dt est convergente, i.e. : lim a, existe. En particulier, sous les
0

n—-4 oo

—+ oo
hypotheses (i) et (ii), la série [f(n)],en et Uintégrale / f(t) dt sont de méme nature.
0

Preuve
Elle s’appuie sur la formule d’Euler - Mac Laurin précédente et sur deux lemmes élémentaires :

Lemme 1 +
Soit f : [0, + 00— C de classe C!. Alors , liin f(t) existe si et seulement si I'intégrale / f/(t)dt est
ST oo 0

convergente.

t
Cela résulte de la formule : f(t) — f(0) = / f'(s)ds
0

Lemme 2 (Dérivées intermédiaires)
Soit f : [0, 4+ oco[ — C une fonction de classe C9, avec ¢ > 2, telle que :

(i) f(t) tend vers 0 quand ¢ tend vers + oo, i.e. : , h}rn ft) =
(ii) f(9 est bornée sur [0, + oo, i.e.: sup |f(t)] < +oo.
te(0, 4+ oo

Alors, pour tout entier k € [1, ---, ¢ — 1], f*) () tend vers 0 quand ¢ tend vers + co.

Preuve

On remarque d’abord qu’il suffit de considérer le cas ou f est a valeurs réelles.

On démontre ensuite qu’il existe une constante ¢ > 0 telle que, pour tout polynome P de degré < q — 1, i.e. :
P e R;_1[X], on ait :

qg—1
[P (0)] < ¢ sup |P(t)]
k=0 tE[O ’ 1]
g—1 \E
Pour cela, on remarque que, pour tout A € R, P(\) = o P®)(0)
k=0
Ainsi, si Ay, -+, Aq sont g réels distincts de [0, 1], le systeme linéaire
q—1 AR
POy) =) 55 PP =1,
k=0
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détermine les P®)(0) a laide des ¢ valeurs P();) de P (le déterminant de ce systéme est un déterminant de
Van der Monde associé aux \;) et, en particulier, il existe des constantes ¢’ et ¢ positives telles que, pour tout
P e R;_1[X], on ait :

q—1 q
Z |P*)(0) d Z [P\ - sup |P(t)].
p—r i—1 tef0, 1]

En particulier, pour tout € > 0, et tout P € R,_1[X], on a :

=

[PP(0)]-e* < e sup [P(1)].

q
e te0, ]

(=)

(Appliquer la relation précédente & P.(t) := P(e - t).)
On applique maintenant cette inégalité au polynome de Taylor d’ordre ¢ — 1 de f en un point ¢t € [0, + o],

®) (¢
Z f - \¥ et, de la formule de Taylor & l'ordre k pour f :

flt+e) = Pf(g)+ziff<q>(9) D bclt t+e

on déduit que, pour tout t € [0, + oo :

e < 2c.l [sup |()|+€q sup |f(s)|]

k=0 €lt,+ o[ 4! sefo, + oof
En particulier, pour tout entier k € [1, ---, ¢ — 1], et pour tout ¢ € [0, + o[, on a :
(k) t (r__:q*k
F2OD e ot sup 7))+ 50— s 19| -
k! SE[t, + oo 4 s€[0,+ o]

On en déduit immédiatement de (i) et (ii) que, pour tout entier &k < ¢ — 1, f*)(t) tend vers 0 quand ¢ tend
vers + o0.

Fin de la preuve du théoréme Hardy : Il (faut et il) suffit de montrer que la suite (a,)nen est de Cauchy.
De la formule (vx % %), on déduit que, pour tous entiers m et n, avec m < n, on a :

1 d (—1)ett m
= = 5 L) = )]+ 3 (=17 2 [0 D) = 10 m)) + g [ 0 a
= q! m
La fonction v, étant bornée sur [0, + oo, on déduit des hypotheses (i) et (ii) que la suite (a,), est de Cauchy,

donc convergente.

Ezxemple

.. [sinyn ) . 1
Lorsque a > 0, la série [ [] est convergente si et seulement si o > 5
n
n>1

On donne maintenant quelques applications de la formule d’Euler - Mac Laurin aux restes de séries convergentes
et de sommes partielles de séries divergentes.

Application 1 : Développement asymptotique du reste de séries convergentes
SOient 5 > 0 et f(t) = t(sﬁ

sommant par rapport a k, on obtient, pour tout entier n > 1 et ¢ > 2 :

+ oo + oo q + oo Y 4o
/n téd% = % Z [f(k+1)+f(k)]+2( 1Pt by Z [F®=D (k+1)— f(p—l)(k)H(;) /n v () £ (t) dt

k=n p=2 p. k=n

. En appliquant la formule (vk*) avec a = k et b = k + 1, k entier > 1, puis en
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avec vy4(t) := By(t —k)sit e[k, k+ 1],k € N*.

Comme pour £ entier > 1, fO () = (=1) (6 +1)(642)--- (6§ + ) =—— et, puisque § > 0, on a :

$6+e+1
+ oo
1 1
72 flk+1) + f(k k6+1_2n6+1
+oo
STk 1) - f""”(k)] = ")
k=n

+ oo 1
/ v (t) f D) dt = 0 (W> , lorsque n tend vers + oo

puisque v, est bornée sur [0, + oof.
Finalement, en tenant compte de 'annulation des nombres de Bernouilli b, pour p impair > 3, on obtient le
développement asymptotique lorsque n tend vers + oo, avec ¢ = 2s + 1 :

+ oo il
1 1 1 6+1)(642)--(6+20—1) by 1
kz:% R T ; (20)! orar O\ et )

De maniere analogue, la formule d’Euler - Mac Laurin permet d’obtenir des développements asymptotiques de
sommes de séries divergentes. On en donne deux exemples significatifs.

Application 2 : Estimation de la constante d’Euler
Sif:]0, +o00[— C est de classe C*, en appliquant & nouveau la formule (vxx) aveca =ketb=k+1, k € N,
puis en sommant par rapport a Uentier k, on obtient pour tous entiers n > 1l et ¢ > 2 :

! — ; _1 n - et he (r=1(p) = flp-1) (=17 ny (a)
/Of(t)dt—kz_of(k) g ) + £+ 3 (177" R0 ) = FO7 0]+ /0 o(t) FO (1) dt

p=2
ol 14 a été définie lors de 'application 1 précédente.

——,t€[0, +oo[et n:=n-1. On obtient :

Appliquons cette relation & la fonction f(t) := 1

1 1 1 &b 1 1
fn(n) = 145+ ++Zp-np+cq+0<nq> , n— 400

n  2n =
q b q + oo + 0o 1

ol ¢g = Z 24 / va(t) fD(t) dt, et / v (t) fD(t)dt = 0 () puisque f9(t) =

= P 0 n—1 nd

q!
I Y . A
(=1) (t4 1)att
On a déja vu au paragraphe 2 précédent que :
1 1 .
1+§+~-.+E =tInn)+vy+e, , nggloo en=0.

On en déduit que ¢, = — pour tout entier ¢ > 2. Par suite, avec ¢ = 25+ 1 lorsque n tend vers + oo, il vient :

1T &by 1 1
Zk* () 47+ 50 =D 5 70 (omrt )
=1
expression qui permet une bonne approximation de la constante d’Euler .

Application 3 : Développement asymptotique de n!
On applique la formule précédente & la fonction f(t) := én(t+1),t € [0, + oo[. Pour tous entiers n > 1 et
q = 2, on obtient :

n—1 n—1 4
1 1
/0 tn(t+1)dt=> " In k+1)—*[fn( +en(1 Zp nP1+C;+O(nq1)

k=0 p=
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+ oo 1

na—1

q 00
o ¢ = Z b + (=1)* /+ v (t) fD(t)dt, et /
0 n

(q) _ (_1\9-1 (q - 1)'
Compte-tenu de la formule de Stirling vue au paragraphe précédent, on déduit que 1 —cj, = ¢n (v/27) pour tout
entier q > 2.
Finalement, avec ¢ =2s+ 1, on a :

n\" u boy 1 1
n!:(g) V2mn - exp <Z 26(%1)-71%1—&—0(”25)) , N — +00.

(=1

v (t) fO(t)dt = O( ) puisque

-1
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7 Intégrales dépendant d’un parametre.

Soient I = (a, b) un intervalle de R avec — oo < a <b< +o00, D une partie de R, f une fonction définie sur
DxI:(z,t)— f(z,t) € Ket zp un point de R = RU{— o0, +oc0}. On se propose d’étudier le probleme
d’interversion des opérations d’intégration par rapport a ¢ et de limite par rapport & x € D du type :

b b
lim / f(x,t)dt:/ Jim - f(z, t)dt.

z€D a z€D

7.1 Intégrale et convergence de suites de fonctions.

On rappelle tout d’abord les notions de convergence simple et de convergence uniforme sur un intervalle I de R
d’une suite de fonctions.

Définition
Soient f et fn(n € N), des fonctions définies sur I a valeurs dans K.

1. On dit que la suite (f,,)nen converge simplement vers f sur I si :

pour tout ¢t € I, la suite (f,(¢))nen converge vers f(t) dans K.

2. On dit que la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur [ si :

Ve >0,dIN eNtelquen > N=Vitel, |f.(t)— f(t)| <e.

1l est clair que la convergence uniforme de (f,), vers f sur I implique la convergence simple de (fy,)n vers f
sur I. On a alors les résultats suivants :

Théoréme 1
Soit (fn)nen une suite de fonctions continues f, : [a, b] — K.
On suppose que la suite (f,)nen converge uniformément vers f sur le segment I = [a, b]. Alors :

(i) f:[a, b] — K est continue.
b b b
@ dm [ pwa= [ g <= / f(t)dt>-

Théoréme 2

Soit (fn)nen une suite de fonctions continues f,, : I = (a, b) — K.

On suppose que la suite (f,,)nen converge uniformément vers f sur tout segment [a’, b'] de U'intervalle I = (a, b).
On suppose de plus qu'’il existe une fonction intégrable g : I — R telle que :

(x) VneN , vtel, |f.(t)]<g().

Alors :
(i) f:I — K est continue.

(ii) Les fonctions f, ,n € N, et f sont intégrables sur I et :

b b b
[ pa= [ o ( / f(t)dt).
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Preuve
Le point (i) des théorémes 1 et 2 résulte de la proposition générale suivante :

Proposition
Soit (fn)nen une suite de fonctions continues f,, : I = (a,b) — K uniformément convergente vers f sur
I'intervalle I. Alors f est continue sur I.

Preuve de la Proposition
Par hypothese, on a :

Ve>0, IN.eN telque n>N. =N , vtel , |fo.(t)— f(t) <e.

Soit maintenant ¢y € I et montrons la continuité de f en tg.
La fonction fy étant continue en tg, il existe n. > 0 tel que si |t —to| <. et t € I, ona: |fn(t) — fn(to)] < e.
Ainsi, si [t —tg] <n-ett€l,ona:

£ (&) = ftol < 1F(8) = SN+ [fn(8) = f(to)| + [f(to) — f(to)] < 3¢

Preuve du Théoréeme 1
Reprenant les notations de la preuve de la proposition précédente, on déduit, en intégrant sur le segment
I =]a, b, que, pour n > N, :

/ab fn(t)dt/ab ft)dt

Dot (i). O

b
< [ 10— f0ld <00,

v
Ex.1 Soit f, :t —sin™t: [0, a] — R avec 0 < a < — et n € N. Cette suite (f,) converge uniformément vers

la fonction identiquement nulle sur [0, a] car : Vt € [0, a], |fn(t) — 0] < sin"a et li+m sin” a = 0.
a— o]
a a
Par suite : lim sin” ¢t dt = / 0dt=0.
n—-+ oo 0 0
Ex.2 Soit (fn)n>1 la suite de fonctions f,, : [0, 1] — R définies par :
9 1
n?t  , 0<t< —,
n
1 2
fat) =< 2n—n?t | —<t< =,
n n
2
0 . Z<t<1
n

Cette suite (fy,)n>1 converge simplement vers f =0 sur [0, 1] et on a :

1 1 1 1
/Ofn(t)dtzl, nl}ﬂ_noo/o falt)dt =1, /Of(t)dt:/o 0dt=0.

On a 1 # 0. Ce n'est pas contradictoire avec le théoréme 1 car ici la suite (f,)n>1 ne converge pas
uniformément vers f sur [0, 1].
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Preuve du théoréme 2

Tout d’abord, il résulte de I'hypotheése (x) que les fonctions f, ,n € N, sont intégrables sur I. De plus, en faisant
tendre n vers + oo dans (%), on obtient que, pour tout t € I, |f(t)| < g(t).

La fonction f : I — K, étant continue d’apres (i), est donc localement intégrable sur I et vérifie la relation de
domination (%), elle est donc intégrable sur I.

Soit maintenant € > 0. La fonction g étant intégrable sur I, il existe A. et B réels tels que : a < A; < B: < b,

A. b
/ glt)ydt <e et / gt)dt <e.

B,

La suite (fy)nen convergeant uniformément sur l'intervalle [A. , B.], il existe N. = N € N tel que pour n > N

et pour tout ¢t € [A., B] :
€
— < —.

Il en résulte que, pour n > N, on a :

/ " - / " pwar

b b
/ (Falt) — £(1)) dt| < / Falt) — ()]t

A, B. b
<< +/A +/B) Fu®) — F()] dt

<2 +e+ 2 =5¢e.

Dot (ii). O

Remarque

En fait, le théoréme 2 implique le théoreme 1, il suffit de prendre g(t) := | fn.(¢)| + 2¢. La différence essentielle
entre le théoreme 1 et le théoreme 2 est que, pour le théoréeme 2, 'intervalle I = (a, b) n’est pas nécessairement
un segment fermé borné [a,b] C R. L’hypotheése supplémentaire introduite dans ce théoréme 2 est la condition
de domination uniforme (%) par une fonction intégrable g sur I = (a, b). En fait, ces deux théorémes admettent
une généralisation qui est diie a H. Lebesgue et qui est appelée théoréme de la convergence dominée :

Théoréeme 3 (Convergence dominée)

Soient I = (a, b) un intervalle de R, (fn)nen une suite de fonctions f, : I — K localement intégrables sur I.
On suppose que la suite (f,), converge simplement sur I vers une fonction f : I — K localement intégrable
sur I. On suppose de plus qu’il existe une fonction intégrable g : I — R telle que :

(x) VneN  vtel, |fo(t)]<g().

Alors les fonctions f et f, (n € N), sont intégrables sur I et on a :
b b b
lim / Fult)dt :/ lim  fa)dt | = / Ftydt) .
Preuve

La démonstration de ce théoréme est délicate et sera admise.

Remarque

L’hypothese ” f localement intégrable” (au sens de Riemann) est essentielle dans ’énoncé de ce théoréeme 3.
Par exemple, si on désigne par (¢, )nen Uensemble des rationnels de [0, 1] et, pour tout entier n € N, par
fn [0, 1] — R définie par f,(qx) =1 pour k=0, ..., net f(t) =0 sinon.

1
Alors, Yt € [0, 1], |fn(t)] < 1 et f, est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1] et vérifie / fa(t)dt = 0.
0
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De plus, la suite (fy,)nen converge simplement sur [0, 1] vers la fonction f : [0, 1] — R définie par f(¢) = 1 si
teQnJo, 1] et f(¢t) = 0 sinon.

Cette fonction n’est pas intégrable au sens de Riemann sur [0, 1]. Toutefois, cette fonction est intégrable au
sens de Lebesgue, d’intégrale nulle. En fait, ce théoréme 3 est un cas particulier du théoréme de convergence
dominée de H. Lebesgue : une fonction intégrable au sens de Riemann étant intégrable au sens de Lebesgue.

T ™
Ex.3 Soient f, : t — sin"t : [0, 5] — R et n € N. Cette suite ne converge pas uniformément sur [07 5] .
T
En effet, si (f,,), convergeait uniformément vers f sur [O, 5} , comme, pour tout entier n € N, f, est

7 0
continue sur [0, 5] , la fonction f : [07 5} — R serait continue. Or, ce n’est pas le cas car :

vt e [0, g[ , f(t):niiinoo sin"t =0,
f(g) :nEr-iI-loo sin™ gzl.

On ne peut pas appliquer le théoréme 2. Cependant, pour tout entier n € N, et pour tout t € [0, g} , on

a la relation de domination : |f,,(¢)| < 1. On peut donc appliquer le théoréme 3 qui conduit & :

™

lim [ sin"tdt — / 0dt = 0.
0

n—-+ oo 0

La condition de domination (x) par une fonction intégrable g est importante comme le montre I'exemple suivant :

Ex.4 Soit (fn)n>1 la suite de fonctions f, : [0, + oco[— R définies par :

1
-, 0<t<n,
fn(t) = "
0o , t>n.
Toute fonction g vérifiant () est telle que :
sup [fa(O] = a(t) <g(t),  a(t)=(1+E)"".

La fonction § n’est pas intégrable sur [0, +o00[ car :
n n 1
lim g(t) dt = lim - = +00.

n—-+oo n—-+oo
0 =17

Par conséquent, la fonction g ne peut pas étre intégrable sur [0, 4+o0o[. Les hypoth‘eses du théoreme 3
ne sont pas vérifiées. Ici, la suite (f,)n>1 converge uniformément sur [0, 4 oo[ vers la fonction f = 0.
Cependant :

~+ oo —+ oo
lim fa®)dt = 1 # / 0-dt = 0.
0

n—oo 0

7.2 Intégrale et continuité.

On commencera par quelques rappels sur les fonctions continues de deux variables.

Définition
Soient I = (a, b) et J = (o, §) deux intervalles de R, et f: J x I — K: (z, t) — f(x, t) une fonction.
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On dit que la fonction f est continue au point (g, tg) € J X I si :
Ve>0, I >0tel que:V(z,t)eJ XTI, |x—axo| <neet |t —to| <ne=|f(x,t) — flzo, to)| <e.
Et on dit que la fonction f : J x I — K est continue si elle est continue en tout point (xq, tog) € J x I.

En particulier, si f : J x I — K est continue, pour tout xy € J (resp. o € I), la fonction fy, :t+—— f(zo,t)
(resp. fi, : x+— f(x, to)) est continue sur I (resp. J).

Le théoréme de Heine affirmant que toute fonction g : [a, b] — K continue sur le segment [a, b] est uniformément
continue sur [a, b] s’étend aux fonctions continues de deux variables :

Théoreme

Soit f : [a, B] X [a, b] — K une fonction continue.

Alors f est bornée et uniformément continue sur [a, §] X [a, b], ¢’est-a-dire satisfait & la propriété :
YVe>0, In. >0 telque VY(z,t), (2", )€ [a, ] x[a,b] vérifiant : |z — 2’| < 7 et |t — | < ne
alors  |f(z,t)— f(«', t')] <e.

On peut maintenant énoncer les théorémes de continuité.

Théoréme 1 (Continuité)

Soient I = [a, b] un segment, J = (a, B) un intervalle de R, et f: J x I - K: (z, t) — f(z, t) une fonction
continue.

Alors la fonction F : J = («, 8) — K définie par :

b
Veed , F(x):/ flz, t)dt
est continue sur J.

Preuve
Soient xg € J et [, B1] un segment tel que zg € [y, B1] C J, avec xg €lay, B1] sl g # « ou 29 # S. La
fonction f étant continue sur [ay, £1] X [a, b] y est uniformément continue. Par suite :

Ve >0, In.>0 tel que V(z,t), (2', ) €lar, B1] x[a, b] avec |z —2'| <n. et |t —t'| <ne

implique |f(x, t) — f(2', t')] < €.
En particulier, pour tout € [a7, 1] vérifiant |z — 29| <79, on a :

vt € [avb] ) |f($,t)—f(l‘0,t)| <e.
Quitte & diminuer 7., il en résulte que, pour tout € J vérifiant |z — zg| < 7., on a :
b
F@) = Flol < [ 1f(e,0) = Fleo, O] di < <6- )

ce qui prouve la continuité de F' au point xy € J. O

1

Ex.5 Soit F:R - R, 2+ F(z) := / sin(tx) dt. Alors F' est continue sur R.
0
En effet, f(x, t) := sintz est continue sur R x R.

Remarque : En effectuant le changement de variable s = tx, z # 0, dans I'expression de F', on obtient que :
1 xT
Ve#£0 , F(z)=-— / sin s ds
T Jo

et, par ailleurs F'(0) = 0.
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Ex.6 Soit f:]0, +oco[— K une fonction continue. Alors la fonction F' définie sur [0, 4 oo[ par :

F(x) ::% /0-@ ft)dt siz#0
F(0) = f(0)

est continue sur [0, + oof.
En effet, en posant t = s - x, on obtient que, pour tout = € ]0, oo , F(x) = / f(t-x)dt; expression
0

encore valable pour x = 0.
Le théoreme 1 de continuité conclut alors a la continuité de F' sur [0, + oo].

Corollaire
Soient I = (a, b), J = (a, B) deux intervalles de R, f : J x I — K une fonction continue, et v, v: J — I deux

fonctions continues.
v(z)

Pour tout x € J, on pose : F(z) = / f(z, t)dt.
u(x)
Alors la fonction F': J — K : 2 —— F(z) est continue.

Preuve
Soit zg € J, et considérons comme précédemment un segment [y, B1] tel que z¢ € [aq, f1] C J, avec

xg €]ay, Bi] si g # a ou zg # .
Les fonctions u et v étant continues sur [a;, 81], il existe a1, b tels que :

[al, bl] cl= (Cl, b) avec u([al R ﬂl]) C [a1, bl} et ’U([Oél s ﬁl}) C [a1, bl}
La fonction f étant continue sur [y, (1] X [a1, b1] est bornée. 1l existe donc M; > 0 tel que :
V(z,t) €lar, fi] x a1, ba] , [f(z, )] < M.

On a alors, pour tout = € [ay, 1] :

u(zo) v(z0) v(z)
|F(z) — F(zo)| = o, ) di + / (F(a. t)— f(xo, 1)) dt + / f, t)dt
u(x) u(zo) v(zo)
v(zo) v(zo)
< My [Ju(z) — u(awo)] + [o(z) — v(zo)[] + / flo, t)dt / Fo, t)d].
u(zo) u(zo)

v(zo)
La continuité des fonctions x — u(z) , © —— v(z) et © — / f(z, t)dt sur J donne qu’il existe n. > 0
(z0)
tel que z € J avec |z — zp| < 1. implique que :
|F(z) — F(x0)] < 3e. O

Comme dans le paragraphe précédent, relatif aux suites de fonctions, ce théoreme 1 se généralise sous la forme :

Théoréme 2 (Continuité)
Soient I = (a, b), J = (a, B) deux intervalles de R, et f : J x I — K une fonction continue.
On suppose de plus qu’il existe une fonction intégrable g : I — R telle que :

() Vi@, t)edxI, [f(z, )] <g(t).

Alors :
(i) Va € J, la fonction t — f(x, t) : I — K est intégrable

et si on pose : Vo € J, F(x / flz,t)d

(ii) La fonction F': J — K: z — F(z) est continue.
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Preuve
Tout d’abord, puisque f : J x I — K est continue, pour tout « € J, la fonction ¢t — f(x,t) : I — K est
continue, donc localement intégrable sur I et, de la relation de domination (%), on déduit que cette fonction est

intégrable sur 1.
b

Ainsi, F(z) = f(z, t)dt a un sens pour tout x € J.

a
On reprend alors la démonstration du théoreme 3 de convergence dominée pour les suites de fonctions.
Soit € > 0. g étant intégrable sur I, il existe A., B, réels tels que : a < A. < B: < b,

A, b
/ g(t)dtgget/ gty dt < e

BE

On a donc, pour tout z € J :

Désignons par F. la fonction définie sur J par :
B,
Veed , F.x):= flz, t)dt
Aa

D’apres le théoreme 1 de continuité, F; est continue sur J. En particulier, si zy € J, pour ce méme ¢ > 0, il
existe n. > 0 tel que :
Veed , |lx—xz9l <ne = |Fe(z) — Fo(x0)| <e.

Finalement, pour z € J, |z — zo| < 7. on a :

/ fxtdt/ f(@o, t)dt] +
_|_/BE f(a:,t)dt—/BE f(xo, t)dt

e.: |F(x) — F(xo)| € 26 + e+ 2¢ =5¢,
ce qui prouve la continuité de la fonction F en zq . O

B.

|F(x) — (f(fﬂ, t) = f(xo, t)) dt

Remarque
Ce théoreme 2 de continuité peut se déduire directement du théoreme 3 de convergence dominée pour les

suites de fonctions. En effet, pour montrer que la fonction F' : z — F(x / f(z, t)dt est continue en

xo € J, il faut (et il suffit de) montrer que, pour toute suite (z,),>1 de points de J convergente vers xg, on a :
lim F(x,) = F(xo).

Soit alors (x,,),>1 une suite de points de J, convergente vers zy et posons, pour tout entier n > 1 :
fo I =Kt fp(t) = f(z,, ©).

La fonction f : J x I — K étant continue, on en déduit que la suite (f,), converge simplement sur I vers la
fonction continue t — f(zq, t).

De plus, pour tout entier n > 1, la condition de domination Vi € I, |f.(t)] < g(t) est satisfaite grace a
I'hypothese (x).

Le théoreme 3 de convergence dominée pour les suites de fonctions permet de déduire que :

b
lim F(x,) = /fn t)dt = / hm Il )dt:/ flzo, t)dt = F(xg).

n—-—+ oo n—-—+ oo
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De nouveau, la condition de domination (%) dans ce théoréme 2 est importante comme le montre I’exemple
suivant :

—+ oo
Ex.6 Soit F:[0, 1] = R:z+— F(x) ::/ re ' dt.
0

La fonction f : [0, 1] x [0, +o00[— R : (z,t) — f(x,t) = ze ' est continue. Cependant, on a
immédiatement que :

0 si =0
F(x){1 si zelo, 1]

F:[0, 1] — R n’est donc pas continue. En fait, la condition de domination :

Veel0,1] , YVtel[0, +oo] , |f(z,t)] <g(t) , avec g intégrable sur [0, + oof

1
n’est pas satisfaite (remarquer que sup |f(x, t)] = — pour ¢ > 1).
z€[0, 1] et

Compte tenu de cette remarque, on a aussi le

Théoréme 2’ (Continuité)
Soient I = (a, b), J = (a, B) deux intervalles de R et f : J x I — K une fonction. On suppose que :

(i) Va € J, Vapplication t — f(x, t) : I — K est localement intégrable sur 1.
(ii) Vvt € I, Papplication  — f(x, t) : J — K est continue.

(iii) Il existe une fonction intégrable g : I — R telle que :
(*) V@, t)edxI , [f(z, )] <g(t)
Alors :
- Pour tout x € J, la fonction t — f(x, t) : I — K est intégrable

et, si on pose : Vo € J , F(x /fz t)dt

- la fonction F : J — K : z — F(z) est continue.

Preuve

Que t — f(z, t) : I — K soit intégrable résulte de ’hypothese (i) et de la condition de domination (). Ainsi,
F est bien définie sur J. La continuité de F' sur J se traite comme dans la remarque précédente a 'aide du
théoreme de convergence dominée pour les suites de fonctions.

7.3 Intégrale et dérivabilité.

On rappelle tout d’abord la définition de dérivée partielle pour une fonction de deux variables.

Définition

Soient I = (a, b), J = (a, B) deux intervalles de R, et f:J x I —K: (z,t) — f(z, t) une fonction.

Soit (zq, tg) € J x I. On dit que la fonction f admet une dérivée partielle par rapport & x en (g, to) si la
fonction f, : x —— f(z, to) : J — K est dérivable en zy et on note :

of . f(wo+h, to) — f(x0, to)
9z (zo, to) = }Llﬂ% n = f,/to (o).
h#£0
zo+heJ
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De méme, on définit la notion de dérivée partielle par rapport a ¢ en (¢, to) :

f(wo, to+k)— f(xo, to)

ht'l t) = i = f' (tp).
at (‘TO? 0) kli% k faf(),( 0)
k#0
tot+kel
Remarque
. e . of  of - ) : o
L’existence des dérivées partielles % et o en (xg, tp) n'implique pas nécessairement la continuité de f en
x
0 0
(o, to). Par contre, si les dérivées partielles a—f et a—{ existent dans un voisinage de (xg, to) et si elles sont
x

continues en (xg, tg), alors f est continue en (zq, to).

On peut maintenant énoncer le premier théoreme de dérivabilité.
Théoréme 1 (Dérivabilité)
Soient I = [a, b] un segment, J = (a, ) un intervalle de R et f: J x I — K une fonction continue.
0 0
On suppose que f admet en tout point (x, t) € J x I une dérivée partielle a—f (z,t) et que 8—f I x I —-K
T T

est continue.

b
Alors, la fonction F': J - K: 2 +—— F(z) = / f(z, t)dt est de classe C! sur J et, pour tout z € J, on a :

b
F’(x):/ % (x, t)dt.

Preuve .
D’aprés le théoréme 1 de continuité, on a déja que les fonctions z —— F(x) = / flz, t)dt et
b af “
r+— G(z) = 9z (z, t) dt sont continues sur J.
x

a
11 reste & établir que la fonction F' est dérivable sur J et que F’ = G. Par ailleurs, en traitant séparément les

parties réelle et imaginaire, on peut toujours supposer que f est a valeurs réelles.
Soit ;g € J. Considérons comme précédemment un segment [ , 31] tel que 29 € [a1, B1] C J, avec zg €lay , fi]
si kg # a ou xp # B. Soit maintenant h # 0 tel que xo+ h € [ag, f1]. On a:
F h)—F b9 b h,t)— 1) 0
(zo + 1) (xO)_ —f(xo,t)dt:/ |:f(x0+ ) — flzo, 1) f
a

A . ax A - aix (.1'0, t) dt.

Appliquant la formule des accroissements finis & la fonction réelle f, pour tout ¢ € [a, b], il existe 6; € R, avec

0 <6 <1 tel que :
f(xo'i_hvt)_f(x()at):ai
h ox

(iL‘o-i-et'h,t).

d
La fonction of étant continue sur [y, 1] X [a, b] y est uniformément continue. Donc :
x
Ve >0, In. >0 tel que : V(z,t) , Y(a', t') €lar, 1] x [a, b] avec |z —2'| <n. et [t —t'| <ne

of 5}
impli = (z,t)— 2= (o', V)| <e.
implique |2 (@ 1)~ 2 (01 >\ E
En particulier, pour tout « € [a1, 1] vérifiant |z — 29| <., on a:
of of
=L <A <e.
Vtela,b] o (x,t) P (azo,t)‘\e

Quitte & diminuer 7. , il en résulte que, pour tout h # 0 vérifiant zo +h € J et |h| < 7. on a :

F(l‘o + h) — F(x0) b af
_ ZJ <e-(b—
Y T (o, t)dt| <e-(b—a)
ce qui prouve que F est dérivable en z( et que F'(z¢) = G(zg). ]
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2 .
Ex.7 SoitF:R—ﬂR;x._)F(m);:/ Mdt'
1

2
1

Alors F est de classe C! sur R et, F'(z) = / cos(tz)dt = = (sin2x — sinz) pour =z # 0 et
1 €T

2
F’(O):/ 1-dt=1.
1

Remarque : En effectuant le changement de variable s = tx dans 'expression de F', on obtient pour x #£ 0 :

2x
sin s 1
F(z) = . ds et, on retrouve ainsi que F'(z) = - (sin2x — sinx) pour x # 0 par dérivation de

x
cette intégrale, fonction de ses bornes.

Ex.8 Soit f : [0, + oo[ — K une fonction de classe C*.

x
Alors la fonction F définie sur )0, +oo[ par F(z) := / f(t)dt, x > 0, se prolonge en une
0

TR | =

fonction de classe C* sur [0, + oo[ et, pour tout entier k¥ > 0, et pour tout € [0, + o[ , on a :

1
FO) (g) = / £ (1) dt.
0

On a déja vu, dans I'exemple 6, que F se prolonge par continuité en x = 0 par F(0) = f(0), et que pour
tout > 0, F(x) = / f(tx) dt.
0

1
D’apres le théoreme 1 de dérivabilité, I’application F': z — / ftx)dt : [0, + oo — K est dérivable et,
0

1
pour tout z > 0 : F'(z) = / t f'(tz)dt.
0

Appliquant de maniére récurrente ce théoreme 1 de dérivabilité, on obtient que F est de classe C* sur

1
[0, + 00| et que, pour tout >0 : F¥)(z) = / t* ) (k) dt.
0

Corollaire
Soient I = (a, b), J = («, §) deux intervalles de R, f : J x I une fonction continue et v, v : J — I deux
fonctions continuement dérivables.

0

On suppose de plus que f admet en tout point (x,t) € J x I une dérivée partielle a—f (z,t), et que
T

of

:J x I — K est continue.

oz
v(w)
Alors, la fonction F : J - K:z+— F(z) = / f(x, t)dt est de classe C! sur J et, pour tout = € J, on a :
u()
Fl(z) = / 3 @ dt+ (@) - f(z, v(@) — (@) - f(z, u(2)).
Preuve

11 suffit de montrer que F est dérivable sur J de dérivée I'expression indiquée (utiliser le corollaire du théoréme
de continuité pour la continuité de F”).

De méme que précédemment en traitant séparément les parties réelle et imaginaire, on peut supposer que la
fonction f est a valeurs réelles.

Soit g € J, h#0 tel que zg +h € J,on a :

F h u(xo) v(zo) hot)— v(zo+h)
(wo +h) = Flzo) _ / mo-i—hﬂf)dt—&-/ f@oth,t) = flwo, t) / f(wo+h, t)dt.
h T Suaosn) u(0) h T (o)

v(@o) h,t)— t
D’apres le théoréeme précédent,/ f(@o + ’})L f(@o, 1)

u(wo)

v(o)

dt tend vers / (zo, t) dt quand h tend

u(zo)

ox

vers 0.

111



Par ailleurs, la formule de la moyenne permet d’écrire :

wwo) —ulwo +h) p b 6y(h))

1 u(zo)
7/ Flog+h, t)dt =
(

h u(xo+h) h
1 v(xzo+h) h) —
h/( ) f($0+hat)dtzv(x0+ })l Hao) f(zo + I, 62(h))

ot 01 (h) est compris entre u(xg) et u(zo + h), O2(h) entre v(zp) et v(xg + h).

1 u(xo)
Ainsi, puisque u, v sont dérivables en zy et f continue sur J x I, les expressions 7 / flzo+h, t)dt et
u(xzo+h)

1 v(zo+h)
x / f(zo + h, t)dt tendent respectivement vers —u/(zo) - f(zo, u(xo)) et v'(xg) - f(xo, v(zg)). O
v(zo)

x

Ex.9 Soit F:R—R:z+— F(z):= / sin(x —t) - f(t)dt, ou f est une fonction continue sur R.

0
Alors F est de classe C? sur R, et par ailleurs F 4+ F" = f.
En effet, on peut appliquer le corollaire et ainsi on a F de classe C! et :

xT
VieR , F'(z) :/ cos(z —t) - f(t)dt.
0
En appliquant & nouveau le corollaire, il vient que F’ est de classe C! et que :

VeeR , F"(m)—f(:c)/ow sin(z —t) - f(t)dt.

Comme dans le paragraphe pour la continuité, ce théoreme 1 peut étre généralisé sous la forme :

Théoréme 2 (Dérivabilité)
Soient I = (a, b), J = (a, 3) deux intervalles de R, et f : J x I — K une fonction continue.

On suppose que f admet une dérivée partielle —f continue sur J x I.

or
On suppose de plus que :

(i) Vz € J, la fonction t — f(z, t) : I — K est intégrable.

of

(ii) Il existe une fonction intégrable g : I — K telle que : V(z, t) € J x I, P2
x

(@) <40,
b
Alors, la fonction F' : J — K : 2z — F(z) = / f(z, t)dt est de classe C! sur J et, pour tout = € J,

b
F'(x) :/ % (z,t)dt.

Preuve

Comme précédemment, en traitant séparément les parties réelle et imaginaire, on peut supposer que f est a
valeurs réelles.

Soient xg € J et h: J x I — R définie par :

fla, t) = fzo, t)

V(z,t)e JxI , h(z,t)= six # xg
Tr — X
of

h(zo, t) = 2= (0, ).

(o, t) = 5 (20, ©)
La fonction h est continue sur (J \ {zo}) x I puisque f est continue sur J x I. Elle est aussi continue en tout

0

point (zg, to), to € I puisque, grace & la formule des accroissements finis, on a h(z, t) = 9z Ot, z, x), t)
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0
avec 0(t, x, xg) compris entre x et xg et, puisque la fonction —f est continue sur J x I, il en résulte que h(x, t)

oz
0
tend vers h(xg, tg) = a—f (20, to) lorsque (x, t) tend vers (z¢, to) dans J x I.
x
0
Par ailleurs, la condition de domination sur —f implique que la fonction h vérifie aussi :

ox
V(e t) € J x I, bz, 1) < g(t)

On peut donc appliquer le théoréme 2 de continuité a la fonction H : J — R définie par :

VeedJ , H(x)= %ﬁo@?o) :/ab hiz,t)dtsixz #x9 et H(xg) z/ab % (xo, t)dt.
La fonction H est continue sur J, et en particulier au point xg € J, ce qui prouve que la fonction F' est dérivable
en zg et que F'(xg) = /ab g—i (20, t)dt.
La continuité de F” : J — K résulte encore du théoréme 2 de continuité. (]

+ oo
Ex.10 Soit T':]0, +oo[— R : 2 — ['(z) ::/ ot g1 gy
0
Cette fonction est de classe C* sur |0, 4+ oo[. De plus, on a :
V>0 , T(x+1)==x -T'(x)

et, en particulier, pour tout entier n >0 : I'(n 4+ 1) =n!.
En effet, pour = et ¢ strictement positifs, posons :

flz,t) = e t.t*71,

+ oo
On a déja vu que I'(z) = / f(z, t)dt existe.
0

Soient 0 < a < 8 < 4 00 et définissons la fonction ¢ :]0, + co[— R par :

e~ -1 g t>1
vi>0, g(t)_{ 7t i 0<t<1
La fonction g est intégrable sur ]0, +oco[ et on a :
Ve ela, B[, VE€]0, +oof , |f(z, )] <g(t).

La fonction f :]0, + oo[x |0, 4 oo étant continue, on en déduit que I" :]0, + co[— R est continue.
P
71]: , p € N*, continues sur |0, + oo[x ]0, 4+ oo[ avec :
x

0

Par ailleurs, f admet des dérivées partielles

o f

o @) = (et

et,
oPf

Ve €la, [ , Vte]0, 4+ oof , B

(@) < a0

ol g,(t) = |[fnt|P g(t) est encore intégrable sur |0, + oof.
La fonction I' est donc de classe C*° et, pour tout entier p > 1, on a :

+ o0
Ve €0, 400 , TW(x)= / (Int)Pe 't Ldt.
0

n
D’autre part, comme I'(z+1) = hIJP e~ t-t* dt, en effectuant une intégration par parties, on obtient
n—+oo [1
immédiatement que : Vz €]0, + oo[, I'(x + 1) =z - I'(x).
=+ oo
En particulier, puisque I'(1) = / e tdt=1,ona:I'(n+1)=n! necN.
0
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Ex.11

Ex.12

+ oo 5
Calcul de I = / e U dt
0

2 2
o= 2+ =

+ oo
Soit, pour z € [0, + o[, F(z) := / f(z,t) dt avec f(x,t) =
0

S 2(14t7)
e~ E+1)a® 1
La fonction F' est bien définie pour tout € [0, +oo[ puisque |f(z, t)| = ) < YA+ et
oo dt
que l'intégrale / 7o est convergente.

Deplus, (x, t) — f(z,t): [0, +0o[ X[0, 4+ oco[ — R étant continue, il résulte du théoréme 2 de continuité

1 [T dt 1
que F : [0, 4+ o0o[ — R est continue. En particulier : F(0) = 5 /0 I 2" 2 Arctgt |3 = %
Par ailleurs, f admet une dérivée partielle (x,t)=—ze” P+ 2% ontinue sur [0, 4+ oo X[0, + o0

ox
et, pour tout = € [, 8] C]0, + o] vérifie :

of 2 2
< B.o— D a
B (:v,t)’ <fB-e

La fonction g(t) := - e~ *+D o ¢tant intégrable sur [0, +o00o[, le théoréme 2 de dérivabilité permet de
dire que F est de classe C! sur [a, 3], et ceci quels que soient a, 3 vérifiant 0 < a < f < + 00 : F est de

+ oo
classe C1 sur ]0, + oo avec : Vx €10, + oo , F'(x) = — / zem D2 gy
0

En particulier, pour 0 < ¢ < X < 4 00, on aura :

X X + oo R R
/ F(z)dz = — / {z/ e~ (D@ dt} dx
5 5 0
X 2 +OO 2 2
= — / {zex / e~ t'® dt} dx
€ 0
( X 2 +OO 2 X 2
— / e * dm) . </ e * ds) :—I/ e * dx
€ 0 €

+ oo
L’intégrale / e~ dx étant convergente, on obtient que :
0

F(X) = F(e)

Jim (PO = F(e) =~ I°
e—0

Par ailleurs, F' étant continue sur [0, + oo, on a lir% F(e) = F(0) = % et comme :
E—

o X7 /+°O et X7 dt < le_xz /+°° dt _
0 1+ ¢t2 S2 o 14

onaaussi: lim F(X)=0.

X —+ oo
+ oo
Finalement, I% = % et [ :/ et dt = ?

0

_ X2

0< F(X) <

N |
|9

+oo o
Caleul de T = / L?t dt
0

+ oo
Pour = € [0, +o0[ , soit F(x) ::/
0

sint
t

e~ tx

—+ oo
Puisque |sint| < ¢t pour tout ¢t > 0, on a : z,t)| = < e % et, comme e 1 dt est
q p b b b
0

1
convergente et vaut — , on en déduit que F(z) est bien définie pour x €]0, 4+ o[ et vérifie |F(z)| < —.
x x
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La fonction f admet une dérivée partielle (r,t) = — sint - e~ ' continue sur ]0, + oo[ x]0, + ool .

o
De plus, pour tout a > 0, on a :

of

Ve € la, +o00o] D

(z, t)' e ™
La fonction g(t) := e~ ' étant intégrable sur [0, +oo[ , on déduit du théoréme 2 de dérivabilité que la

fonction F est de classe C! sur [a, 4+ oco[ pour tout a > 0 : la fonction F est donc de classe C! sur ]0, + oof
avec :

+ oo
Ve >0 F’(x):—/ sint-e” " dt
0

+ o0
En intégrant deux fois par parties 'intégrale I(x) := / sint-e” ' dt, on obtient que :
0

1 1 oo —tx
I(z) = = J&)=- cost-e” "dt
x x Jo
1
J(x) = —(1-1I(x))
x
1
I =
ie. : I(x) 22
Par suite, F'(z) = — o2 et F(x) = — Arctgx + A, ot X est une constante réelle. De la majoration,
x
1
|F'(z)] < = , on déduit que lir+n F(z) =0 et donc que F(x) = g — Arctgx.
x r——+ 0o

+oo o
sint
On montre maintenant que F' est continue en = 0 et, comme F'(0) = / 5 dt , on obtiendra que :
0

+oo
sint
/ sinf g T
0 t 2
sint

+ oo
On a déja vu que F(0) = / — dt est convergente (cf. chapitre V).
0

oo ot 400 : t .
sin s sin s sin s
Posons, pour t > 0, H(t) := / ds = / ds —/ ds.
t 0 0

s s s
sint
Cette fonction H est continue sur [0, 4+ oo[ , dérivable sur [0, + oo avec H'(t) = — % . De plus,
. liin H(t) = 0, H est donc bornée sur [0, + oco[ et, en intégrant par parties dans I’expression de F'(x),
g o0
on obtient :
+ oo
F(z)—-F(0) = —x/ H(t)-e ™ dt
0
—+ oo
Iintégrale H(t) - e~ '™ dt étant, pour tout z > 0, absolument convergente.

0
Comme , hEl H(t) =0, pour tout € > 0, il existe A = A. > 0 tel que :
- o0

+ o0 +o0 I
/ H(t)-e—t“’dt’ < 5-/ e dt < -

A A

Par suite,

A
F(z) - F(0)| < o /0 Ht)e " dt| +<

A
<z / H(D)|dt +e
0
et donc, il existe 7. > 0 tel que : 0 < z < . = |F(z) — F(0)| < 2e.

Finalement, lir% [F(z) — F(0)] =0, et F est continue en z = 0.
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2
Ex.13 Transformée de Fourier de la gaussienne G : t — e~ T

Proposition
~ ~ +oo ) 2
La transformée de Fourier G : £ — G(§) := / e” . e7 7 dt de G est égale A :

— o

VEER, Q€)= Var-e T .

Preuve
) 42
Pour tous (£,t) € R x R, posons f(£,t) := e~ %! . e~ 7. Cette fonction est continue sur R x R, et pour
t2 ~ + o0 . +2
EER, t— f(&, t) est intégrable sur R puisque |f(£, t)| = e~ = . Par suite, G(§) = / e” % .e" T dt aun
— o0
sens pour tout & € R.
- . Of , . of _ 2

De plus, f admet une dérivée partielle i (€,t) = —itf (&, t) continue sur R x R et % (&, 1) =te” 7 est
indépendante de £ et intégrable sur R. Le théoreme de dérivabilité implique que G est dérivable sur R et que :

d é oo ; t2

VEeR —(f):—i/ e”® tem T dt.
dg§ — o

En intégrant par parties, pour tous X, Y € R, on a :
Y . +2 . +2 v Y . +2
/ e 8 tem T dt = —eflgt-677|x—i§/ e” e T dt
X X

et, en faisant tendre X vers — oo, et Y vers + oo, on obtient que G est solution de I’équation différentielle :

dG N
VEER Tg(’f) = —£G().

—+ oo

Par suite, G(§) = A - e~ & avec A= @(O) = / 5 dt = V2r (Ex. 11).

Exercice 7.3.1 Soit f : [0, 1] — R une fonction continue strictement positive. Pour o € R, on pose :
L
F(a)i= (fy 170 dt)" .
1) Montrer que lima—+ oo F'(a) = sup,co 1) |f(1)]-

2) Montrer que limq—o F(a) = exp (fol n[f(t)] dt) .
(On pourra montrer que la fonction H définie par : H(a) := fol [f(t)]~ dt est de classe C* et calculer sa dérivée.)

3) Que se passe-t-il pour f : [a, b] — R continue strictement positive ¢
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