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��[¬�����L � 
��HI ������%&Z�
��] �%&L	 ; 6 ��L#� U�Y�%�\]L�
°%&� K� �
 e Á���·U������SOR�#Â���
�QF��
�����
�Z"N#QR
 [0, 1] × Xe

� T��� ��
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� ā, b̄ ∈ p−1(D) ����Z�
 QPOQIb ��¡��I a, b ; 3 %&Ë�
 α % � %& SY OP� Σ̄ρ
�S��OP�#OP�#¬ ā %&��� b̄
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ZHK�Z�
 Λ È����SN#OP �
"���SOR
��] ���
); - � � %&�S SORU�L#QPOR
���Á � ��L#�ML#�Å¬���������%& �
�L#� ϕ �#
 Λ Á�QR
��B����Z¡Z�
� �� gϕ


� ϕ̄(gϕ) ∈ ∆′ ��
������] MOR�#
��! SOQP����.��%&��� ∆ �SOr
� M��
�L#QR
�Z�
��] *��� OPQr
®	OR�S �
 w ∈ Λ \]L#O � ����QR���#¬�

ϕ %&L $���OR�SOP��%&¬�
��#
 gϕ

; 6 %&��U����]$�
��! SOR���rÁCQF�����SN#OP �
���� L#�·$�
�U� �
�L#�T �%&�#¬�
��] W D ~v N�%����¡
��
L#� � ��OP�! *�#
 ∂D 
��S 5�����	L#OP �
=W {~v} ;
3 � 09# �5494 � � 65.%6 � ���� & 8 � 3 �D� 6 � � & � � �  � $'67�(8H2 � �L6 8 #,���+�3�! "6�!'2+� � 6

c(Λ) = s− cc− |∂D|

��
s

����3-5�R�1��$%�����[���X�+��$[$%�+4�"���
∆

~
cc

-.�R�8��$%���@�d���R�;�U�"&���$AI��B�'���JM�U�"&6���D�8�@|0�U�'F
���+$��\� <+/D� � ;P�); � F�1 O]QF��
�����
�Z"N#QR
;�#
���¬���������%& �
�L#��� S �#
 Λ U����! SOR
��! k OR����Z��� S�SOR
�� � %&�S SOR
�QPQR
���Á
%&QR����� c(Λ) ≤ 2k − |∂D| ��� % � ��Â��@QV% ��
�U������#
 I ���SZ�L#QR
); ' � OP�!$�%&�SOV%&�! c 
��S @�#����U`Nx���S���¦
��
Im����U� SOR���Ê�	LÅ����Z�N#��
"�#
@¬���������%& �
�L#���.�#
 Λ ;

' % � ��� � ����OP SOR���Ê�SL#OP$�%&�! �
T�#���#��
"QR
�� � ��
�Z¡ORÂ���
�� � ��� � �SOR�� ����*�#
 c ;
/ ��# � # 8*�  *�+#,� � 65.�6 # ���� &(8 ��� 6 7=��`+���8&'����\�

c(Λ)
�U��9�0?@&+�@���e�U�+���1M�A��������-5���'���D�3��/0�4:v���J �

S8�\�4
Λ

/,�#IJ�;��/��_���4O\� ��/fI��#�9� �C�+��$%?+����(�������0O��+�1����?GI��\�
S

F�SJ/fI_I��B�'������<+/��
Λ′ �'���4=���,O����1����?

I��\�>/,���+���'��$%��-.�
S′ �0�"-^�A`'���U$%�

{ϕ|Iϕ
|ϕ ∈ S}

I���/,�d�����R�C�JM�+�U:v�\-C-.�U�d��/,:B���+4�>�1�\�s:f�������
Iϕ

F �A-5���U�6~
c(Λ′) ≥ c(Λ)

F9���ZI�������(&+/,-������U~
c(Φ−t(Λ)) ≥ c(Λ)

I���/,�
t > 0

F
�d��I1-P/��U~WI���/,�

t > 0
I��+���4~

∆(Φ−t(Λ)) = ∆(Λ)
�+
c(Φ−t(Λ)) = c(Λ)

F
i�����/,:B�;F@6 ��L#�=Z����] S��
��0QV% � ��
�Z¡ORÂ���
B%�����
��S SOR���rÁ�������
�Z[%&��\!L�
5\]L�
;QV%@�SL�� � 
����SOR�����#
 Λ′ 
��� 
��%& SL#��
�QPQR
�Z�
��] =OP��U�QPL���
5��%&����QV%.�SL�� � 
����SOR���`�#
 Λ

D QF� OP��U�QPL��SOR���¡OP���	L#OR� %&�! <L#�¦OR����Z���� � Y#OR�SZ�


��] S��
"QR
I¬�����L � 
��JIm������%&Z�
��! �%&L	 K ; G ��Z¡Z�
 L+(Λ′) ⊂ L+(Λ) Á8���°%¦L#�ÊZ���� � Y#OR��Z�
"�SL#�ÉÈ
�S
�U� SOQI Gr+(Λ′) � Gr+(Λ) ; ) Qr
��S B%&QR����� IF%�U�OPQR
T�#
I$���OP�M\]L�
 c(Λ) ≤ c(Λ′) ;

6 ��L#�=Z����] S��
��=QV%@�#
�L	2ORÂ�Z�
*%�����
��S SOR���rÁ����¦Z����! S��
M\]Lr� OPQ#¢`%.QR
���ZHK�Z�
��=OR�#
��! SOQP�U�%& SOR�����
� ��L#�CQR
 � %���� %&¬�
J�#
 ∆′ W ∆ ��%&����QR
HU�%����#
 Λ 
� ��#
 ϕ−t(Λ) � ��L#� t > 0 � 
� SOP "; G ������OR�#���������
~u L#�j$�
�U� �
�L#�5L#�#OP �%&OP��
T�����S �%&�! M��� L#��
IN�%���
@��� L#�j¬���������%& �
�L#�B�#
 Λ ; ' ������\]Lr�����Å� � Â���
@L#��

��
��S S�SORU� SOR���XL#�#OQIm���SZ�
 Φ−t

Á8U�
"$�
�U� �
�L#�@��
��#� � QV%�U�
`�#
 t ��%&���*QV%[�	OP��
�U� SOR���X��
��! S��%&�! �
); A �
���� �
 ~ut

QR
@$�
�U� �
�L#�BU����S��
�� � ������%&�! B��%&��� Φ−t(Λ) ; ) Qr
��� IF%�U�OPQR
I�#
@$���OP�B\]L�
@�SO ~u 
� ~v �����] 
�#
�L	9$�
�U� �
�L#��� �����S �%&�! �#
jN�%���
���������QR��Z�
��] �� �#
 S �r� % �#� %&�S �
���%&�! � %�� W¯QV%XZHK�Z�
 Λ È
���SN#OP �
�Á ~ut


� ~vt
��
 � 
�L#$�
��! � %�� K� S��
*��%&���HQV%IZHK�Z�
 Φ−t(Λ) È����SN#OP �
); / ��U�O � ���]\]L�
�Z�
��! �Á#�SO

�#
�L	[�#
.U�
��0$�
�U� �
�L#��� ~u 
� ~v �����! H��%&���0QV%"ZHK�Z�
 Λ È����SN#OP �
�Á	U������SOR�#��������� w ∈ Λ 
��!$���¢!%&�! 
~u ��L#� ~v ; G ��Z¡Z�
 domΦ−t(Λ) w = Φ−t(domΛ w) Á � ��L#� t %�����
�� � 
� SOP �Á ~ut

��
���%X
���U�����


��]$���¢��`�SL#� ~vt

� %&� w ��%&��� Φ−t(Λ) ;



 � ��� ����� ����� � � ���� � � ������� ��� �(�	� � ��������� � � ��� ���.� � � �

� � ��� �-���0�*�(�+� �
	 ��� � ���#
e

' 
T�#
�L	2ORÂ�Z�
"OP�!$�%&�SOV%&�! @��� L#� � ��
�L��#�&ÈF¬�����L � 
"��� OR����Z��� S�SOR
�� Λ \]L�
IQF�����Å$�%¦U������SOR�#����
��

��S .Z��� S�SOR\]L�
�Á����°QF� % �#� 
�QPQR
¦����� ?�I����C�6�'�+/0� ; G 
� S �
¦� � %&OR����
�L#�IU����S��
�� � ����� W�QV%[Z�
��SL#��
¦�#

QF��
�� � %�U�
"�#
��M���SN#OP �
�� ◦

D /Λ Á�
� *
�QPQR
@��
T�#� � 
����Ê\!L�
I�#
��M���SN#OP �
��*�#
 Λ ;
� 0����'�  *� #!� $'� 2 - �5� � 6 ���+67�! X4 0� "���,(B&(�

e

6 7"� ?MI����e�U�'��/,�
e(Λ)

�9� /,�sIJ�'��/��_����O��@��/;ID�
Λ�U�+H-^�a�@�����8�N�4�;`'?+�U����/,�@�>���N-5�d$Z���U/,�@�>����79�f���U� O\/��d�9� /0�u�\/0:B�+��L�0� ◦

D
�����1&6���J��@���Jy���/�M�U�

-.�U�"���;����M�U�'F
- � � %&�S SORU�L#QPOR
���Á=L#� � ��
�L��#�&ÈF¬�����L � 
Ê��%&����U���Z � ����%&�] �
Ê�SOPZ � QPORU�OV%&QR
¯%XL#��
Ê� � %&OR����
�L#�

�]L#QPQR
); ' % � ��� � ���SOP SOR���j�SL#OP$�%&�! �
.Z����] S��
IU���Z¡Z�
��! 5QR
��;�#
�L	�OP�]$�%&�SOV%&�] �� c 
� e �����! ;��
�QPOR���";- QPQR
"��
���% Im������%&Z�
��! �%&QR
"��%&���BU�
TU�Y�% � OP S��
);
/ ��# � # 8*�  *�+#,� � 6+.�6 � ���� & 8 � � �!#,�+�X67&(8"8*� �� 6�! � � � 6 i��\/0�

t > 0
I��+���4~

e(Φ−t(Λ)) =

e(Λ) + t.c(Λ)
FGi�-�/0��I8�@?@&'�e�;?�$%���J4~�-^�N`'���1&;������

t 7→ e(Φt(Λ))
�U���&��\�J��C�J/��U~�-P�C�8?����C���)I��\�

$Z���@&6�@��/\|B~�&����D:��@|��U~����d��?����C:�?��[!"O���/�&+*��
−c(Φt(Λ))

F
���+$��\� <+/D�;F*G 
� S �
 � ��� � ����OP SOR��� � 
�L# M�#���#��
��BL#��
"%&L# S��
T�#��Z������S S��%& SOR���¯�	L Im%&OP M\]L�
I�SO Λ

��S CZ¡OP�#OPZ[%&Q�%�$�
�U c(Λ) = 0 Áf%&QR����� Λ 
��S CY���Z���¬�Â���
); - �`
���
� �Á���%&����U�
0U�%���Á e(Φ−t(Λ)) = 0
� ��L#� t > 0 � 
� SOP �Á]U�
*\!L#O8OPZ � QPOR\!L�
.\]L�
 Φ−t(Λ) %"�#
��J���SN#OP �
��HOP� P��#OR
���Á2
� J�#����U.\]L�
 Λ 
��S 
Y���Z���¬�Â���
);

� ��� � }<{���w�z�w ���M� � {�yMz*v����d}<{��@�`} ��� �Iw ���M� ���[|`�=��yMz`{#v��d�H�
v8w�yMz �

+ ��ORU�OÃQF����������U��"�	Lj SY�������Â�Z�
"\]L�
@QF�����Å$�%¦�#��Z����! S��
��@��%&���MU�
� S �
 � %&�S SOR
);
3 � 09# �5494 � � 6 �(65.%6 S8����

Λ
/0��IJ�'��/��_����O��@��/;ID�"�	� �C�+��$%?+������U�A$[�4�D�C$Z��-8���#�VUI��HKL�D�(F �A-^�\�6�

C(Λ)
�U��9K��D���+��'��� &��\� ���4�1��-WI���/�#t+����]�@�����8?%/0�D�(<+/D��$%���JX���%`'���1&;������q��/x�1��$%�����]���

O�?+�8?��@�\M��/,�6�����
Λ

F

& �94�4�� � #!� $'674 �3�! "672 6 S8����
Λ

/,�pIJ�'��/��_����O��@��/;ID�b$[�C�J�C$Z��-X���0�u�VUI��"KL�D���v~"�+R�'����
Λ′ ∈ C(Λ)

�
Λ′ �#I8�U�(�����L���"�V6ID�R�4�;K��J���_F �A-5���U�

Λ′ �U�+3���"�VUI��LK��D�C~3�+
c(Λ′) < c(Λ)

F
i�����/,:B����/u-5��$[$%�L`+�\�1�_��$%���J��\-5F*A � ��%&OR�����#��
 � %&�·����U�L#�S��
���U�
 ��L#� c(Λ) ; ' � OP�]$�%&�SOV%&�] 
c(Λ) 
��S � ���SOP SOQIT��� % � ��Â��[QV%X��
�Z[%&��\]L�
 � ;P�); � ; 1 O c(Λ) = 0 ÁJ%&QR����� Λ 
��S �Y���Z���¬�Â���
); ) Q

��S I%&QR����� IF%�U�OPQR
`�#
�$���OP�I\!L�
` ���L# � ��
�L��#�&ÈF¬�����L � 
 Λ′ ≥ Λ 
��� *Y���Z���¬�Â���
¡U�
`\!L#O<�SOP¬��#OQP�

\]L�
 C(Λ) = ∅ ;



� ��� ���'�� � � ���.� � ��� �(�	� � ��������� � �
��� ����� � � �   �

A �°�SL �#� ����
@Z[%&OP�! �
���%&�! @\]L�
 c(Λ) > 0 Á��#����UT\]L�
 Λ �r��
��� � %��5Y���Z���¬�Â���
�Á�
� *U������SO È
�#��������� Λ′ ! Λ ; G ��Z¡Z�
 Λ′ 
� Λ �r�����! � %��TQR
��IZHK�Z�
������SN#OP �
��"���SOR
��] ���
���ÁÃOPQ=
®	OR�S �
¡L#�
$�
�U� �
�L#�ML#�#OP �%&OP��
 ~v N�%����@
�� L#� � ��OP�! v ∈

◦

D 
� w′ ∈ Λ′  �
�Qr\]L�
 v ∈ domw′ Á#
� ; �
�Qr\!L�
 ~v

� w′(~v) ��
I�����! � %��M��%&���MQV%`ZHK�Z�
 Λ È����SN#OP �
);

1 ��OP "%&QR����� δ > 0  �
�Q<\!L�
 [v − δ, v + δ] ⊂ domw′ ; A �XU�������OR�#Â���
¦QR
 � ��
�L��#�&ÈF¬�����L � 

Ω 
��#¬�
����	��� � %&� Λ 
� ¦QV%°��
��S S�SORU� SOR��� α �#
 w′ W ]v − δ, v + δ[ ; Ω 
��S `�#
£ ,¢ � 
 P��#OFÁ�
� 
Λ  Ω ⊂ Λ′ ; 1 L �#� ����������Z[%&OP�! �
���%&�] ¦\]Lr����� � %�U�Y�
�Z����] S��
��`\]L�
 c(Ω) < c(Λ) ; 7 QR������Á
����OP Λ′ 
� Ω ���! 5QR
��HZHK�Z�
��5���SN#OP �
��5���SOR
��! ���
��M
� ;QR
.QR
�Z¡Z�
I
��S ;�#��Z����! S����Á�����OP ;���£L# SOPQPOR��

QF� Y]¢ � �� SY�Â���
T�#
I����U�L#�S��
���U�
`% �#� QPOR\!L���
 W Λ′ ∈ C(Ω) Á�U�
I\!L#O � 
��SZ�
� *%&L����SOr�#
"U�����U�QPL#��
);

/ 
��S �
��#����U W£Z����! S��
��¦\]L�
 c(Ω) < c(Λ) ; � �� ������ Λt = Φ−t(Λ) 
� Ωt = Φ−t(Ω) ;1 ��OP δ0 < δ  �
�QJ\!L�
 � ��L#� t ∈ [0, δ0]
Á e(Λt) = t.c(Λ) 
� e(Ωt) = t.c(Ω)

D � ��� � ; � ;P�); �]K ;
G ��Z¡Z�
 Λ ⊂ Ω Á Λt ⊂ Ωt

Á#�#����U e(Λt) ≥ e(Ωt)
U�
I\!L#OrOPZ � QPOR\]L�
T\]L�
 c(Ω) ≤ c(Λ) ;

WX%&OP�! �
���%&�] �Á � ��L#� t > 0 Á Λt
%  ���L# �
��X��
��X���SN#OP �
�� P��#OR
�� � L#OR��\]L�
 Λ �r��
��� � %��

Y���Z���¬�Â���
 
� Ωt

��� Ê��N# �
��!L W � %&�S SOP�°�#
 Λt


�� %f�É��L# �%&�] °QR
·¬���������%& �
�L#� Φ−t(α) =

w′
|]v−δ+t,v+δ−t[

; 6 ��L#� s ∈ R Á;���� ������ ~vs
QR
X$�
�U� �
�L#�ÅL#�#OP �%&OP��
·��N# �
��!L 
��u S��%&���SQV%& �%&�! 

�#
 s $�
����;QV%`�	����OP �
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.$�
�U� �
�L#� ~v ; A �j���� �
 vs = v+ s QF�����SOP¬�OP��
I�#
 ~vs
; G ��Z¡Z�
 ~v 
� α(~v)

��
¦�����] � %��@��%&���.QV%�ZHK�Z�
 Λ È����SN#OP �
�Á � ��L#�. ���L# |s| < t Á ~vs

� α(~vs)

��
`�����] � %��@��%&���
QV%"ZHK�Z�
 Λt

���SN#OP �
); - � � %&�S SORU�L#QPOR
���Á � ��L#�J ���L��JQR
��H����
�QR� s � %&L IrL#������Z�N#��
I�#������Z"N#��%&N#QR

����
��] S��
*
�L	�Á |s| < t OPZ � QPOR\]L�
B\]L�
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� α(vs)
��
B�����! � %��0��%&���=QV%TZHK�Z�
 Λ È����SN#OP �
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OPZ � QPOR\]L�
T\]L�
 e(Ωt) < e(Λt)

� B�#����UT\]L�
 c(Ω) < c(Λ) ;

9 #,�1#!2+2+67�+����� 6 �-6 �(6 S8����
Λ
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Λ
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Λ
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� ��#
�QR
�Z����! S��
�� � ��L#� Ω U������S S�SL#OP ¡U���Z¡Z�
���%&����QV%Ê�#��Z������� S��%& SOR��� �	L
QR
�Z¡Z�
 � ����U����#
��! �Á<U���
��� W°�	OP��
�
��9%f�S��L# �%&�! ¡L#� ¬���������%& �
�L#� α W Λ  �
�Q;\!Lr� OPQ;
®	OR�S �
[L#�
$�
�U� �
�L#� ~v �#���! 0QF�����SOP¬�OP��
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��#��
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� = �
�Q8\!L�
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� α(~v) ��
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��! � %��=��%&���
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°
��S Im%&L	�Á<U�
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��5����Z¡Z�
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��.
®	 S����Z¡OP ����I�#
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 Σ̃ ��%&��� Σ̃t
\]L#OÃOP���	L#OP .L#�
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� τ1(X) = inf{t|Φt(X)
�a/0�}����0���C-P�C�+�\M��/,�R�@����/0��M�

}
~

� τ2(X) = inf{t|Φt(X)
� /,� �+������4-��C�+�_M��/0� �1��� &+V_&+-P��<+/D����/ /0�8�k&6��$AI��B�+�\�JM�

$[�C�D�4$Z��-.�
}
F

8��x��?4K��D��3�\-^���U�R-.�>M�+$)I1�R�	� �_&6&6EU�d��/b�@���@�n&���$[$%�
τ(X) = min(τ1(X), τ2(X))

F

+ ���SOQP������MZ[%&OP�] �
���%&�! .QR
�� � ��
�Z¡ORÂ���
�� � ��� � �SOR�� ����B�#
 τ ;
�d?�$Z�����+�� �\��(���x���>-^�RI1�@�UI����U�������� � F � F��_FM' % � ��
�Z¡ORÂ���
IU�Y�����
 W"$����SOQP�
��5
��S ;\!L�
*QR
B �
�Z � �
��� %�U�U�Â��I%&LÊNd�����Ê
��� P��#O � ��L#�B ���L# X �#Â��*\]L�
 n ≥ 2 ; A �ÊL# SOPQPOR��
 � ��L#�.U�
�QV%¡QR
?Im%&OP .\!L�

QR
�����¢!%&L��	L Z���� � Y#OR�SZ�
£�#
�� � ���SOR�2�#
�� P : π1(I, I0) → Isom (R) �r��
��S � %��`U�¢	U�QPOR\]L�
);) QI�SL 
� Å%&QR�����j�#
°��
�Z[%&��\]L�
��Å\]L�
¯��O w,w′ ∈ kerP Á � ��L#� t > 0 %�����
��¯¬���%&����Á5����%
domΦt(X) w∩domΦt(X) w

′ 6= ∅ �#����U w 
� w′ ���! <L#� � ��OP�! 'P##
HU���Z¡Z�L#�B; G 
�U�O	OPZ � QPOR\!L�

\]L�
 τ2(X) 
��S P��#O ; ' %¦ZHK�Z�
 � ��
�L#$�
IZ����] S��
"\]L�
 τ1(X) 
��S 5QPL#OÃ%&L����SO P��#O ;



����� ��� ����� ����� � � � � � ���.���'� ���� 	 � ����� � � ����� � � �� � � ���

+ ���SOQP������.Z[%&OP�! �
���%&�] T\!L�
 τ(X) 
��� *�]L#Q � ��L#� X  �
�Q�\!L�
 TX
�r��
��S � %��B S��Â�� � 
� SOP �
);

1 L �#� ���������B�#����U�\!L�
 TX
�r��
��S � %��B S��Â�� � 
� SOP �
); ' % � ��
�Z¡ORÂ���
 � �����SOPN#OPQPOP ��T
��S *\!L�
 TX

��

����OP � %�� � 
� SOP �
*%&L�\]L�
�Q8U�%�� X %@L#���S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#�J����� U�¢2U�QPOR\]L�
B�#����U τ2(X) = 0 = τ(X) ;' %Å�#
�L	2ORÂ�Z�
 � ������OPN#OPQPOP ���
��S T\]Lr� OPQ0
®2OR�� �
 w ∈ Fn

 �
�Q0\]L�
 FixTX
w 6= FixTX

wk � ��L#�
L#� k > 1 ; > %&���`U�
�U�%���ÁrOPQH
®2OR�� �
¡L#� X ÈFZ��� u  �
�QJ\]L�
 Fix uk U����! SOR
��#��
 �S S�SORU� �
�Z�
��! 
Fix u ; 1 L#�*L#�°Z"L#QP SO ÈFOP�! �
��S$�%&QPQR
�Á�U�
T�r��
��� � �����SOPN#QR
T\]L�
"�SO u P##
TL#� � ��OP�] .
��°��
��!$�
�����%&�] 
QF�����SOR
��] �%& SOR��� %&L�\]L�
�QBU�%�� u2 
��S ¡L#�9Z��� P##
£����N#L��S �
�Á<�#����U τ1(X) = 0 = τ(X) ; ' %
�#
��S�#ORÂ���
 � �����SOPN#OPQPOP �� 
��S ¦\!L�
 TX

%&OP ¦L#� �S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�¡�#
  S�SO � �2�#
);�W¯%&OR�`QR
 Im%&OP ¦\!L�
 D
����OP HL#� Z"L#QP SO ÈFOP�! �
��S$�%&QPQR
I
�Z � K�U�Y�
@U�
�QV% ; A �j%��#����UBZ����] S���.\]L�
 τ(X) 
��S J�!L#Q�\]L�%&��� TX

�r��
��S � %��5 S��Â�� � 
� SOP �
);
' 
 Im%&OP M\]L�
 � ��L#� t ≤ τ(X) Á τ(Φt(X)) = τ(X) − t 
��S M��$]OR�#
��] ";
WX%&OP�! �
���%&�] �Á5�SO τ(X) > 0 ÁJQF� %�U� SOR��� TΦt(X)


��� [ S��Â�� � 
� SOP �
 � ��L#�� ���L# t ∈ [0, t0[� L#OR��\]L�
 τ(Φt(X)) > 0 ; ' � %�U� SOR��� TΦτ(X)(X)

��S <%&QR�����C S��Â�� � 
� SOP �
;U���Z¡Z�
JQPOPZ¡OP �
;��� %�U� SOR�����

 S��Â�� � 
� SOP �
��";
- � P�� � ��L#�TZ����! S��
��`\!L�
 τ(X) 
��S "�S S�SORU� �
�Z�
��] � ���SOP SOQIHQR������\!L�
 TX


��S T�SOPZ � QPORU�OV%&QR

QPOPN#��
�Á����X$�%�Z����] S��
��IQF� %�����
��S SOR��� � QPL�� I ���S �
¦�	OR��%&�] I\!L�
`QF��
�����
�Z�N#QR
¡�#
��I�S¢2�� �Â�Z�
��.��� OR���&È
Z��� S�SOR
�� X  �
�QR�*\!L�
 TX


��S .�SOPZ � QPORU�OV%&QR
TQPOPN#��
�
��S *��L#$�
��S "; G 
� S �
�%�����
��S SOR���°
��S � QPL�� Im���S �

U�%&� � ��L#�.QR
�� � 
� SOP ��* �
�Z � � t Á Φt(X) %&L#��%[�#
��@�S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#���* S�SOP$2OV%&L	°
� .�r� %&L#��% � %��@�#

U���Z � ����%&�! �
ÅZ¡OP�#OPZ[%&QR
); A � � ��L#�S��%&OP ¡L# SOPQPOR��
��¡QR
 IF%&OP �\]L�
�QF��
�����
�Z"N#QR
Å�#
���%�U� SOR��������OPZ¦È
� QPORU�OV%&QR
��[QPOPN#��
����#
 Fn


��S ���L#$�
��S ���%&���¡QF��
�����
�Z�N#QR
Ê�#
  ���L# �
���QR
���%�U� SOR�������#
 Fn
Z[%&OR�

��� � ��� I Â���
T�#���#��
��*L#��
"�#��Z������S S��%& SOR���X�	OP��
�U� �
�Á � QPL��.�SOPZ � QR
�Á�
� .\!L#OC�#���#��
TL#��
IOR�#��
��	L
¬�
��#��
T��� %&�S¬�L#Z�
��] .\]Lr�����jL# SOPQPOR��
���%[��%&���MU�
IU�Y�% � OP S��
);

' 
 IF%&OP 5\!L�
 TX

��S ;�SOPZ � QPORU�OV%&QR
@QPOPN#��
@
��S 5��\!L#OP$�%&QR
��! M%&LFIm%&OP 5\]Lr� OPQ8¢ %"L#�£����Z�N#��
 P��#O

�#
 X ÈFZ��� ��M�����	L#OP ��M�#���] BQR
I�#��Z[%&OP��
T
��S 5�����Ê$]OR�#
 D � 
�����
��*%&L IF%&OP M\!L�
I��O w %`L#� � ��OP�! 
P##
�ÁÃ%&QR����� � ��L#�T ���L# k > 0 Á wk %jL#� �#��Z[%&OP��
������ $]OR�#
 K ; 1 ��OP ¦%&QR����� k L#� 
��] SOR
��� �
�Q
\]L�
` ���L# X ÈFZ��� I�����	L#OP T�#
`QR���#¬�L�
�L#� k %&OP IL#� �#��Z[%&OP��
¦$2OR�#
); � �� �%&�] d QV% � QPL�� � 
� SOP �

� � %&OR����
�L#�[��� L#��
FIm%&Z¡OPQPQR
Ê�������SN#OP �
�� P��#OR
����#
 X Á=QR
jU�������QPQV%&OP��
 � ;P�); � �	OP �\]L�
 � ��L#�� ���L# 
X ′ %�����
�� � ���]U�Y�
��#
 X D

d(X,X ′) < d/3k
K Á� ���L# X ′ ÈFZ��� `�����	L#OP ¦�#
�QR���#¬�L�
�L#� k %jL#�

�#��Z[%&OP��
�$]OR�#
); G 
�U�O=OPZ � QPOR\!L�
 %FIm���S SOR���SOJ\]Lr� L#� X ′ ÈFZ��� ��#
�QR���#¬�L�
�L#���SL � ���SOR
�L#��
 W k %
L#�Ê�#��Z[%&OP��
T$]OR�#
�Á�
� M�#����U"\!L�
 TX′


��S M�SOPZ � QPORU�OV%&QR
TQPOPN#��
);

����� � } v8}=� �`{u|£�F�BtCt��<{��M� ��y5�d| }<{#v?t�yMz*v8w�z@�

' %Å�#��Z������S S��%& SOR��� ��
 IF%&OP "
�� �#
�L	·�� �% � 
��[�r���·Z����] S��
���%Ê\]L�
 τ1 
� τ2 �����! ���
�Z¡O È
U����] SOP�!L�
��.�SL � ���SOR
�L#��
�Z�
��] �Áx%�$�%&�] B�#
T�#��Z����] S��
��BQF� %&L# S��
"��
�Z¡O È�U����! SOP�!L#OP ��`�#
 τ ;



� ��� ���'� ����� ���	 � � � ������ � ����� 	 ��� � � �	� ����� � �����

� � �� #%� � � ��# $5#%� �
�
' �+� ��� � ��� ��	

/ ��# � # 8*�  *�+#,� # 6 # 65.%6 79�)`'���1&;������
τ1

�U�+y�;��$[�C� &����J��4�D/D�>�U/fI�?����(��/,����$%���JMF

i�����/,:B�;FTG ������OR�#��������� X L#�[�S¢	�S �Â�Z�
M��� OR����Z��� S�SOR
��H
� t0 = τ1(X) ; A ��$�
�L# JZ����! S��
��H\!L�

� ��L#�M ���L# ε > 0 Á�OPQr
®2OR�S �
 η > 0  �
�Qr\]L�
 τ1(X ′) ≤ t0 + ε �#Â��5QR�����*\!L�
 d(X,X ′) ≤ η ;

Æ O #�����I�#����U`L#� ε > 0 ; A �·% \!L�
 � ��L#�* ���L# t > t0
Á Φt(X) U����! SOR
��] TL#� �S �%&N#OPQPOR��%fÈ

 �
�L#������N#L��S �
�
� ���� U�Y�
���U�Y�
 η > 0  �
�Q0\!L�
[�SO d(X ′, X) ≤ η Á Φt0+ε(X
′) U����] SOR
��#��
[L#�

�S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#�B����N#L��S �
);
6 ��L#�£U�
�QV%	Á0U������SOR�#����������L#��Z��� HP##
j����N#L��S �
 w �#� P��#O@��%&��� Φt0+ε/2(X) ; � �� ������

k = |w| QV% QR���#¬�L�
�L#�[�#
ÅU�
jZ��� �Á=
� λ ≥ 0 QV%¯QV%&�S¬�
�L#� �#
j����� �#��Z[%&OP��
); G ��Z¡Z�
ÅQR
��
���SOR
��] �%& SOR�����j�#
���¬���������%& �
�L#���£�����! P##��
��[��%&��� S Á<OPQ*��L 
� ��#
ÅZ����] S��
�� \]L�
 � ��L#� X ′

%�����
�� � ���]U�Y�
Å�#
 X Á w 
��S ��#� P��#OB��%&��� Φt0+ε(X
′) � ��L#��U�����U�QPL#��
Ê\]L�
 w 
��S ¡L#��Z��� 

P##
�����N#L��S �
��#
 Φt0+ε(X
′) ; A ��ÁÃ��O X ′ 
��S η È � ���2U�Y�
 �#
 X ÁC%&QR����� X ′

0 = Φt0+ε(X
′) 
��S 

η È � ���]U�Y�
5�#
 X0 = Φt0+ε(X) � L#OR��\]L�
 Φt

��S �L#��
0OR����Z��� S�SOR
5��L#� S ; G ��Z¡Z�
 |domX0 w| =

λ+ 2ε/2 ≥ ε Á���� % � ��Â��MQR
@QR
�Z¡Z�
 � ;P�); � Á w 
��S M�#� P��#O���%&��� X ′
0
�#Â��M\]L�
 η < ε/3k ;

/ ��# � # 8*�  *�+#,� # 6 # 6 �-6
τ2

�U����'��$[�4� &����1��C�D/D�>�U/fI�?�������/0����$%���JMF

i�����/,:B�;F@' %B�#��Z������S S��%& SOR���¡�SL#OP CQR
=ZHK�Z�
H��U�Y���Z[%.\]L�
=QV% � ��� � ���SOP SOR��� � ����U����#
��! �
); G ������O È
�#��������� X L#� ��¢2�S �Â�Z�
���� OR����Z��� S�SOR
��¦
� t0 = τ1(X) ; A � $�
�L# `Z����! S��
��¡\]L�
 � ��L#�� ���L# 
ε > 0 Á#OPQr
®2OR�� �
 η > 0  �
�QC\!L�
 τ1(X ′) ≤ t0 + ε �#Â��5QR�����B\!L�
 d(X,X ′) ≤ η ;

Æ O #�����C�#����U ε > 0 ; A �`%B\!L�
 � ��L#�� ���L# t > t0
Á Φt(X) U����! SOR
��] �L#�`�S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#�C�����

U�¢	U�QPOR\!L�
`��LXL#��
�U���Z � ����%&�] �
¦Z¡OP�#OPZ[%&QR
`
� @��� U�Y�
���U�Y�
 η > 0  �
�Q�\]L�
���O d(X ′, X) ≤ η Á
Φt0+ε(X

′) U����! SOR
��#��
"L#�Ê�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�M�����°U�¢2U�QPOR\]L�
T��LjL#��
TU���Z � ����%&�! �
"Z¡OP�#OPZ[%&QR
);
A �9���� �
 D QR
j�#��Z[%&OP��
Å�#
 X Á<
� D′ U�
�QPL#OM�#
 X ′ ; G �����SOR�#��������� x ∈ Φt0+ε/2(D)

%�¢!%&�! HL#���S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�0������U�¢2U�QPOR\]L�
M��L�% �#� %&�S �
���%&�] W.L#��
MU���Z � ����%&�] �
MZ¡OP�#OPZ[%&QR
B��%&���
Φt0+ε/2(X) ; G �����SOR�#�����������#
�L	¯Z��� �� w1


� w2
��%&��� Φt0+ε/2(X) Ár��
�U���Z¡Z"L# �%&�] � %��


� � ������
��S$�%&�! IQF�����SOR
��] �%& SOR���rÁr�#� P��#OR�I
�� x 
� I�#���] IQV%�QR���#¬�L�
�L#�T�#
` S��%&���SQV%& SOR���·
��S I%�����
��
� 
� SOP �
 D � QPL�� � 
� SOP �
I\!L�
 l = ε/4 �SL 
���% K ; A � � 
�L# 5 S����L#$�
��M�#
@ �
�QR�;Z��� �� w1

Á w2
�SO x 
��S 

��%&���JL#��
*U���Z � ����%&�] �
BZ¡OP�#OPZ[%&QR
�Á	
� J��O�QR
B�� �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�H�#
 x �r��
��� � %��HU�¢2U�QPOR\]L�
�Á]��� � 
�L# 
� ��
����	��
 l = 0 ; � �� ������ k = max(|w1|, |w2|)

QR
MZ[%f2OPZ�L#Z �#
��0QR���#¬�L�
�L#���J�#
*U�
��=Z��� ���Á�
� 
λ ≥ 0 QV%@QV%&�S¬�
�L#�H�#
5QF� OP�! �
�����
�U� SOR���£�#
5QR
�L#���H�#��Z[%&OP��
��0��%&��� Φt0+ε/2(X) ; A �[�#��Z����] S��
���%
QR
IQR
�Z¡Z�
"�SL#OP$�%&�] *% � ��Â��B%�$���OP�B �
��SZ¡OP���IQV% � ��
�L#$�
"�#
IQV% � ��� � ����OP SOR���B;
& �94�4�� # 6 # 6 � 6 S8����

I
/,�p�4�JM����:v��-4-.�%���

R
~
t1

�+
t2

���+/�|s��@�����U-5�\��(�����AI����+��(�+-C-.�U�a���dr
��?�K��D���U�����3$Z���D��E����3$Z�;|��4$��\-5�N�M�(F4�;F

dom ti = I∩t̄−1
i (I)

��
t̄i

�U��1-.�9I1�@��-^�\�0O���$%���J=�0�
ti

!



���� ��� ����� ����� � � � � � ���.���'� ���� 	 � ����� � � ����� � � �� � � ���

R
�_F(8��%�8�\M�

||ti||
-^�R-^�\�0O�/D��/0�N������@������-^�\��(���Q���

ti
~9�'9���Z��/;I�I��B�'�A<+/D�

|I| ≥ ||t1||+||t2||
F

�A-5���U�6~#-5�n�UVB��ME+$Z�u�9� �e�'��$%?+��U���U�a�U/,�
I

���0O��+�1����?[I����
t1

�'
t2

����#�'���4#$[�4�D�4$��\-L�'���4R!
�+������4-��C�+�\M�+/0�U�R�1���x&+V_&+-P��<+/D�U�R�;��-5���b<'/��

||t1||/||t2||
�U��3�@�\����\�D�8��-	�\/n�1���8F

1 ��OP X ′ L#���S¢2�� �Â�Z�
 ��� OR����Z��� S�SOR
�� η È � ���2U�Y�
Ê�#
 X Á<
� � ��������� X0 = Φt0+ε(X) 
� 
X ′

0 = Φt0+ε(X
′) ; A �u$�% % �#� QPOR\]L�
��jQR
°QR
�Z¡Z�
 W I = domX′

0
w1 ∩ domX′

0
w2
Á5%�$�
�U

ti = wi|I∩w−1
i (I)

; 6 ��L#�.% �#� QPOR\]L�
��BU�
IQR
�Z¡Z�
�Á#OPQr�SL 
� *�#
IU�Y���OR�SOP� η �#
T�����S �
I\]L�


||w1||X′

0
+ ||w2||X′

0
≤ |domX′

0
w1 ∩ domX′

0
w2|.

A � ||wi||X′

0
≤ l + kη 
� 

|domX′

0
w1 ∩ domX′

0
w2| ≥ |domX0 w1 ∩ domX0 w2| − 6kη = 2ε/2 + λ− 6kη.

6 ��L#� � ��L#$���OP�[% �#� QPOR\]L�
��¦QR
 QR
�Z¡Z�
�Á<��� $�
�L# ¡�#����U£\]L�
 2l + 2kη ≤ ε + λ − 6kη O ;�
);
2l + 8kη ≤ ε+ λ ; > ����U�Á�%�¢!%&�] *U�Y���OR��O l = ε/4 Á�OPQr�SL 
� M�#
 � ��
����	��
 η ≤ ε/16k ;
i�����/,:B����/u-5��$[$%� � F � F � F � L#OP S �
 WXU�Y�%&�#¬�
�� t1 
� t2 
��9QR
�L#���¡OP�]$�
�����
���Á=������
£��%&Z�Â���

%&L U�%��T� � t1 
� t2  S��%&���SQV%& �
��! `$�
����TQV%j�	����OP �
); 1 L �#� ���������"��� %&Nd�����·\]L�
 ||t1||/||t2||
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& �94�4�� �(6+.�6 � 6 SJ�

γ ∈ B ∪B−1 �U�+y*�VUI��+�'�@�\-��(<+/D���_�����
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�U�+����6�'�6��ID�+��4
�
ε < d/2
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γ
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 �#
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X S��%&���SQV%& SOR���B; G �����SOR�#���������ÊQR
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x = χγ

\!L#OM
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 γ QR������\!L�
 γ 
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��SNx��QPOR\]L�
Å��%&��� T ; 1 ��OP x′ ∈ D′
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2ε È � ���2U�Y�
��#
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δ ÈFOP�] ����SOR
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K-�� �+���'��$%��-.�
intδ(K)
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K
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F
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δ
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K
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K
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intδ(K) 6= ∅
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K

�U�+A&��\�JM���D/
�_�����X-.�

δ
�M:B���e���C�8�;O��[���

intδ(K)
F

� intδ(K)
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K
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�QPQR
T\]L�
 d �#����OP¬���
IQV%`QR���#¬�L�
�L#�*�#
@QF� %&� K� �
"QV% � QPL��MU���L#�S �
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δ = 3ε
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D′

1 = intδ(D
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F9S1�

ε
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ε < d/3
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∀γ ∈ B ∪B−1 γ.D′
1 ∩D

′
1 = ∅.
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@\!Lr�����£%&OP JL#� ��QR��Z�
��! y′ = γ.x′ ∈ γ.D′
1 ∩D

′
1
� ��L#�JL#�
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�L#��Á8���j%`�#
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Ì;ºÀÄ��!N ; @ A ' ��
�����
�Z�N#QR
 D′
1 = intδ(D
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a′ Á x′ Á b′ D ��
�� � ; c′ Á y′ Á d′ K �����] *%&QPOP¬������B��%&���*U�
� B�����	��
T
� δ È���QR��OP¬������BQR
��BL#���M�#
��*%&L# S��
��";G �����SOR�#���������*�#
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J\]L�
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% �#� %&�S SOR
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 � ��OP�! M�#
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�Z�
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.OP� I ���SOR
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d− ε �#
 x ;
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 x /∈ [a, b] ; 7 QR�����IQV% � ���&�S
�U� SOR��� p �#
 x ��L#� [a, b] �#��OP =K� S��


(3ε/2) È � ���2U�Y�
 �#
 x ; - � 
���
� �Á0��%&���[L#� %&�SN#��
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�QFÁ0QR
 � ���]�	L#OP �#
 ½ ����Z���$ (a|b)x =
1
2(d(x, a) + d(x, b) − d(a, b)) 
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L#� � ��OP�! M�#
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�Z�
��] B�#
 D U�
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��S ;OPZ � �����SOPN#QR
 � L#OR��\!L�
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A �X%��#����U x ∈ [a, b] ; 6 L#OR��\]L�
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¦QR
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�����] `%&QPOP¬������`��%&���"U�
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� L#OR��\]L�

d(a, x) ≥ δ − ε > ε ;
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OIF%&OP u\!L�
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 D′
1
OPZ � QPOR\!L�
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 ε1
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% �#� ����2OPZ[%& SOR��� F È���\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
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1
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 D 
� D′

1
; G Y���OR�SOR���������¦�#����U � ��L#� γ ∈ B ∪ B−1 L#� � ��OP�! 
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γ ∈ D′

1
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�QPQR
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QR
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1
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���%&��%&QR��¬�L�
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�� � ��OP�] �� χγ
; A ����% �#� 
�QPQR
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�M:v�\�e���C�1�fO��d���
χ′

γ

F
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′
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(T ′, Fn)
~�-5�RO�����$Z�Z���

∆
���

πγ
�W� ����=I��B�3KG|�?)I����

γ
���+��U�

γ
�U���*0V6ID���'����-��(<+/D�%�������

(T ′, Fn)
~�-5�#O0���U$%�%���

∆
���
πγI��\�C�JM�>:B�+�6�R-.�d����$[�C� �;|��"�8?�O_�\�� `>���

γ
F

i�����/,:B�;F@) Qr
��S MU�QV%&OP� � %&�MU������� S�SL�U� SOR���°\]L�
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D W��	OR�S �%&��U�
¡%&L¯Z���OP��� d − ε1
K �#����U γ.Aγ′

��
 � 
�L# � %��.��
���U����] S��
�� D′
1
Á

�#O Aγ′′
\]L#Or
��S M��%&���MQF� ε1 ÈF$���OR�SOP��%&¬�
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∆

���
πγ

F
8��b��?�K��D��3��/0�6���

Sγ =
{
x ∈ (T ′, Fn) \ {πγ}| ∃k > 0

MFC<fF
germeπγ

([πγ , x]) = γk.ηγ

}



� � � ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

& �94�4�� �(6+.�6 - 6 SJ�
(T ′, Fn)

����R���EU�RID�+��4M��~R�\/p���
(T, Fn)

�U��#���C$AI1-P�(&+���\-5�]-P�����@��~R�+X�U�
ε < d/21

��-^�\�6�[-5���%�+���'��$%��-.�U�
Sγ (γ ∈ B ∪ B−1)

�+���1)���C�CY'���C�14�[����/\|b!}�0��/�|x�+��+���1
���C�CY'���4�J4�R���

∆
F

i�����/,:B�;FT1 L �#� ���������¦\]L�
 γ ∈ B ∪ B−1 ����OP `Y!¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
£��%&��� (T ′, Fn) ; 6 L#OR��\]L�
 ηγ� ��OP�! �
;$�
�����QR
;�#
�Z¡O È,%f#
 � ���SOP SOQId�#
 γ 
� �\]L�
HQR
H¬�
��SZ�
5�#
 ∆ 
�� πγ

��S �QR
H�#
�Z¡O È,%f#
;����¬!%& SOQI

�#
 γ Á ∆ ��
*��
���U����] S��
 � %�� Sγ
; > 
*ZHK�Z�
�Á Sγ

��
.��
���U����! S��
 � %�� Sγ−1
U�%&� πγ−1 = γ−1.πγ


� ηγ−1
� ��OP�] �
I$�
����MQR
I�#
�Z¡O È,%f#
I����¬!%& SOQI=�#
 γ ;

1 L �#� ���������"Z[%&OP�! �
���%&�! ¦\]L�
 γ ∈ B ∪ B−1 ����OP T
�QPQPO �  SOR\]L�
[��%&��� (T ′, Fn) ; A � % $]L
\]L�
 γ 
��S ¦%&QR������
�QPQPO �  SOR\]L�
£��%&��� (T, Fn) �#����U \!L�
 (T, Fn) �r��
��S � %���QPOPN#��
); A � L# SOPQPOR��

%&QR�����JQF� Y!¢ � �� SY�Â���
M\!L�
 (T ′, Fn) 
��S = S��Â�� � 
� SOP �
�� � L#OR��\]L�
 γ ��
JP#	
 � %�� ηγ

Á γk ��
JP#	
 � %��
ηγ
����� � QPL���Á]�#����UBQR
��J¬�
��SZ�
�� γk.ηγ

� ��L#� k ∈ Z �����! H ���L��;�	OR�S SOP��U� ��"; - � � %&�S SORU�L#QPOR
���Á ∆ Á
Sγ


� Sγ−1
�����! B�	OR�m�É��OP�] ��";

1 L �#� ���������JZ[%&OP�! �
���%&�] H\]Lr� L#� � ��OP�! x % �#� %&�S SOR
��#��
 W Sγ ∩Sγ′
%�$�
�U γ′ 6= γ±1 ; 7 QR�����

[x, πγ [⊂ Sγ

� [x, πγ′ [⊂ Sγ′

; 6 %&�jU���������\]L�
��! �Á;%&L�U�L#� �#
¯U�
����#
�L	�OP�] �
��S$�%&QPQR
��j��
�Z¡O È
��L#$�
��S ��I��
 � 
�L# @��
���U����! S��
�� ∆ � L#OR��\]L�
 Sγ


� Sγ′
��
`��
���U����] S��
��! � %�� ∆ ; A � [x, πγ ] ∪

[x, πγ′ ] ⊃ [πγ , πγ′ ] Á�
� � L#OR��\]L�
 [πγ , πγ′ ] ⊂ ∆ Ád��� %&Nd��L# SOP =W L#�·U����! S��%��	ORU� SOR��� �#Â��"\!L�

πγ 6= πγ′

;
& �94�4�� �(6+.�65.��(6 i���/0�"���/,

γ ∈ B ∪B−1 ~3���x� �

� γ.πγ−1 = πγ

� γ.(∆ \ {πγ−1}) ⊂ Sγ

� γ.Sγ′ ⊂ Sγ
I��\/0�>��\/,

γ′ ∈ (B ∪B−1) \ {γ−1}

i�����/,:B�;F@' 
 � ��
�Z¡OR
�� � ��OP�! T%[�#�4� W��� �����
�Z[%&��\]L��`QR�����@�#
"QV%�U������S S�SL�U� SOR���B; 6 ��L#�.$����SOQP�
��
QR
@��
�U������ � ��OP�! M���j�	OR�S SOP�#¬�L�
I�#
�L	 U�%��;��
�QR���j\]L�
 γ 
��S H
�QPQPO �  SOR\]L�
I��L£�����Å��%&��� T ′ ; 1 O γ

��S ;
�QPQPO �  SOR\]L�
*��%&��� T ′ Á!QR
B¬�
��SZ�
@�#
 ∆ 
�� πγ


��S ηγ
Á!�#����U�Á	�SO x ∈ ∆ \ {πγ}

Á!QR
B¬�
��SZ�
.�#


�� πγ

�#
 [πγ , x]

��S γ.ηγ


� γ.x ∈ Sγ
; > %&���*QR
�U�%��.� � γ 
��S .Y!¢ � 
��SNx��QPOR\]L�
���%&��� T ′ Á�QR


¬�
��SZ�
*�#
 ∆ %&L � ��OP�! πγ−1

��S γ−1.ηγ

; 6 %&�HU���������\]L�
��! �Á � ��L#�=L#� � ��OP�] x ∈ ∆\{πγ−1} Á
QR
I¬�
��SZ�
"�#
I
�� πγ

�#
 [πγ , x]

��S ηγ

�#����U γ.x ∈ Sγ
;

' 
" S����OR�SORÂ�Z�
 � ��OP�! B��
 � ����
 � %��.�#
"�	O 
[U�L#QP ���QR������\!L�
 γ′ = γ ; 1 L �#� ���������*�#����U�\!L�

γ′ 6= γ±1 
� I����OP x ∈ Sγ′

; 6 L#OR��\!L�
 Sγ′
��
`��
���U����! S��
 � %�� ∆ Á8QR
��@ S����OR� � ��OP�] �� x Á πγ′


� 
πγ−1

�����] .%&QPOP¬������.��%&���BU�
� .�����	��
); - � � %&�S SORU�L#QPOR
���Á�QR
"¬�
��SZ�
"
�� πγ−1
�#
 [πγ−1 , x] 
��S MQR


¬�
��SZ�
¡�#
 ∆ ; 1 O γ 
��� .
�QPQPO �  SOR\]L�
¡��%&��� T ′ Áx��� U�����U�QPL# I\]L�
�QR
�¬�
��SZ�
¡
�� πγ
�#
 [πγ , γ.x]


��S γ.ηγ
Á2�#����U@\!L�
 γ.x ∈ Sγ

; 1 O γ 
��S HY!¢ � 
��SNd��QPOR\]L�
�Á]QR
*¬�
��SZ�
@
�� πγ
�#
 [πγ , γ.x]


��� ηγ�#����U γ.x ∈ Sγ
;



� � ��� � � ��� ��� 	 � ���*� � �.� � � 	 � ��� ∂CVn
� � �

���+$��\� <+/D�;FMG 
�U�O�OPZ � QPOR\]L�
I\]L�
*QV%`����L#�#OR���°�#
 ∆ 
� M�#
�� Sγ
� ��L#� γ ∈ B ∪B−1 ��
�U���L#$]��


T ′ ; - �Å
���
� �Á]¬�����U�
I%&LÅU�������QPQV%&OP��
?N ;P�);  	Á#��� � 
�L# ;��U��SOP��
 y ∈ T ′ U���Z¡Z�
 y = w.x � ��L#�;L#�
��QR��Z�
��] x �#
 ∆ 
� 5L#�ÅZ��� M�����	L#OP w = γp . . . γ1

; ' 
IQR
�Z¡Z�
 � ����U����#
��! .OPZ � QPOR\!L�
T\]L�


γ.
(
∆ ∪ Sγ′

)
⊂ ∆ ∪ Sγ

� ��L#� γ′ 6= γ±1 ��%&��� B ∪B−1.

A �Ê
��Å�#���	L#OP .\!L�
 y ∈ ∆ ∪ Sγp
;

A � %j%&QR�����IQR
¡U�������QPQV%&OP��
��SL#OP$�%&�! "\]L#O=U�����U�QPL# "\]L�
 ∆ 
��S IL#�·�#��Z[%&OP��
 Im������%&Z�
��! �%&Q
� ��L#� T ′ ;
9 #,�1#!2+2+67�+��� �-65.%65.,.%6 S8�������J

x, y ∈ ∆
M��-��"<+/D�

x = w.y
�\:B�@&

w 6= 1
F �A-5���U�6~

� �+����
x 6= y

��/�<'/���-T&��B�
x = πγ−1

~
y = πγ

�'
w = γ

I��\/0��/,�u?�-.?�$%���J
γ

�0�
B∪B−1

*�VUI����;�@��-P��<'/����������
T ′

� �+����
x = y = πγ

�'
w = γp I���/0��/,� ?�-.?�$%���J

γ
���
B ∪ B−1 *0V6ID���'����-��(<+/D�Q�_�����

T ′ F

i�����/,:B�;F@- U��SOP$������ w = γp . . . γ1
����L�� Im���SZ�
T�����	L#OP �
); G ��Z¡Z�
���%&���MQV%¦��
�Z[%&��\]L�
 � ����U��®È

�#
��] �
�Á#���j%`\]L�
 γk . . . γ1.x ∈ ∆∪Sγk

; 1 O γk . . . γ1.x
% �#� %&�S SOR
��! W Sγk

Á	��� $���OP ;����U�L#���SO È
$�
�Z�
��] J\]L�
 γp . . . γ1.x

% �#� %&�S SOR
��! W Sγp

� =�#����U � %�� W ∆ Á�U�
5\!L#O�
��� �U����] S��%��	ORU� ���OP��
); A �

%��#����U@\!L�
 γk . . . γ1.x
% �#� %&�S SOR
��] W ∆ � ��L#�H ���L# k ; - � � %&�S SORU�L#QPOR
���Á#���j%�\!L�
 x = πγ−1

1� L#OR��\]L�
 γ1.
(
∆ \ {πγ−1

1
}
)

⊂ Sγ1
; 6 %&��U���������\]L�
��! �Á0QR������\]L�
 w 
��S ��#
jQR���#¬�L�
�L#� 1 Á<QR


U�������QPQV%&OP��
�
��S T�#��Z����! S��� � L#OR��\!L�
 γ1.πγ−1
1

= πγ1
; > %&���IQR
¡U�%��TU����] S��%&OP��
�Á γ2.(πγ1) ∈ ∆

�#����U πγ1 = πγ−1
2

; 6 L#OR��\]L�
 w 
��S 5�����	L#OP �Á8U�
�U�O��r��
��S � �����SOPN#QR
@\]L�
T�SO γ2 = γ1

� M�SO γ1


��� 

�QPQPO �  SOR\]L�
���%&��� T ′ ; A �°��N# SOR
��] @%&QR����� � %&�B����U�L#�S��
���U�
`\!L�
 w = γp

1

� x = y = χγ1

%�$�
�U
γ1

�QPQPO �  SOR\!L�
T��%&��� T ′ ;

/ ��# � # 8*�  *�+#,� �(65.%65.*�(6 7>� �_&'��(���
(T ′, Fn)

�UI_I��\��������J�!
On

i�����/,:B�;F W¯���! S�������J��� %&Nx�����[\!L�
 T ′ 
��S =��OPZ � QPORU�OV%&Q ; ' � %&�SN#��
 T ′ 
��� <QV%@����L#�#OR���[�#
��=OPZ[%&¬�
��
�#
 ∆ � %&� Fn

;=WX%&OR�[��OB���CP##
jL#�  S��%&���SQV%& �� ∆0 = w0.∆
Á<QF��
�����
�Z"N#QR
¯�#
��� S��%&���SQV%& ����

∆′ = w′.∆ � ��L#� w′ 6= w0
��
¡U���L � 
 ∆0

\!L�
`QR
¦QR���#¬Å�#
�� � ��OP�! �� w0.πγ
; A �·
��·�#���	L#OP 

\]L�
 T ′ 
��� ¦��OPZ � QPORU�OV%&QFÁ<
� ¦\]Lr����� � 
�L# � ��
����	��
 � ��L#�¡
�����
�Z�N#QR
Å�#
£����Z¡Z�
� ����#
 T ′ QR
��
OPZ[%&¬�
�� � %&� Fn

�#
�� � ��OP�! ��M�#
TN#��%&��U�Y�
�Z�
��! @�#
 ∆ 
� M�#
�� � ��OP�! �� πγ
;

6 ��L#�TZ����] S��
��"\!L�
 (T ′, Fn) % �#� %&�S SOR
��! W On
ÁxOPQ�Im%&L# I�� SL��	OR
��TQR
¦�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#����� L#�

� ��OP�! x ∈ T ′ ; 6 L#OR��\!L�
 ∆ ��
���U����! S��
[ ���L# �
��IQR
��I���SN#OP �
���Á���� � 
�L# I�SL �#� ����
��@\]L�
 x ∈ ∆
Z��2�	L#QR�[U������ÉL#¬!%&OR�����B;xW¯%&OP�] �
���%&�! �Áx�SO w.x = x %�$�
�U w 6= 1 Á����¯��%&OP B\]L�
 x = πγ


� B\]L�

w = γk U�
T\]L#O�Z����! S��
�\!L�
 Stab x 
��S MU�¢	U�QPOR\]L�
); > 
 � QPL���Á#U���Z¡Z�
 T ′ 
��S M��
�U���L#$�
��S � %&�
∆ 
� �QR
�� Sγ′

� ��L#� γ′ ∈ B ∪ B−1 ÁrQF��
�����
�Z�N#QR
��#
��"¬�
��SZ�
��"OR���SL��"�	L � ��OP�] x = πγ

��� 



� �  ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

γZ.ηγ
Á#U�
"\!L#O�Z����] S��
"\]L�
 Stab x %&¬�OP M S��%&����OP SOP$�
�Z�
��! @�SL#�5QF��
�����
�Z"N#QR
`�#
��5¬�
��SZ�
��BOR���SL��

�#
 x ; G 
�QV%jZ����] S��
�%&L����SOJ\!L�
¡QR
����S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#������� %&��U��"�����] " S�SOP$2OV%&L	 � L#OR��\!Lr� OPQ=¢·%£L#�
����Z�N#��
��#������Z"N#��%&N#QR
��#
 � ��OP�! ���%�¢!%&�! "L#�·�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�I�����  S�SOP$2OV%&Q ; A �XU�����U�QPL# ��#����U
\]L�
 (T ′, Fn) % �#� %&�S SOR
��! >W On

;

G 
� S �
 � ��� � ���SOP SOR����%�U�Y�Â�$�
£�#
£�#��Z����! S��
��¡QV% � ��
�Z¡ORÂ���
 � %&�S SOR
 �	L  SY�������Â�Z�
X�Ã ���L# �

%�U� SOR���Å S��Â�� � 
� SOP �
 (T ′, Fn) %�����
�� � ���]U�Y�
T��� L#��
�%�U� SOR���°�#
 On

% �#� %&�S SOR
��! W On
;

� / �(/�� � � �(')���*�+� !�#
Out(Fn)

$����
On

#�$ � ����7���#%��#%�+� !���$ ' � �+��������#7/

> %&���.U�
� S �
 � %&�S SOR
�Á8���°U������SOR�#Â���
��#
T����L#$�
�%&L¯QR
��*%�U� SOR�����*Z��]�	L#QR� *,��$Z�\4*�?+���� ��\]L#O È
$�%&�SOV%&�! �
); A �·U���Z¡Z�
���U�
 � %&�T�#��Z����! S��
��"QR
¦QR
�Z¡Z�
¡��L#OP$�%&�] �Ár\!L#O<
��S IL#��
¡U������	OP SOR��� ���®È
U�
���� %&OP��
 � ��L#�M\]L�
 Out(Fn) %&¬�OR����
 � ��� � ��
�Z�
��! @�	OR��U����! SOP� �#Z�
��! I�SL#� On

;
& �94�4�� �(6+.�65. � 6 ST���4

(T, Fn)
/0�8�u�_&'��(��� ���

On
F �A-^���U�6~N-5�Q������+�C-P�e�'�\M��/,�j���

(T, Fn)�_�\���
Out(Fn)

����1K��D��F

i�����/,:B�;FT1 L �#� ���������=\]Lr������%&OP <L#��%&L# ���Z���� � Y#OR��Z�
 α �#
 Fn
 �
�Q�\]Lr� OPQ#¢¦%&OP <L#��
5Y���Z��� SY��®È

 SOR
T��\]L#OP$�%&�SOV%&�! �
 h 
��] S��
 (T, Fn).α 
� (T, Fn) ; G 
� S �
IY���Z��� SY��� SOR
IOP���	L#OP M��%& SL#��
�QPQR
�Z�
��] 
L#��
�Y���Z��� SY��� SOR
£�	L ¬���% � Y�
 \!L��� SOR
��] T/Fn = T.α/Fn

U�
 \]L#O0OPZ � QPOR\]L�
�\]L�
 h 
��S �
��
IF%&OP 5L#��
@OR����Z��� S�SOR
); ' � OR�#
��] SOP ��"�#
 (T, Fn) $�
���� (T, Fn).α 
��� α ��\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
�%&LÅ��
����5� �
Id(g.x) = α(g).Id(x) ; ' � % �#� QPORU�%& SOR��� f = h ◦ Id 
��S M�#����UIL#��
IOR����Z��� S�SOR
��#
 (T, Fn) \!L#O

��S α È���\!L#OP$�%&�SOV%&�! �
);

> %&��� 	�: %���� � D $���OP��%&L����SO 	�: ��� K Á�� ; : %����rOP�! S���2�	L#OP CQV%M���� SOR�����#
<Z���� � Y#OR�SZ�
H�#
<¬���% � Y�
��
�#
°¬�����L � 
��*; G ��
��� �L#��
°���� SOR��� L#� � 
�L � QPL��£U���Z � QPOR\]L���
X\!L�
¯U�
 W \]L���O.��� � ��L#�S��%&OP 
��� %& S �
����	��
T��% �m$�
�Z�
��! "; � ��L��;�r� %�$������BNx
�����OP� ORU�Or\]L�
I�#
@QV%����� SOR���Ê��� %&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
��#

¬���% � Y�
��#
@¬�����L � 
��";

� 0����'�  *� #!� 6 w	�b�\/,���$Z���MIJ*��C�U$%�
ϕ

�9� /0�nO��@�UIJ*��[�0�AO\� ��/fI��U�
Q

&��������e�+M�d�+�
� /0�x��/����$Z���MIJ*��C�U$%�

ϕ
��/aO��@�UIJ*��>�+��/0�U��Y+�_&U���J����

Q
� I���/,�>���/���'��$[$%�+

v ∈ Q
~y/0�b�C�+��$Z���MIJ*��C�U$%�

ϕv : Γv → Γϕ(v)

� I���/,�>���/�M�d���@t'M�[���U�����JM?6�
e
~�/0�s�C�+��$Z���MIJ*��C�U$%�

ϕe : Γe → Γϕ(e)
M��-	<+/D�

ϕe = ϕē

� I���/,�"&�*,��<+/��d�+��$[$%�+
v ∈ Q

~�/,�x?�-.?�$%���J
γv ∈ π1(Q,ϕ(v))

� I���/,�"&�*,��<+/��d����t+M�
e

���
Q

~y/0��?�-.?�$%���J
γe ∈ π1(Q,ϕ(o(e)))

M�+-	<+/D�
δe := γ−1

o(e)γe�UI_I��\��������D�8�d!
Γo(e)



� � ��� � � ��� ��� 	 � ���*� � �.� � � 	 � ��� ∂CVn
� �\�

M��-��"<+/D�"-5�"���(�;O��@��$[$%�>�U/,�C:v�\�Jy�'���4�&���$[$[/,��_�� ` �

Γe
iē

//

ϕe

��

Γo(e)

I−1
δe

◦ϕo(e)

��

Γϕ(e)

iϕ(ē)
// Γϕ(o(e))

���+$��\� <+/D�;F@' ������\!L�
 QR
��`¬�����L � 
��¡��� %&� K� �
 �����! ¦ S�SOP$]OV%&L	�Á�U�
��	OV%&¬���%&Z¡Z�
j
��� ¡%&L# ���Z[%& SO È
\]L�
�Z�
��! .U���Z¡Z"L# �%& SOQI ;

> � % � ��Â�� 	�: %�����Á : � ��Á	QF� OR����Z��� S�SOR
 f : (T, Fn) → (T, Fn) OP���	L#OP 5L#�Ê%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
 ϕ
�	L�¬���% � Y�
*�#
B¬�����L � 
�� Q �]����OP τ L#� %&�SN#��
BZ[%f2OPZ[%&Qd�#
 Q Á]
� J����OP τ̃ QR
M��
�QR
�$�� � ��� I �����.�#

τ �#
T�����S �
I\]L�
T�SO v ∈ τ Á	QR
T�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�*�	LÅ��
�QR
�$�� ṽ �#
 v ��%&��� τ̃ ����OP 5QF� OPZ[%&¬�
T��%&��� Fn

�#
 Γv
$]L¡U���Z¡Z�
5����L��ÉÈF¬�����L � 
5�#
 π1(Q, τ)

; A �¡U�Y���OR�SOP H%&L����SO � ��L#�<U�Y�%�\!L�
M%&� K� �
5���SOR
��] ���

e �#
 Q \ τ L#� ��
�QR
�$�� ẽ %��&�S%�U�
��] JW τ̃  �
�Qd\]L�
 ˜̄e = ¯̃e ; A �j% �#� 
�QPQR
 S̃ QV%"����L#�#OR���£�#
��H��
�QR
�$����
%&OP���SO;U�Y���OR��OR�`�#
��¡%&� K� �
��¦�#
 Q ; 6 ��L#� v ∈ Q ÁÃ����OP hv

L#� ��QR��Z�
��] ¦�#
 π1(Q, τ)
 �
�QH\]L�


hv.f(ṽ) % �#� %&�S SOR
��#��
?W τ̃ ; > 
MZHK�Z�
�Á � ��L#�H ���L# �
@%&� K� �
 e �#
 τ Á2����U������SOR�#Â���
.L#� ��QR��Z�
��! 
he
 �
�Qr\]L�
 hef(ẽ) ����OP M��%&��� S̃ ; ' 
@Z���� � Y#OR�SZ�
 ϕv : Γv = Stab ṽ → Γϕ(v) = Stab ϕ̃(v)


��S B%&QR�����*�#� P��#O � %&�

Stab ṽ
α

−−−→ Stab f(ṽ)
Ihv−−−→ Stab ϕ̃(v)

� � Ig ���� �
�QV%ÊU������4L#¬!%&OR����� x 7→ gxg−1 ; ' 
���Z���� � Y#OR�SZ�
�� ϕe
�����! ��#� P��#OR�`�#
�Z[%&�#ORÂ���


%&��%&QR��¬�L�
);
A �Å�#� P��#OP γv

U���Z¡Z�
@QF����QR��Z�
��] *U����S��
�� � ������%&�! W h−1
v

��%&��� π1(Q, v)
; ' %¡�#� P��#OP SOR���

�#
 γe

��S �L#� � 
�L � QPL��=U���Z � QPOR\]L���
); G �����SOR�#���������=QR
5U�%�� � QPL��=�SOPZ � QR
;� � o(ẽ) 
� o(ϕ̃(e)) =

he.o(f(ẽ)) % �#� %&�S SOR
��#��
��] W τ̃ D $���OP� 	�: %����
� � ��L#�jQR
��Å%&L# S��
��ÅU�%�� K ; � �� ������ v = o(e)
QF�����SOP¬�OP��
 e ; ' 
��¡%&� K� �
�� he.f(ẽ) 
� hv .f(ẽ) ���] ¡QV%ÅZHK�Z�
£���SOP¬�OP��
 hv.f(v) = ϕ̃(v) ; A �
�#� P��#OP *%&QR����� δe = hvh

−1
e ∈ Stab ϕ̃(v) = Γϕ(v)

� L#OR� γe
�#
I�����S �
T\]L�
 δe = γ−1

o(e)γe
;

(*�  �
�Q5Z���� � Y#OR�SZ�
 ϕ OP���	L#OP α %&L �#OP$�
�%&L��	L ¬�����L � 
FIm������%&Z�
��! �%&QB�#
 Q ��%&���¦QR

��
����£�SL#OP$�%&�! �H��� �#� P��#OP ϕ∗ : π1(Q, v) → π1(Q,ϕ(v)) 
�� � ��� %&�! � ��L#�  ���L# QV%�U�
� 
(g0, e1, . . . , en, gn) N�%����I
�� v ��%&���BQR
@¬���% � Y�
"�#
@¬�����L � 
�� Q Á

ϕ∗(g0e1 . . . engn) =
(
γv0ϕv0(g0)γ

−1
v0

) (
γe1ϕ(e1)γ

−1
ē1

)
. . .
(
γenϕ(en)γ−1

ēn

) (
γvnϕvn(gn)γ−1

vn

)
.

) QÃ
®	OR�S �
�%&QR�����*L#�°U�Y�
�Z¡OP� pv
��%&���BQR
T¬���% � Y�
��#
"¬�����L � 
�� Q ��
�QPOV%&�] v W ϕ(v)  �
�QÃ\]L�
TQR


Z���� � Y#OR�SZ�
I\]Lr� OPQdOP���	L#OP M�#
 Ipv : π1(q, ϕ(v)) → π1(Q, v)
����OP H �
�Q�\]L�
 Ipv ◦ϕ

∗ OP���	L#OR��
 α
�SL#� π1(Q, v)

D $���OP� 	�: %���� � K ;



� � � ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

� �� ������ Aut(Q) QF��
�����
�Z�N#QR
��*�#
��B%&L# ���Z���� � Y#OR��Z�
��*�	Lj¬���% � Y�
T�#
T¬�����L � 
�� Q 
� M����OP 
Aut0(Q) QR
j����L��SÈF¬�����L � 
 D �	OR�� SOP�#¬�L�� K �#
 Aut(Q) Im���SZ��Å�#
��[%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
�� \!L#OBOP�	È
�	L#OR��
��] ¡QF� OR�#
��! SOP ��j�SL#�¦QR
�¬���% � Y�
j����L��*�S%�U�
��] ¡�#
 Q ; 6 L#OR��\!L�
 QR
�¬�����L � 
£�#
���%&L# ���Z����ÉÈ
� Y#OR�SZ�
��`��� L#� ��OPZ � QR
�¬���% � Y�
 P��#OJ
��S =P��#OFÁ Aut0(Q) 
��S `��� OP���	ORU�
HP��#OH��%&��� Aut(Q) ; ) Q
����L��<�SL 
� =%&QR�����<�#
JZ����! S��
��0\]L�
JQF� OPZ[%&¬�
5�#
 Aut0(Q) ��%&��� Out(π1(Q, v))


��S 'P��#OR
;��%&���
QR
TU�%��B� � (T, Fn) % �#� %&�S SOR
��! W On

;
' 
?IF%&OP *\]L�
 (T, Fn) ∈ On

�SOP¬��#OQP�
"\]L�
TQR
��.¬�����L � 
��*�#
�����Z¡Z�
� ��.�����° S�SOP$2OV%&L	Ê�#
 Q
�����] 0U�¢	U�QPOR\!L�
��=
� < �
��SZ¡OP��%&L	%; 1 ��OP (g0, e1, . . . , en, gn) L#��QV%�U�
� =N�%����5
�� v ��%&���<QR
;¬���% � Y�

�#
B¬�����L � 
�� Q ; A �[���� �
 vi = o(ei +1) = t(ei)

QR
 i È�Â�Z�
.����Z¡Z�
� = S��%�$�
������ � %&�JQR
5QV%�U�
� J�#

�����S �
*\!L�
 gi ∈ Γvi

; 1 O vi
�r��
��S � %��JL#�[����Z¡Z�
� J �
��SZ¡OP��%&QFÁ gi = 1 
� γ−1

ēi−1
γvi

∈ Γvi
= {1}

�#����U
(γei−1ei−1γ

−1
ēi−1

)(γvi
ϕvi

(gi)γ
−1
vi

)(γei
eiγ

−1
ēi

) = γei−1ei−1eiγ
−1
ēi
.

> %&���`QR
�U�%��¦U����] S��%&OP��
�Á ei−1 = ēi

� `U���Z¡Z�
 Γvi


��S ¦%&Nx��QPOR
��rÁ γ−1
ēi−1

γvi
U���Z¡Z"L# �
Å%�$�
�U

ϕvi
(gi)


� 

(γei−1ei−1γ
−1
ēi−1

)(γvi
ϕvi

(gi)γ
−1
vi

)(γei
eiγ

−1
ēi

) = γei−1ei−1ϕvi
(gi)eiγ

−1
ei−1

.

A �Ê
��Å�#���	L#OP .\!L�


ϕ∗(g0e1 . . . engn) =
(
γv0ϕv0(g0)γ

−1
v0

) (
γe1ϕ(e1)γ

−1
ē1

)
. . .
(
γenϕ(en)γ−1

ēn

) (
γvnϕvn(gn)γ−1

vn

)
=

γv0ϕv0(g0)γ
−1
v0
γe1ϕ(e1)ϕv1(g1)ϕ(e2)ϕv2(g2) . . .

. . . ϕ(en−1)ϕvn−1(gn−1)ϕ(en)γ−1
ēn
γvnϕvn(gn)γ−1

vn
.

> %&���5QR
TU�%��B� � v = v0 = vn

��S 5 �
��SZ¡OP��%&QC���Å��N# SOR
��] 

ϕ∗(g0e1 . . . engn) = γe1ϕv0(g0)ϕ(e1) . . . ϕ(en)ϕvn(gn)γ−1
e1


� B��%&���MQR
TU�%��MU����! S��%&OP��
�Á

ϕ∗(g0e1 . . . engn) = γv0ϕv0(g0)ϕ(e1) . . . ϕ(en)ϕvn(gn)γ−1
v0
.

A �¯
��Ê�#���	L#OP *\]L�
IQF� %&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
`
®2 ����SOR
�L#�@%������2U�OR�=W ϕ∗ 
��S *�#�� �
��SZ¡OP��� � %&�BQR
�� ϕvi
Á


� IU���Z¡Z�
`QR
�� Γvi
�����! IU�¢	U�QPOR\!L�
���Á8���X$���OP I\!Lr����� ��N# SOR
��] "%&OP���SOCL#�X����Z�N#��
 P��#O���� %&L# ��&È

Z���� � Y#OR�SZ�
��*
®2 ����SOR
�L#���*;
A �£%@L#��
B�#��U���Z � ���SOP SOR���£�#
 On


�����OPZ � QR
®	
��J��L#$�
��S ��*����O (T, Fn) ∈ On
Á!��� % �#� 
�QPQR


σ(T ) ⊂ On
QF��
�����
�Z"N#QR
¡�#
��I%�U� SOR�����T�#
 Fn

Z��]�	L#QR� Y���Z��� SY��� SOR
���\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
¡��N# �
��!L�
��



� � ��� � � ��� ��� 	 � ���*� � �.� � � 	 � ��� ∂CVn
� � N


�� Im%&OR��%&�] *$�%&�SOR
��BQR
��BQR���#¬�L�
�L#���@�#
��.%&� K� �
��.�#
 T �#
"Z[%&�#ORÂ���
���\]L#OP$�%&�SOV%&�! �
 D QV%¡QR���#¬�L�
�L#�
�#
 U�Y�%�\]L�
j%&� K� �
��#��OP `��
��S �
��`����� �]L#QPQR
 K ; ' ��
�����
�Z"N#QR
£�#
 U�
��¦�SOPZ � QR
®	
��¦��L#$�
��S �� Im���SZ�

L#��
 � %&�S SOP SOR��� �#
 On

OP�!$�%&�SOV%&�! �
@����L��=QF� %�U� SOR���£�#
 Out(Fn) ; > 
 � QPL���Á]U���Z¡Z�
MOPQ8
®	OR�S �
5L#�
����Z�N#��
 P��#O=�#
¦¬���% � Y�
��T�#
¦¬�����L � 
�� D ����� Z[%&��\]L���� K �#���! TQR
¦¬�����L � 
 Im������%&Z�
��! �%&QJ����OP 
OR����Z���� � Y�
FW Fn

Ár
� "�#���] "QR
��"¬�����L � 
������ %&� K� �
��"����OR
��] " S�SOP$2OV%&L	dÁ�OPQ0¢X%£L#� ����Z"N#��
 P��#O
�������SN#OP �
��*�#
T�SOPZ � QR
®#
��M��%&��� On

;
���+$��\� <+/D�;FM' 
��M�SOPZ � QR
®#
��M��L#$�
��S ��M��
"�����! � %��JI ����U���Z�
��] *�#
��M��L#$�
��S ��*�#
 CVn

;
A � � 
�L# "%&L����SO<U������SOR�#����
��"QF��
�����
�Z"N#QR
 σ̄(T )

D \]L#O��r��
��S � %�� Im����U���Z�
��! TL#�·�SOPZ � QR
®#

Im
��SZ�� K �#
��@%�U� SOR����� (T ′, Fn) Z��]�	L#QR��Y���Z��� SY��� SOR
���\]L#OP$�%&�SOV%&�! �
`��N# �
��!L�
��@
�� IF%&OR��%&�! *$�%fÈ
�SOR
��.QR
��BQR���#¬�L�
�L#���@�#
��I%&� K� �
��.�#
 T �#
"Z[%&�#ORÂ���
`��\!L#OP$�%&�SOV%&�! �
 D ��� %&L# ����SOR��
�ORU�OCU�
��S �%&OP��
��
QR���#¬�L�
�L#���;��� %&� K� �
�� W>K� S��
M�]L#QPQR
�� K 
� = �
�QPQR
��H\]L�
 (T ′, Fn) ����OP =������ S�SOP$]OV%&QR
*
� J% �#� %&�S SOR
��#��
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; G 
��r��
��� � %��@ ���L��S��L#���@L#� �SOPZ � QR
®#
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��SZ��¦U�%&�@QR
`��OPZ � QR
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��SZ�� � 
�L# IU����! �
��#OP�
�#
��¡%�U� SOR�����¡\]L#OJ��
 �����! � %��¦��%&��� On

; A �9% �#� 
�QPQR
j%&QR����� E(T )
-�� ?+��\�C-.� �#
 T ÁCU���
��S W

�	OP��
`QF��
�����
�Z�N#QR
¡�#
��T%�U� SOR����� T ′ ∈ On
 �
�QPQR
��I\]L�
 T ∈ σ̄(T ′) ; A � � 
�L# T%&L����SO�$���OP� E(T )

U���Z¡Z�
IQF��
�����
�Z"N#QR
T�#
��M%�U� SOR�����M��OPZ � QPORU�OV%&QR
�� (T ′, Fn)  �
�QPQR
��5\!Lr� OPQr
®	OR�S �
.L#��
T% �#� QPORU�%& SOR���
��\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
 � ������
��S$�%&�! [QF� %&QPOP¬���
�Z�
��! ��#
 T ′ ��%&��� T ; 1 O T ′ ∈ E(T ) Á E(T ′) U����] SOR
��! 
U�QV%&OP��
�Z�
��] E(T ) 
� E(T ) 
��S 5L#��
I����L#�#OR���°�#
T�SOPZ � QR
®#
��M��L#$�
��S ��";

G 
� S �
·����L#�#OR���?
��S P��#OR
XQR������\]L�
 (T, Fn) ∈ On
; - ��
���
� �Á5�SOT���?%�$�%&OP ÅL#��
 ��L#OP �


σn
�#
`��OPZ � QR
®	
��. �
�QR�I\]L�
 σ(T ) ⊂ σ̄n

Áx\]L#OP S �
 W�
®	 S��%&OP��
`L#��
¦����L��ÉÈ��SL#OP �
�Áx���·%&L#��%&OP @�#
��
%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
��J
®2 ����SOR
�L#��� αn ∈ Out(Fn)  �
�QR�=\]L�
 σn = αn.σ0


� αn
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;¬�QR��N�%&QR
�Z�
��! 

σ(T ) ; > 
@ �
�QR� αn
��
���%&OR
��] B�	OR�S SOP��U� ��M��%&��� Out(Fn) 
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���%&OR
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��! S��
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 σ(T )
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��]L�
¡
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�L#�=W[ ���L# �
��@QR
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5QR
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*%�U� SOR���£% �#� %&�S �
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��� 
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T ′ ∈ E(T )

F
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��� 
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®	
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� S �
@
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I ���L# �
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�\!L�
 ∆ ��
���U����] S��
T ���L# �
��5QR
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���SN#OP �
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� S �
¡
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��/;I_I��B�+���D�]<+/D�
ε2 < d/3

F �A-^�\�6�U~)�C-��@|��C��M�]/,�8�Q�UI_I8-��(&��\��(���g�1�\�/,����-C-.�
f

���
∆

�_�����
D-P�C�T?@���4�@�>��/0�X-.�U�"����t+M�U�"���

∆
~TI1��?U�;���U:B���J�-@� ��-P�^O\�8��$%���J��+�<'/0���+�D:v�����

πγ
�U/,�

χγ
F

A �Ê¬!%&���#
IQV% � ��
�L#$�
T�#
IU�
IQR
�Z¡Z�
 � ��L#� � QPL��M �%&���%;
���+$��\� <+/D�;F0' % � ��� � ���SOP SOR��� N ;P�);P� � Z����! S��
B\]L�
 � ��L#�= ���L# �
B%�U� SOR��� (T0, Fn) ∈ On

Á E(T0)

��S ���L#$�
��S ���%&��� CVn

� L#OR��\!L�
 � ��L#�� ���L# �
¯%�U� SOR��� (T, Fn) ∈ E(T0)
Á E(T ) ⊂ E(T0)U����] SOR
��! .L#�j$���OR�SOP��%&¬�
"�#
 T ;

9 #,�1#!2+2+67�+��� �-65.%65. �(6 7>� �_&'��(���x���
Out(Fn)

��/0�
On

�U�+TI1�@�UI1����$%���J����C�+&6���J��4�D/��fF

i�����/,:B�;FT1 ��OP K ⊃ On
L#� U���Z � %�U� "; K 
��S `��
�U���L#$�
��S � %&��L#� ����Z"N#��
 P��#O5�#
 E(Ti)

;
G ��Z¡Z�
TU�Y�%�\!L�
"�� ���OPQR
 E(Ti)


��� MU���Z � ������
I��� L#�Ê����Z"N#��
 P��#OÃ�#
I��OPZ � QR
®	
��M��L#$�
��S ���Á K

��S H��
�U���L#$�
��S � %&�JL#� ����Z"N#��
 P��#Od�#
*��OPZ � QR
®	
��;��L#$�
��S ��"; 1 L �#� ���������H\]L�
 K.αk ∩K 6= ∅
� ��L#�¡L#��
�����
�Z"N#QR
ÊOP� P��#OM��� %&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
�� 
®2 ����SOR
�L#��� αk

�#
 Fn
; � L#OP S �
 W¯
®2 S��%&OP��


L#��
I����L��SÈ��SL#OP �
�Á#��� � 
�L# M�SL �#� ����
��5\]Lr� OPQd
®	OR�S �
@�#
�L	j�SOPZ � QR
®	
��5��L#$�
��S �� σ 
� σ′  �
�QR�5\]L�

σ.αk ∩σ

′ 6= ∅ ; 6 L#OR��\]L�
5QV%I�#��U���Z � ���SOP SOR�����#
 On

����SOPZ � QR
®#
��0��L#$�
��S ��0
��� 0��\!L#OP$�%&�SOV%&�! �
�Á

U�
�U�OIOPZ � QPOR\]L�
 \!L�
 σ.αk = σ′ ; ) QI�SL 
� Ê%&QR�����j�#
XZ����] S��
��Ê\!L�
¯QR
X�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�°��� L#�
�SOPZ � QR
®#
j��L#$�
��S σ 
��S P��#O ;�W¯%&OR�¡U���Z¡Z�
jQR
£�S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#����� L#���SOPZ � QR
®	
j
��� ¦��¬!%&QB%&L
�S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#�*�#
I�����jN�%&�S¢	U�
��! S��
�Á�QR
IQR
�Z¡Z�
=N ;P�);P� � � 
��SZ�
� B�#
TU�����U�QPL#��
);
�d?�$Z�����+�� �\��(���x��/j-.��$[$%� � F �_F�� � F.A �¦�#� P��#OP ���� %&Nd����� f �SL#�CQR
�������Z¡Z�
� ��� �
��SZ¡OP��%&L	`�#

∆ 
��°
��!$���¢!%&�] πγ

�SL#� χγ
; 1 ��OP b L#� � ��OP�] *�#
IN#��%&��U�Y�
�Z�
��! I�#
 ∆ ; A �°$�
�L# � ����QR���#¬�
��

f W b ;
6 L#OR��\!L�
 b 
��S *L#� � ��OP�! @�#
TN#��%&��U�Y�
�Z�
��! T�#
 ∆ Á�OPQ�
®2OR�S �
"L#�° S�SO � �2�#
 (πγ1 , πγ2 , πγ3)�#
 ∆  �
�Qr\]L�


{b} = [πγ1 , πγ2 ] ∩ [πγ2 , πγ3 ] ∩ [πγ3 , πγ1 ].

> %&��� D Á�����OP MQR
��B S����OR� � ��OP�! �� (χγ1 , χγ2 , χγ3)
�����! .�����¯%&QPOP¬������.����OP *�#
�L	Ê�#
�U�
�� � ��OP�! ��

�����] B��¬!%&L	�Á��#����UT��%&���5QR
��M�#
�L	ÅU�%���Á#��� � 
�L# M�#� P��#OP� f(b) � %&�

[χγ1 , χγ2 ] ∩ [χγ2 , χγ3 ] ∩ [χγ3 , χγ1 ] = {f(b)}.



� � ��� � � ��� ��� 	 � ���*� � �.� � � 	 � ��� ∂CVn
� � @

A �X$�
�L# .Z����! S��
��T\]L�
 f(b) 
��� BOP���#� � 
�����%&�! T�	LXU�Y���O ¯�	L¯ S�SO � �]�#
); 1 ��OP b′ ∈ D L#�
� ��OP�! I% �#� ����	OPZ[%&�! b Á�
� *����OR
��! b1 
� b2 �#
�L	°U�Y���O Ê�	OR�S SOP��U� �� � ������OPN#QR
�� � ��L#� f(b) ; - �
L# SOPQPOR��%&�] =QR
 � ���2�	L#OP =�#
 ½ ����Z���$dÁ�OPQ#$]OR
��] =\!L�
 d(b′, b1) ≤ 3ε2/2


� d(b′, b2) ≤ 3ε2/2
�#����U

\]L�
 d(b1, b2) ≤ 3ε2
; G ��Z¡Z�
 b1 
� b2 �����] `����OP `�#
�� � ��OP�] ��`�#
[N#��%&��U�Y�
�Z�
��] [����OP ��#
��� ��OP�! ��* �
��SZ¡OP��%&L	°�#
 D OPQR�B�����! .%&L°Z���OP��� W��	OR�S �%&��U�
 d ��� OPQR�*�����! .�	OR�S SOP��U� "; A �¯��N# SOR
��! 

�#����UIL#��
"U����! S��%��	ORU� SOR���X�#Â��M\!L�
 ε2 < d/3 ;
A � � ����QR���#¬�
.%&QR����� f QPOP����%&OP��
�Z�
��! 5�SL#�JQR
��J%&� K� �
��H�#
 ∆ 
� 0OPQ8
��� IF%�U�OPQR
B�#
5$����SOQP�
��;\!L�


f � ������
��S$�
IQF� %&QPOP¬���
�Z�
��] ";



� �   ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

� ��� � ��w�}��?��yB�"�E�5���`�dy �Tw���}��

> %&����U�
� S �
 � %&�S SOR
�Á&����L���U����! SOP�]L����������� S��
J�� SL��#
H�#
0QV%B�	¢]��%&Z¡OR\]L�
H�#
 Out(Fn) �SL#�ÃQV%
I �����! SORÂ���
M�#
;QF����L# S��
®È�
�� � %�U�
�Á!
� � QPL�� � ����U�OR����Z�
��] J�SL#�<QR
 Im
��SZ��;OP�!$�%&�SOV%&�! Fn = CVn\On

;
� ��L��M�#��Z����! S�������*QR
I SY�������Â�Z�
T��L#OP$�%&�] "�
3 � 09# �5494 � �(6 �(65.%6 S8�\�4

(T, Fn)
/0�T�[�_&'��(��� �SOPZ � QPORU�OV%&QR
 ��I_I����+M���1���1���/>`;����$Z?

Fn
~��'

�'���4
(T ′, Fn)

/,�8�>�_&'��(����I��'��4M�;F�8��n��/;I_I��B�'�"<+/D�
n ≥ 3

F��A-^�\�6�N-@� ���;���4M�>���
(T ′, Fn)

�+��/0�
-�� ��&'����\�b���

Out(Fn)
��� �_&�&'/0$[/,-5�"��/0�

(T, Fn)
F

+ ��ORU�OÃL#�ÊU�������QPQV%&OP��
TOPZ¡Z����	OV%& B\]L#OrOPQPQPL��S S��
TQF� OP�! ���� K� *�#
IU�
T SY�������Â�Z�
);
9 #,�1#!2+2+67�+��� �-6 �(6 �(6 i��\/0�

n ≥ 3
~d�4-)V�� /,� L#�#OR\]L�
 `;���U$%?x$d�4�D�4$Z��-��4�D:v�������\�J"�+��/0�

-�� ��&'����\�k���
Out(Fn)

�+>�1���o:;�(���b�_�����n-5�Z`��@���J���E��@�b�0�j-�� ��/,������@�U��I���&6�;F ���+d�+���'��$%��-.�
Mn

�U�+�-�� �_��*�?������1&6���0�R-�� ���'�+�4M�d���"���/�M�d�_&'��(��� �SOPZ � QPORU�OV%&QR
 �UI_I��\��M���8���J�!
Fn

F

Ì;ºÀÄ��,N ; � A ' � %��	Y�����
���U�
"�#
TQF����L# S��
®È�
�� � %�U�


A �¯%`N#OR
��Ê� �#�5QR
��5OP��U�QPL��SOR�����

Mn ⊂ Fn ( ∂CVn.

> ; ½ %&Nx���SOV%&LX
� ½ ; ' 
�$]OP S @���! @�#��Z����! S���¦��%&��� 	 ½ ' ��\!L�
"QV%��	OPZ�
����SOR���¯ �� � ��QR��¬�OR\]L�
`�	L
Nd�����[�#
5QF����L# S��
®È�
�� � %�U�
*
��S J��¬!%&QR
 W 3n−5 ; A �� S����L#$�
 Im%�U�OPQR
�Z�
��] JL#� �SOPZ � QR
®#
M��� %�U� SOR�����
�SOPZ � QPORU�OV%&QR
��@��%&��� Fn

Á D 
� *�#����U`��%&��� Mn
Á���� % � ��Â��.QR
"U�������QPQV%&OP��
 K \]L#OC
��S .�#
"�	OPZ�
����SOR���

Z[%f	OPZ[%&QR
�ÁBU���
��S W �	OP��
 3n − 5
D $���OP� P�¬�L#��
�N ;P��� K ; 6 %&�°U���������\]L�
��! �Á5QR
��Ê�	OPZ�
����SOR�����

 �� � ��QR��¬�OR\!L�
��*�#
 Mn

� M�#
 Fn

�����! *��¬!%&QR
�� W 3n− 5 ;
9 #,�1#!2+2+67�+��� �(6 �-6 � 6 79�>���4$%�����U�(���]��UI���-5��O��(<+/D�#������\/,G��/0:�����H���

Mn
����	?(O���-5�#!

3n−5
F



� ��� � � ���.� � � � ��� ��� ����� ������� � � � �

Ì;ºbÄ�� N ;P��� A (B�Å�SOPZ � QR
®#
I�#
T�	OPZ�
����SOR��� 3n− 5 ��%&��� Mn

- �Å
��d
� �Á#�SO U 
��S ;L#�j��L#$�
��S B�#
 Mn
Á	
� M�SO (T ′, Fn) 
��S ;L#��
I%�U� SOR���Ê�SOPZ � QPORU�OV%&QR
I��%&���

Mn
\!L#OÃ
��#¬�
����	��
�L#�Ê�SOPZ � QR
®#
 σ(T ′) �#
��	OPZ�
����SOR��� 3n− 5 Á�OPQÃ
®2OR�� �
 α ∈ Out(Fn)  �
�Q

\]L�
 (T ′, Fn).α % �#� %&�S SOR
��#��
 W U ; 7 QR����� U ∩ σ(T ′).α U����! SOR
��! *L#��
INd��L#QR
T�#
I�	OPZ�
����SOR���
3n− 5 Á��#����UIQV%¦�	OPZ�
�����OR���°�#
 U 
��� M��¬!%&QR
=W 3n− 5 ;
���+$��\� <+/D�;F@A � � 
�L# "%&L����SO�Z����! S��
��`\!L�
¦QV%£�	OPZ�
�����OR���· �� � ��QR��¬�OR\]L�
��#
¦ ���L# "��L#$�
��S ��#

On∩∂CVn


��S <�#
5�	OPZ�
����SOR��� 3n−5 U�%&�<L#�¦ �
�Q���L#$�
��S =U����! SOR
��! 0L#��
M%�U� SOR����\!L#O#
��#¬�
����	��

L#�Ê��OPZ � QR
®	
I�#
T�	OPZ�
�����OR���ÅZ[%f2OPZ[%&QR
);
9 #,�1#!2+2+67�+��� �(6 �(6 # 6 7>� �����;��$%��-.�[���U��I��\�C�J4�"�0�

Mn
�\V\�\�JL/,�s������+�C-P�e�'�\M��/,�"����C:f����-H�_�����

Out(Fn)
�U�+L/,�

Gδ
�����D�'�d���

Mn
F

i�����/,:B�;F@) Q��SL 
� I�#
"Z����] S��
��T\!L�
 � ��L#�. ���L# α 6= 1 ∈ Out(Fn) ÁxQF��
�����
�Z"N#QR
¡�#
�� � ��OP�! ��
P##
��M�#
 α ��%&��� Mn


��� M��� OP�! ����SOR
�L#�.$]OR�#
);

Ì;ºÀÄ��!N ;P��� A ' 
��*%�U� SOR����� (T1, Fn) 
� (T2, Fn)

1 L �#� ���������M%&L£U����! S��%&OP��
I\]L�
 α P#	
 � ��OP�] � %&� � ��OP�! ;L#�j��L#$�
��S U �#
 Mn
; G �����SOR�#�®È

������� (T1, Fn) 
� (T2, Fn) QR
��I%�U� SOR�����@��
 � ������
��] ���
��I�SL#�*QV% P�¬�L#��
 N ;P���); A �¯�SL �#� ����
`\!L�

QR
��0QR���#¬�L�
�L#���H�#
��H%&� K� �
��J�#
 T1/Fn

D ��
�� � ;!�#
 T2/Fn
K �����! 0 ���L# �
��H�	OR�S SOP��U� �
��"; ' �����SN#OP �
.�#


(T1, Fn) ��
���U����! S��
 U � L#OR��\!L�
� ���L# �
��ÃQR
��r���SN#OP �
��C�����! Ã�#
�����
��Ã��%&��� Mn
; � L#OP S �
 W;U�Y�%&�#¬�
��

(T1, Fn) � %&�HL#����QR��Z�
��] 5�#
*�����£���SN#OP �
�Á2��� �SL �#� ����
*\!L�
 (T1, Fn) ∈ U ; 6 %&�5U���������\]L�
��! �Á
α P##
 T1

; � ��L��"Z����! S��
�������� � QPL��T �%&��� \!Lr� OPQ0
®	OR�S �
¡L#��
�N�%���
 {a, b, c1, . . . , cn−2}
 �
�QPQR




� � � ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

\]L�
MQR
*�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�;��%&��� Out(Fn) �#
 T1

��� 0QF��
�����
�Z�N#QR
.�#
��;%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
��5%�¢!%&�] ;L#�

��
 � ������
��] �%&�! α̂ ∈ Aut(Fn) �#
@QV% I ���SZ�


α̂ :





a 7→ a±1

b 7→ akb

ci 7→ ci

� ��L#� k ∈ Z
D Z��2�	L#QR� L#��
�U������ÉL#¬!%&OR�����X�#
 Fn

K ; > 
 � QPL���Áx���°$�
��S��%�\!L�
 a 
��S .
�QPQPO �  SOR\!L�

��%&��� T1

;
> 
¯QV% ZHK�Z�
 Im%������rÁ;��� � 
�L# £��L �#� ����
��£\]L�
 (T2, Fn) ∈ U 
� OPQI
®2OR�S �
¯L#��
¯N�%���


{a′, b′, c′1, . . . , c
′
n−2}

�#
 Fn
 �
�QPQR
*\!L�
MQR
M�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�H�#
 T2


��� =QF��
�����
�Z"N#QR
.�#
��J%&L# ���Z����ÉÈ
� Y#OR�SZ�
��*
®2 ����SOR
�L#���.%�¢!%&�] BL#�j��
 � ������
��] �%&�! α̂ �#
@QV% Im���SZ�


α̂ :





a′ 7→ a′±1

b′ 7→ a′lb′±1a′−l

c′i 7→ c′i
� ��L#� i < n− 2

c′n−2 7→ c′±1
n−2

� ��L#� l ∈ Z ;
6 %&�IU���������\]L�
��! �Á��SO����¯U������SOR�#Â���
`QF� OPZ[%&¬�
 ᾱ �#
 α ��%&��� GLn(Z) Á8���¯$���OP @\!L�
 ᾱ 
��S 

W¦QV% Im��OR�MU������ÉL#¬�L��=W



±1 k

0 1 0

1 ; ; ;
0 1

1





� W




±1 0

0 ±1 0

1 ; ; ;
0 1

±1




.

A � 
��9�#���	L#OP `\]L�
 k = 0 
� ¦\!Lr����� � 
�L# `��
 � ������
��] �
�� α � %&��QF� OP�]$���QPL# SOR��� α̂ \]L#O P##
 b

� IQR
�� ci 
� T
��!$���OR
 a �SL#� a±1 ; G 
¦��%&OR�����#��
�Z�
��! �Z����! S��
�\]L�
¡�SO α′ ∈ Out(Fn) P#	
¦L#�
��L#$�
��S BU����] �
���%&�! T1

Á�%&QR����� α′ = α 
��S 5QF� OP�!$���QPL# SOR���XU�OP ���
"%&LÊ�#
����SL��";
' ��
�����
�Z"N#QR
@�#
��JZ��� �� w  �
�QR�J\]L�
 α̂(w) 
��S JU������ÉL#¬�L�� W w−1 
��S JQF��
�����
�Z"N#QR
.�#
��0Z��� ��

U������ÉL#¬�L���� W.L#����QR��Z�
��! J�#
 aZ ; - ��
���
� �Á�����OP w = x1 . . . xp
U�¢	U�QPOR\!L�
�Z�
��] =�����	L#OP < �
�Q�\]L�


α̂(w) ����OP MU������ÉL#¬�L��=W w−1 ; ' ����U��SOP SL#��
��#
 α̂(w) ��N# �
��]L�
T
��Å��
�Z � QV%���%&�] *��%&��� w  ���L# �
��
QR
��*�]U�U�L#�S��
���U�
��*�#
 a � %&� a−1 
� BOP�!$�
�����
�Z�
��] .
��S B�����	L#OP �
"
� BU�¢	U�QPOR\!L�
�Z�
��] B�����	L#OP �
); A �

��¯�#���	L#OP .\]L�
 x−1

p = α̂(x1) 6= x1
Á��#����U�\]L�
 x1 = xp = a±1 Á�
� *L#��
"����U�L#�S��
���U�
`�SL#�*QV%

QR���#¬�L�
�L#�.�#
 w � 
��SZ�
� B�#
IU�����U�QPL#��
);



� ��� � � ���.� � � � ��� ��� ����� ������� � � � �

1 O β ∈ Out(Fn) 
��S @ �
�Q<\!L�
 T1.β ∈ U Á βαβ−1 P##
`L#� ��L#$�
��S TU����! �
���%&�! T1
Ád
� @QR


��%&OR�����#��
�Z�
��] � ����U����#
��! BZ����! S��
I\]L�
 α = βαβ−1 ; A �j
��j�#���	L#OP M\!Lr� L#�£��
 � ������
��] �%&�! β̂
�#
 β 
��!$���OR
 a �SL#�*L#� U������ÉL#¬�L��¡�#
 a±1 � L#OR��\]L�
" ���L# IZ��� w  �
�Q<\]L�
 α(w) = w−1 
��� 
U������ÉL#¬�L��=W a ;

A �j
��£�#���	L#OP H\]L�
.�SO T1.β ∈ U Á	%&QR����� lT1.β(a) = 0 � L#OR��\]L�
 a 
��S H
�QPQPO �  SOR\]L�
@��%&��� T1
;

) QC�SL 
� .Z[%&OP�! �
���%&�] � ��L#�@%�$���OP�@L#��
"U����] S��%��	ORU� SOR���·�#
"Z����] S��
��I\!Lr� OPQ�
®2OR�S �
"L#��
`%�U� SOR���
(T, Fn) ∈ U  �
�QPQR
£\]L�
 a ����OP �Y]¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
£��%&��� T ; - ��
��d
� �ÁCQV%¯�#
����SOP ��£�#
��¡���SN#OP �
��
OPZ � QPOR\]L�
���% %&QR������\!Lr� OPQB
®	OR�S �
£L#��
Å��L#OP �
 βk ∈ Out(Fn)  �
�QPQR
Å\]L�
 (T1, Fn).βk

k→∞
−−−−→

(T, Fn) Á�U�
I\!L#OrU����] S��
��	OP lT1.βk
(a) = 0 ;

6 ��L#�  S����L#$�
���L#��
°%�U� SOR��� (T, Fn) ∈ U  �
�QPQR
Ê\!L�
 a ����OP �Y]¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
°��%&��� T Á�OPQ
�SL 
� ;�#
. S����L#$�
��;L#��
.%�U� SOR��� (T, Fn) ∈ Mn

 �
�QPQR
@\]L�
B ���L# ;��QR��Z�
��! � �SOPZ¡OP SOQI��#
 Fn
D O ;2
);

% �#� %&�S �
���%&�] W L#��
jN�%���
Å�#
 Fn
K ����OP �Y!¢ � 
��SNx��QPOR\]L�
); ) QM
®2OR�� �
Å�#
j �
�QPQR
��£%�U� SOR����� � ��L#�

n = 2 �=OPQB�SL 
� [�#
ÅU�������OR�#����
��[L#�CIm
�L#OPQPQR
� �%&¬�
ÅZ�
��SL#��� W Im
�L#OPQPQR
��[�#
�����
����SL#�¡L#�  �����

 S����L��); - � 
��d
� �ÁCQR
�����
�L#QR����QR��Z�
��] ��¡
�QPQPO �  SOR\!L�
��¦��%&����QF� %�U� SOR��� U����S��
�� � ������%&�! �
 (T0, F2)
�����] .U�
�L	Ê\]L#OC�����! @U������4L#¬�L����>W¡L#�¯��QR��Z�
��! I�	L¯¬�����L � 
?I ������%&Z�
��] �%&Q��	L¯Nd�����Ê�	L¯ �����

 S����L��); G ��Z¡Z�
MQF� OPZ[%&¬�
M�	L¡¬�����L � 
 Im������%&Z�
��! �%&Qx�	L¡Nx�����¡�	L¡ �����
; S����L��B
��S < S�SOP$]OV%&QR
5��%&���
QF� %&Nd��QPOV%&�#OR���M�#
 F2

Á� ���L# =��QR��Z�
��! � �SOPZ¡OP SOQIr�#
 F2

��S <Y]¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
M��%&��� T0

; G 
� S �
B%�U� SOR���
(T0, F2)

� 
�L# K� S��
¦% �#� ����	OPZ���
 � %&�*L#��
¡%�U� SOR��� �SOPZ � QPORU�OV%&QR
` S��Â�� � 
� SOP �
 W��S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#���
��� %&� K� �
��;�����  S�SOP$]OV%&L	 
��£% �#� ����2OPZ[%&�] 5QR
 Im
�L#OPQPQR
� �%&¬�
 � %&�JL#�j%&L# S��
 Im
�L#OPQPQR
� �%&¬�
.Z�
��SL#��� W
Im
�L#OPQPQR
��BU���Z � %�U� �
��";

6 ��L#�@ S����L#$�
��BL#�¯
®	
�Z � QR
 � ��L#�* ���L# n Á�OPQC�SL 
� .�#
�U������SOR�#����
��BQF� %�U� SOR��� %������2U�OR��
�%&L
¬���% � Y�
¦��� %�U� SOR�����I�SL#OP$�%&�! ¡�x��� � ��
����¯L#�¯Nx��L�\]L�
� @�#
 n− 2 U�
���U�QR
���Á8��� � ��
���� (T0, F2)
U���Z¡Z�
 %�U� SOR���u�#
°����Z¡Z�
� �Á0QR
�� ¬�����L � 
�� �#
��£%&� K� �
��£�����! £ S�SOP$2OV%&L	dÁH
� £��� U�Y���OR�SOP �#
��
� ��OP�! ��¯��� %& S �%�U�Y�
 pe ∈ T0

\]L�
�QRU�����\!L�
��"; ' � %�U� SOR��� (T, Fn) ��N# �
��!L�
 $����SOQP�
 \]L�
· ���L# 
��QR��Z�
��] ·
�QPQPO �  SOR\!L�
9��%&��� T 
��S ° S�SOP$2OV%&Q¡��%&���XQF� %&Nx��QPOV%&�#OR��� �#
 Fn

Á.
� X�r��
��S X�#����U � %��
� �SOPZ¡OP SOQI ; - QPQR
 % �#� %&�S SOR
��] W Mn

� ��L#� n ≥ 3 U�%&�`
�QPQR
 � 
�L# K� S��
£% �#� ����	OPZ���
 � %&��L#��

%�U� SOR���·�SOPZ � QPORU�OV%&QR
�%�¢!%&�! TL#� �S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#�@��� %&� K� �
¦�����  S�SOP$2OV%&Q D 
� I\!L#O=% �#� %&�S SOR
��! ��#����U
W Mn

K ;

6 ��L#�I �
��SZ¡OP��
��@QV% � ��
�L#$�
�ÁxOPQC����L��*��
��� �
 W�U�%&QRU�L#QR
��@QR
��.�� �%&N#OPQPOR��%& �
�L#���@�#
 (T1, Fn) 
� 
(T2, Fn) ; G ��Z¡Z�
.��%&���HQR
BQR
�Z¡Z�
 N ;P�);P� � Á2L#� ��QR��Z�
��] α �	L �� �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�H�#
 (T1, Fn) 
��S 
OP���	L#OP � %&�BL#�Ê%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
 ϕ �	Lj¬���% � Y�
T�#
@¬�����L � 
��B\]L��� SOR
��! MZ[%&��\]L�� Q = T1/Fn

;
/ % �#� 
�QR�����¡\]Lr������%°U�Y���OR�SO5QR
��¦QR���#¬�L�
�L#�����#
��¡%&� K� �
����#
 T1/Fn

 ���L# �
��¡�	OR�� SOP��U� �
��"; 6 %&�
U���������\]L�
��! �Á ϕ P#	
.U�Y�%�\]L�
I%&� K� �
*�����j���SOR
��] ���
I�#
 Q ; 1 Od���£%�$�%&OP ϕ(e) = ϕ(ē) � ��L#�;L#��

%&� K� �
.���SOR
��! ���
 e �#���] JQR
��J
®2 S����Z¡OP ����H�����] H�	OR�S SOP��U� �
���Á!U�Y�%�\]L�
@%&� K� �
 e′ OP��U�OR�#
��! �
@�SL#� o(e)



� �  ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

��
���%&OP B%&L����SO�OP��U�OR�#
��! �
��SL#� t(e) � L#OR��\!L�
 ϕ({e′, ē′}) = {e′, ē′} ; G 
�U�O���
 � 
�L# M��
 � ���]�	L#OP��

\]L�
"�SO Q � ������Â��#
T
®�%�U� �
�Z�
��! @�#
�L	Ê����Z¡Z�
� ��.
� *\]L�
T ���L# �
`%&� K� �
�
��S BOP��U�OR�#
��! �
¦�SL#�BU�
��
�#
�L	Ê����Z¡Z�
� ��>W�QV% Im��OR��Á�U�
�\!L#OC�r��
��S � %��*QR
"U�%��.�#
 Q ; 6 %&�IU���������\]L�
��! �ÁxU���Z¡Z�
 Q �r� %
� %��@��� %&� K� �
¡�#���! @QR
��@�#
�L	°
®	 S����Z¡OP ����I�����! I��¬!%&QR
���Á ϕ OP���	L#OP @QF� OR�#
��] SOP ��¡�	L°¬���% � Y�
¡����L��
��%�U�
��! W Q ;

' � %&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
 ϕ �#
 Q 
��S B�#����UI�#�� �
��SZ¡OP��� � %&�BQR
��M�#���#����
��B�SL#OP$�%&�! �
��
A � ��L#�¡ ���L# [����Z¡Z�
� v ∈ Q Á�L#� %&L# ���Z���� � Y#OR��Z�
 ϕv : Γv → Γv


� �L#����QR��Z�
��! 
γv ∈ π1(Q, v)A � ��L#�¦ ���L# �
Å%&� K� �
£���SOR
��! ���
 e �#
 Q ÁCL#����QR��Z�
��] γe ∈ π1(Q, o(e))

 �
�QM\]L�
 δe =

γ−1
o(e)γe

% �#� %&�S SOR
��#��
 W Γo(e)
;

G ��Z¡Z�
°QR
���¬�����L � 
��[��� %&� K� �
�� �����! � S�SOP$]OV%&L	�Á<QR
��[��
�QV%& SOR�������#
°U���Z¡Z"L# �%& SOR��� \!L�
°�#��OP 
$����SOQP�
�� ϕ �����] *%&L# ���Z[%& SOR\]L�
��";

1 ��OP va
QF� L#�#OR\]L�
�����Z¡Z�
� I�#
 Q �#���! @QR
"¬�����L � 
¦
��S .�����° S�SOP$2OV%&Q<
� a L#�¯¬���������%& �
�L#�

�#
 Γva
; A � U�Y���OR�SOP U���Z¡Z�
 � ��OP�! �N�%���
 v0 �#
 Q QR
¯����Z¡Z�
� �#
Ê$�%&QR
���U�
 3 �	L U�
���U�QR


U����] �
���%&�! va
; G Y���OR�SOR���������rL#�`����L��ÉÈ,%&�SN#��
=Z[%f	OPZ[%&Q τ �#
 Q ; A �TOR�#
��! SOQP�
 a %�$�
�U=QF����QR��Z�
��] 

ēaaea ∈ π1(Q, v0)
� � ea 
��� *QF� %&� K� �
¡���SOR
��] ���
¡�#
 τ  �
�QPQR
¡\!L�
 o(ea) = va


� t(ea) = v0
;

1 ��OP eb QF� %&� K� �
Å���SOR
��! ���
°�r� % �#� %&�S �
���%&�! � %�� W τ  �
�QPQR
Å\]L�
 o(eb) = va

� t(eb) = v0

;
A � ���� �
 b QF����QR��Z�
��] ��#
 π1(Q, v0)

�#� P��#O � %&� ēaeb ; - � P��rÁ���� U�Y���OR�SOP ¦L#��
 ���SOR
��! �%& SOR���
e1, . . . , en−2

�#
£U�Y�%�\]L�
Å%&� K� �
j�#
 Q \ τ �	OR�S SOP��U� �
j�#
 {ēb, eb}
; A ��U������SOR�#Â���
Å%&QR�����¦QR
��

��QR��Z�
��] �� ci � ��L#� i = 1, . . . , n− 2 �#
 π1(Q, v0)
U������SOR�S �%&�! W¦��
�QPOR
�� v0 W o(ei) ��%&��� τ W

�SL#OP$2��
 ei � L#OR� W���
�$�
��#OP�I%&L � ��OP�! v0 ��%&��� τ ; A �ÊOR�#
��] SOQP�
 {a, b, c1 . . . , cn−2}
%�$�
�U�L#��


N�%���
"�#
 Fn
¬�����U�
"%&LjZ[%&��\]L�%&¬�
"�#
 Q ;

6 ��L#�B ���L# BQV%�U�
� (g0, e1, . . . , en, gn) �	Lj¬���% � Y�
��#
@¬�����L � 
�� Q N�%����I
�� v0
Á#����OP 

ϕ∗(g0e1 . . . engn) =
(
γv0ϕv0(g0)γ

−1
v0

) (
γe1e1γ

−1
ē1

)
. . .
(
γenenγ

−1
ēn

) (
γvnϕvn(gn)γ−1

vn

)
.

A � ��%&OP J\]L�
 ϕ∗ 
��S JL#�[��
 � ������
��] �%&�! 5�#
 α ��%&��� Aut(Fn)
D
	�: %�����Á : � � K ; ' ������\!L�
 vi 6= va

Á
U���Z¡Z�
 δe ∈ Γo(e)

Á δ−1
ēi

= γ−1
ēi
γvi


� δei+1 = γ−1
vi
γei+1

�����! .��¬!%&L	 W 1 ; 6 L#OR��\]L�
TU�Y�%�\!L�

����Z¡Z�
� " S��%�$�
������ � %&�IQR
��IU�Y�
�Z¡OP��� ci % L#� ¬�����L � 
¦ S�SOP$2OV%&QFÁr��� 
��·�#���	L#OP "\]L�
 ϕ∗(ci) =



� ��� � � ���.� � � � ��� ��� ����� ������� � � � �

γv0ciγ
−1
v0

; > 
 � QPL���Á
ϕ∗(a) = γv0ϕv0(1)(γ

−1
v0
γēa)ēa(γ

−1
ēa
γva)ϕva(a)(γ−1

va
γea)ea(γ

−1
ēa
γv0)ϕv0(1)γ

−1
v0

= γv0 ēaδ
−1
ea
ϕva(a)δeaeaγ

−1
v0

= γv0 ēaϕva(a)eaγ
−1
v0

= γv0a
±1γ−1

v0
.

- � P��rÁ
ϕ∗(b) = γv0ϕv0(1)(γ

−1
v0
γēa)ēa(γ

−1
ēa
γva)ϕva(1)(γ−1

va
γeb

)eb(γ
−1
ēb
γv0)ϕv0(1)γ

−1
v0

= γv0 ēa(δ
−1
ea
δeb

)ebγ
−1
v0

= γv0a
kbγ−1

v0
.

� � k ∈ Z 
��� M�#� P��#O � %&� δ−1
ea
δeb

= ak ;
A �¯
��Ê�#���	L#OP *\]L�
I ���L# α ∈ Out(Fn) P#�%&�! (T1, Fn) 
��S M��
 � ������
��] ��"��%&��� Aut(Fn)

� %&�ML#�¯%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
"\]L#O P#	
 a 
� c1, . . . , cn−2

� B\!L#Or
��]$���OR
 b �SL#� akb � ��L#� k ∈ Z ;

' 
T�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�B�#
 (T2, Fn) ��
IU�%&QRU�L#QR
��#
@ZHK�Z�
);

� / � /�� � # .*#%� ��# !�# �.���� �7#

' 
°QR
�Z¡Z�
 �#
 � QPOV%&¬�
¯¬���������%&QPOR��
XQR
 � Y�������Z�Â���
 \!L#OI
��S j% �#� %&�SLu��%&���£QF���� SL��#
¯�#
��
U�%&���	OR��%& �� %&L��S �%& SL# [������L#$�
��S �OP�]$�%&�SOV%&�] ���%&���¡QV%X��
�U� SOR��� N ;P�);P�Ê
� �\!L#OB%X
�Z � K�U�Y��ÅU�
��

�����
�Z�N#QR
��*��� K� S��
"��L#$�
��S ��";

& ��8 � 25�+6�+ ��8
A �X$�%�ORU�O������ � %�� � QPOR
��I�#
�L	¯%&� K� �
��I
�����
�Z"N#QR
���ÁdZ[%&OR�.�#
�L	XU�Y�
�Z¡OP����Á α 
� β OR���SL��

��� L#��ZHK�Z�
 � ��OP�! H�#
 T ; 6 ��L#�H\]L�
MU�
� S �
*� � ����%& SOR���£��
 � %�����
M��%&��� � ����N#QRÂ�Z�
�Á2��� %INx
�����OP�
��� Y]¢ � �� SY�Â���
��M �
�U�Y#�#OR\!L�
��.�SL#�5QR
��MU�Y�
�Z¡OP����Á�\]Lr�����Å��
�¬�����L � 
T����L��5QF� % �#� 
�QPQV%& SOR��� D � K ;

Ì;ºÀÄ��,N ;P�� A ' � Y]¢ � �� SY�Â���
 D � K

� 0����'�  *� #!� 6 S8����
(T, Fn)

/0�T�}��&'����\�����C$AI1-P��&'����-.�j�+���D�Q�4�D:B�+�6�������TF)S8�������J
α
~
β

����/\|
&�*���$[�C���>�+�����"�\-C-.�����M���+���/,�d�C�6��/��"�\/}$%t�$%��I����4�J

x
���
T

~������J�-5���[�@|\���?�$[�4M?��>�+�\�J����U�
�'��$[$Z�'4�A���

T
F+8��a�U/fI_I����'�#<+/D�

α
�+
β

��@��:B�+�6�;���JG-5�)$%t�$%�)�1��$%�����#�9� ���@t'M�U�#�+H���]�1�\M�
α1, . . . , αp

�'
β1, . . . , βp

-.�U�N����t+M�U�X���U�����JM?6�U�)��/�&�&U�U�6���C:B���LI��\� &��\/0��/����3I����
α

�'
β
F 8��u����

<+/D�[&6�U�"&+*���$[�C�D�X�+�\��C�C`'���JL!%-�� *�VUI��_4*�EU�'�]� ���[�U�



� � � ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

� � �U�}I���/,�>���/�
i = 1, . . . , p

~
αi

�'
βi

���J�$%t�$%�R-^�\�0O�/D��/0�
� � �'�

α1
�+
β1

�'���J3�0�U�"����t+M�U�d�_�@Y+�_&U���JM�U�"���C����4�1&'M���
� � � �crU-	�@|��C��M�"/,�8�d�����(�+�J��\��(���x?�<+/0�4:v�����(���JM�������"���@t'M�U�d���

T
�1�\M?��

O
M��-4-5�[<'/��"-.�U�

����t+M�U�
αi

�+
βi

�'���(�+�JR�����(���1M?��U�dI��B���4��4:B��$%���J%����������R<+/D�n-.�U�j&�*���$[�4���
α

�+
β�+���1 N#OR
��Ê���SOR
��! ���� �_F

: OR
��j� �#��Á2QF� Y!¢ � �� SY�Â���
 D � � K �SOP¬��#OQP�
@\]Lr� OPQd
®	OR�S �
.L#��
@���SOR
��! �%& SOR���Ê�#
��5%&� K� �
��5�	Lj\]L��&È
 SOR
��] T/Fn

 �
�QPQR
��B\]L�
@QR
�� � ���&�S
�U� SOR�����B��%&��� T/Fn
�#
 α 
� β ����OR
��] MN#OR
��Ê���SOR
��] ���
��";

G ������OR�#����������QR
 � QPOV%&¬�
°�#
 T0 = T \!L#O*OR�#
��! SOQP�
¯�#
ÊZ[%&�#ORÂ���
¯��\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
ÊQF� %&� K� �

α1

%�$�
�UjQF� %&� K� �
 β1
; A �9���� �
 T1

QF� %�U� SOR��� ��OPZ � QPORU�OV%&QR
Ê%&OP���SOM��N# �
��!L�
Ê
� f1 : T0 → T1

QF� % �#� QPORU�%& SOR���£�#
 � QPOV%&¬�
); ' � Y]¢ � �� SY�Â���
 D ��� K �	OP H%&QR�����0\]L�
 (T1, Fn) � ������Â��#
;L#��
MZ��� S�SOR\!L�

��%& SL#��
�QPQR
ÊOP�!$�%&�SOV%&�! �
Ê
� D �@ K �	OP �\]L�
£QF� % �#� QPORU�%& SOR��� �#
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 � ���2U����#��Á����·��N# SOR
��! T�#
�� � QPOV%&¬�
�� fi : Ti−1 → Ti�	OR�S SOP��U� ��.�#
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��S¬����Ê��� % � ��Â��
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�� � %&�S SORU�L#QPOR
�� ᾱ = β̄
K Á�
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 �
�QR�.\!L�
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®#
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� �� ������ α = [x, ya]

� β = [x, yb]

%�$�
�U yb = h.ya
; ' W¦
���U�����
�Á q̄ U�������OR�S �
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Stab (ya)


� h ;

Ì;ºbÄ�� N ;P��� A 6 QPOV%&¬�
"�#
I�#
�L	ÅU�
���U�QR
��B%��&��%�U�
��! ��";



� ��� � � ���.� � � � ��� ��� ����� ������� � � � @
/ 25�+6�+ � $(�C$'�9&'����������2+��8X6 $�� 6 �L�3�! "8 D P�¬�L#��
 N ;P��� K�A � �SL �#� ����
 ��%&����U�
� ¦
®	
�Z � QR

\]Lr� OPQH
®	OR�S �
 �#
�L	 U�
���U�QR
�� � QR���#¬���� Cα


� Cβ
��%&��� T/Fn

\!L#O;��� OP�! �
�����
�U� �
��! �
�� {x̄} 
� 
 �
�QR�M\]L�
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��*; ' � OP�! ���� K� Im������%&Z�
��! �%&Q
�#
TU�
� S �
TY!¢ � �� SY�Â���
 D � K Á#
� M
�� � %&�S SORU�L#QPOR
��.�#
 D � � K 
��S 5QR
 Im%&OP *�SL#OP$�%&�] "�
& �94�4�� �(6 �(6 �-6 7>� �C$Z�;O0�x��?@&+��I1�@�;<+/D���9� /,�8� ���@t'M�

e
���

T1
I����

f1
�U�+%/,� �����'�+$Z�+-5�

�9� ����t+M�U���_� Y'�_&6���1M�U�b!q/,�k�+�\$d$%�+
x

M�+-C-.�U�b<'/��s-�� ���U�����J��_��������4�1��/,��M�ZI����
O

�U/,�b&U�U�
����t+M�U���U���&6���J���� `�/\O��Q�

x
�U�+�-�� �����5O��C�T�>���d&6���d����t+M�U�d���������JM?��U���\F

���+$��\� <+/D�;F*1 O D � � K �r��
��� � %��5$����SOQP���
�Á f−1
1 (e) � 
�L# MU����! �
��#OP�*L#��
T�	����OP �
);



� �   ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

i�����/,:B�;F@' � %&�SN#��
 T1

��S *QR
"\]L��� SOR
��! @�#
 T � %&�*QV%¡��
�QV%& SOR���X������\!L#OP$�%&QR
���U�
`
��#¬�
����	����
 � %&�

e ∼0 e
′ ��� OPQ8
®	OR�S �
 g ∈ Fn

 �
�Qd\!L�
 {g.e, g.e′} = {α1, β1}
; ) Qx�SL 
� H%&QR�����;�#
B$����SOQP�
��H\]L�
*��O

e ∼0 e
′ ∼0 e

′′ Á�U�
��0 S����OR�H%&� K� �
��J���SOR
��! ���
�� � %&� O ���! 0QR
�L#�J���SOP¬�OP��
*
���L#��ZHK�Z�
 � ��OP�! ";
& �94�4�� �-6 �-6 �(6 8����U/fI_I����'�A<+/��A&�*,��<+/��HI1-P���fO����4�JM����$%?@���(���4�@�

fi
�;�T`'���49�+�J��@�)���U������t+M�U�

�_�\�J)-.�%����0���C-P�C�+�\M��/,�]�U�+#��U�4:;�(��-5FLST���(�+�J
e1

�'
e2

���+/�|x����t+M�U�n�_� Y'�_&6���1M�U�Q�+#���C����4�1&'M�U�
�_�\���

T
FTSJ�

e1
�+
e2

�'���JG�(�����J�� K�?��U�LI����
q : T → T ′ ~y��-^�\�6�R��-C-.�U�A�+���JH�(�����1�� K�?6�U��I��\�

f1
F

���+$��\� <+/D�;F�' � Y]¢ � �� SY�Â���
 IF%&OP �
°�SL#�£QR
�� � QPOV%&¬�
 fi
� 
�L# K� S��
 %��r%&OPN#QPOR
�ÁHZ[%&OR�£����L��£�r��
��

�r� %&L#������� � %��.Nd
�����OP� ��%&���@QV% �SL#OP �
); G 
 � 
�����%&�] �ÁdQR
�QR
�Z¡Z�
¦�r��
��� � %��.$2��%&O<�SO����X��
 IF%&OP 
%&L�U�L#��
"Y!¢ � �� SY�Â���
I��L#�MQR
�� � QPOV%&¬�
�� fi

;

9 #,�1#!2+2+67�+��� �-6 �-6+: � 2 ��2 �34�4�� $(� � 25�+6�+ � 6 S8�\�4
(T, Fn)

/0�8�%�_&'��(���x���C$AI1-P��&'����-.�d�'�����
�4�D:B���U�U�(���8FyS8�������J

α
�+
β

����/\|}&+*���$[�C�D���_�\���
T

:�?��U� K3���1�-@� *�VUI��\4*�E��'�XD � K6~��C�6��/����9� /,�
$%t�$%�)I��\�C�J

x
�����J�-5�d��������4-P�e�'�\M��/,���U�+��C�fK��D��F9S8����

wk
/,�8�"�U/,��M���9� ?�-5?+$Z�+�J4�[���C����4�1&'4�

���
Stab x

�+��+�\�4
T (k) -@� �_&'��(���c���'M���D/D�%���]I1-P�(���J

α
-.�"-^���,Oj���

wk.β
F�8��b�U/fI_I����'��<+/D�

&�*��_<+/D��I1-��(�;O����4�JM����$Z?������\�C�����;�W`'����9���J����N���U�����@t'M�U�A�_���J=-5��������+�C-P�e�'�\M��/,�A�U��9��U�4:;�(��-5F����
I��\����(&+/,-������U~H-.�U�A��������4-P�e�'�\M��/,�6�X���

α1
�'
β1

�+���19��/;I�I��B�'?��#����C:f����/\|�FWS8��/0�#&6���)*�VUI��\4*�EU�'�U�U~

(T (k), Fn)
k→∞
−−−→ (T, Fn)

7	�R-.��$[$%�>�C$AI1-P��<'/��>-.�>&��\� ��-4-5���C���;F@� �� ������ f (k)
1

QR
 � QPOV%&¬�
T\]L#O�OR�#
��! SOQP�
`�#
@Z[%&�#ORÂ���
"��\]L#O È
$�%&�SOV%&�! �
HQR
���%&� K� �
�� α1


� wk.β1
;fW°���] S��������\!L�
H�#
�L	�%&� K� �
�� e1 
� e2 �#
 T �����! �OR�#
��! SOQP���
��� %&� f (k)

1
� ��L#��%&L � QPL���L#�·����Z"N#��
 P��#O0��� OP���	ORU�
�� k ; > %&���TQR
�U�%���� � α1


� β1
��
[�����] 

� %��M��%&���MQV%"ZHK�Z�
"���SN#OP �
�Á e1 
� e2 �����] 5OR�#
��! SOQP���
�� � %&� f (k)
1

�SO�
� M��
�L#QR
�Z�
��] B�SO�OPQ�
®2OR�� �

g ∈ Fn

 �
�Q<\]L�
 g.{e1, e2} = {α1, wk.β1}
Á8U�
`\]L#O���
 � ���2�	L#OP � ��L#�I%&L � QPL��.L#�¯OP���	ORU�
 k

� L#OR��\]L�
IQR
��M�� �%&N#OPQPOR��%& �
�L#���B�#
 α1

� α2

�����! M S�SOP$2OV%&L	 ;
1 O α1


� β1
�����! "��%&���TQV%£ZHK�Z�
����SN#OP �
�ÁÃ����OP h  �
�Q0\]L�
 h.α1 = β1

D
h 
��� IL#�#OR\!L�
 K ;' 
���%&� K� �
�� e1 
� e2 �����! "%&QR�����@OR�#
��] SOQP���
�� � %&� f (k)

1
��O�
� I��
�L#QR
�Z�
��] "�SO�OPQ<
®2OR�� �
 g ∈ Fn
� i ∈ Z  �
�QR�"\!L�
 g.{e1, e2} = {α1, (wkh)

i.α1}
; 1 L �#� ���������TZ[%&OP�] �
���%&�! ¡\!L�
 e1 
� e2

�����] "OR�#
��] SOQP���
�� � %&� f (k) � ��L#�"L#� ����Z"N#��
�OP� P��#OJ��� OP���	ORU�
�� k ; ) Q0
®2OR�� �
[%&QR����� k0

� �L#�


�����
�Z�N#QR
TOP� P��#OÃ��� OP���	ORU�
�� k  �
�QR�B\]L�


gk0 .e1 = α1, gk0 .e2 = (wk0h)
i0 .α1


� gk.e1 = α1, gk.e2 = (wkh)
ik .α1,

%&QR����� (wk0h)
i0 = (wkh)

ik ; 6 %&� U���������\!L�
��] �Á=QR
�� wkh
I ���SZ�
��] �L#� 
�����
�Z�N#QR
ÅOP� P��#O*�#


��%�U�OP��
��*�#
 (wk0h)
i0 Á#U�
T\]L#Or
��S MU����! S��%��	ORU� ���OP��
);



� ��� � � ���.� � � � ��� ��� ����� ������� � � � �

WX%&OP�! �
���%&�] �\!Lr�����9%Ê$]L \!L�
��#
�L	 %&� K� �
�� e1 
� e2 �#
 T �����! `OR�#
��! SOQP���
�� � %&� f (k)
1� ��L#�*%&L � QPL��ML#�j����Z�N#��
>P��#OÃ��� OP���	ORU�
�� k Á����j$�%¡Z����! S��
��BQV%¦U����]$�
��S¬�
���U�
��#
 (T (k), Fn)

$�
���� (T, Fn) 
��°L# SOPQPOR��%&�! .QV%¡ �� � ��QR��¬�OR
"�#
 ½ ����Z���$ ; 1 ��OP K L#�°����L��.%&�SN#��
>P��#O��#
 T Á�
� 
F ⊂ Fn

L#��
 � %&�S SOR
?P��#OR
); A �ÊU������SOR�#Â���
"QF� %&�SN#��
 P��#O Ke = Conv(K,F.K) ; G �����SOR�#���������
Z[%&OP�] �
���%&�! .L#�ÅU���L � QR
T��� %&� K� �
��*%��&��%�U�
��! �
�� e1, e2 �#
 Ke

; ½ ����U�
T%&LÊQR
�Z¡Z�
�Á��SO�U�
��M�#
�L	
%&� K� �
��j�����] £OR�#
��! SOQP���
�� � %&�£QR
 � QPOV%&¬�
 q(k) �	L U�Y�
�Z¡OP� α QR
°QR���#¬ �#
 wk.β

Á;
�QPQR
��j�����! 
OR�#
��] SOQP���
�� � %&�5QR
 � QPOV%&¬�
 f (k)

1
�#
IQF� %&� K� �
 α1

QR
IQR���#¬��#
 wk.β1
; ) Qr
®	OR�S �
T%&QR�����B%&L � QPL��ML#�

����Z�N#��
 P��#O	��� OP���	ORU�
�� k � ��L#��QR
���\!L�
�QR� e1 
� e2 �����! �OR�#
��] SOQP���
�� � %&� q(k) ; 6 %&�=U���������\]L�
��! �Á
� ��L#� k %�����
��¡¬���%&����ÁÃQR
 � QPOV%&¬�
 q(k) �#
 α QR
¡QR���#¬Ê�#
 wk.β


��� TL#��
¡OR����Z��� S�SOR
[QR�]U�%&QR
�
��
��
��S S�SORU� SOR��� W Ke

Á]
� J�#����U*L#��
BOR����Z��� S�SOR
); ) Q8
��S ;%&QR����� IF%�U�OPQR
.����
����#���	L#OP��
@\!L�
 q(k) OP���	L#OP 
L#��
 0 È,% �#� ����2OPZ[%& SOR��� F È���\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
"
��! S��
 K 
� q(k)(K) ⊂ T (k) ;

i�����/,:B����/u-5��$[$%�;F.1 L �#� ���������*%&LÅU����! S��%&OP��
�\!Lr�����Ê%&OP BL#� i > 0  �
�QÃ\]L�
 qi(e1) 6= qi(e2)

� qi+1(e1) = qi+1(e2)

; G 
�U�O�OPZ � QPOR\!L�
*
�� � %&�S SORU�L#QPOR
��H\]L�
5QF�����SOR
��] �%& SOR���£�#
��H%&� K� �
�� qi(e1)
� qi(e2) 
��� MU�
��! S�SOQI L#¬�
);

> %&���.QR
`U�%��.� � qi(αi+1)

� qi(βi+1)

��
`�����] � %��@��%&���.QV%�ZHK�Z�
`���SN#OP �
¦��%&��� Ti
Áx
� 

� L#OR��\]L�
 � %&�¦Y!¢ � �� SY�Â���
 Stab qi(αi+1) = Stab qi(βi+1) = {1} Á�QF��
�����
�Z�N#QR
j�#
���%&� K� �
��
OR�#
��] SOQP���
���%�$�
�U qi(αi+1)


� qi(βi+1)
� %&� fi+1

��
jU����! SOR
��] [�SOR
������ %&L# S��
j\]L�
£QV% � %&OP��

{qi(αi+1), qi(βi+1)}

; > ����U.Z��]�	L#QR��QF� %�U� SOR���Å�#
 Fn
Á]��� � 
�L# ;��L �#� ����
�� � %&�;
®	
�Z � QR
@\]L�


qi(e1) = qi(αi+1)

� qi(e2) = qi(βi+1)

; 6 %&�`U���������\]L�
��! �ÁC¬�����U�
£%&L QR
�Z¡Z�
 � ����U����#
��! �Á
qi−1(e1)


� qi−1(e2)
���! JQV%@ZHK�Z�
M���SOP¬�OP��
*\!L�
 qi−1(αi+1)


� qi−1(βi+1)
��
�� � 
�U� SOP$�
�Z�
��! �Á

U�
T\]L#O�QR
��M
�Z � K�U�Y�
���� K� S��
"%��&�S%�U�
��] �
��";
> %&���JQR
MU�%��0� � qi(αi+1)


� qi(βi+1)
�����! 0��%&���JQV%@ZHK�Z�
B���SN#OP �
*��%&��� Ti

Á�U������SOR�#���������
h QF� L#�#OR\]L�
¡��QR��Z�
��! "�#
 Fn

\]L#O<
��!$���OR
 qi(αi+1)
�SL#� qi(βi+1)

; 6 L#OR��\!L�
 Stab qi(αi+1) =

Stab qi(βi+1) = {1} Á�QF��
�����
�Z�N#QR
 �#
��¡%&� K� �
���OR�#
��! SOQP���
��[%�$�
�U qi(αi+1)

� qi(βi+1)

� %&�
fi+1


��S Ê
®�%�U� �
�Z�
��! hZ.αi+1
; A � � 
�L# Ê�#����U � %&�°
®	
�Z � QR
·��L �#� ����
��Å\]L�
 qi(e1) =



�"N�� ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

qi(αi+1)

� qi(e2) = hk.qi(αi+1)

; G �����SOR�#���������[%&QR�����¦QR
��`OPZ[%&¬�
��¡����U�O � ���2\]L�
�� A 
� B
�#
��¡%&� K� �
�� qi(αi+1)


� qi(βi+1)
� %&�¦QR
 � QPOV%&¬�
 fi

; 6 %&�¦QR
�QR
�Z¡Z�
 � ����U����#
��] �Á�QR
��¦%&� K� �
��
�#
 A ���! M ���L# �
��BQV%`ZHK�Z�
T���SOP¬�OP��
T\]L#Or
��S 5QR
T����Z¡Z�
� 5 �
��SZ¡OP��%&Q��#
 qi−1(αi)

Á#
� MQF�����SOP¬�OP��

�#
��5%&� K� �
��;�#
 B 
��S HQR
B����Z¡Z�
� J �
��SZ¡OP��%&Q��#
 qi−1(βi)

; G ��Z¡Z�
 qi−1(e1)

� qi−1(e2)

�����! 
%��&��%�U�
��! �
���
� ¡�������SOR
��] �%& SOR��� U�
��! S�SOQI L#¬�
�Á<QR
��¡%&� K� �
��¡�#
 hk.A ���! ¡QV%°ZHK�Z�
£���SOP¬�OP��
j\!L�

U�
�QPQR
����#
 A ; G 
�U�OMOPZ � QPOR\]L�
Ê\]L�
 hk P##
£QF�����SOP¬�OP��
Ê�#
���%&� K� �
��[�#
 A 
� [�#����UÅU�
�QPQR
Å�#
��
%&� K� �
��M�#
 B � L#OR��\]L�
 B = h.A ; ' 
I��
�¬�Z�
��! qi−1(αi) ∪ qi−1(βi)


��S M�#����U P##� � %&� h Á#U�

\]L#OrU����! S��
��	OP .QF� Y!¢ � �� SY�Â���
 Im%&OP �
I��L#�5QR
 � QPOV%&¬�
 fi

;

� / � / � � # � � 	 �7� �%��# ! � �-��� �%�����������*� � � / � � ��#%� # � � / � ��$���� �

' 
M SY�������Â�Z�
B��� % �#� ����2OPZ[%& SOR���j�#
MWR; G ��Y�
�� 
� 0W�; ' L��S SOP¬"�� SL��	OR
BQV%T�	¢2��%&Z¡OR\!L�
M�#
��
��y�C��4�"���X�d�U*��D�>$[/0-^���I8-5�U� 
� � 
��SZ�
� *��� % �#� ����	OPZ�
��@L#��
�%�U� SOR���° S��Â�� � 
� SOP �
"�SOPZ � QPORU�OV%&QR

� %&�;��� %&L# S��
��M%�U� SOR����� D $���OP� 	 GH' � K ; G ��
��� H
�� � %&�S SORU�L#QPOR
��;¬�����U�
 W"U�
B SY�������Â�Z�
@\]L�
*WR; G �&È
Y�
��9
� ¦W�; ' L��S SOP¬ ���! ¡�#��Z����] S���j\!L�
� ���L# �
j%�U� SOR��� ��OPZ � QPORU�OV%&QR
j
� � S��Â�� � 
� SOP �
 � ��L#$�%&OP 
K� S��
 % �#� ���]U�Y���
 � %&��L#��
�%�U� SOR��� �SOPZ � QPORU�OV%&QR
�QPOPN#��
[�#
 Fn

; > %&����U�
�U�Y�% � OP S��
�Á�U�
[��
���%ÅQR

Z��� �
�L#�5\]L#O � 
��SZ�
� J�#
*Z����! S��
��5\!L�
BQR
��J���SN#OP �
��;����L��JQF� %�U� SOR���£�#
 Out(Fn) ��� %�U�U�L#Z�L#QR
��! 
�SL#�MU�
��S �%&OP��
��@%�U� SOR�����";

7 $�%&�! ;������������U�
��MU�
B SY�������Â�Z�
�Á2��% �#� 
�QR�����5\!Lr� L#� ¬���% � Y�
@��� %�U� SOR�����H
��� JL#� ¬���% � Y�
@�#

¬�����L � 
�� G  �
�QC\]L�
 � ��L#�*U�Y�%�\]L�
�����Z¡Z�
� v �#
 G Á����°%�L#��
"%�U� SOR���¯�#
 Γv

�SL#�ML#�°%&�SN#��

����
�Q Tv

D \!L#O � 
�L# K� S��
M�����	L#OP JWIL#� � ��OP�] K Á]
� � ��L#�HU�Y�%�\]L�
.%&� K� �
*���SOR
��! ���
 e ��� ��
M�#���#��

L#� � ��OP�! pe

�#
 Tt(e)
\!L#O;
��S P#	� � %&� ie(Γe) ⊂ Γt(e)

; 7 L#�  �
�QH¬���% � Y�
j��� %�U� SOR�����¡
��� 
%������]U�OR�ÅU�%&�����#OR\]L�
�Z�
��! £L#��
¯%�U� SOR��� (T (G), π1(G)) ; D $���OP� 	 GH' ÁJU���Z"N#OP��%& SOR��� QR
�Z¡Z[%���Á
	�' 
�$ � �Ã��LÊ��
�U� SOR���° ; � K ;

/ % �#� 
�QR������Z[%&OP�] �
���%&�! <QV%M�#� P��#OP SOR���¡�#
��C $5OR�S ����#
 > 
�Y#� � ��L#�CL#��¬���% � Y�
J�#
J¬�����L � 
��
D
	 GH' � K ; 1 ��OP G L#� ¬���% � Y�
£�#
�¬�����L � 
��¦�#���! ¡��� �SL �#� ����
�ORU�O;\!L�
�QR
���¬�����L � 
��¦��� %&� K� �
��
������ S�SOP$2OV%&L	������! U�¢2U�QPOR\]L�
��¡OP� P��#OR� D U�
� S �
ÊU������	OP SOR��� �r��
��� � %��¡����U�
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ᾱ�M�@�U�MIWF

β̄
�_F 8��c��/;I_I��B�'�Q<+/D�a-.�U�a����t+M�U�]&��\�U���U��I����1�_���1#!

eα
�+
eβ

�������
Q

�T� ���JGI����Z-^�
$%t�$%�d�����^O��4�8�"�_�����

I
��:B���C�yKGO�/0��� � F�� �+�

�>�\������
(T (k), Fn)

-@� �_&'��(���a�0�+M���D/D�A�+�#I1-P�����1
(T ′

k, Fn)
-.��-5���0O"���

α(k) �+
β(k) F �A-5���U�6~

(T (k), Fn)
M�+�1�a:B���U�

(T, Fn)
<+/��\�1�

k
M���1�a:B�+�6�R-�� �4�;K��J�(F

Ì;ºbÄ�� N ;P��  A

i�����/,:B�;FTA � Z����! S��
�QV%ÅU����]$�
��S¬�
 � ��L#�"QV%£ �� � ��QR��¬�OR
 �#
��>Im����U� SOR�����"QR���#¬�L�
�L#���"; A � � %&OP 
\]L�
 (T ′

k, Fn) U����]$�
��S¬�
T$�
���� (T, Fn) ��� % � ��Â��MQR
@ SY�������Â�Z�
���� % �#� ����	OPZ[%& SOR���B;



� ��� � � ���.� � � � ��� ��� ����� ������� � �"N)N
1 L �#� ���������T\]L�
 g ∈ Fn

����OP T
�QPQPO �  SOR\]L�
¡��%&��� T ; 7 QR������Á���% QR���#¬�L�
�L#�"�#
¦ S��%&���SQV%& SOR���
��%&��� (T ′

k, Fn)  �
����"$�
���� 0 Á&
� �U���Z¡Z�
JL#� � QPOV%&¬�
H�	OPZ¡OP�]L�
HQR
��ÃQR���#¬�L�
�L#����Á lT (k)(g)
k→∞
−−−→ 0 ;

1 O g ∈ Fn

��S JY!¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
*��%&��� T Á����£%T$]L \!L�
 � ��L#� k %�����
��B¬���%&����Á2����� %f#
B��%&���

(T ′
k, Fn) %�L#��
 � ���&�S
�U� SOR��� ��%&��� Q′

k
\!L#O���
 � %�����
*��%&Z[%&OR�IU���������U�L# SOP$�
�Z�
��! `�#
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Ê%�¢!%&�! L#� �S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�
��� %&��UI�����Ê S�SOP$]OV%&QC% �#� %&�S SOR
��] Mn

;
> 
 � QPL���Á���O<L#��
�% �#� ����	OPZ[%& SOR��� ¬�����Z��� S�SOR\]L�
��#
 (T, Fn) � ������Â��#
¦L#��
¡U���Z � ����%&�! �


�#
. �¢ � 
.��L#� Im%�U�
.���SOR
��! �%&N#QR
�Á���� � 
�L# HQF� % �#� ���2U�Y�
�� � %&�;L#��
I%�U� SOR���Å�SOPZ � QPORU�OV%&QR
. S��Â�� � 
� SOP �

� ����������%&�] H�#
��;�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#���;��� %&� K� �
.�����  S�SOP$]OV%&L	�Á]�#����U (T, Fn) % �#� %&�S SOR
��! W Mn

; A �
%&L#��%&OP I%&L����SO�QV%¡ZHK�Z�
`U�����U�QPL��SOR��� 
�� � ������
���U�
`��� L#��
¦U���Z � ��� %&�! �
`�#
" ,¢ � 
"�SL#� IF%�U�
������
���SOR
��] �%&N#QR
¯��OM��� ��%�$�%&OP \!L�
jQR
Å¬�����L � 
ÊZ��]�	L#QV%&OP��
°��� L#��
Ê�SL#� IF%�U�
Å����� ���SOR
��] �%&N#QR
 %&¬�OP 
%�$�
�U ���SN#OP �
��`�#
�����
��¦�SL#��QF��
�����
�Z"N#QR
£�#
[��
��?Im
�L#OPQPQR
� �%&¬�
��`Z�
��SL#������� %&���?Im
�L#OPQPQR
[����¬�L#QPORÂ���

U���Z � %�U� �
 W`L#�Ê��
�L#QrU�1� ��);

1 O (T, Fn) 
��S IL#��
�%�U� SOR���· S��Â�� � 
� SOP �
��#
 Fn
Á > ; ½ %&Nd���SOV%&L 
� ½ ; ' 
�$]OP S TZ����] S��
��! 

��%&��� 	 ½ ' �H\!Lr� OPQJ�r� ¢ %j\!Lr� L#� ����Z"N#��
 P��#OJ�������SN#OP �
��¦�#
 � ��OP�] ����#
[N#��%&��U�Y�
�Z�
��! ��¡��%&���
T ; A � � 
�L# Ê%&QR�����Ê% �#� QPOR\]L�
��ÅQR
X SY�������Â�Z�
 �#
 	�' 
�$ � �"\]L#OI�	OP Ê\!L�
 (T, Fn) � 
�L# K� S��

$2L�
°U���Z¡Z�
XQF� %�U� SOR����%������]U�OR��
 W·L#� ¬���% � Y�
X��� %�U� SOR�����FP��#O G(T ) �#���] QR
��j%�U� SOR�����j�#

����Z¡Z�
� (Tv,Γv)

�����] � S��%&���SOP SOP$�
���Á=U���
��� WX�	OP��
 WX���SN#OP �
��[�#
�����
��*; 1 OB�����SL �#� ����
j\!L�

QR
��`�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#���`��� %&��U����#
 (T, Fn) �����! " S�SOP$2OV%&L	�ÁrQR
���¬�����L � 
��`��� %&� K� �
����#
�U�
�¬���% � Y�

��� %�U� SOR�����H�����! J S�SOP$]OV%&L	%; ' 
5QR
�Z¡Z�
. ; � %�
��SZ�
B\]L�
B�SO����£%I�#
��J% �#� ����2OPZ[%& SOR����� (T ′

v ,Γv)�#
��;%�U� SOR�����J�#
B����Z¡Z�
� �Á]������N# SOR
��! HL#��
*% �#� ����	OPZ[%& SOR���j�#
 (T, Fn) 
�����
�Z � QV%���%&�! 5��%&���
G(T ) QF� %�U� SOR��� (Tv ,Γv)

� %&� (T ′
v ,Γ

′
v)
Á�
� B
��°��
�Z � QV%���%&�! @QR
�� � ��OP�! ��.��� %& S �%�U�Y�
 pe

� %&�*�#
��
� ��OP�! ��I% �#� ����	OPZ[%&�! p′e � ��L#�BQV%[ �� � ��QR��¬�OR
��#
 ½ ����Z���$°��\!L#OP$�%&�SOV%&�! �
); 6 ��L#�@% �#� ����2OPZ�
��L#��
I%�U� SOR���j�����j�SOPZ � QPORU�OV%&QR
 � %&�;L#��
I%�U� SOR���Å�#
 Mn

Á2��� � 
�L# ;�#����UI��L �#� ����
��;\]L�
* ���L# �
��
QR
��M���SN#OP �
��*�#
 (T, Fn) �����] B�#
�����
��";

> %&���JQV%I�SL#OP �
5����L��;%&QPQR�����0�#��Z����] S��
��;QR
5 SY�������Â�Z�
*��L#OP$�%&�] D $���OP�0QR
��J�#� P��#OP SOR�����J��%&���
QV%¡��L#OP �
 K ;
3 � 09# �5494 � �-6 � 65.�6 ST���4

n ≥ 3
�+

(T, Fn)
/0�8�"�_&'��(���b��@E���I��+���M�"!]���;����M�U�>�������;�U�>M��-4-5�

<+/D�"-5�%$%�U��/0���[���#79�f���U� O\/��%&���$%���4�1���C�+���s-��4�8?@�\�C���[�9� ��/[I1-P/��
n− 1

$%�U�U/,�@���[���(O_�;���(<+/D�U�'F
�A-5���U�

(T, Fn)
�UI�I����+��(���1�!

Mn
F

���+$��\� <+/D�;F=1 ��OP α ∈ Out(Fn) L#�¡%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
5OP�S�����	L�U� SOPN#QR
5�#���] <QR
�� � L#OR����%&��U�
��<�����! 



� ��� ��� � � �2�	� Mn = Fn � �����

OP�S�����	L�U� SOPN#QR
��"; G 
� S �
HU������	OP SOR����
��� ���\]L#OP$�%&QR
��! �
M%&L Im%&OP <\]Lr� %&L�U�L#��
 � L#OR����%&��U�
;�#
 α ��
 P#	
D WÊU������4L#¬!%&OR����� � ��Â�� K L#� IF%�U� �
�L#��QPOPN#��
��#
 Fn
; 7 QR������ÁÃWR; ' L��SOP S¬ %Å�#��Z����] S���£\!L�
 α %


®�%�U� �
�Z�
��! @�#
�L	 � ��OP�] ��JP##
��B��%&��� CVn

� B�r� % � %��.�#
 � ��OP�! � ���SOR�2�	OR\!L�
 D
	�' L����� K ; A �

� 
�L# *
��¯�#���	L#OP��
"\]L�
"U�
�� � ��OP�! �� P##
��B�����] BL#�#OR\]L�
�Z�
��! I
��S¬��]�	OR\]L�
��"; - �°
���
� �Á����Å$�
��S��%
\]Lr����� � 
�L# T%������]U�OR
��.��%& SL#��
�QPQR
�Z�
��! W[L#��
�%�U� SOR��� (T, Fn) L#� �SOPZ � QR
®#
 σ(T ) U������S S�SL#OP 
W � %&�S SOP�5�#
@��
��HZ�
��SL#��
��;OP�!$�%&�SOV%&�! �
��"; 1 O (T, Fn) �r��
��S � %��;L#�#OR\]L�
�Z�
��! M
��S¬��2�	OR\!L�
�Á σ(T )
�r��
��S � %��`�����	L#OP HWÅL#� � ��OP�! "; A � σ(T ) 
��S `¬�QR��N�%&QR
�Z�
��! P##� � %&� α ��O α P##
 (T, Fn) ;A � 
�� �#���	L#OP �\]Lr� L#��
 � L#OR����%&��U�
Ê�#
 α P##
ÅU�
°�SOPZ � QR
®	
 � ��OP�] � %&� � ��OP�] �Á0U�
Ê\]L#OB
��S 
U����] S��%��	ORU� ���OP��
);

� / � /�� � #%$���� #%$ $�����.*#�$ �-��,���#�$&� 	 #�.�$

> %&���B ���L# �
IQV%¦�SL#OP �
�Á����ÅU������SOR�#Â���
"QR
��B%�U� SOR�����5Z��2�	L#QR� �C�+��$%?+����(� ��\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
);

����8*&(����8H$'� 2+#,� +,&(�9&(��8 �L H6 �) *�+#,�(8 &'�(�,(B&(�94��9�! ��� + #%$��,(B& �98
' %` SY������SOR
IU�QV%����SOR\]L�
I�#
*QV%�Z�
��SL#��
I
��� HZ[%&QÃ%���% �  ���
T%&L	Å%&�SN#��
��;����
�QR� IF%&L# �
@�#
.U���Z¦È

� %�U�OP ��BQR�]U�%&QR
); > %&��� 	�6 %&L � ��Á Æ ; 6 %&L#QPOP� � ��� � ����
5L#��
B%&L# S��
*�#� P��#OP SOR��� ��� L#��
5Z�
���L#��
 � ��L#�
L#�u%&�SN#��
¯����
�QFÁH% �#� 
�QR��
 $%�U��/0���x���}-5���0O\/���/,� ; 6 ��L#�j�SOPZ � QPOQP�
���Á;��� � %&�SQR
���% � %&� Im��OR�£�#

$%�U��/0��� ��� L#�°%&�SN#��
I����
�Q � ��L#�B�SOP¬��#OQP�
�� $%�U��/0���[���R-^�\�0O�/D��/0� ;
� 0����'�  *� #!� 6 w	�8� Z�
��SL#��
��#
[QR���#¬�L�
�L#� µ �9� /0���\�'�����]��?���-

T
�U��N-5�x�_���D�T?��>I���/,�Q���/,

�;�(O�$%���J�&���$AI���&'
I ⊂ T

�9� /0�T�R$%�U��/0�����@����?�-P�(�+�D�8��K��J�(�%�
σ
� �_�_������C:����

µI
M��-4-5�d<+/D��I���/,�

I ′ ⊂ I
~
µI′ = (µI)|I′

F

1 O T 
��S .Z"L#�#O<��� L#��
¡%�U� SOR��� � %&�@OR����Z��� S�SOR
��@��� L#�X¬�����L � 
 Γ Á8���X�	OP I\!Lr� L#��
`Z�
��SL#��

�#
"QR���#¬�L�
�L#��� µ ��L#� T 
��� �C�J:v���������1M� �SO � ��L#�B ���L# BOP�] �
��S$�%&QPQR
 I 
� B ���L# *��QR��Z�
��] g ∈ Γ Á
µg.I = (g|I)∗µI

; ' %¦Z�
���L#��
I�#
 ' 
�Nx
���¬�L�
T�#
IU�Y�%�\]L�
IOP�! �
��S$�%&QPQR
 I �#���#��
TL#�Å
®	
�Z � QR
T�#

Z�
��SL#��
[�#
¦QR���#¬�L�
�L#�TOP�!$�%&�SOV%&�! �
); 6 ��L#�T ���L# IOP�] �
��S$�%&QPQR
 I Á���� ���� �
���% µ(I) = µI(I)

; A �
�	OP B\]L�
 µ 
��S M��%&���B%& ���Z�
"�SO�QR
��5Z�
��SL#��
�� µI

�����! 5�����¯%& ���Z¡OR\!L�
��";
���+$��\� <+/D�;F@) Q0
��S ¡% � �SOR���SO � �����SOPN#QR
[\]Lr� L#��
�Z�
��SL#��
[OP�]$�%&�SOV%&�] �
£��� L#��
 %�U� SOR���CWÊ���SN#OP �
��
�#
�����
��5%&OP 5�#
��5%& ���Z�
��";	W¯%&OR�;U���
��S � %&�5U����! S��
@OPZ � �����SOPN#QR
.�#Â��;\!L�
*QF� %�U� SOR���Ê%"��
��H���SN#OP �
��
�#
�����
��B��%&���MQR
��M��
�¬�Z�
��] ��";

1 ��OP f : T → T ′ L#��
 % �#� QPORU�%& SOR��� U����! SOP�]L�
[ �
�QPQR
[\!L�
¡ ���L# "OP�! �
��S$�%&QPQR
 I �#
 T � 
�L# 
K� S��
X�SL#Nd�	OP$]OR���Ê
�� L#� ����Z�N#��
 P��#O.�#
¯����L��ÉÈFOP�] �
��S$�%&QPQR
�� I1, . . . , Ip  �
�QR�£\]L�
 � ��L#�£ ���L# 
i = 1, . . . , p Á f � ������
��S$�
TQF� %&QPOP¬���
�Z�
��! I
��°��
��S S�SORU� SOR��� W Ii D ���Ê��% �#� 
�QPQR
�\!Lr�����¯�	OP *\]L�
 f� ������
��S$�
;QF� %&QPOP¬���
�Z�
��] J�SO � ��L#�� ���L# x ∈ [y, z] Á f(x) ∈ [f(y), f(z)]

K ; G 
� S �
;Y!¢ � �� SY�Â���
5
��S 



�*@�� ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn


�� � %&�S SORU�L#QPOR
��B$����SOQP���
"�SO f 
��S ;L#�ÅZ���� � Y#OR�SZ�
T��� %&�SN#��
��B����
�QR�M��L � ������
��S$�
TQF� %&QPOP¬���
�Z�
��! ";1 O µ 
��� *L#��
`Z�
��SL#��
¦�#
`QR���#¬�L�
�L#� �+���D�d�\���$%� ��L#� T ′ Ád��� � 
�L# @ S��%&��� � ���S �
��@QV%[Z�
���L#��

µ′ 
�� L#��
ÅZ�
��SL#��
 µ = f∗µ′ �SL#� T �#
ÅQV%XZ[%&�#ORÂ���
°�SL#OP$�%&�] �
 �=��L#Nx�	OP$2OR������� I 
�� �#
��
����L��SÈFOP�! �
��S$�%&QPQR
�� I1, . . . , Ip  �
�QR�5\]L�
 f � ������
��S$�
@QF� %&QPOP¬���
�Z�
��! .
��£��
��S S�SORU� SOR��� W`U�Y�%�\]L�
 Ii ;A � �#� P��#OP %&QR����� µI

U���Z¡Z�
jQF� L#�#OR\]L�
£Z�
��SL#��
Å��%&���[%& ���Z�
Ê�SL#� I  �
�QPQR
j\]L�
 � ��L#�� ���L# 
OP�] �
��S$�%&QPQR
 I ′ ⊂ Ii

Á µI(I
′) = µ′q(Ii)

(q(I ′)) ;

����8*&(����8H�� 6 � � 25�+�L6  *�+#,�(8 � ��0�8*��� � 67�! 2.- 6725�,+,�(�94 �3�! 
A � �	OP I\]L�
 µ 
��S � ���SOP SOP$�
`QR������\]L�
�QR
�� µI

�����! � ����OP SOP$�
��"; 7 � %&�S SOP�T�#
"Z[%&OP�] �
���%&�! �Á
���Å��
IU�������OR�#Â���
 � QPL��M\]L�
I�#
��5Z�
��SL#��
�� � ���SOP SOP$�
��MOP�!$�%&�SOV%&�! �
��";

1 ��OP (T,Γ) L#��
B%�U� SOR���[�#
 Γ ; 1 O q : T → T ′ 
��S <L#��
B% �#� QPORU�%& SOR������\]L#OP$�%&�SOV%&�! �
 � ������
��ÉÈ
$�%&�! IQF� %&QPOP¬���
�Z�
��] �
� ��®ÈFQPO � ��U�Y#OP ��OR
��#��
�ÁÃ
��  S��%&��� � ���S �%&�! "��L#� T QV% Z�
��SL#��
¡�#
 ' 
�Nd
��S¬�L�

�#
 T ′ Á#���Å��N# SOR
��! BL#��
@Z�
��SL#��
 � ���SOP SOP$�
I�SL#� T �#���! MQV%¦�#
����SOP �� � %&�B��% �#� ���S W`QV%`Z�
��SL#��

�#
 ' 
�Nd
��S¬�L�
£�#
 T 
��S �OP� Im���SOR
�L#��
 W �); / ��U�O � ���2\]L�
�Z�
��! �Á��� �%&�! ¡�#���#��� L#��
 Z�
��SL#��
��#

QR���#¬�L�
�L#��� � ���SOP SOP$�
TOP�]$�%&�SOV%&�] �
 µ �#
��#
����SOP ���OP� I ���SOR
�L#��
 WÅ� � %&�*��% �#� ���S >W¡QV%�Z�
��SL#��
"�#
' 
�Nd
��S¬�L�
�Á���� � 
�L# BU������SOR�#����
��BQV% � ��
�L��#�&ÈFZ��� S�SOR\!L�
 dµ(x, y) = µ([x, y]) ; ) Qr
��S IF%�U�OPQR
I�#

$����SOQP�
��<\]L�
=QF��
�� � %�U�
JZ��� S�SOR\!L�
 Tµ

��N# �
��]L¡
�����
�����%&�] �U�
� S �
 � ��
�L��#�&ÈFZ��� S�SOR\]L�
;��� � %&����
J
��� 
L#��%&�SN#��
B����
�Q ; ) Q�
��S <��%& SL#��
�QPQR
�Z�
��! ;Z�L#�#O8��� L#��
B%�U� SOR��� �#
 Γ � %&�=OR����Z��� S�SOR
��H
� =QF� % �#� QPORU�%fÈ
 SOR���X\!L��� SOR
��] q : T → Tµ


��S *��\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
�Á��®ÈFQPO � ��U�Y#OP ��OR
��#��
¡
� � ������
��S$�
`QF� %&QPOP¬���
�Z�
��! ";
G 
��M�#
�L	Å� � ����%& SOR�����B�����] MOP�!$�
�����
��MQF� L#��
T�#
@QF� %&L# S��
);

+ ��ORU�OC\!L�
�QR\]L�
�� � ��� � �SOR�� ����.�SOPZ � QR
��M�#
��B% �#� QPORU�%& SOR����� � ������
��S$�%&�! BQF� %&QPOP¬���
�Z�
��] ";
& �94�4�� �-6 � 6 �(6 S8����

q : T1 → T2
/,�8�n�UI_I8-��(&��\��(��� ?@<+/,�4:v���������1M�"I1��?U�'�+�U:v�\�JX-�� ��-P�5O��8���

$%���JMF �A-5���U�6~X-@� �4$��fO��Q��?@&+��I1�@�;<+/D�x�9� /0�k&����D:B��|��x�U��d&����D:��@|��;F�i���/0�j��\/,
γ ∈ Γ

~X�\�o�
CarT2 γ = q(CarT1 γ)

F9�"�)I8-�/0�6~����
γ

�U�+L*0V6ID���'����-��(<+/D�%�������
T1

~��+���-4-P��I8��(<+/D���_���D�
T2

~
γ

K	|��>/,�}/,�D�(<+/D��I����C�1
a = q(AxeT1γ)

�_�����
T2

F

i�����/,:B�;FT1 ��OP K2
L#�¦U����!$�
®#
H�#
 T2


� �����OR
��! a, b ∈ K1 = q−1(K2)
; 3 ��L# � ��OP�! c ∈ [a, b]

����
��]$���OR
 �SL#�jL#� � ��OP�] Ê�#
 [q(a), q(b)] \]L#O"% �#� %&�S SOR
��! W K1
�#����U c ∈ K2

; ' � OPZ[%&¬�

����U�O � ���2\!L�
"��� L#�ÊU����!$�
®#
"
��S M�#����U"U����!$�
®#
);

A � % q(CarT1 (γ)) ⊂ CarT2 (γ) U�%&�IL#� � ��OP�] a % �#� %&�S SOR
��] W�QF��
�����
�Z�N#QR
[U�%&��%�U� ��®È
�SOR�S SOR\]L�
¦�#
 γ �SO�
� @��
�L#QR
�Z�
��! T�SO γ−1.a Á a 
� γ.a �����! T%&QPOP¬������@��%&���@U�
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� ��� ��� � � �2�	� Mn = Fn � �*@2�

U�%&��%�U� ����SOR�S SOR\]L�
��#
 γ ��%&��� T1
; A �·
��·�#���	L#OP �\!L�
 q(CarT1 (γ)) = CarT2 (γ) 
� T\]L�
 γ

P##
T%&L � QPL��5L#� � ��OP�! *��%&��� T2
��O γ 
��S 5Y!¢ � 
��SNx��QPOR\]L�
T��%&��� T1

;
9 #,�1#!2+2+67�+��� �-6 � 6 � 6 S8����

(T1, Fn)
�+

(T2, Fn)
����/\|��_&'��(�����j$[�4�D�C$Z��-.�U�}���

Fn
�+
q :

T1 → T2
/,�8�j��I_I1-P��&��_�������?@<+/,�C:B���U�(���JM�[I1��?U�'�+�U:v�\�JX-�� ��-P�5O��8��$%���JMF�SJ�

(T1, Fn)
����R���EU�

I��'��4M�[��-5���U�
(T2, Fn)

�U�����@E���I��+���M�;F

i�����/,:B�;F@' � %�U� SOR��� (T2, Fn) 
��S � 
� SOP �
¯��� % � ��Â��ÅQR
°QR
�Z¡Z�
XN ; � ;  � L#OR��\]L�
¯ ���L# j��QR��Z�
��! 
\]L#O!P#	
.QR
I��
�¬�Z�
��] 5�����Å�#��¬���������� [x, y] �#
 T2

P#	
.QR
 � ���! 5��
�QPOV%&�! BQR
��5�#
�L	 ����L��ÉÈ,%&�SN#��
��
q−1(x) 
� q−1(y) ; - QPQR
H�r� % � %����#
J�� �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�=�#
0 S�SO � �2�#
JU�%&�<�SO x, y, z �����! � S����OR� � ��OP�] ��
����� %&QPOP¬��������#
 Tµ

P##��� � %&�TL#� ��QR��Z�
��] g ∈ Fn
ÁrQV% ����L#�#OR��� �#
�� � ���! ���
��! S��
 q−1(x) Á

q−1(y) 
� q−1(z′) I ���SZ�
;L#�¡ S�SO � �2�#
5�#
 T P#	� � %&� g ; 1 L �#� ���������=\]L�
 FixT2 g 6= FixT2 g
k

� ��L#�*L#� k > 1 Á8
� @����OP x L#� � ��OP�! @�#
 T2
\]L#O�����OP P##� � %&� gk 
� � %�� � %&� g ; ' 
��@����L��ÉÈ

%&�SN#��
�� q−1(x) 
� g.q−1(x) �����] ��	OR� �S��OP�! ���
� gk ÈFOP�!$�%&�SOV%&�! ��*; 6 %&�<U���������\]L�
��! �Á gk P##
 � ��OP�! 
� %&� � ��OP�! BQR
 � ���] M��
�QPOV%&�! q−1(x) W q−1(g.x) Á8U����! S��%&OP��
�Z�
��! >W g ; G 
�U�OCU����! S��
��	OP BQR
 IF%&OP 
\]L�
 (T1, Fn) ����OP 5 S��Â�� � 
� SOP �
);

����8*&(����8H�9� +,#%$'�,(B&(��8

(*��
 *,��$Z�\4*�?+��(� �#
XQV% Z�
��SL#��
·�#
¯QR���#¬�L�
�L#��� µ U������SOR�S �
 W Z�L#QP SO � QPOR
��Å ���L# �
��jQR
��
Z�
��SL#��
�� µI

� %&�5L#�ÅZHK�Z�
I����
�Qr�����Ê�!L#Q ;
� 0����'�  *� #!� 6 8��j����H<+/��

(T,Γ)
�U�+9/,�D�(<+/D��$%���J����(O_�;���(<+/D�N�U�9-^�"$%�U�U/,���#����79�;�6�U� O�/D�>����

-�� /,�D�(<+/D�R$%�U��/0����I��B���4��4:B�>�4�D:v�������\�JM�X�8���}�J/0-4-5�R��/0�
T

$��f��/0-5�a*,��$Z�\4*�?+��(�fF

- � � %&�S SORU�L#QPOR
���Á��SO (T,Γ) 
��S "L#�#OR\!L�
�Z�
��] `
��S¬��2�	OR\!L�
�ÁÃ�#Â��"\]Lr����� ��
¡�#���#��
[L#��
�% � È
� QPORU�%& SOR���uU����! SOP�]L�
X��\!L#OP$�%&�SOV%&�! �
 q : T → T ′ 
� � ������
��S$�%&�] �QF� %&QPOP¬���
�Z�
��] �Á q 
��S [L#��

Y���Z��� SY��� SOR
);

1 O (T,Γ) 
��S 0L#��
@%�U� SOR���rÁ]��� ���� �
 M(T ) QF��
�����
�Z"N#QR
@�#
B ���L# �
��HQR
��JZ�
��SL#��
�� � ���SOP SOP$�
��
OP�]$�%&�SOV%&�] �
��";M(*� 
�����
�Z"N#QR
 E ⊂ T 
��S j�	OP $Z���U/,� ���+-5� �SO@����� OP�! �
�����
�U� SOR���E%�$�
�U  ���L# 
OP�] �
��S$�%&QPQR
�
��S 5Z�
��SL#��%&N#QR
); A �Å�	OP *\!L�
 E 
��S M�#
IZ�
��SL#��
@�]L#QPQR
T��
�QV%& SOP$�
�Z�
��! >W`QV%¦Z�
��SL#��

�#
IQR���#¬�L�
�L#��� µ �SO � ��L#�M ���L# I Á µI(E ∩ I) = 0 ;�(B��
 Im����U� SOR��� f : T → R 
��S MU������� �%&�! �

µ È � ��
���\]L�
 � %&�S ���L# M��� OPQ�
®2OR�� �
 c ∈ R  �
�Qr\]L�
 f−1(R \ {c}) ����OP M�#
.Z�
��SL#��
@�!L#QPQR
 � ��L#� µ ;
� 0����'�  *� #!� 6 8��x���43<+/y� /,�8�>$Z���U/,�@�

µ ∈M(T )
�U�� 
��S¬��]�	OR\]L�
 �������/,M��`'���1&'��(���s$Z���U/,�

�@����-.��� &J� �����!����4�@�#$Z���U/,� ���+-5�"���j���U�������&;������s![���/,H�4�JM����:v��-4-.���
f : T → R

�+G�4�D:v�������\�JM�
I��\�

Γ
�����&������+����JM�

µ
�5I1���U�'<+/��AI����+���/,MF



�*@� ��������� ��� � � ��	 � ��� � � � ��� 	�� Out(Fn) � � � ∂CVn

���+$��\� <+/D�;F5G 
� S �
@�#� P��#OP SOR���Å��\]L#OP$�%&L# W��	OP��
.\]L�
 µ �r��
��S � %��HL#��
@U���Z"N#OP��%&OR�����jQPOP����%&OP��

� ���SOP SOP$�
*�����  S�SOP$2OV%&QR
.��%&��� M(T ) Á	U���
��S W��	OP��
.\!L�
.�SO µ = t1µ1 + t2µ2

%�$�
�U t1, t2 > 0 
� 
µ1, µ2 ∈M(T ) Á�%&QR����� µ1


� µ2
�����! <Y���Z��� SY��� SOR\]L�
�� W µ ; - ��
���
� �Á��SO µ = t1µ1+t2µ2


��� 

��S¬��2�	OR\!L�
�Á µ1


� µ2
�����! .%&N�����QPL#Z�
��! BU����] SOP�!L�
�� � %&�5��% �#� ���S W µ D �SL#�; ���L# 5OP�! �
��S$�%&QPQR
 K ;

6 ��L#�[ ���L# �OP�] �
��S$�%&QPQR
 I Á=��� � 
�L# [�#����UÅ��U��SOP��
 µ1I = f1IµI
� ��L#��L#��
 Im����U� SOR��� f1IµI�#� P��#OR
 µI

È � ��
���\!L�
 � %&�S ���L# "; G 
�� Im����U� SOR����� f1I
��
@��
�U���QPQR
��] *
��ÅL#��
 Im����U� SOR���ÅZ�
��SL#��%&N#QR


Γ ÈFOP�]$�%&�SOV%&�] �
*�#
 T ��%&��� R+
�#� P��#OR
 µ È � ��
���\]L�
 � %&�S ���L# "; 6 L#OR��\]L�
 µ 
��S =
��S¬��2�	OR\!L�
�Á f1


��� 
U������S �%&�] �
 � ��
���\!L�
 � %&�S ���L# `
� µ1


��S "Y���Z��� SY��� SOR\]L�
 W µ ; 1 L �#� ���������"����U�O � ���2\]L�
�Z�
��! 
\]Lr� OPQ�
®2OR�S �
*L#��
 I ����U� SOR��� Γ ÈFOP�!$�%&�SOV%&�! �
 f \!L#Od�r��
��S � %��5U������S �%&�! �
 µ È � ��
���\]L�
 � %&�S ���L# "; ) Q

®	OR�S �
�%&QR�����TL#� ����
�Q M  �
�Q0\]Lr� %&L�U�L#� �#
��T�#
�L	·
�����
�Z�N#QR
�� A+ = {x ∈ T |f(x) ≥ M}

� A− = {x ∈ T |f(x) < M} ��
Ê����OP [�#
jZ�
��SL#��
Ê�!L#QPQR
); A � � 
�L# %&QR�����[��U��SOP��
 µ =

µ|A+ + µ|A−
;

' %£Z�
��SL#��
��#
 ' 
�Nx
��S¬�L�
[�#
 (T, Fn) 
��S T
��S¬��2�	OR\!L�
[�SO=
� T��
�L#QR
�Z�
��! `�SO< ���L# �
[% �#� QPO È
U�%& SOR��� ��\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
 1 ÈFQPO � ��U�Y#OP ��OR
��#��
 q : T → T ′ 
��S BL#��
�Y���Z��� SY��� SOR
 � L#OR��\!Lr����� %[L#��

U����S��
�� � ������%&��U�
¡
��! S��
`Z�
��SL#��
��.OP�]$�%&�SOV%&�] �
��T�#
��#
�����OP ���OP� Im���SOR
�L#��
 W 1 � %&�*��% �#� ���S ?W�QV%
Z�
��SL#��
��#
 ' 
�Nd
��S¬�L�
�
� "QR
���% �#� QPORU�%& SOR�����¦��\]L#OP$�%&�SOV%&�] �
�� 1 ÈFQPO � ��U�Y#OP ��OR
��#��
�� q : T → T ′ ;
: OR
��Ê� �#��Á#��O (T,Γ) 
��S 5L#�#OR\]L�
�Z�
��! *
��S¬��2�	OR\]L�
�Á#QV%¦Z�
��SL#��
I�#
 ' 
�Nx
��S¬�L�
"
��S M
��S¬��]�	OR\]L�
);

A � � 
�L# CU������SOR�#����
���L#��
J �� � ��QR��¬�OR
 ����-5�R&����J:B���(O����1&6�A:B�;O�/D� �SL#� M(T )
D $���OP� 	�6 %&L � � K ;

6 ��L#�¡U�
� S �
[ �� � ��QR��¬�OR
�Á�L#��
��SL#OP �
 µ(k) �#
�Z�
���L#��
��`U����]$�
��S¬�
£$�
���� µ �SOH
� `��
�L#QR
�Z�
��! ���O
� ��L#�M ���L# MOP�] �
��S$�%&QPQR
 I 
� 5 ���L# �
 Im����U� SOR���ÊU����! SOP�]L�
 f : I → R Á

∫
f dµ

(k)
I →

∫
f dµI .

- � ¬���������%&QFÁ � ��L#�TU�
� S �
� �� � ��QR��¬�OR
�Á M(T ) \ {0} �r��
��S � %�� � ���&�É
�U� SOP$�
�Z�
��] �U���Z � %�U� "; ) Q
IF%&L# [
�� � %&�S SORU�L#QPOR
�� � 
�����
���%&L � Y�������Z�Â���
¯�SL#OP$�%&�! °�0�SO I 
��� �L#� OP�] �
��S$�%&QPQR
¯�#
 T Á=
� 
b ∈ I \ ∂I 
��S TL#� � ��OP�] ��#
¡N#��%&��U�Y�
�Z�
��! ¡�#
 T ÁÃ�SO δk 
��S TL#��
¡Z[%�����
��#
 > OP��%�U�
�� L#�� ��OP�! xk /∈ I  �
�QC\!L�
 xk → b Á�%&QR�����BQV%¡�SL#OP �
 δk ��
I �
���� � %��5$�
����MQV%�Z[%�����
I�#
 > OP��%�U`%&L� ��OP�! b D
	�6 %&L � � K ;
���+$��\� <+/D�;F@1 O (T,Γ) 
��� IL#��
�%�U� SOR��� Z¡OP�#OPZ[%&QR
���� L#�·¬�����L � 
��#
¦ ,¢ � 
 P��#OFÁdOPQ0
®	OR�S �
¦L#�
%&�SN#��
 P��#O K ⊂ T  �
�QT\]L�
X ���L# Ê��
�¬�Z�
��! I � 
�L# K� S��
 �#��U���L � �·
��uL#�u����Z�N#��
XP��#O
��� OP�] �
��S$�%&QPQR
�� I1, . . . , Ip � ��L#��QR
���\]L�
�QR��OPQ#
®2OR�S �
 gi ∈ Γ  �
�QR�<\!L�
 gi.Ii ⊂ K ; � �� ������ M0(T )
QF��
�����
�Z�N#QR
¦�#
��*Z�
���L#��
��.�#
�QR���#¬�L�
�L#���.OP�!$�%&�SOV%&�! �
�� � ���SOP SOP$�
��.�#
 (T,Γ)

�+�\���d�\���$%� ; A �
%Å%&QR�����"L#��
¡OR�#
��! SOQP�U�%& SOR��� ��%& SL#��
�QPQR
�
��! S��
 M0(T ) 
� TQF��
�����
�Z�N#QR
[�#
��"Z�
��SL#��
�� µ �#
 K
��%&���*%& ���Z�
T\!L#Or�����! �4�D:v�����(���JM�U��I����

Γ Á#U���
��S W¦�	OP��
I �
�QPQR
��*\!L�
 � ��L#�5 ���L# g ∈ Γ Á

(g|K∩g−1.K)∗µ|K∩g−1.K = µ|K∩g.K.



� ��� ��� � � �2�	� Mn = Fn � �*@ �

' %¡ �� � ��QR��¬�OR
"�SL#� M0(T ) OP���	L#OP �
 � %&� M(T ) U���m��U�OR�#
�%�$�
�U"QV%¡ �� � ��QR��¬�OR
TL��SL�
�QPQR
"�SL#�
QF��
�����
�Z�N#QR
¦�#
��BZ�
��SL#��
��@��%&���@%& ���Z�
`�#
 K ; ' ��
�����
�Z�N#QR
 M1(T ) �#
��BZ�
���L#��
�� � ���SOP SOP$�
���Á
OP�]$�%&�SOV%&�] �
���
� T�#
¡�#
����SOP ��¦OP� Im���SOR
�L#��
 W¯� � %&�I��% �#� ���S W�QV% Z�
��SL#��
��#
 ' 
�Nd
��S¬�L�
 Im���SZ�

�#����U@L#�jU���Z � %�U� MU����!$�
®#
 D \!L#O�U����] SOR
��! MQV%�Z�
��SL#��
.�!L#QPQR
 K ; ) Q!Im%&L# ;��
�Z[%&��\]L�
��5\!L�
 � ��L#�
 ���L# �OP�! �
��S$�%&QPQR
 I ÁfQV%JIm����U� SOR��� µ 7→ µ(I) ��
��S S��
�OP�] �
JW M0(T ) 
��S �U����! SOP�!L�
5U�%&��QR
���Z�
��SL#��
��
�#
 M0(T ) �r�����! � %��M��� %& ���Z�
);

/ 
�Z[%&��\!L������*%&L����SOr\]L�
 µ 
��S ;L#��
@Z�
��SL#��
"
��S¬��]�	OR\]L�
I�SO�
� M��
�L#QR
�Z�
��! *�SO M1(Tµ) 
��S 
�#
*�	OPZ�
����SOR���¯�); - ��
���
� �Á!��L �#� ���������J\!L�
 M1(Tµ) 
��S 0�#
B�	OPZ�
�����OR���¯��Á]
� J\]Lr����� %&OP 0L#��

�#��U���Z � ���SOP SOR��� µ = µ1 +µ2

; 6 ��L#� i ∈ {1, 2} Á]QV%TZ�
��SL#��
 µi
%TL#��
B�#
����SOP ��*OP� Im���SOR
�L#��
 W[�

� %&����% �#� ���S W µ ; A �¦
��¡�#���	L#OP =\]L�
0QF� % �#� QPORU�%& SOR��� qi : T → Tµi

� %�����
;%&L¡\!L��� SOR
��] =
��¦L#��

% �#� QPORU�%& SOR�����®ÈFQPO � ��U�Y#OP ��OR
��#��
 � ������
��S$�%&�! @QF� %&QPOP¬���
�Z�
��! q̄iTµ → Tµi

; A �¯
��X�#���	L#OP I�#����U
�#
�L	XZ�
��SL#��
�� µ̄1


� µ̄2
��L#� Tµ

�#
¦�#
����SOP ��¦OP� Im���SOR
�L#��
 W¯� � %&�I��% �#� ���S =W[QV% Z�
���L#��
¡�#

' 
�Nd
��S¬�L�
J�#
 Tµ

; 6 %&�CY!¢ � �� SY�Â���
�Á�U�
��Ã�#
�L	IZ�
��SL#��
��C�����! � ��� � ���S SOR���#��
�QPQR
���Á&U�
=\]L#O�Z����! S��

\]L�
 µ1


� µ2
�����! � ��� � ���S SOR���#��
�QPQR
��@
� *�#����U�\!L�
 µ 
��S *
��S¬��2�	OR\!L�
); / ��U�O � ���2\!L�
�Z�
��] �Á8��O

M1(Tµ) �r��
��S � %��H�#
B�	OPZ�
�����OR���°�B
� JQV%@Z�
��SL#��
*�#
 ' 
�Nd
��S¬�L�
B�#
 Tµ
�r��
��S � %��J
��S¬��2�	OR\]L�


D U�%&�¡ ���L# �
£Z�
��SL#��
j��%&��� M1(Tµ) 
��S ¡�#
£QV% Im���SZ�
 f.µ %�$�
�U f ≤ 1 Γ ÈFOP�!$�%&�SOV%&�! �
 K ; ' %
Z�
��SL#��
;�#
 ' 
�Nd
��S¬�L�
 µ̄ �#
 Tµ

��
J�#��U���Z � ����
;�#����UH�����` S�SOP$2OV%&QR
�Z�
��! =U���Z¡Z�
 µ̄ = µ̄1+µ̄2
;

- �° S��%&��� � ���S �%&�! *U�
��BZ�
��SL#��
��.��%&��� T ���°��N# SOR
��] BL#��
��#��U���Z � ���SOP SOR��� µ = µ1 + µ2
\]L#O

Z����] S��
"\]L�
 µ �r��
��� � %��M
��S¬��2�	OR\!L�
);

����8*&(����8H�� 8*�54 � 2+� �B��8
& �94�4�� �-6 � 6 # 6 S8����

(T,Γ)
/,�8�X��&'����\�}!����;���4M���#�����D�'�U�X<+/0�G�T� �U�+�I����#����?+-������D�8�fF87"� ��I1�

I1-P�(&��\��(���
σT

���
M0(T ) \ {0}

�_�����#-@� �����;��$%��-.�>���
Γ

$Z�;�\/0-5���C�+��$%?+������>?@<+/,�4:v���������1M�"<'/0�
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 � %���\]L�
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�L# "�SL �#� ����
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��S � %��IL#��
¡�	����OP �
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�Z�
��] *
��S¬��2�	OR\!L�
T
� BQR
@QR
�Z¡Z�
T
��S 5 S�SOP$2OV%&Q ;

' � %�U� SOR��� (T, Fn) �� �%&�! T�SL �#� ������
`Z¡OP�#OPZ[%&QR
�Á � ��L#�. ���L# µ ∈ M0(T ) \ {0} Á (Tµ, Fn)

��S 5Z¡OP�#OPZ[%&QR
 � L#OR��\]L�
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I����U�O � ���]\]L�
T��� L#�Ê����L��ÉÈ,%&�SN#��
IOP�!$�%&�SOV%&�! .
��S 5L#�Ê����L��SÈ,%&�SN#��
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� ��L#�@�#
�L	
Z�
��SL#��
��@OP�]$�%&�SOV%&�] �
��@�����X�!L#QPQR
�� µ1


� µ2
% �#� %&�S �
���%&�! =W M0(T ) ; A �°���� �
 q1 
� q2 QR
��

% �#� QPORU�%& SOR�����.\!L��� SOR
��] *�#
 T ��%&��� Tµ1

� Tµ2

��
�� � 
�U� SOP$�
�Z�
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6 ��L#� γ, δ ∈ Γ ÁC��� ���� �
 pontT (γ, δ) QR
 ��
�¬�Z�
��! ¦��
�QPOV%&�] `QR
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�����
�Z�N#QR
��¡U�%&��%�U� ����SOR�ÉÈ
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�U� SOR���ÅQR������\]Lr� OPQR�;��� OP�! �
�����
�U� �
��] M
��j
®#%�U®È
 �
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�Z�N#QR
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 γ 
� δ ��� OP�! �
�����
�U� �
��] .
�� � QPL��*��� L#� � ��OP�] ";

1 ��OR
��] x, y �#
�L	 � ��OP�! ����	OR�S SOP��U� ����#
 T ; A �"$�
�L# �Z����! S��
���\!L�
 µ1([x, y]) = µ2([x, y])
;

6 L#OR��\!L�
.QR
��H���SN#OP �
��5�#
 T �����! 5�#
�����
���Á2
� � L#OR��\!L�
 T �r��
��S � %��JL#��
.�	����OP �
�Á2QR
�� � ��OP�] ��H�#

N#��%&��U�Y�
�Z�
��! M�#
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�����
��J��%&���0QR
��J��
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��! ��.�!�SO I 
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◦
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5N#��%&��U�Y�
�Z�
��! � ���2U�Y�
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 x D 
� =�r� % �#� %&�S �
���%&�] � %�� I ����U���Z�
��] W I K ; A ��Á!U���Z¡Z�
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��S ������ %&Nd��QPOR
��#��
�Ár ���L# `��
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��! ¦
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���� L#� ��QR��Z�
��! ¦Y!¢ � 
��SNd��QPOR\]L�

�#
 Γ

D $���OP� 	�6 %&L��� K ;
6 ��L#�I ���L# ε > 0 Á � L#OR��\]L�
 µ1


� µ2
�r�����] � %��*��� %& ���Z�
�Ád��� � 
�L# I%&QR�����. S����L#$�
��@�#
��

��QR��Z�
��] �� γ Á γ′ Á δ 
� δ′ �#
 Γ Á#Y]¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
��*��%&��� T Á	 �
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IQR
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� B �
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x ∈ pontT (γ, γ′) 
� y ∈ pontT (δ, δ′)

%�$�
�U
µi

(
pontT (γ, γ′)

)
, µi

(
pontT (δ, δ′)

)
≤ ε

� ��L#� i ∈ {1, 2} ; A �Ê%
qi(pontT (γ, γ′)) = pontTµi

(γ, γ′)


� 
qi(x) ∈ pontTµi

(γ, γ′).

) Qr
��Ê
��S M�#
@ZHK�Z�
 � ��L#� qi(y) ��
�QV%& SOP$�
�Z�
��] W δ, δ′ ;
6 %&�*U���������\!L�
��] �Á � ��L#� i ∈ {1, 2} Á

∣∣∣µi([x, y]) − d
(
pontTµi

(γ, γ′),pontTµi
(δ, δ′)

)∣∣∣ ≤ 2ε.



� ��� ��� � � �2�	� Mn = Fn � �*@ N

WX%&OR� f 
��!$���OR
 pontTµ1
(γ, γ′) 
� pontTµ1

(δ, δ′) �SL#� pontTµ2
(γ, γ′) 
� pontTµ2

(δ, δ′) ��
��ÉÈ
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�U� SOP$�
�Z�
��! "; A �°
��¯�#���	L#OP *\]L�
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¦�#
 µ2([x, y])

� *U�
 � ��L#�* ���L# 

ε > 0 ; A �Å
��Ê�#���	L#OP B\]L�
 µ1 = µ2
;

G 
� S �
�% �#� QPORU�%& SOR��� σT
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"%&LÊ��
����B� �

lσ(t1µ1+t2µ2) = t1lσ(µ1) + t2lσ(µ2)

� ��L#�" ���L�� t1, t2 ≥ 0 ; - QPQR
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 µi
ÈFZ�
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/ ��# � # 8*�  *�+#,� �-6 � 6 �76 S8�\�4
(T,Γ)
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σ̄ \ σ
F
6 ��L#�<�#� P��#OP�ÃQF� %&�SN#��
 S �	L`��U�OP���#
�Z�
��! � 1 ��Á&����U�������OR�#Â���
=QF��
�����
�Z�N#QR
 V1

�#
�� ∼ È�U�QV%�����
��
������\]L#OP$�%&QR
���U�
��;�#
.U�%&���	OP��%&Q 2 
� J�#
�� ≈ È � %&OP��
���Á]
� JQF��
�����
�Z�N#QR
 V2

�#
�� ∼ È�U�QV%�����
��J������\]L#OP$�%fÈ
QR
���U�
��.OP� P��#OR
��"; ' ��
�����
�Z�N#QR
 V1

Im��L#�S�#OP��%�QF��
�����
�Z"N#QR
¦�#
��*����Z¡Z�
� ��*�#
" �¢ � 
`��QR��Z�
��! �%&OP��
�Á
QF��
�����
�Z�N#QR
 V2

Á#U�
�QPL#OÃ�#
��M����Z¡Z�
� ��*�#
@ �¢ � 
"�SL#� Im%�U�
);
6 ��L#�¦U����! S�SL#OP��
�QF� %&�SN#��
 S Á : ; : �%$M�	OP �U�Y L# SOPQPOR��
�L#��
¡��
�QV%& SOR��� �£
��] S��
 ��ÁÃ���� ���
 xyz

�#���] .L#� 
®#
�Z � QR
¦
��S *QV%[��
�QV%& SOR��� y ∈]x, z[ ��%&���.L#�X����L��ÉÈ�
�����
�Z�N#QR
¡��� L#�X%&�SN#��
`����
�Q D U�

 ,¢ � 
T�#
@��
�QV%& SOR���¯%¦�� ��TOP�! S���2�	L#OP � %&� � %&��� K ;
� 0����'�  *� #!� �76+.�65. .%6 7=�j�@�+-^�\��(���

xyz
�U�+�/,�8������-5�\��(���

� 
��] S��
 �
�U�)��-4-5�Z�+�_��e�4`+�������/\|

�;|\����$%�U�X��/0�4:v���14�'F
�_FXSJ�

xyz
~3��-^�\�6�

x 6= z
�,FN79�U�R����-5�\����\���

xyz
�+
xzy

�8�R�'���JDY'��$Z���C�A���C$[/,-P��\�8?�$%���JL:;� �\�(�U�
� FN7=�a�@�+-^�\��(���

xyz
�U�+�?�<+/0�4:v��-.���J�!

zyx
� FXSJ�

xyz
�U�+L:;�@�����U~��+L�U�

w 6= y
~��\-^���U�

xyw
�\/

wyz
F

8��x���4�<+/�� /,�c�����'�+$Z�+-5�"$[/,�D�L�9� /0�8�R����-^�_������c���1��@���U�+�/,�aI1�@?+� ���;�����;F
> %&����L#� � ���®È,%&�SN#��
�Á���� ���� �
 ]x, z[= {y|xyz} 
� [x, z] =]x, z[∪{x, z} ; A �9% �#� 
�QPQR


U�
��@
�����
�Z�N#QR
`�#
��*OP�! �
��S$�%&QPQR
��"; A �X�	OP .\]Lr� L#� � ���®È,%&�SN#��
¦
��S $%?@���(��� �SO � ��L#�. ���L�� � ��OP�! ��



��� � ��� ����� ����������� � �����	� � 	�� � � ����� � ��� � � ����� ������� � ��� � � � ��� � �

x, y, z Á�QF��
�����
�Z�N#QR
 [x, y] ∩ [y, z] ∩ [z, x] U����! SOR
��! `
®#%�U� �
�Z�
��] TL#� � ��OP�! D OPQ=
��·U����! SOR
��] 
 ���L��S��L#���H%&L � QPL��0L#� K ; A ���	OP H\!Lr� L#� � ���®È,%&�SN#��
*
��� J�	OR��U���
� H�SO�QR
��0OP�! �
��S$�%&QPQR
��H�����! P��#OR�"; 7
L#� � ���®È,%&�SN#��
[Z����	OV%&� �	OR��U���
� �Á�U����S��
�� � ����� ��%& SL#��
�QPQR
�Z�
��! �L#� %&�SN#��
��SOPZ � QPORU�OV%&QFÁ�OPQ=��L 
� 
�#
IZ�
� S S��
TL#��
"%&� K� �
T
��! S��
TQR
�� � ��OP�] �� x, y  �
�QR�B\]L�
 ]x, y[= ∅ ;

7  ���L# � ���®È,%&�SN#��
�Á���� � 
�L# `��%& SL#��
�QPQR
�Z�
��! [%������2U�OR
��"L#� � ���®È,%&�SN#��
 Z����	OV%&�rÁ�%�$�
�U QV%
� ��� � �SOR�� ��H\!L�
0�SO�QR
 � ���®È,%&�SN#��
H���SOP¬�OP��%&Q]
��� C�	OR��U���
� �Á�QR
 � ���®È,%&�SN#��
0Z����	OV%&�`��N# �
��!L¦
��S C�	OR��U���
� 
D $���OP� 	�: �#��� K ; > %&���*QR
¦U�%��@� � V 
��S .L#� � ���®È,%&�SN#��
¡�	OR��U���
� �Á8OPQ<�SL 
� @�#
`��%f�É��L# �
��?W V QR
��
� ��OP�! ��@U����S��
�� � ������%&�! "%&L	 �[�� ���OPQR
�� �Å�#
 V ÁxU���
��S >W[�	OP��
¦%&L	°����L��SÈ�
�����
�Z"N#QR
�� E �#
 V
 �
�QR�M\]L�

A �SO x, z ∈ E 
� y ∈ V Á#���Å�r� %*��%&Z[%&OR� xyz
A �SO x ∈ V \ E Á#OPQr
®	OR�S �
 y, z ∈ E  �
�QR�*\!L�
 xyz ;A �X�#� P��#OP I%&QR�����.��L#� V1 ∪ V2

QV%[��
�QV%& SOR��� σ1σ2σ3
��O σ2


��S *�	OR�� SOP��U� �
��#
 σ1

� .�#
 σ3


� B��� OPQr
®2OR�S �
 x1 ∈ σ1
Á a2, b2 ∈ σ2


� x3 ∈ σ3
 �
�QR�M\]L�
 {a2, b2}

��� � %&��
 x1
�#
 x3

;
3 � 09# �5494 � �76+.�65.*� ��� � # � � � � ��# ��6 � 6 �� � 6 7=�x����-5�\��(���

σ1σ2σ3
�U/,�

V1 ∪ V2
`+����>���

V1 ∪ V2
/0�aI1��?�� ���'�+�@���\�e�'&+�@�'MF=rU-	�U��3�1�\�/,����-C-.��$%���J3$[/0�J�L�9� /,�8�d�_&'��(���x���

Γ
F

� 0����'�  *� #!� �(65.�6+. � 6 8�� �UI_I���-4-.�
S

-�� ���'�+�@���U�4$AI1-��(&+�(��-y&������@�U�MI����1�����J#!Q-@� ���;������$%?@���(���
�B�U�+�;&'�(?a!

V1 ∪ V2
FG7>� �����;��$%��-5�%���d�;�U�d�+��$[$%�+4������

V1
∐
V2
∐
V3

� �
V3

&������@����I����8�s!
-�� �+���'��$%��-.�[���U�"?+��\�C-.�U�"���

V1 ∪ V2
F

' � %&�SN#��
M%&OP���SO2U������� S�SL#OP �
��� CQR
H��U�OP���#
�Z�
��! � 1 �I�	L�¬�����L � 
 Γ ; ) Q]
��� COP�]$�%&�SOV%&�] � %&�� ���L# 
%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
H�#
 Γ � L#OR��\!Lr� L#�" �
�Q2%&L# ���Z���� � Y#OR�SZ�
JOP���	L#OP rL#�"Y���Z�����Z���� � Y#OR��Z�
J�#
 ∂Γ ;' 
��I����Z¡Z�
� ��.�#
 V1

Á V2

� V3

�����] @��
�� � 
�U� SOP$�
�Z�
��] IQR
��@����Z¡Z�
� ��I�#
" ,¢ � 
¦��QR��Z�
��! �%&OP��
�Á
�#
I ,¢ � 
I�SL#� IF%�U�
T
� M�#
I ,¢ � 
@�SOP¬�OR�#
);

� ��� � }�vxwÉv8}<{��MtÃv8w�yBz�{�|`}
Γ
{8�"�E|�}<{u�5�x�`�x}<{u�d�<}<��{

A �¯U������SOR�#Â���
TL#��
 � 
� SOP �
`%�U� SOR���ÊZ¡OP�#OPZ[%&QR
`��� L#�Å¬�����L � 
"Y!¢ � 
��SNd��QPOR\]L�
 W¦L#�ÅNd��L# Γ
�SL#�5L#�¯%&�SN#��
I����
�Q T ;

� #%$ $����-,���. ��$5����# ��� $ ! � �-� � ��# !�#
S
$��+� � #%.�. �*����  ��#%$�!��(��$

T

/ ��# � # 8*�  *�+#,� �76 �-65.%6 7	�U�X������+�C-P�e�'�\M��/,�6�"�	� ����t+M�d���
S

�'���J���-C-P��I8���<'/��U�[�_�����
T

F

i�����/,:B�;FTG ��Z¡Z�
;�#
�L	�����Z¡Z�
� ��=%��&�S%�U�
��] ��<�#
 S ��
;�����! � %����	L�ZHK�Z�
H ,¢ � 
�Á& ���L# �
H%&� K� �

e 
��S IOP��U�OR�#
��! �
��SL#�IL#� ����Z¡Z�
� "�#
� �¢ � 
¡�SL#� IF%�U�
¡��L·L#� ����Z¡Z�
� "�#
¦ �¢ � 
[��QR��Z�
��! �%&OP��
);1 O e 
��� .OP��U�OR�#
��] �
[�SL#�@L#�·����Z¡Z�
� v �#
¦ �¢ � 
¦��QR��Z�
��] �%&OP��
�Á Γ(e) 
��S I��� OP���	ORU�
 P��#O=��%&���



����� � � � ��� ������� � �����	��� 	�� Γ � � � 	���� � � ������ � 	���� � ���)N

Γ(v) 
� 0OPQ8�SL 
� 0�#����UB��%&���HU�
MU�%��J�#
MZ����! S��
��;\]L�
5QR
��=¬�����L � 
��0�#
B �¢ � 
M��QR��Z�
��] �%&OP��
@�����! 

�QPQPO �  SOR\]L�
��=��%&��� T ; 1 O e 
��� �OP��U�OR�#
��] �
M�SL#�<L#������Z¡Z�
� v �#
; ,¢ � 
5�SL#� IF%�U�
�Á&QR
5�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�
�#
 e 
��S IL#�·¬�����L � 
 � ���SO � Y����SOR\!L�
��#
 Γ(v) Á�OPQJ�SL 
� "�#����U��#
¡Z����] S��
���\]L�
¡QR
��I¬�����L � 
��
� ���SO � Y����SOR\!L�
��@�#
��.����Z¡Z�
� ��.�#
T �¢ � 
"�SL#� IF%�U�
"���] *L#� � ��OP�] P##
"��%&��� T ; A �¯��
T��%&Z�Â���

�#����U"%&L	£QR
�Z¡Z�
��*� ;  ; � 
� *� ;  ; � ;

� ��L��M�#��Z����] S�������*��� %&Nd�����jL#�ÅQR
�Z¡Z�
T\]L#O�����L��B��
���%`L# SOPQR
T��%&���MQV%¦�SL#OP �
);
& �94�4�� �76 �-6 � ��� � # � � �J2+�34�4 �98 � 6 � �L �-6 � � 6 S8�������J

x, y ∈ ∂Γ
M�+-��a<+/D�

x ∼ y
��/

x ≈ y
~y�'9�'����

Γ0
/0�]�+�\/����4O��@��/fI��X:f�C�+�/��+-C-.��$%���J�&+V_&+-P�(<+/��R���

Γ
~y�'	�8�\������

{a, b} = ΛΓ0
F

8��}�U/fI_I��B�;�[<+/��
{a, b}

�'?MI����@�
x

�0�
y
F

�A-5���U�
a, b, x, y ∈ ∂Γ(2)

�+
x ∼ y ∼ a ∼ b

F

i�����/,:B�;FTG ��Z¡Z�
 {a, b} �	OR��U����#��
�U� �
 ∂Γ Á a 
� b �����! 5�#
�� � ��OP�! ��5�#
.U���L � L#��
@QR�]U�%&QR
.
� ;QV%
� ��� � ���SOP SOR���°� ;P�);P����%�
��SZ�
T\!L�
 a ≈ b ��L a ∼ b ;

1 L �#� ���������.��� %&Nx�����°\!L�
 x ≈ y ; 7 QR����� ∂Γ \ {x, y} U����! SOR
��] @%&L°Z���OP���B S����OR�.U���Z � �&È
��%&�] �
��<
� �
�QPQR
������ %�U�U�L#Z�L#QR
��! WBQV% I ��OR���SL#� x 
� y � L#OR��\!L�
 ∂Γ �r� % � %����#
 � ��OP�] ��#
HU���L � L#��

¬�QR��N�%&QR
); 6 %&�MU���������\]L�
��! �Á {a, b} ��
 � 
�L# � %��5��� � %&��
�� x �#
 y Á2U�
I\]L#O�
��S 5U����! S��%��	ORU� ���OP��
);

1 O x ∼ y 
� a ≈ b Á�QR
 ��%&OR�����#��
�Z�
��] [�S¢2Z��� S�SOR\!L�
£�#
£U�
�QPL#O Im%&OP �%&L	È��#
����SL��¦Z����] S��

\]L�
 {x, y} ��
 � 
�L# � %��¦��� � %&��
�� a �#
 b ; 6 %&�¡U���������\]L�
��! �Á a 
� b �����! ¦��%&���¦QV%ÅZHK�Z�

U���Z � ����%&�! �
"�#
 ∂Γ \ {x, y} Á�
� 5QF� %��	Y�����
���U�
"�#
@QF� %&L# S��
TU���Z � ����%&�] �
T�#
 ∂Γ \ {x, y} ��
�QPOR

x W y ��%&��� ∂Γ \ {a, b} U�
I\!L#Or
�Z � K�U�Y�
 {a, b} �#
T��� � %&��
�� x �#
 y ;

A � 
�� �#���	L#OP I\!L�
 x ∼ y 
� a ∼ b ∈ ∂Γ(2) ; ' 
`QR
�Z¡Z�
 � ; � �#
 	�: ����<U�����U�QPL# "%&QR�����
\]L�
 x ∼ y ∼ a ∼ b ;
& �94�4�� �76 �-6 � 6 79�U�[�+������4-��C�+�\M�+/0�U�%���U���+�\$d$%�+4�Z���a�VUI��]?�-5?+$Z�+�J����4�@�%�'���JA��-4-P��I8��(<+/D�U�
�_�\���

T
F

i�����/,:B�;FT1 O v 
��S IL#� ����Z¡Z�
� ��#
¡ �¢ � 
¡��QR��Z�
��] �%&OP��
�ÁÃOPQJU����S��
�� � ����� ����OP =W£L#��
 ≈ È � %&OP��
�Á
����OP WjL#��
 ∼ È�U�QV%�����
[������\]L#OP$�%&QR
���U�
£�#
[U�%&���	OP��%&Q 2 \!Lr����� ���� �
 σ ; A � ��%&OP ¦%&QR�����`\]L�
[QR

�S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#�*�#
 σ 
��S M$2OP�S SL�
�QPQR
�Z�
��! .U�¢2U�QPOR\]L�
 D $���OP� � ��� � ���SOP SOR���°� ;P�); @¦
� B� ;P�); � K ;

1 ��OP γ ∈ Stab σ ���������	��
�OP� P��#O5�#
£�����S �
 \!L�
 �SO γ+ 
� γ− ���� �
��! ¡QR
�� � ��OP�! �� P##
��
%& S S��%�U� SOQI¦
� ���� � L#QR�SOQI¦�#
 γ ��%&��� ∂Γ Á σ = {γ+, γ−} ; ) Q.�SL 
� £�#
°Z����! S��
��Å\]L�
 γ 
��S 

�QPQPO �  SOR\]L�
"��%&��� T ;

1 L �#� ���������`%&L·U����! S��%&OP��
[\]L�
 γ ����OP IY!¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
[��%&��� T Á�
� �% �#� ����2OPZ������ (T,Γ)
� %&��L#��
�%�U� SOR��� � 
� SOP �
�
� `�SOPZ � QPORU�OV%&QR
 (T0,Γ) �#
������S �
�\!L�
 γ ��
��� �
¡Y!¢ � 
��SNd��QPOR\]L�
[��%&���
T0

D $���OP�5U�������QPQV%&OP��
T ; � ;P�I��%&���HQR
@U�Y�% � OP S��
T K ; G ��Z¡Z�
 Γ %TL#�j��
�L#QdNd��L# �Á Γ ��
.��
*��U�OP���#




����� ��� ����� ����������� � �����	� � 	�� � � ����� � ��� � � ����� ������� � ��� � � � ��� � �

� %����SL#�¡L#��¬�����L � 
 P��#OFÁ=�#����Uj ���L# �
��[QR
��[%&� K� �
��[�#
 T0
���! �L#���S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�[OP� P��#O*
� 

�#����U¯$2OP�S SL�
�QPQR
�Z�
��! ÊU�¢	U�QPOR\!L�
); 1 ��OP e L#��
 %&� K� �
¯��%&��� QF� %f#
X�#
 γ ��%&��� T0

� ���� ������

{a, b} = ΛΓ(e) ;
' % � ��� � ���SOP SOR���¯� ;P�); N�%�
��SZ�
"\]L�
 {a, b} ��� � %&��
 γ+ �#
 γ− ; ' 
TQR
�Z¡Z�
`� ;  ; ¡Z����! S��


%&QR�����;\]L�
 γ+, γ− ∈ ∂Γ(2) 
� γ+ ∼ γ− ∼ a ∼ b Á]U�
*\]L#O8U����] S��
��	OP M\!L�
 σ = {γ+, γ−} 
��S 
L#��
TU�QV%�����
I������\!L#OP$�%&QR
���U�
"�#
IU�%&���	OP��%&Q�¦��LÅL#��
 ≈ È � %&OP��
);
& �94�4�� �(6 �-6 # 6 ST���4

v
/,�q�+��$[$%�+#���Q�VUI��%�U/,�4`+�_&U�;F37	�U�dO��@��/fI��U�"I�?�����I1*�?�����<+/D�U�j���

v���1�/,�%I����C�1DK	|��d�_�\���
T

F
i�����/,:B�;FT1 ��OP σ QV%¡U�QV%�����
T������\]L#OP$�%&QR
���U�
"U����S��
�� � ������%&�! >W v Á8
� σ̄ QR
TU���QPQPOR
��*%������]U�OR�); 6 %&�
�#� P��#OP SOR���rÁ�L#�Å¬�����L � 
 � ���SO � Y����SOR\]L�
T�#
 v 
��� 5QR
I�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�*��� L#�°��%&L# {x, y} �#
 σ̄ ;

' % � ��� � ���SOP SOR���·� ;P�);P��� OPZ � QPOR\]L�
¦\!L�
¦����OP x ≈ y Ád����OP x ∼ y ∈ σ ; > %&���@QR
 � ��
�Z¡OR
��
U�%���Á Stab {x, y} 
��S =QR
*�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�H��� L#������Z¡Z�
� H�#
M �¢ � 
B��QR��Z�
��! �%&OP��
�Á	
� 0���£%T�#�4� W@$2L
\]Lr� OPQC%�$�%&OP ML#� � ��OP�! JP##
T��%&���5 ���L# �
�%�U� SOR��� � 
� SOP �
"�#
 Γ

D QR
�Z¡Z�
�� ;  ; � K ;
1 L �#� ���������j�#����U \]Lr������%&OP x ∼ y ∈ σ Á5
� j����OP γ L#�u��QR��Z�
��! °�	L �� �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�

�#
 {x, y} ���������	��
¦OP� P��#OFÁ�
� T�SL �#� ���������I\!Lr� OPQ<����OP @Y!¢ � 
��SNx��QPOR\]L�
¡��%&��� T ; � �� �%&�] γ+ 
� 
γ− QR
�� � ��OP�! �� P##
���%& S S��%�U� SOQI*
� `��� � L#QR�SOQIB�#
 γ ��%&��� ∂Γ ÁÃ��� % {x, y} = {γ+, γ−} ; A �
% �#� ����2OPZ�
 (T,Γ) � %&��L#��
J%�U� SOR��� � 
� SOP �
0
� C��OPZ � QPORU�OV%&QR
 (T0,Γ) ��%&���CQV%�\!L�
�QPQR
 γ 
��� C
���U�����

Y]¢ � 
��SNx��QPOR\]L�
); G ��Z¡Z�
 Γ %IL#����
�L#Q�Nd��L# �Á� ���L# �
.%&� K� �
 e �#
5QF� %f#
B�#
 γ %@L#� �S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�
OP� P��#Od
� J�#����UB$]OP�S SL�
�QPQR
�Z�
��] ;U�¢	U�QPOR\]L�
); ' % � ��� � ���SOP SOR���j� ;P�); NIOPZ � QPOR\]L�
.\!L�
 ΛΓ(e) ��� � %&��

γ+ �#
 γ− ; ' 
`QR
�Z¡Z�
�� ;  ; �Z����! S��
�%&QR�����I\]L�
 ΛΓ(e) ⊂ σ 
� I�#����U¦\!L�
 {γ+, γ−} �r��
��S 
� %��5L#�°��%&L# M�#
 σ̄ � L#OR��\]L�
 ΛΓ(e) ��� � %&��
 γ+ �#
 γ− Á#U�
I\!L#OÃ
��� MU����! S��%��	ORU� ���OP��
);

� ')����� ��$ !�#%$ � ��� �� #�$ !�# � �  # $���� � �(' #

� 0����'�  *� #!� 6 S8����
v

/,�c�'��$[$Z�'A���a�VUI��Z�U/,�C`'�_&6�Q�0�
S
~N�'

Γ(v)
�'���c�+������4-��C�+�_M��/0�;F 8��

�1�_M�
Tv

-5�R�+�\/���� ���;�����"$d�4�D�4$Z��-=���
Γ(v)

�_�����
T

F
���+$��\� <+/D�;FM' 
T����L��ÉÈ,%&�SN#��
TZ¡OP�#OPZ[%&QC�#
 Γ(v) 
��S 5N#OR
��°�#� P��#OCU�%&�B�SO Γ(v) %¦L#� � ��OP�! JP##

¬�QR��N�%&QFÁ�OPQr
��S 5L#�#OR\!L�
 � L#OR��\!L�
 (T,Γ) 
��S � 
� SOP �
);
& �94�4�� �(6 �(6 �(6 S8�\�4

Γ0
/0�k�'��/0�U�4O\� ��/fI��x:;�C�+�/D��-C-.��$%���JZ&'V\&'-��(<+/D�����

Γ
~��+"�+����

v
/0�

�'��$[$Z�'����"�VUI��R�U/,�4`+�_&U�[���
S

�B�U�+�;&+��?[!%-^�Q&+-5�B�6�;�d�9� ?�<+/0�4:v��-.���1&U�
σ
F�8��u��/;I�I��B�'�[<'/��

Γ0K	|0�Z/,�g��� &%�1���g��?(O0?��8?���?Q�_�����
Tv

F �A-^�\�6�
ΛΓ0 ⊂ σ

~
Γ0 ⊂ Γ(v)

~N�+
ΛΓ0

�T� �U��HI��B��/0�
�'��/,����

σ̄
F

9 #,�1#!2+2+67�+��� �(6 �-6 �76 �1��/,"�'��/����4O��@��/fI��p�9� �4�1���(&6�"K��J�"�_�����}/0��O��@��/fI��aID?��U��IJ*�?+�U�(<+/D�c���
Γ(v)

�a/,�}/,�D�(<+/���I����C�1DK	|��d�_�\���
Tv

F



����� � � � ��� ������� � �����	��� 	�� Γ � � � 	���� � � ������ � 	���� � ���L@
�d?�$Z�����+�� �\��(���x��/}&��\� ��-4-5���C���;FIA �Ê� %&OP B\!L�
TQR
��5¬�����L � 
�� � ���SO � Y����SOR\]L�
��B�#
 Γ(v) �����! B
�Q È
QPO �  SOR\]L�
���Á2OPQR�5���! 5�#����U@L#� � ��OP�] P#	
@��%&��� Tv

; 6 L#OR��\]L�
 � ��L#�; ���L# 5����L��ÉÈF¬�����L � 
.��� OP���	ORU�

P��#O Γ0

��� L#� ¬�����L � 
 � ���SO � Y����SOR\!L�
£�#
 v Á ΛΓ0

��� �L#�9��%&L# ¦�#
 σ̄ ÁCQR
 QR
�Z¡Z�
 � ����U�����%&�! 


�Z � K�U�Y�
�\!L�
 Γ0
P##
IL#�Ê%&��UT��%&��� Tv

;

i�����/,:B����/u-5��$[$%� � F �,F � FB1 L �#� ���������I\!Lr� L#�X����L��ÉÈF¬�����L � 
`$]OP�S SL�
�QPQR
�Z�
��] TU�¢2U�QPOR\]L�
 Γ0
�#


Γ P#	
*L#�j%&��UB�����£�#��¬����������@��%&��� Tv
; 7 QR������Á!OPQx
®2OR�S �
 γ Y!¢ � 
��SNd��QPOR\!L�
.��%&��� Γ(v)  �
�Qx\]L�


Γ0
P#	
@L#�Ê%&��UI�����°�#��¬����������"�#
@QF� %f#
T�#
 γ ;
' 
J SY�������Â�Z�
;��� % �#� ����2OPZ[%& SOR���[ ; � ;P�;�	L¦U�Y�% � OP S��
MBOPZ � QPOR\!L�
H\!Lr����� � 
�L# �% �#� ����2OPZ�
��

(T,Γ) � %&�JL#��
 � 
� SOP �
.%�U� SOR���£�SOPZ � QPORU�OV%&QR
 (T0,Γ)  �
�QPQR
*\]L�
 Γ0
P##
ML#� � ��OP�! ;��%&��� T0

; - �
� %&�S SORU�L#QPOR
���Á#�SO T0


��S 5%�����
�� � ���2U�Y�
@�#
 T Á!OPQd
��S Im%�U�OPQR
@�#
*$����SOQP�
��M\!L�
 Γ0
P#	
*L#�Å%&��U.�����

�#��¬������������#
@QF� %f	
T�#
 γ ��%&��� T0
;

G ��Z¡Z�
 T0

��S .�SOPZ � QPORU�OV%&QFÁd��� � 
�L# @% �#� QPOR\]L�
��.QV% � ��� � ���SOP SOR��� � ;P�); N[\]L#O�%�
��SZ�
`\]L�


ΛΓ0
��� � %&��
 γ+ �#
 γ− Á�� � γ+ 
� γ− �����] rQR
�� � ��OP�! ��BP#	
��Ã�#
 γ ��%&��� ∂Γ ; G ��Z¡Z�
 γ ∈ Γ(v) Á

γ+ 
� γ− % �#� %&�S SOR
��#��
��! [%&L9U���QPQPOR
�� σ̄ %������2U�OR� W v D � ��� � ;<� ;P�); @ K ; > 
 � QPL���ÁC¬�����U�
 WÅQV%
� ��� � ���SOP SOR����� ;P�);P���	Á�����% γ+ ∼ γ− ��L γ+ ≈ γ− � L#OR��\!L�
 σ̄ ⊂ ∂Γ(2)∪∂Γ(3+) ; ' 
HQR
�Z¡Z�

� ;  ; ÊOPZ � QPOR\!L�
 \]L�
 γ+, γ− ∈ ∂Γ(2) �#����U�\]L�
 γ+, γ− ∈ σ � L#OR��\!L�
 σ̄ \ σ ⊂ ∂Γ(3+)D � ��� � ;�� ;P�); @ K ; ) Q�OPZ � QPOR\]L�
"%&L�����Or\!L�
 ΛΓ0 ⊂ σ ;

WX%&OP�! �
���%&�] �Á8U���Z¡Z�
 ΛΓ0
��� � %&��
 γ+ �#
 γ− Á#
� � L#OR��\]L�
@QV%¦��
�QV%& SOR��� � {x, z} ��� � %&��


y �#
 t � 
��� TL#��
���
�QV%& SOR��� ���������	��
�U�¢	U�QPOR\]L�
��SL#� σ̄ Á D � ��� � ;�� ;P�); @ K Á {γ+, γ−} ��� � %&��
�QR
��
�#
�L	 � ��OP�! ��M�#
 ΛΓ0

U�
T\]L#Or
�Z � K�U�Y�
 ΛΓ0
��� K� S��
IL#�°��%&L# ";

& �94�4�� �76 �-6+:�6 SJ�
v 6= v′

�'���J����U�X�+�\$d$%�+4�"�0�>�VUI��>��/0�4`'�_&6�U~
Tv

�+
Tv′

��� �C�JM�+�6�;�@&'M���J
������/dI8-�/0�R/0�aI��\�C�JMF

i�����/,:B�;F@> %&���IQR
¡U�%��"U����! S��%&OP��
�ÁrOPQ=
®	OR�S �
¡�#
��I��QR��Z�
��] ��"Y]¢ � 
��SNx��QPOR\]L�
�� γ 
� γ′ �#
 Γ(v)

� Γ′

v
�#���] �QR
��¦%f#
��"��� OP�] �
�����
�U� �
��! ¡
�� L#� %&��U������ �#��¬����������); ' ������\!Lr����� % �#� ����	OPZ�
 T

� %&�5L#��
T%�U� SOR��� (T0,Γ) � 
� SOP �
@
� M�SOPZ � QPORU�OV%&QR
�Á�QR
��M%f	
��5�#
 γ 
� γ′ ��%&��� T0
��� OP�] �
�����
�U� �
��! 


���U�����
*
���L#��%&��UM�������#��¬����������=; 1 ��OP e L#��
B%&� K� �
.% �#� %&�S �
���%&�! JW@QR
�L#�=OP�! �
�����
�U� SOR��� ��%&���
T0
; G ��Z¡Z�
 Γ %¦L#�Å��
�L#QrNx��L# �Á Γ(e) 
��S 5OP� P��#OÃ
� *�#����UI$]OP�S SL�
�QPQR
�Z�
��] *U�¢	U�QPOR\!L�
);
� �� ������ γ+ 
� γ− D ��
�� � ; γ′+ 
� γ′− K QR
�� � ��OP�! �� P#	
��<�#
 γ D ��
�� � ; γ′ K ��%&��� ∂Γ ; 1 O σ 
� 

σ′ ���� �
��] �QR
���U�QV%�����
��C������\]L#OP$�%&QR
���U�
;%������]U�OR��
���W v 
� v′ Á&���¦% γ+, γ− ∈ σ̄ 
� γ′+, γ′− ∈ σ̄′ ;' % � ��� � ���SOP SOR���¯� ;P�); N[Z����! S��
`\!L�
 ΛΓ(e) = {a, b} ��� � %&��
 γ+ �#
 γ− Á�
� .QR
TQR
�Z¡Z�
�� ;  ; 
U�����U�QPL# @\!L�
 a ∼ b ∼ γ+ ∼ γ− 
� *\]L�
 γ+, γ− ∈ σ � L#OR��\!L�
 σ̄ \ σ ⊂ ∂Γ(3+) ; ' 
TZHK�Z�

��%&OR�����#��
�Z�
��] "% �#� QPOR\!L�� W γ′+ 
� γ′− U�����U�QPL# @\!L�
 γ+ ∼ γ− ∼ γ′+ ∼ γ′− 
� .�#����U`\]L�

σ = σ′ 
� v = v′ ;



����  ��� ����� ����������� � �����	� � 	�� � � ����� � ��� � � ����� ������� � ��� � � � ��� � �

� #%$ �7� � �� #%$ !�# � �  # � � �+��!�#

& �94�4�� �76 �(6 �(6 S1�
v

�U���/,���'��$[$%�+)���%�VUI��[���^O\������~��\-^���U�
Γ(v)

�j/0�jI����4�JWK	|0�%�_�\���
T

~��+3�4-	�U��L/0�D�(<+/D�;F

i�����/,:B�;F@' %"Z[%f	OPZ[%&QPOP ��T�	Lj��U�OP���#
�Z�
��] � 1 �[%�
��SZ�
T\]Lr� L#�£¬�����L � 
I�#
. ,¢ � 
.�SOP¬�OR�#
 Γ(v)
�r� %��	Z�
� � %��@�#
���U�OP���#
�Z�
��! I�����¯ S�SOP$]OV%&Q<�SL#�.�#
��*¬�����L � 
��@��QR��Z�
��! �%&OP��
��T��%&���.QR
�\]L�
�QCQR
��
�S �%&N#OPQPOR� %& �
�L#���*�#
��B%&� K� �
��@%��&��%�U�
��! �
�� W v �����] *
�QPQPO �  SOR\]L�
��"; 1 O Γ(v) �r� %�$�%&OP � %��B�#
 � ��OP�] 
P##
0¬�QR��N�%&Q	��%&��� T Á�QR
J SY�������Â�Z�
H�#
J��U�OP���#
�Z�
��! <�#
 / O � �C��
�QV%& SOQI D
	�:;Æ ��] SYB;�� ; N K �#���#��
���%&OP 
L#�Å �
�Qr��U�OP���#
�Z�
��! �ÁxU�
I\!L#Or��
���%&OP *U����! S��%��	ORU� ���OP��
);

G 
 � ��OP�] JP#	
I
��� 5L#�#OR\!L�
TU�%&� Γ(v) �r��
��S � %��*��QR��Z�
��! �%&OP��
�
� (T,Γ) 
��S � 
� SOP �
);

� $ $5� ' �*# ��!�#%$&��-�����*#%$ !�#
T
����� $5� � ��# ��$ # � �-� � ��#%$ !�#

S

A �¯%¦�#�4� W�%������]U�OR�@L#�Ê%&�SN#��
 Tv
%&L	Å����Z¡Z�
� ��B�#
I �¢ � 
I��L#� Im%�U�
);
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S
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T
�U�
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Γ(t(e))
�_���D�

Tt(e)
�U�
t(e)
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S1�
e

�U��"�C�8&+���0���JM�u�U/,�j/,�o�+��$[$%�+[���s�VUI��x?�-.?�$%���J����4�@��~
ē
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pe = pē
F

� 0����'�  *� #!� 6 � SJ�
e

�����/,�8�"����t+M�d���
S
~��\�u-P/0�L�B�U�+�;&'�(�R-@� �4�JM����:v��-4-5�d?�:B���1�/���-4-.��$%���J
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T
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Ie = [pē, pe].

� SJ�
v
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Kv = Conv{pe| o(e) = v}.

� SJ�
v
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rv
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T
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I����
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F
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¡
��S @�#
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�\!L�
.QR
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 � 
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����� � � � ��� ������� � �����	��� 	�� Γ � � � 	���� � � ������ � 	���� � �����

/ ��# � # 8*�  *�+#,� �(6 �-6 - 6 SJ�
A

�U�+H/0�j�+��$[$%�+y��/Q/0�T�X����t+M�R���
S
~y�\�n�1�\M�

PA
-5�AI��\������R���

T
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~
KA

~
rA
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IA

�;��-5���b-^�%�1�\�/,�@�[�0�
A

F
S1�
PA ∩ PA′

&����J������J3/,�x�\� &"�1���x��?(O0?��8?���?U~���-^�\�6�
A = A′ F

���+$��\� <+/D�;FM' %¦����L#�#OR���°�#
��B
�����
�Z"N#QR
�� PA
� ��L#� A %&� K� �
T��L°����Z¡Z�
� B�#
 S 
��� MU����#��
®	


� L#OR��\]L�
 � ��L#�IU�Y�%�\!L�
¡%&� K� �
¡���SOR
��! ���
 e Á Ie OP�! �
�����
�U� �
 Pt(e)
; > 
 � QPL���ÁdU�
� S �
¦����L#�#OR���X
��� 

Γ ÈFOP�]$�%&�SOV%&�] �
); - QPQR
I��
�U���L#$]��
"�#����U T ;

�d?�$Z�����+�� �\��(���x���>-^�RI1�@�UI����U��������TFM' 
�U�%��*� � A 
��S ML#�°����Z¡Z�
� *�#
T ,¢ � 
T�SOP¬�OR�#
`��LÊL#��

%&� K� �
.OP��U�OR�#
��! �
"�SL#�JL#�j����Z¡Z�
� 5�#
. �¢ � 
.��QR��Z�
��] �%&OP��
I
��S ; S�SOP$]OV%&Q�U�%&�M%&QR����� PA


��S J�����	L#OP 
W.L#� � ��OP�! "; 1 O A 
� A′ �����! =�#
��<����Z¡Z�
� ��0�#
; �¢ � 
;�SL#� IF%�U�
�Á�OPQ#�SL 
� =��� % �#� QPOR\!L�
��0QR
JQR
�Z¡Z�

� ;  ; @3;

1 L �#� ���������ÃZ[%&OP�! �
���%&�! <\]L�
 A = v 
��S rL#������Z¡Z�
� C�#
< ,¢ � 
=�SL#� IF%�U�
�Á�
� Ã\]L�
 A′ 
��S Ã����OP 
L#��
"%&� K� �
"\!L#O��r��
��S � %��*%��&�S%�U�
��] �
 W`L#�Å����Z¡Z�
� B�#
@ ,¢ � 
I��QR��Z�
��! �%&OP��
�Áx����OP 5L#�Å����Z¡Z�
� 
�#
£ ,¢ � 
j��QR��Z�
��! �%&OP��
); > %&���[U�
����#
�L	 U�%���Á�L#������L��ÉÈF¬�����L � 
j��� OP���	ORU�
 P��#O Γ0

�#
 Γ(A′)
P##
 PA′

� ��OP�! � %&� � ��OP�] "; � �� ������ σ QV% U�QV%�����
¦������\]L#OP$�%&QR
���U�
�%������]U�OR��
 W v ; 1 O Tv ∩ PA′

U����] SOR
��! @L#�°%&��UT�����¯�#��¬�����������Á�QR
TQR
�Z¡Z�
�� ;  ; N¡Z����] S��
�\]L�
 ΛΓ(A′) = ΛΓ0 ⊂ σ 
� B\!L�

ΛΓ(A′) �r��
��S � %��@L#�·��%&L# I��%&��� σ̄ ; G 
�U�O=
��S @OPZ � �����SOPN#QR
`QR������\!L�
 A′ 
��S @L#�X����Z¡Z�
� T�#

 ,¢ � 
;��QR��Z�
��! �%&OP��
 � L#OR��\]L�
 ΛΓ(A′) U����S��
�� � �����¡����OP �W ∼ È�U�QV%�����
J������\]L#OP$�%&QR
���U�
5�#
;U�%&���	OP��%&Q
	Ád����OP .L#��
 ≈ È � %&OP��
); ' ������\!L�
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¦
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��! �
HW[L#� ����Z¡Z�
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 ,¢ � 
¡�SL#� IF%�U�
�Ár
� T�SO σ′ ���� �
¡QV%£U�QV%�����
¡������\]L#OP$�%&QR
���U�
�%������2U�OR��
HW v′ Á ΛΓ(A′) 
��S IL#�·��%&L# 
�#
 σ̄′ ; G ��Z¡Z�
 σ̄′ \ σ′ ⊂ ∂Γ(3+) Á8
� � L#OR��\]L�
 ΛΓ(A′) ⊂ σ ⊂ ∂Γ(2) Á ΛΓ(A′) ⊂ σ′ ����� �
σ′ ∩ σ 6= ∅ 
� v = v′ ;8W¯%&OR�.%&QR�����BQR
?Im%&OP .\!L�
 ΛΓ(A′) ����OP *L#�°��%&L# *��%&��� σ̄′ 
� � %��*��%&���
σ̄ �#���#��
IL#�ÅU����] S��%��	ORU� SOR���B;
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��! �
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��] �%&OP��
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� ��=�#
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��! �%&OP��
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��! �
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�QR������\]L�
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¡ �¢ � 
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°\]L�
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� Γ(A′) �����! jU���Z¡Z�
����SL#��%&N#QR
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�L#QR
�Z�
��! ¡�SOHQR
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��] �
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 ����Z¡Z�
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� �¢ � 

��QR��Z�
��] �%&OP��
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 \!L�
�QR������\]L�
 A = A′ � L#OR��\]L�
 �#
�L	 ����Z¡Z�
� ��¦�#
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��� � %&����� � %&�5L#��
T%&� K� �
I�����! M�#
. �¢ � 
I�	O �d����
��] ��"; G ��Z¡Z�
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�����] P#	��� � ��OP�] � %&�

� ��OP�! � %&�@�#
��*����L��SÈF¬�����L � 
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 P��#O��#
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U����] �
���%&OP IL#�

%&��UI�����°�#��¬���������� � ��L#� A 6= A′ Á (T,Γ) ��
I��
���%&OP � %�� � 
� SOP �
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A �#
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A ��� L#��
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T�#
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 T P#	� � %&�MU�Y�%�\!L�
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T �¢ � 
@�SOP¬�OR�#
A ��� L#��
TU�� � OR
T�#
��B%&�SN#��
�� Tv

� ��L#� v ����Z¡Z�
� B�#
I �¢ � 
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A ��� L#��
TU�� � OR
T�#
��B%&�SN#��
�� P��#OR� Kv

� ��L#� v �#
@ �¢ � 
T��QR��Z�
��] �%&OP��

� � ���Å��
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�����Z¡Z�
� B �
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"U�Y�%�\]L�
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U���Z¡Z�
���QR��Z�
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�����
�Z"N#QR
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Ê� %&�����	O 
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� �U����S��
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A f 
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�����
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 e �#
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��! Ie = [pe, pē]

;
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���\]L�
 f � ������
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I
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 ẽi 
��S .QR
 � ���] T
��! S��
 T i

o(ẽ)
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��S MU����! �
��]L¯��%&���MQR
T�S �%&N#OPQPOR��%& �
�L#�B�#
I�����ÅOPZ[%&¬�
 � %&� si
;

G 
� S �
 ��
�U� SOR����
��S jL#�uZ���� � Y#OR�SZ�
·��� %&�SN#��
·����
�QR� � L#OR��\]L�
¯
�QPQR
 
��S £OR����Z��� S�SOR\!L�
 
��
��
��S S�SORU� SOR��� W[QV%�����L#�#OR��� �#
�� Tv
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