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Résumé.  On démontre I’alternative suivante : ou bien il existe un groupe de type fini a croissance
exponentielle et & entropie nulle, ou bien il existe une constante universelle M > 0 qui
minore les entropies de tous les groupes hyperboliques non élémentaires a centralisateurs
cycliques et celle de leurs sous-groupes non élémentaires. (© 2001 Académie des scien-
ces/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

An alternative about entropy of groups

Abstract. We prove the following alternative: either there exists a finitely generated group with expo-
nential growth whose entropy is zero, or there exists a universal constant A > 0 such that
the entropy of all non-elementary hyperbolic groups with cyclic centralizers and their non-
elementary subgroups is at least M. (©) 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques
et médicales Elsevier SAS

Considérons un groupe de type fini G et S une famille génératrice finie. On note bg(G, S) le cardinal
d’une boule de rayon R dans G muni de la métrique des mots induite par S. La suite bg(G, S) étant sous-
multiplicative, on peut définir I’entropie marquée h(G, S) par

.1 L1
h(G,S) = Rh_r}noO = logbgr(G,S) = 11%% ElogbR(G, S).

L’entropie marquée dépend a priori de la famille génératrice considérée mais le fait que I’entropie marquée
soit non-nulle n’en dépend pas (c’est méme un invariant de quasi-isométrie) : on dit dans ce cas que G est &
croissance exponentielle. L’entropie algébrique de G est alors définie par H(G) = inf{h(G, S) | S famille
génératrice finie de G}.

Gromov a posé la question suivante en 1981 ([6], main open problem dans [7]).

QUESTION 1. — (Gromov) Existe-t-il des groupes a croissance exponentielle dont I’entropie est nulle ?
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On connait plusieurs classes de groupes ayant une entropie non nulle dés qu’ils sont a croissance ex-
ponentielle (voir [7]) : les groupes agissant minimalement par isométries sur des arbres réels® qui ne sont
pas des droites [1], les groupes a un relateur [5], les groupes résolubles [10], les groupes linéaires en ca-
ractéristique nulle [3], et les groupes hyperboliques [8]. Notons au passage que la preuve de Koubi [8]
démontre le fait suivant :

FAIT 0.1. — Etant donné un groupe hyperbolique T, il existe une constante Cr > 0 telle que tout
sous-groupe de type fini non élémentaire de I" a une entropie minorée par Cr.

Il est remarquable que les deux premiéres familles de groupes citées ont des entropies uniformément
minorées (par une constante indépendante du choix du groupe dans la famille).

QUESTION 2. — Existe-t-il une constante M > 0 telle que I’entropie algébrique de tout groupe hyper-
bolique non-élémentaire soit minorée par M ?

L’objet de cette note est de démontrer que I’'une au moins des deux questions précédentes posséde une
réponse positive :

THEOREME 0.2. — L’un au moins des énoncés suivants est vrai :

a. il existe un groupe de type fini & croissance exponentielle mais dont I’entropie algébrique est nulle.

b. il existe une constante universelle M > 0 telle que tous les groupes hyperboliques non élémentaires
a centralisateurs cycliques et tous leurs sous-groupes non élémentaires de type fini ont une entropie
algébrique minorée par M.
Rappelons qu’un groupe G est & centralisateurs cycliques si le centralisateur de tout élément de G est
cyclique (fini ou infini). En particulier, un groupe hyperbolique sans torsion est a centralisateurs cycliques.
Ce théoréme est une conséquence immédiate du théoréme plus précis suivant :

THEOREME 0.3. — Soit M la borne inférieure des entropies des groupes hyperboliques non élémentaires
a centralisateurs cycliques et de leurs sous-groupes de type fini non élémentaires.

Il existe un groupe G de type fini tel que G est a croissance exponentielle et H(G) = M.

L’idée de cette note est de considérer un groupe générique G dans I’adhérence des groupes hyperboliques
a centralisateurs cycliques (au sens de la topologie sur I’espace des groupes marqués, voir les définitions
dans la section suivante). Un tel groupe a la propriété (T) ce qui assure qu’il est a croissance exponentielle.
En utilisant & la fois que G est limite de groupes hyperboliques, et que tout groupe hyperbolique est limite
de groupes isomorphes a GG, on montre que I’entropie de G est égale a la borne inférieure des entropies des
groupes hyperboliques.

Une version du théoréme 0.2 a été indépendamment démontrée par Osin dans [11] en utilisant des idées
trés proches de cette note.

1. Quelques rappels sur la topologie sur I’espace des groupes marqués
Cette partie commence par des rappels folkloriques (voir par exemple [2]).

DEFINITION 1.1. — Etant donné un entier n > 2, on appelle groupe marqué (G, S) la donnée d’un
groupe de type fini G avec une famille finie de générateurs S = (s1,...,5,) nuMérotés de 1 a n = #5S.
On note X, I’ensemble des groupes marqués.

L’ensemble X, est muni d’une topologie qui a été utilisée par R. Grigorchuk puis C. Champetier ([4, 2]) :
deux groupes sont proches si des boules de grand rayon de leurs graphes de Cayley sont isomorphes en tant
que graphes étiquetés. Cette topologie fait de X,, un compact totalement disconnexe.

Lemme 1.2 (Cas des groupes de présentation finie) Soit (G, S) € X, avec G de présentation finie. Alors
il existe un voisinage V' de (G, S) tel que V(G',S") € V, G’ est un quotient de G.

Démonstration. — On peut lire les relations de G dans une boule de rayon suffisamment grand. O

1Bucher et de la Harpe donnent le résultat pour des arbres simpliciaux mais la preuve s’applique aux arbres réels
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DEFINITION 1.3. — La classe d’isomorphisme de G dans X, est I’ensemble des groupes marqués
(G',S") avec G’ isomorphe a G. On la note Iso,(G). Un sous-ensemble E C X, est saturé si c’est une
union de classes d’isomorphismes.

Le lemme suivant est un exercice :

LEMME 1.4. — L’adhérence d’un ensemble saturé est satureé.

Dynamique dans I’adhérence des groupes hyperboliques, transitivité. Nous rappelons ici les résultats
principaux de [2]. Soit HEE (resp. H5') le sous-espace saturé de X, constitué des groupes hyperboliques a
centralisateurs cycliques (resp. sans torsion). On notera H<¢ et Hst leurs adhérences.

DEFINITION 1.5. = SoitH C X, unensemble saturé. On dit que H est transitif s”il existe (Go, So) € H
tel que Iso,(Go) = H. On dira qu’un tel point (Gg, Sp) est un point transitif de J.

Théoréme 1.6 ([2]) Les espaces JH¢e et st sont transitifs et admettent un G'5-dense de points transitifs.

Corollaire 1.7 ([2]) 1l existe un G's-dense de groupes marqués (G, So) dans F(E€ (resp. Fst) qui sont infi-
nis, possédent la propriété (T) de Kazhdan, et qui sont donc non moyennables et a croissance exponentielle.

Remarque 1. — Le corollaire découle facilement du théoréme 1.6. Par exemple, soit G tel que Iso,,(Go) =
Jst, et (G, S) € 3¢ un groupe hyperbolique ayant la propriété (T). Puisque (G, S) € Iso,(Go) et que G
est de présentation finie, G est un quotient de G et a donc la propriété (T). On voit de méme qu’un point
transitif posséde toujours une famille génératrice de cardinal 2.

2. Preuve du théoreme
La fonction entropie marquée. |l semble que I’observation suivante, bien que complétement élémentaire,
n’est pas explicitement mentionnée dans la littérature.

OBSERVATION 2.1. — La fonction entropie marquée h : X,, — R est semi-continue supérieurement.
Autrement dit,

si (Gr, Sk) 2225 (G, S), alors h(G, S) > limsup h(G, Sk)
soit encore, pour toute partie E C X,,, inf h(E) = inf h(E).

Démonstration. — Les fonctions bg : X,, — R sont continues, et A = infg % log bg est donc semi-
continue supérieurement comme infimum de fonction continues. d

Une version faible du théoréme. Dans la suite, on se place dans le cadre des groupes hyperboliques a
centralisateurs cycliques, le cas sans torsion étant complétement similaire. Etant donné un entier n fixé, on
définit une entropie restreinte o on ne considére que des familles génératrices de cardinal n :

H,(G) = inf{h(G,S) | S famille génératrice de cardinal n de G} = inf h(Iso,(G)).

Notons que H,,(G) > H,+1(G) > H(G) puisque h(G, (51, ---,81)) = h(G, (51,51, -, 8n))-
PROPOSITION 2.2. — Soit M,, = inf{H,(G) | (G, S) € HE} = inf h(HE). Pour tout point transitif
(Go,So) € j.(%c' on aHn(Go) = Mn
Démonstration. — Soit (Go, So) transitif dans <, i. e. tel que Iso, (Go) = HEE. La semi-continuité de
I’entropie donne donc H,(Go) = inf h(Iso,(Go)) = inf h(HS) = inf h(HE) = M, O

L’espace des sous-groupes. Preuve du théoréme principal.

DEFINITION 2.3. — On note 8H;’ C X,, I’ensemble des groupes marqués (H, S) € X,, ou H est un
sous-groupe non-élémentaire d’un groupe hyperbolique a centralisateurs cycliques.

PROPOSITION 2.4. — 8HS® = Fee. En particulier SHEE est transitif, et M,, = inf h(SFHES).




Vincent Guirardel

Démonstration. — C’est une conséquence du résultat principal de [2] (th. 5.19) qui affirme qu’étant
donnés des sous-groupes Hy, .. ., H, de type fini non élémentaires d’un groupe hyperbolique I" a centrali-
sateurs cycliques et un entier R, il existe un quotient I'" de I hyperbolique a centralisateurs cycliques dans
lequel la boule de rayon R de T s’injecte, et sur lequel chacun des H; se surjecte.

En particulier I’ensemble des boules des groupes hyperboliques non-élémentaires a centralisateurs cy-
cliques est le méme que I’ensemble des boules de leurs sous-groupes non-élémentaires. Un ensemble fermé
de X, étant caractérisé par les boules des groupes marqués qui le composent, on a donc $H = JHce. O

LEMME 2.5. — M, est indépendant de n, c’est une constante universelle notée M. En particulier, M
s’exprime en termes de I’entropie algébrique (non restreinte) :

M = inf{H(G) | G sous-groupe non-élémentaire d’un groupe hyperboliques a c.c.}.

Démonstration. — Puisque tout groupe marqué de 8K apparait dans 8}/, ; par répétition d’un
générateur, on a M,, > M. Par ailleurs, si (G, S) € 8K, il existe s;,s; € S tels que (s;, s;) soit

non élémentaire. Puisque h((s;, s;), (si,s;)) < h(G,S) on en déduit que My < M, pour tout n > 2.

Donc M,, = M, = M est indépendant de n. |
LEMME 2.6. — Il existe un Gs-dense de groupes marqués dans SH5° qui sont transitifs dans tous les
SH, pour m > 2.
Démonstration. — Etant donné n > 2, considérons I’application i, : SH5® — SXH;  correspon-

dant a la répétition n — 2 fois du premier élément de S. L’image de 4., est un ouvert-fermé, et 4,, est un
homéomorphisme sur son image. L’image réciproque par i,, du G5 dense des points transitifs de S est
donc un G dense. En passant a I’intersection sur n, on obtient un G5 dense de SH5¢ de groupes transitifs

dans tous les SH;,. O
Preuve du théoreme 0.3 — Considérons G un groupe transitif dans 83;° pour tout n. D’aprés la
proposition 2.2, on a pour tout n, H,(Go) = M. Donc H(Gy) = inf,, H,(Go) = M. O
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