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Introduction

Les équations diophantiennes, c’est a dire les équations polynomiales dont on recherche
les solutions entieres ou rationnelles, ont fasciné les hommes depuis de nombreux siecles.
Diophante (325-409) est a I’origine de leur nom pour y avoir consacré Arithmetica constitué
originellement de treize livres qui n’ont malheureusement pas tous survécu au moyen age.
Diophante pose dans ces livres de nombreux problémes se ramenant a la résolution de
telles équations qui ont servi de base de travail a de nombreux mathématiciens de la
renaissance a nos jours. Pour ’anecdote, son travail a été poursuivi par Hypatia, la seule
femme mathématicienne connue de I'antiquité. Cependant, leur origine remonte beaucoup
plus loin dans I'histoire de I’humanité. Une tablette babylonienne datant d’entre 1600 et
1900 avant Jésus Christ énumere en effet 15 solutions de ce qui est sans doute I'un des
premiers exemples d’équation diophantienne :

2?2 +y’ =22 avec x,y,2 €7 .

Cette équation revient a trouver les triangles rectangles dont les cotés sont entiers. Cela
ne peut manquer d’évoquer en nous tant de souvenirs de jeunes collégiens : théoreme de
Pythagore et triplets pythagoriciens...

De nombreux mathématiciens ont donc, de tout temps, cherché a déterminer la struc-
ture des solutions de diverses équations diophantiennes : y-a-t’il un nombre fini ou infini
de solutions? Peut-on donner une procédure effective pour les déterminer toutes? Ces
solutions forment-elles un groupe d’une quelconque sorte? Comment sont réparties les
solutions parmi les solutions réelles? Et bien d’autres questions encore. C’est ainsi que
les équations diophantiennes ont été I’'un des moteurs de développement de la théorie des
nombres. L’exemple le plus frappant en est bien siur 1’équation de Fermat :

xP +yP = 2P avec z,y,z € Z et zyz #0 ,

pour p supérieur a 3. C’est une généralisation de ’équation de Pythagore précédemment
décrite. Le dernier théoreme de Fermat, qui consiste a démontrer que cette équation n’a
pas de solutions entieres non triviales, a été I’'un des problemes centraux en théorie des
nombres au cours des trois derniers siecles.

Le cadre approprié pour étudier les équations diophantiennes est celui de la géométrie
algébrique. Les équations diophantiennes peuvent, dans ce cadre, étre interprétées comme
des questions sur I'existence de points sur des variétés algébriques. Dans cette theése, nous
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nous contenterons d’étudier le cas des courbes. Les géometres classifient les courbes a
I’aide d’un entier positif, le genre. La théorie des courbes de genre 0 est maintenant bien
connue. Pour les courbes de genre 1, il existe désormais de nombreux outils et d’'impor-
tantes conjectures commencent a succomber a des recherches intensives. Par contre, en
ce qui concerne les courbes de genre supérieur, les connaissances, en particulier au niveau
algorithmique, sont encore relativement succinctes.

Nous allons dans un premier temps rappeler les outils mathématiques qui nous serviront
dans les chapitres suivants.

Arithmétique des courbes algébriques

Préliminaires géométriques

Soit k un corps que ’on supposera de caractéristique 0 et k une cloture algébrique de
k. Soit C une courbe projective plane de genre g supérieur & 1 définie sur k. Une telle
courbe sera, dans les cas qui nous concernent, la normalisation projective d’une courbe
affine donnée par une équation C(z,y) = 0.

Points rationnels

La recherche de tous les points rationnels sur de telles courbes, c’est a dire la résolution
des équations diophantiennes correspondantes est 1'un des principaux problemes de la
géométrie arithmétique. L’arithmétique des courbes de genre 0 est bien résolue puisque
I'ensemble des solutions est soit vide soit isomorphe & P! (k).

En ce qui concerne les courbes de genre 1, elles sont appelées courbes elliptiques et sont

données par une équation du type
y2 =I3+a2x2+a4$+a6 .

On sait que, lorsque k est un corps de nombres, I’ensemble des points rationnels forme un
groupe abélien libre de type fini, et de nombreux progres ont été faits ces dernieres années
dans le calcul explicite de ce groupe [Cre 99|, [Sim|. Le deuxiéme probléme diophantien
que ’on peut se poser concernant les courbes elliptiques est le calcul de leurs points entiers
dans le cas ou le corps de base est Q. Un théoreme de Siegel montre en effet qu’ils sont en
nombre fini. Il parait donc naturel de rechercher une méthode permettant de les calculer
explicitement. De nombreuses méthodes ont été développées dans ce but, nous exposerons
au premier chapitre la plus répandue actuellement et nous nous en servirons pour calculer
des points entiers sur une famille de courbes elliptiques.

Pour les courbes de genre plus grand, les résultats sont par contre beaucoup moins riches.
Faltings [Fal 83] a démontré en 1983 qu'une courbe de genre supérieur ou égal a 2 sur
un corps de nombres k possede un nombre fini de points rationnels. Malheureusement
la preuve de Faltings n’est pas explicite et ne permet méme pas de borner le nombre de
points rationnels. L’un des plus importants problemes actuels concernant les courbes de
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genre supérieur a 2 est le calcul explicite de ces points rationnels. Le premier résultat
revient & Chabauty [Cha 41] qui, dés 1941, a démontré ce résultat de maniére explicitable
dans le cas ol le rang de la jacobienne est strictement inférieur au genre de la courbe.
Nous citerons ensuite Coleman [Col 85] qui a obtenu une borne explicite pour le nombre
de points dans les conditions du théoréeme de Chabauty. Enfin Flynn [Fly 97] a décrit
une méthode permettant de borner effectivement le nombre de points rationnels sur une
courbe de genre 2. Le cas des courbes de genre 2 constitue en effet le premier exemple non
trivial d’application du théoreme de Chabauty. L’avantage de la méthode de Flynn est
qu’elle donne, dans la plupart des cas, une borne égale au nombre de points rationnels.
Elle permet alors de calculer tous les points rationnels d’une courbe donnée lorsque le
rang de sa jacobienne est inférieur a 1.

Reste maintenant a savoir calculer (ou méme borner) les points rationnels dans les cas
qui ne satisfont pas aux hypotheéses du théoreme de Chabauty. Plusieurs méthodes ont
été développées pour des courbes particulieres par différents mathématiciens ([Dem 68],
[Bru 99], [Fly 01], [Wet 97]...). La plupart de ces méthodes utilisent des revétements de
la courbe par d’autres courbes sur lesquels on dispose d’outils supplémentaires. C’est en
particulier le cas de la méthode de Chabauty elliptique développée par Flynn et Wheterell
[Fly-Wet 99] que nous exposerons dans le second chapitre.

Nous allons maintenant donner les définitions de base ainsi que les objets que nous allons
manipuler dans la suite de cette these.

Diviseurs

Un diviseur D est une somme finie formelle de points sur la courbe C(k). Le groupe
des diviseurs _Div(C) est défini comme le groupe abélien libre engendré par les points de
C définis sur k. Autrement dit, un diviseur D de Div(C) s’écrit

D= Z mpP .

pec(k)

On dit alors que le point P de C a la multiplicité mp pour le diviseur D. Cette multiplicité
est un nombre entier relatif et est nulle pour tous les points sauf pour un nombre fini.
Pour un diviseur D donné, la somme de ses multiplicités sur tous les points de la courbe
est donc finie. Cette somme définit le degré du diviseur D :

deg(D) = Z mp .

pPeC

L’ensemble des diviseurs de degré 0 forme un sous-groupe de Div(C) et est noté Div’(C).
On définit d’autre part le corps des fonctions de C et on note k(C) I’extension algébrique
de k(z) donnée par

k(C) = k(z)[yl/ (C(z,y))
A une fonction f appartenant au corps des fonctions de C, on peut associer un diviseur,
que nous noterons div(f), en définissant sa multiplicité en un point P par I'ordre d’an-
nulation de la fonction f au point P. De tels diviseurs, provenant d’une fonction, sont
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appelés des diviseurs principaux. Les diviseurs principaux sont de degré 0 et forment un
sous-groupe de Div’(C).

L’arithmétique des corps de fonctions présente de grandes similitudes avec celle des corps
de nombres. Le groupe des diviseurs de degré 0 est en effet analogue au groupe des
idéaux fractionnaires d’un corps de nombres. Il est donc naturel de considérer les classes
d’équivalence des diviseurs de degré 0 modulo les diviseurs principaux.

Deux diviseurs différant d’un diviseur principal sont dit linéairement équivalents ou ap-
partenant a la méme classe de diviseurs. Le groupe des classes de diviseurs modulo les
diviseurs principaux ainsi défini est appelé groupe de Picard de la courbe C et est noté
Pic(C). On définit de méme Pic®(C) le groupe des classes de diviseurs de degré 0 modulo
les diviseurs principaux.

Cantor [Can 87] a développé un algorithme permettant d’additionner deux points de ce
groupe dans le cas des courbes hyperelliptiques en se servant de I’analogie avec les corps
de nombres déja évoquée. Cette méthode est toujours utilisée pour additionner des points,
y compris lorsque le corps k est un corps fini, en cryptographie par exemple. Cependant,
nous n’allons pas nous en servir dans la suite et nous ne la détaillerons donc pas.

Dans le cas des courbes elliptiques, le groupe Pic®(C) est isomorphe & la courbe C elle-
méme. Les intégrales elliptiques permettent dans ce cas de construire un isomorphisme de
la courbe C(C) vers un tore C/A ot A est un réseau de C (on pourra trouver plus de détails
dans le premier chapitre a ce sujet). L’application d’Abel-Jacobi est une généralisation de
cet isomorphisme en genre supérieur a 1. Elle permet d’identifier le groupe Pic?(C) au tore
CY9/A ol A est un réseau de C9. Cet isomorphisme munit donc le groupe Pic®(C) d’une
structure de variété algébrique. Le groupe Pic?(C) est alors appelé jacobienne de la courbe
C que nous noterons J(C). D’autre part, 'application d’Abel-Jacobi commute avec I’ac-
tion du groupe de Galois absolu G =Gal (K/ k). Ainsi G agit sur les objets précédemment
introduits. On dit qu’un diviseur est défini sur k ou rationnel s’il est fixé par 'action de
Galois. La classe d’un tel diviseur sera alors appelée un point rationnel sur la jacobienne
et on notera Ji(C) 'ensemble de ces points.

Remarque : Il est important de noter qu’un diviseur défini sur k n’est pas nécessairement
la somme de points de la courbe définis sur k.
Par exemple si on considere la courbe C définie sur Q par I’équation suivante.

C:y’ =" +1)(2*+3)(@*+7) .

Le point [i,0] n’est pas un point rationnel alors que le diviseur [z, 0] + [, 0] est défini sur
@Q car invariant par I’action de Gal (@ / Q).

Courbes hyperelliptiques

Nous allons maintenant restreindre notre étude au cas des courbes hyperelliptiques
définies sur un corps de nombres, c’est a dire aux courbes de la forme

Y?=F(X)
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ou F est un polynome de degré 2g + 1 ou 2g + 2 (g désigne le genre de la courbe) a
coefficients dans k et de discriminant non nul. Notons que, dans le cas le plus général, le
degré de F' doit étre égal a 2g + 2. Cependant, lorsque F' posséde une racine dans k, on
peut toujours se ramener au cas ou F' est de degré 2¢g + 1. On supposera de plus que pour
les courbes de genre impair, F' est de degré impair également. D’autre part, remarquons
que dans le cas ou le degré est impair, la courbe posséde un point a l'infini noté oo et que
lorsque le degré est pair, elle posséde deux points & I'infini notés cot et oo™. Ces points
correspondent aux branches infinies de I’équation Y? = F(X).

Remarque : La forme sous laquelle nous écrivons les courbes hyperelliptiques est bien
stir analogue a la forme de Weierstrass courte pour les courbes elliptiques.

La restriction que nous opérons ici n’en est véritablement une que lorsque le genre de
la courbe est supérieur ou égal a 3. En effet, en utilisant le théoreme de Riemann-Roch,
on démontre, comme dans le cas des courbes elliptiques, que toute courbe de genre 2 est
hyperelliptique et peut donc s’écrire sous la forme

V2= fe X+ .+ X+ fo (1)

Ce phénomene n’est cependant plus valable en genre supérieur.

Nous allons maintenant étudier plus précisément la jacobienne d’une telle courbe. Les
courbes hyperelliptiques sont munies d’une involution canonique : I’involution hyperellip-
tique, obtenue en changeant Y en —Y et en laissant X invariant lorsque C est écrite sous
la forme (1). Ainsi, si le point [z, y] est un point de la courbe C, alors [z, —y] est également
un point de C.

Les points [z, y] et [z, —y] sont les seuls zéros de la fonction X — z. Cette fonction a soit
oo comme pole double (lorsque le degré est impair), soit co™ et co™ comme poles simples
(lorsque le degré est pair). Le diviseur [z, y]+ [z, —y] est donc un diviseur principal. Dans
le groupe de Picard, un tel élément est donc dans la classe triviale que nous noterons O
dans toute la suite. On en déduit, en utilisant le théoréeme de Riemann-Roch, que toute
classe de diviseurs possede un représentant de la forme

D= i P, —goo .
i=1
lorsque le degré de F' est impair, ou
D =Zg:P- oot — oo
—t 2 2 ’

lorsque le degré de F' est pair (et dans ce cas, on a supposé le genre pair).
Pour plus de clarté on notera {P;, ..., P,} un tel élement. L’élément neutre pour la loi de
groupe de la jacobienne est le point a 'infini. Dans le cas des courbes de genre 2, il sera



14 INTRODUCTION

par exemple représenté par:

0O = {[I,y],[.’lﬂ',—y]},

= {oc™, 007} (sile degré est pair) ,
et pour les courbes de genre 3, il peut entre autres étre représenté par :

O = {[z,y],[z,—y], 00} ,
= {o0,00,0} ,

Comme nous ’avons déja expliqué, un tel g-uplet de points est défini sur k s’il est invariant
par le groupe de Galois absolu Gal(k/k). Par exemple, dans le cas du genre 2, un élément
de la jacobienne est défini sur k si les deux points de la représentation précédente sont
conjugués sur une extension quadratique de k.

Nous allons maintenant définir la loi de groupe sur la Jacobienne, du moins du point de
vue géométrique.

Loi de groupe sur la jacobienne

Rappelons tout d’abord rapidement le cas des courbes elliptiques. Nous avons déja vu
que, dans ce cas, la jacobienne était isomorphe a la courbe elle-méme. On pourra donc
représenter un diviseur par un point de la courbe. Soit D une droite du plan définie par une
équation Y = aX + b. Une telle droite possede trois points d’intersection P, () et R avec
la courbe elliptique. Le diviseur de la fonction y —ax — b est alors P + Q) + R — 300. Ainsi,
si trois diviseurs correspondent a trois points de la courbe elliptique alignés, leur somme
vaut trois fois le point a l'infini plus un diviseur principal, autrement dit leur somme vaut
I’élément neutre dans la jacobienne. Cette remarque permet de définir la loi de groupe sur
la jacobienne par P+@Q = —R si P, () et R sont trois points alignés de la courbe elliptique.

Considérons maintenant le cas des courbes de genre 2. Nous allons utiliser le méme type
de méthode que pour les courbes elliptiques. Si A et B sont deux éléments de la jacobienne
Jx(C) définis sur k. Les diviseurs A et B sont alors chacun représentés par 2 points de
la courbe. Il existe une unique cubique M (X) dans k[X] telle que Y = M (X) passe par
ces 4 points. L’intersection affine de cette cubique et de la courbe Y2 = F(X) est alors
constituée de 6 points dont les 4 initiaux. Les deux points restants permettent de définir
un troisieme diviseur de la jacobienne défini sur k, tel que A+ B+ C = O. En effet, les
points de la courbe qui représentent A, B et C sont les zéros de la fonction Y — M (X)) de
telle sorte que A + B + C est un diviseur principal et est donc trivial dans la jacobienne.
La somme des deux diviseurs A et B est donc le diviseur —C, c’est a dire C a qui on a
appliqué I'involution hyperelliptique.

En ce qui concerne les cas de genre supérieur, la situation se complique un peu puisque
I'on ne considére plus une fonction de la forme Y = m(X). Il faut chercher deux poly-
nomes p et ¢ de k[X] tels que Yp(X) = ¢(X) passe par les 2¢g points définissant A et B.
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Il n’est plus possible de prendre p = 1 car l'intersection de Yp(X) = ¢(X) avec C doit
donner 3g points.

En genre 3 par exemple, un diviseur de la jacobienne est défini par 3 points et il existe un
unique polynéme g de k[X] de degré 5 tel que Y = ¢(X) passe par les 6 points définissant
A et B. Cependant l'intersection avec C donne 10 points dont les 6 initiaux, c’est a dire
un point de trop. Dans ce cas, il faudra trouver des constantes « et 3 et une quartique
M dans k[X] tels que la courbe Y (aX + ) = M(X) passe par les 6 points de la courbe
définissant A et B. L’intersection avec la courbe C donne alors 3 nouveaux points qui
permettent de définir la somme de A et de B.

Maintenant que ’on connait la loi de groupe sur Ji(C), il est naturel de se demander quelle
est la structure de ce groupe. Comme dans le cas des courbes elliptiques, le théoreme de
Mordell-Weil énonce que Ji(C) est un groupe abélien libre de type fini. Dans la suite,
nous appellerons rang de la jacobienne le rang de ce groupe. Le calcul explicite de cette
structure, dans le cadre des courbes hyperelliptiques est trés proche du calcul du groupe
de Mordell-Weil des courbes elliptiques [Sto 01], [Sch 95].

Pour les calculs explicites que j’ai eu besoin de faire au cours de cette these, je me suis
servi du programme mwrank de Cremona pour les courbes elliptiques définies sur Q, du
programme de Simon [Sim| dans le cas des corps de nombres et des programmes écrits
par Stoll [Sto 01] inclus dans les derniéres versions de magma pour les courbes de genre
supérieur a 2.

Nous connaissons maintenant les outils de base pour les courbes hyperelliptiques. Ce-
pendant, ces outils ne sont pas tres manipulables dans la pratique. Nous allons donc
introduire de nouveaux objets qui sont plus simples & manipuler, du moins du point de
vue algorithmique.

La surface de Kummer

Flynn a introduit de nouveaux objets pour travailler sur les jacobiennes de courbes
hyperelliptiques de genre 2 [Fly 93]. Il décrit en particulier un plongement de la jaco-
bienne dans P!5. Cependant, une telle représentation de la jacobienne est trop lourde &
manipuler. C’est pourquoi il introduit la surface de Kummer que nous noterons K. Si
X = {[z1, 1], [T2, y2]} désigne une paire de points généraux d’une courbe hyperelliptique
C de genre 2, la surface de Kummer est le lieu projectif dans P de 4 fonctions symétriques
en (z1,v1), (z2,y2) données par :

fl =1 3
62 = I+ 29,
& = T1%2 ,

_ Fy(wy,20) — 2y110
64 - ;

(21 — 22)?
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avec
FO (.fL'l, .’Eg) :2f0+f1 (.Tl +,’L'2)+2f2$1l'2+f3 ($1+$2)I1$2+2f4$?$%+f5 (1'1 +.T2)$%,’L'g+2f6l'?l'g .

Ce lieu projectif est donné par une quartique explicite en (&, &s,&3,&,). La surface de
Kummer présente ’avantage qu’il y est tres facile de représenter un diviseur de la jaco-
bienne de la courbe C. Cependant, il est important de remarquer que deux points ont la
méme image dans X s’ils sont opposés 'un de 'autre, c’est a dire quand ils sont reliés par
I'involution hyperelliptique. Ainsi sur la surface de Kummer, il est impossible de distin-
guer le diviseur A du diviseur —A. Il est donc malheureusement impossible d’additionner
un diviseur 4 et un diviseur B car le résultat peut étre soit +(.4 + B) soit +(A — B). En
passant de la jacobienne a la surface de Kummer, on perd donc la structure de groupe.
Cependant, il en subsiste des traces comme par exemple la multiplication par 2 ou I’ad-
dition d’un diviseur d’ordre 2 (puisqu’un tel diviseur est égal & son opposé).

Dans le cas des courbes de genre 3, Stubbs [Stu 00], un éléve de Flynn a pu construire la
surface de Kummer dans P pour une courbe hyperelliptique donnée par une équation de
la forme
C:Y?=fiX"+- 4+ fiX+fo .

Remarque : La surface de Kummer est bien str définissable pour les courbes elliptiques
ou elle consiste a restreindre 1’étude des points rationnels sur la courbe a I’étude de leurs
abscisses. Cette démarche est d’ailleurs souvent employée lorsque 1’on travaille sur des
courbes elliptiques pour simplifier les calculs. Nous y aurons par exemple recours dans le
premier chapitre de cette these.

Cette surface de Kummer est 1’outil de base qui permet a Flynn [Fly 97] d’élaborer une
méthode explicite pour appliquer le théoréme de Chabauty a une courbe de genre 2 quel-
conque dont le rang de la jacobienne est strictement inférieur a 2. Cette méthode permet
de borner de fagon fine le nombre de points rationnels d’une telle courbe et, dans la plu-
part des cas, on peut en connaitre effectivement tous les points rationnels. Nous n’allons
cependant pas rappeler cette méthode car cela demande de nombreuses définitions et
notations et nécessite un exposé relativement long. D’autre part cela n’apporterait pas
grand chose a cette these puisque nous exposons au second chapitre la méthode de Cha-
bauty elliptique qui est fondée sur les mémes idées mais a le mérite d’utiliser les outils
plus connus des courbes elliptiques. On pourra cependant se reporter au livre de Cassels
et Flynn [Cas-Fly 96] pour plus de détails sur la question. La surface de Kummer est
également a la base de la théorie des hauteurs pour les courbes de genre 2 développée par
Flynn [Fly 95] qui permet d’effectuer une descente infinie. Comme dans le cas des courbes
elliptiques, cette descente infinie est nécessaire pour déterminer une base du groupe de
Mordell-Weil J (k) une fois connu J(k)/2J (k). Le but de la troisitme partie de cette
these est d’ébaucher, a la suite de Stubbs, de tels outils pour les courbes de genre 3. Nous
nous attacherons en particulier a calculer, pour ces courbes, ce qui subsiste de la loi de
groupe sur la surface de Kummer. Ce travail nous laisse espérer de futures généralisations
aux courbes de genre 3 des nombreuses applications de la surface de Kummer.
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Plan de la these

Dans le premier chapitre de cette these nous étudions les points entiers d’une famille
de courbes elliptiques indéxées par I’entier m et données par 1’équation

v =2 +ma® — (m+3)r+1.

Nous calculons tous les points entiers de ces courbes pour les valeurs du parametre m
inférieures & 1000. A partir des observations faites sur les résultats, nous calculons exac-
tement tous les points entiers de ces courbes lorsque le rang du groupe de Mordell-Weil
vaut 1 quelque soit la valeur du parametre m. Ce travail a fait I’objet d’une publication
a Experimental Mathematics [Duq 01].

Le second chapitre traite quant a lui de la recherche des points rationnels sur des courbes
pour lesquelles le théoreme de Chabauty ne s’applique pas. Nous exposons entre autres
la méthode de Chabauty elliptique et nous proposons une généralisation. Nous utilisons
ensuite cette méthode pour calculer les points rationnels d’une courbe hyperelliptique de
genre 4 dont le rang de la jacobienne vaut 4. Cette généralisation fait I’objet d’une publi-
cation & Manuscripta Mathematica [Duq 02].

Enfin le dernier chapitre traite de la généralisation des outils de la surface de Kummer
aux courbes de genre 3. Il fait partie de mes travaux en cours et permet d’envisager des
applications futures comme la descente infinie pour les courbes de genre 3 par exemple.
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Chapitre 1

Points Entiers sur les Courbes
Elliptiques Associées aux “Simplest

Cubic Fields”

I.1 Les “simplest cubic fields”
Soit m un entier positif tel que
A=m*>+3m+9

soit sans facteur carré.
Le corps cubique K,,, défini par le polynome irréductible sur Q,

fX)=X3+mX? - (m+3)X +1

a été introduit par Shanks ([Sha 74]) et est appelé un “simplest cubic field”.

Shanks a introduit cette classe de corps car les calculs sont particulierement faciles a
effectuer sur de tels corps, ce qui leur a valu leur nom. Ces corps ont été par la suite
beaucoup étudiés car leur régulateur est explicite et petit. Ainsi leur nombre de classes a
tendance a étre particulierement grand.

Dans ce premier chapitre nous allons nous intéresser aux courbes elliptiques définies sur
Q par les équations :

Ep Y?=X*4+mX? - (m+3)X+1, (1.1)

pour un entier m définissant un “simplest cubic field”.

Cette famille de courbes elliptiques a été introduite par Washington [Was 87]. Ce dernier
relie le rang de la courbe elliptique E,, sur Q et le 2-rang du groupe des classes de K,,.
On peut ainsi espérer que le rang des courbes elliptiques de cette famille ne sera pas trop
petit, du moins qu’il sera suffisamment grand pour que ces courbes contiennent des points
entiers. C’est la raison pour laquelle nous nous intéresserons au calcul des points entiers
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sur les courbes de cette famille qui semblent si bien s’y préter.

Nous allons donc, dans un premier temps, exposer une méthode permettant de calcu-
ler les points entiers sur une courbe elliptique lorsque son groupe de Mordell-Weil est
connu. Cette méthode due, entre autres, a Stroeker et Tzanakis [Str-Tza 94|, Gebel Pe-
thé et Zimmer [Geb-Pet-Zim 94], et Smart [Sma 94] nous a permis de calculer tous les
points entiers sur les courbes elliptiques E,,, pour les valeurs du parametre m inférieures a
1000 et définissant un “simplest cubic field”. Des tables de ces calculs figurent dans I’an-
nexe A. A partir de ces tables nous avons émis plusieurs conjectures concernant bien sur
les points entiers de ces courbes mais aussi la structure du groupe de Mordell-Weil E(Q).
Nous avons finalement démontré ces conjectures dont la principale concerne le point [0, 1]
qui joue un role central dans ce travail. Les résultats les plus intéressants sont en effet :

— d’une part la preuve que ce point est un générateur du groupe de Mordell Weil,
— d’autre part le calcul explicite de tous les multiples entiers de ce point [0, 1].

Ces résultats sont bien stir démontrés pour un entier m quelconque définissant un “simplest

cubic field”.

1.2 Courbes elliptiques associées aux “simplest cubic
fields”

On considére donc les courbes elliptiques E,, définies par I’équation (I.1). Nous al-
lons dans un premier temps donner quelques propriétés basiques de ces courbes ainsi que
quelques définitions.

Rappelons que A = m?+3m+9 est sans facteur carré lorsque m définit un “simplest cubic
field”. L’invariant j de E,, est égal & 256A, son discriminant vaut 16A? . De plus, si m
est pair (respectivement congru a 1 et & 3 modulo 4) le conducteur vaut 16A? (respective-
ment 8A% et 4A?). Le discriminant de E,, étant toujours positif, la courbe F(R) possede
deux composantes connexes. Notons F°(R) la composante connexe du point & I'infini de
E et E,(R) la partie compacte de E(R) (E,, faisant référence a la forme ovoidale de
cette partie). Le polynéme f(X) possede quant a lui 3 racines réelles distinctes que nous
noterons dans 'ordre croissant ry, ro et r3. Nous présentons maintenant un graphique
de la courbe elliptique FE,, ou figurent les éléments que nous venons de définir. Y figure
également la classique représentation de ’addition de 2 points P et () sur cette courbe
elliptique.
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[0,1]

E°(R)

R=P+Q

Nous allons maintenant énoncer un théoreme dii a Washington.

Si Cf désigne le groupe des classes du “simplest cubic field” K,, et si Cly = {z €
C/l,z* = 1} désigne la 2-torsion du groupe des classes, on appelle 2-rang de C/, (et on
note r¢2(C¥s)) la dimension de C'¢; en tant que Z/2Z-espace vectoriel. Le corps K, étant
un corps cubique cyclique, ce 2-rang doit étre pair. Enfin, nous notons I, la 2-torsion
du groupe de Tate-Shafarevich.

Théoréme 1 (Washington [Was 87]) Le rang de la courbe elliptique rg(E,,(Q)) est
au plus égal a 1+ rgs(Cly). En fait la suite suivante est exacte :

1 — E%(Q)/2E,,(Q) — Cly — I, — 1.
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Washington en déduit alors le corollaire suivant.

Corollaire 1.2.1 Sim est un entier positif tel que m? + 3m + 9 soit sans facteur carré,
alors le rang de la courbe elliptique E,, est impair, du moins en supposant que le groupe
de Tate-Shafarevich soit fini.

Comme le montre le théoreme de Washington, chercher de telles courbes de grand rang
revient a chercher des “simplest cubic fields” dont le groupe des classes posseéde un grand
2-rang. Ce probléme est une généralisation au degré 3 du probleme consistant a trouver
des corps quadratiques ayant un 3-rang élevé qui a fait ’objet de nombreuses publications.
De plus, espérant un grand nombre de classes pour le corps K,,, si la 2-torsion du groupe
de Tate-Shafarevich n’est pas trop grande par rapport au 2-rang du groupe de classes,
nous pouvons aussi espérer obtenir des courbes de grand rang. Ainsi, en cherchant des en-
tiers m pour lesquels la courbe E,,(FF,) a de nombreux points pour p premier petit, Mestre
a montré que pour m = 27038, le rang de E,,(Q) était supérieur ou égal a 7 [Mes 82].
Nous allons maintenant montrer que de telles courbes ont un sous-groupe de torsion trivial.

Proposition 1.2.2 Sim est un entier positif tel que m? +3m+9 soit sans facteur carré,
alors la courbe elliptique E,(Q) posséde un groupe de torsion trivial.

Preuve : Nous utilisons le fait que si la courbe FE,, a bonne réduction en un nombre
premier p, alors le groupe de torsion E,,(Q);rs s’'injecte dans E,,(F,). En appliquant ce
résultat aux nombres premiers 3 et 5, il ne subsiste qu’une seule possibilité pour le groupe
de torsion :

En(Q)iors = Z/3Z lorsque m est congru & 1 modulo 3 et 0 modulo 5.

Nous éliminons ce cas en montrant que I’équation donnée par 3P = 0 n’a pas de solution
dans F5 quand m =0 (mod 5). O

Nous allons maintenant exposer une méthode de recherche de points entiers sur les courbes
elliptiques. Cette méthode a été suggérée par Lang [Lan 78] (Chapitre VI, §8) et Zagier
[Zag 87]. Elle a ensuite été développée simultanément par plusieurs chercheurs : Stroeker
et Tzanakis [Str-Tza 94|, Gebel, Peth6 et Zimmer [Geb-Pet-Zim 94], et Smart [Sma 94].
Elle requiert cependant la connaissance d’une base pour le groupe de Mordell-Weil. Cette
base peut étre calculée en utilisant le programme mwrank de Cremona [Cre]. Cette méthode
requiert également une borne inférieure explicite sur les formes linéaires de logarithmes
elliptiques due a S. David [Dav 95|. Pour un point de vue plus général sur la résolution des
équations diophantiennes et pour de plus amples détails sur cette méthode, on se référera
au livre de Smart [Sma 98].
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1.3 Préliminaires a la recherche de points entiers

I.3.1 Logarithmes elliptiques
Soit E une courbe elliptique donnée par son équation de Weierstrass
Y24+ a1 XY +a3Y = X> + a0, X%+ ay X +ag ,

avec les a; dans Z. Notons de plus, comme & 'accoutumée, b, la quantité a? + 4a,. Cette
courbe est isomorphe sur Q & la courbe E’ d’équation

V2=4X? - g, X — g5,
avec g9 et g3 dans Z. On définit p(z) la solution de 1’équation différentielle
¢'(2)" =4p(2)° — 9200(2) — g5 -

Cette fonction est appelée fonction de Weierstrass. Elle est doublement périodique et
ses périodes, que nous noterons w; et wy forment une base d’un réseau A du plan com-
plexe. De plus la théorie des fonctions elliptiques permet d’écrire ces périodes sous forme
d’intégrales :

€2 dX

W, = 2 s
e VAX?— g X — g3
e3 dX

Wy = 2 )

er VAX3 — 32X — g3

oll e1, ey et e3 désignent les racines du polynéme 4.X3 — g, X — g3. Notons qu’il est toujours
possible de choisir w; € R et Sm(w;/ws) > 0.

Dans la suite, nous choisirons pour le réseau A le parallélogramme fondamental suivant:
{aw; + bwy;a,b e RIO<a<1,0<b< 1} .
Considérons maintenant I’application :
¢:C/A — E(C)

o b g (2)—a1z—a .
B bt

00 sizeA

qui n’est autre que 'application qui & z associe le point [p(z), ©'(z)] sur la courbe E'.
Cette application est un isomorphisme entre la courbe et le tore C/A (une fois choisi le
parallélogramme fondamental pour le réseau A). Désignons par ¢ la fonction réciproque de
¢. Cette fonction est appelée logarithme elliptique et est donnée pour un point P = [z, y|

par la formule
x+b2/12 dt
Y(P) = (mod A) .

00 VAL — got — g3
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Cette fonction v est ainsi nommée car elle vérifie la propriété suivante caractéristique des
logarithmes :

PP +Q)=¢(P)+4(Q)  (modA) .

Remarque : Pour calculer cette fonction, on utilise le lien entre les intégrales elliptiques
et la moyenne arithmetico-géométrique. Pour plus de précisions et des algorithmes effec-
tifs, on pourra consulter le livre de Cohen [Coh 93].

Ces objets étant maintenant bien définis, nous pouvons nous interesser aux formes linéaires
de logarithmes elliptiques.

I.3.2 Formes linéaires de logarithmes elliptiques

Rappelons tout d’abord la définition de la hauteur sur les courbes elliptiques afin de
fixer les notations.
Si P = [z,y] est un point de F(Q) et si z = p/q avec (p,q) = 1, on définit

h(P) = h(z(P)) = max{log |p|, log ||} -

Cette hauteur est appelée hauteur naive. Elle peut étre modifiée pour obtenir la hauteur
canonique

. 1
h(P) = = lim 4 ¥h(2VP) .

N—oo

La hauteur canonique sur les courbes elliptiques est un outil plus naturel du point de vue
théorique que la hauteur naive. Cependant, la hauteur naive est beaucoup plus simple a
calculer. Pour pallier ce probleme, Silverman a établit un lemme permettant de borner la
différence entre la hauteur naive h et la hauteur canonique h.

Lemme 1.3.1 (Silverman [Sil 90]) I eziste des constantes C, et Cy telles que

—Cy < h(P)— —= <Gy .

De plus quand le corps de base est Q et que la courbe est définie par une équation de
Weierstrass a coefficients entiers, nous pouvons prendre

log |A| + max(1, log|j])
12

log 2

Cy=1.07+ 5

1 b
+ 5max(1,log|é )+

Lorsque by = 0, le dernier terme (log2/2) est inutile.

Remarque : Dans le cadre des courbes elliptiques définies par des “simplest cubic fields”,
on pourra choisir pour les parametres m > 9 la constante Cy suivante :

log(m? + 3m +9) N log(m)

=1.
Co o7 + 1 9
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Nous allons maintenant présenter une version simplifiée d’un résultat de David [Dav 95]
qui permet de minorer une forme linéaire de logarithmes elliptiques.
Soit E une courbe elliptique donnée par 1’équation

Y2:4X3_92X_g3 )

d’invariant j et de périodes w; et ws avec w; réel et Im(w;/we) > 0. Soient Py, ..., P, des
points de la courbe E. Définissons
— la hauteur de la courbe hgy = max(1, ho(1, g2, 93), h(j)) ou hy désigne la hauteur
logarithmique absolue sur P,
3m
jwi*Sm(wi /w)
— le poids modifié h,,(P;) = max{2h(P,), hg, di|v(P;)|*} ,
— les constantes

— la constante d; =

dg = max{ehE,hm(Pl),...,hm(Pn)},

d; = min Lm(Pi)

2n? n
d, = 2'108+7n (g) (’fl+ 1)4n2+10n(10gd3)_2n_1Hhm(Pi) )
(&

i=1

Nous pouvons maintenant énoncer le théoreme :

Théoréme II (David [Dav 95]) Soit L(z) = Y., z¢(P;) avec x € Z™ une forme
linéaire de logarithmes elliptiques. Soit A le mazimum des coefficients x;. Si L(x) est non
nulle et si A > exp(ds), alors

log |L(z)| > —d4log A + logds(loglog A + hg + logds)n + 1 .

Autrement dit, si la forme linéaire de logarithmes elliptiques n’est pas trop grande, ses
coefficients ne sont pas trop grands non plus. Nous avons maintenant tous les ingrédients
pour calculer des points entiers sur une courbe elliptique.

I.4 Calcul des points entiers sur une courbe elliptique

Soit F une courbe elliptique associée a un “simplest cubic field”. Supposons que I’'on
ait réussi a calculer une base Py, Ps,..., P, de générateurs pour son groupe de Mordell-
Weil.

On observe aisément que la somme de deux points de E°(R) reste dans E°(R). D’autre
part, le point [0, 1] est dans la partie compacte E,4(R), il y a donc nécessairement au
moins un élément de la base dans Ey,(R).

De plus, la somme de deux éléments de E,,(R) appartient & E°(R) (on peut voir ces
propriétés directement sur le graphique de la courbe; par exemple, sur le graphique (I1.2)
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les points P et () appartiennent a la partie compacte de la courbe et leur somme R n’y
appartient pas). Nous pouvons donc supposer dans la suite que seul P; est dans Ey,(Q).

Soit désormais P un point entier. La méthode que nous exposons ici est valable en toute
généralité, cependant, nous avons démontré que les courbes elliptiques associées aux “sim-
plest cubic fields” ne possédaient pas de torsion. Nous décrivons donc la méthode dans ce
cas pour plus de simplicité. On peut alors écrire

P:p1P1++pnPn ’

avec p; € Z. Le but de cette méthode est de déterminer les valeurs des coefficients p; pour
lesquelles le point P est un point entier.

En utilisant une rechercche systématique, il est tres facile de calculer tous les points en-
tiers contenus dans la partie compacte de la courbe, nous allons donc supposer dans toute
la suite que le point entier P appartient a la partie non compacte de la courbe. On définit
alors

*Q1:2P1 EEO(R) 3

—q telquepy =2¢, +r, r=0o0ul ,
7Qi:]3ietqi:pipouri7é1:i<na
7Qn+1:P17

de telle sorte que
P:q1Q1+"'+ann+TQn+l .

Les points P, Q, ..., Q, étant dans E°(R), leur somme ’est aussi. L’entier r est donc
nécessairement nul.

Posons maintenant H = max|¢;|. Si on peut trouver une borne suffisamment petite pour
H, il sera possible d’énumérer tous les points susceptibles d’étre entiers et de vérifier s’ils
le sont effectivement.

Dans un premier temps, nous allons relier H a I’abscisse du point P.

Proposition 1.4.1 Si P = [z,y] est un point entier,

1 2
—coH
T < c1€ ’

|z|
ot ¢1 et cy sont des constantes calculables.

Preuve : Comme P est un point entier, h(P) = log |z|. Grace au lemme 1.3.1 de Silverman,
on en déduit
log ||

: > h(P)—Cy .

Considérons maintenant la matrice du régulateur R dont les coefficients sont les

< P, P; >=h(P;+ Pj) = h(P) — h(P}) .
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Si p désigne le vecteur dont les coordonnées sont les p;, nous avons iL(P) = %tpRp. Soit
alors ‘OAO une décomposition orthogonale de R avec O une matrice orthogonale et A la
matrice diagonale des valeurs propres de R. Posons c; = min A;; la plus petite de ces

i=1...1r

valeurs propres et m = Op, alors comme OO = I, et on a

2h(P) = YRp = mAm = Z Ai,im? ,
i=1

Co Z m? = c'mm = &,'p'00p = &'pp = ¢ ZP? ]

=1 =1

T
= 022%2?02[{2 .
i=1

WV

Nous concluons alors en posant ¢; = exp(2Cy). 0

Nous allons maintenant relier I’abscisse de P et la taille du logarithme elliptique de P.
Comme nous 'avons déja vu précédemment, la courbe E est isomorphe a une courbe de

la forme
Y? =4Xx? — G2 X — g3 =9(X) ;

et ep, ey, e3 désignent les racines de g(X). Posons alors ¢; = 2 max |e;|.
=1

1=1,z,

Proposition 1.4.2 Si P = [z,y] € E°(R) et si |z + by/12| > ¢4, alors
Cs

(P <

|

avec ¢ —8—1—M
5 = 12

Preuve : Posons X = x + by /12.
Soit ¢ > | X| > ¢4, nous avons, pour tout i, t/2 > |t — ¢;| et donc |g(t)| > 3[¢[*.
Xt

Pour N > X, on a donc
/3 /XI s
— 2 t72 dt )
N /g(?) N

En faisant tendre N vers l'infini, nous obtenons

B(P) < 2v2|X]77
8

o+ 2| <
T+ =< — .
2 S BE)P

En écrivant x = z + b2/12 — by /12, nous en déduisons que
p(P)I?

D=

<

= 2v2 (|X| 7} - N-
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La conclusion vient alors en utilisant le fait que le point P est dans E°(R). Son abscisse
est donc plus grande que les racines de f et son logarithme elliptique est donc réel. Cela
entraine alors que |(P)| < |w]- O

En combinant les deux propositions [.4.1 et 1.4.2, nous obtenons une inégalité entre H et
le logarithme elliptique de P.

Proposition 1.4.3 Si P = (z,y) est un point entier de E%(Q) tel que |z + by / 12| > ¢,

[Y(P)| < @6—62H2/2 _ 066_C7H2 .

D’apres la propriété du logarithme elliptique et comme @; € E°(R) pour tout 4,

Y(P) — qp(Q1) — -+ — qup(Qn) = mw1
avec |m| < nH+1. Or 19(Q1)+- - -+ ¢ (Qn)+mw est une forme linéaire de logarithmes
elliptiques car w; = ®(oc0). Il est donc possible de minorer cette quantité d’apres le

résultat de David précédemment cité (théoréme II). En comparant cette minoration et la
majoration de la proposition 1.4.3, on déduit une borne H, pour H. Cependant la borne
ainsi obtenue est bien trop élevée. Heureusement, la théorie de I'approximation des formes
linéaires va nous permettre de réduire cette borne de fagon significative. La borne ainsi
obtenue (en O(+/log Hy)) sera alors suffisamment petite pour pouvoir énumérer tous les
points susceptibles d’étre entiers.

I.4.1 Approximation des formes linéaires

Nous nous intéressons, dans ce paragraphe, au probleme suivant : soient n nombres
complexes oy, ..., a,, deux constantes réelles positives cg et c; ainsi qu’une forme linéaire

L(z) = z": ;0
i=1

ol les x; sont des entiers bornés par des constantes X;. On pose par ailleurs Xy = max X;.
7=1l...n

On veut déduire de I'inégalité
|L(@)| < ee ™,

une borne pour H en O(y/log Xy). En d’autres termes, nous aimerions montrer que la
forme linéaire ne peut pas devenir trop petite si les coefficients sont bornés.

Ce probleme a été étudié par Baker et Davenport [Bak-Dav 69] dans le cas n = 2. 1l
existe plusieurs facons de le généraliser pour des valeurs de n > 2. Nous allons présenter
la méthode la plus utilisée ces dernieres années.

L’idée de base de cette méthode, due a De Weger, consiste a approcher la forme linéaire
par un réseau d’approximation, puis a trouver une base réduite pour ce réseau a ’aide de
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I’algorithme LLL. Le premier vecteur de cette nouvelle base donne alors une approxima-
tion du plus petit vecteur du réseau et permet ainsi d’obtenir des renseignements sur la
taille de la forme linéaire. Nous n’allons ici traiter que le cas ou les o; sont réels car c’est
celui dont nous aurons besoin.

Nous choisissons tout d’abord une constante C' de l'ordre de X{', et nous considérons
le réseau A engendré par les colonnes de la matrice

A — Infl O 6 Mn,n(Z) ,
|ICaq] ... |Can 1] |an]
ou I,,_; désigne l'identité de M,,_1,_1(Z). Le déterminant de cette matrice est alors de
I'ordre de X{' et nous pouvons ainsi espérer que le premier élément de la base réduite sera
de 'ordre de X,. Nous exprimons dans un premier temps que le premier élément dans
une base réduite par l'algorithme LLL fournit une bonne approximation de la taille du
plus petit vecteur du réseau :

Lemme 1.4.4 Soit B = (by,...,b,) une base réduite pour un réseau A de dimension n.
Pour tout vecteur non nul x de A, on a
161]* < dll]®

avec d = max{||b.||?/]|6:]|?,1 < i < n} si B* désigne la base orthogonale de Gram-Schmidt
assoctée a B.

Preuve : L’inégalité est clairement vérifiée pour les b. Ecrivons

n n

T = Zribi = ngb;‘ ,

i=1 i=1
avec r; dans Z et r, dans R. Soit iy le plus grand indice tel que 7; # 0, nous avons alors
Tip = T3, €t

n
=l = > (0511P = ri2 115,017 = 116,117
=1
> d b
Ce qui prouve le lemme. O

n—1 n
o : 6] 2 1
Proposition 1.4.5 Soient cg = —=, S = E X;etT = - E Xi.
g RV i=1 2

SicEd>T*+ S etsixzt(xl,...,:cn)#()al;rs

H< \/0—17 (1og(0c6) —log <\/c§? - T))
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Remarquons que si une telle borne pour H existe, elle est de 'ordre de y/log Xj.

Preuve : Posons a =Y ., z;|Coy],

n
ja| = 1C ) wiai)
i=1

<|a—0ixiai|<i%=7’ ,
i=1

=1

on en déduit la| < T + Cege™” .

Considérons maintenant le vecteur y = Az du réseau. Si x # 0, d’apres le lemme 1.4.4
appliqué a v,

n—1

b 2
Sarea s B
=1

2
S+ (T + CCGe_C7H2) > cg )
La borne sur H suit alors immédiatement. O

Si cette méthode échoue (c’est a dire si la condition sur cg n’est pas vérifiée), il suffit
d’augmenter la constante C et de recommencer.

Revenons maintenant au cas qui nous préoccupe. Le résultat de David nous a permis
d’obtenir une borne Hy pour H dans le cas de la forme linéaire

aY(Q1) + - + ¢ (Qn) + mwy .

Ainsi, les coefficients de cette forme sont bornés par nHy+1 (car m est borné par nH +1).
Cette forme linéaire est bornée grace a la proposition 1.4.3. La méthode que nous venons
d’exposer permet donc de trouver une nouvelle borne pour H en O(y/log Hp) qui s’averera
beaucoup plus exploitable.

En effet, dés l'instant ou ’on dispose d’une borne suffisamment petite pour H, il de-
vient possible de calculer toutes les combinaisons linéaires des (); dont les coefficients
sont inférieurs a la borne obtenue et de regarder si elles donnent effectivement des points
entiers. Cependant, si la nouvelle borne est encore trop grande pour pouvoir énumérer
toutes les combinaisons linéaires (dans le cas ou le rang est grand par exemple), il est tout
a fait possible de réappliquer cet algorithme d’approximation a cette nouvelle borne afin
d’en obtenir une encore plus petite.

Nous allons maintenant appliquer cette méthode de recherche de points entiers sur un
exemple afin d’illustrer ce paragraphe.
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1.4.2 Exemple

Nous traitons dans ce paragraphe le cas m = 11. Considérons pour cela la courbe Fi;
donnée par I’équation :
Y?=X+11X° - 14X +1 .
Le théoreme I nous indique que le rang de cette courbe est au plus égal a 3. En appliquant

a cette courbe le programme mwrank de Cremona [Cre], nous obtenons une base pour le
groupe de Mordell-Weil

1
Plz[—12,5:|, P2:[2,5], P3:[5 3:|

I8
Le point P; est le seul de cette base appartenant a la partie compacte de la courbe. En

conservant les notations des paragraphes précédents, nous avons donc

6254 505283
25’ 125

Q1=2P1=[ },Q2=P2,Q3=P3-

D’apres la proposition 1.4.1, si P = ¢1(01 + ¢2Q2 + ¢33 est un point entier et si H désigne
le maximum des coefficients g;,

|1—‘ < 3183.064 ¢ 0-376H"
ZT

D’autre part, d’apres la proposition 1.4.2, si |z + 11/3| > 16.98, alors

16.123
[W(P)P < —— .
kq
Soit, en combinant les deux,
1h(P)| < 226.538 ¢ 018877
Mais ¢ (P) est une forme linéaire de logarithmes elliptiques donnée par

Y(P) = qp(Q1) + 2 (Q2) + @30 (Q3) + mw:

avec |m| < 3H + 1.
Le résultat de David permet d’obtenir

log |1(P)| > —5.53.10"" (log(3H + 1) + 1.323)(loglog(3H + 1) + 11.96)* |
si 3H + 1 > 3627641006450. Cela nous permet d’en déduire que
H<14107 .

Cette borne est bien siir completement inexploitable telle quelle. Nous la réduisons donc
en utilisant la méthode exposée au paragraphe 1.4.1. Nous obtenons ainsi H < 46, mais
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ce n’est encore pas suffisant. En réappliquant une seconde fois ’algorithme nous obtenons
finalement
H<L11 .

Il est alors facile d’énumérer tous les points susceptibles d’étre entiers et de vérifier s’ils
sont bien entiers. On trouve ainsi les points :

Q1 —2Qs = [38,265] ,
Q2 = [255]’
—Q2— Q3 = [6,23],

-1 — Q2+ Q3 = [26,157] ,
—Q1 +2Q,+3Q; = [3170,178789] ,
2Q:+ Q3 = [30,191] ,

—Q1 —3Q, = [7502,650255] ,

ainsi que leurs opposés obtenus en changeant le signe de la seconde coordonnée. Reste
maintenant a trouver les points contenus dans la partie compacte E,4(R) ainsi que ceux
vérifiant |z + 11/3] < 16.98. Nous trouvons rapidement les points (d’ordonnée positive)
suivants en plus des précédents :

[—12,5],[-9,17], [~4,13],[-1, 5],[0,1] .

1.4.3 Tables

Nous donnons en appendice les tables obtenues par les méthodes expliquées ci-dessus.

Nous avons calculé les points entiers des courbes elliptiques F,, pour tous les parametres
m inférieurs a 1000 définissant un “simplest cubic field”. Il est a noter que nous n’avons
écrit dans ces tables que la moitié des points entiers, 'autre moitié étant obtenue en rem-
placant la seconde coordonnée par son opposé.
Ces tables contiennent de gauche a droite, la valeur du parametre m, la liste des généra-
teurs du groupe de Mordell-Weil fournie par mwrank puis simplifiée, la liste des points
entiers de la partie compacte Eg44(R) obtenue par recherche directe et les points entiers
de la partie non compacte obtenus par la méthode des logarithmes elliptiques.

Remarque : Dans certains cas, que nous avons pris soin d’indiquer par une * dans
les tables, le programme mwrank n’est pas capable de conclure. Dans ces cas, nous avons
vérifié le rang par la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer et la liste des points entiers
donnée est compleéte si cette conjecture est vraie (en particulier cela signifie que la liste
est complete dans le cas ol les courbes elliptiques sont de rang 1).

L’examen de ces tables nous a permis d’observer certains phénomenes :
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— lorsque le parametre m est impair, il existe toujours un ou plusieurs points entiers
dans la partie non compacte de la courbe. En revanche, lorsque ce parameétre est
pair, il semble qu’il n’y ait jamais de points entiers dans la partie non compacte.

— Lorsque le rang de la courbe elliptique vaut 1, il semble que le point [0, 1] forme une
base du groupe de Mordell-Weil et qu’il n’existe pas d’autres points entiers que le
point [0, 1] et son double quand m est impair.

— Plus généralement, il semble que [0, 1] puisse toujours faire partie d’un systéme
de générateurs et méme qu’il soit de hauteur minimum. Cependant cette derniere
remarque n’est plus valable lorsque le parametre m ne définit pas un “simplest cubic
field”, elle est par exemple fausse si m = 5 (auquel cas m? + 3m + 9 = 7?).

La suite de ce chapitre est dédiée a la démonstration de ces observations ainsi qu’a d’autres
résultats généraux concernant les points entiers de ces courbes elliptiques

I.5 Résultats généraux a propos des points entiers
sur les courbes elliptiques y? = z3+ma?—(m+3)z+1

De nombreux articles traitent de la résolution d’équations diophantiennes paramétrées.
En particulier, les équations de Thue en représentent une partie importante [Pet 91],
[Nik-Sma 98]. Dans ce chapitre, on obtient des résultats intéressants sur des courbes el-
liptiques paramétrées. Toutes les courbes de cette famille possedent le point entier [0, 1],
et cette particularité est essentielle pour notre étude. Il est probablement possible de
généraliser ces méthodes a d’autres familles de courbes ayant un point fixé qui ne soit pas
de torsion.

I.5.1 Etude arithmétique des points entiers

Nous allons tout d’abord démontrer la premiere observation que nous avons faite a
partir des tables car elle est triviale :

Proposition 1.5.1 Lorsque le parameétre m est impair, il y a toujours au moins un point
entier dans la partie non compacte de la courbe E,,.

Preuve : 1l est tres facile de calculer les coordonnées du double du point [0, 1] a 'aide des
formules explicites pour la loi de duplication sur les courbes elliptiques :
m? +2m+9 m®+5m® + 156m + 19

4 ’ 8
Ainsi le double du point [0, 1] est un point entier si et seulement si le parametre m est un
entier impair. O

2[0,1] =

Nous démontrons maintenant que lorsque le parametre m est pair, il ne peut pas y avoir



PoOINTS ENTIERS SUR LES COURBES ELLIPTIQUES ASSOCIEES AUX “SIMPLEST
34 Cusic FIELDS”

de points entiers dans la partie non compacte de la courbe FE,,. Cela se démontre par de
simples considérations arithmétiques élémentaires.

Lemme 1.5.2 Sim est pair et si P = [z,y] est un point entier, alors z =0 (mod 8).

Preuve : Posons m = 2k, de telle sorte que x et y vérifient I’équation
y? =2 +2k2® — (2k+3)z +1 .

— Si z est pair, y? est alors impair. Le seul carré impair modulo 8 étant 1, nous en
déduisons que (2k + 3)z = 0 (mod 8). 2k + 3 étant inversible modulo 8, il vient
z =0 (mod 8).

— Si x est impair un raisonnement analogue entraine une contradiction. O

Lemme 1.5.3 Si le paramétre m est impair et si P = [z,y] est un point entier, alors 4
ne divise pas |x — 1|.

Preuve : Si on suppose z = 1 (mod 4), en utilisant une fois de plus le fait qu'un carré
impair modulo 8 est forcément égal & 1, on obtient :

z+m—(m+3)z=0 (mod 8)
Ce qui conduit a une contradiction. O

Théoréme 111 Soit x un entier. Posons a = x> —x et b = 2 — 3x + 1. Il existe alors

un entier m tel que am + b soit un carré si et seulement si tout nombre premier impair
divisant |x — 1| est congru & 1 modulo 4 et si de plus 4 ne divise pas |x — 1|.

Preuve : Remarquons tout d’abord que b est premier avec x et x — 1 et donc avec a. 1l
existe alors un entier m tel que am + b soit un carré

< b est un carré modulo a |

<V pla,b est un carré modulo p" pour tout n < vy(a) ,

oll, comme a l'accoutumée, v,(a) est la valuation p-adique de a. D’apres le lemme de
Hensel, si p est un nombre premier différent de 2,

b est un carré modulo p" pour tout n < b est un carré modulo p .
Soit donc p un nombre premier impair divisant a, de deux choses I'une :

— Soit p|x et alors (%) = (%) = 1. Dans ce cas, b est un carré modulo p.

— Soit p|(z — 1) et (;;) = (“”;%H) - (—71)
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Finalement, b est un carré < p =1 (mod 4).

Reste a montrer que si 2|a, b est un carré modulo les puissances de 2 divisant a. Supposons
donc a pair (auquel cas b est impair).

— Si 2||a, b est toujours un carré modulo 2.
~ Si4||a, 2> —z =0 (mod 4).
— x pair = b =1 (mod 4) et donc b est un carré modulo 4.
— z impair = £ = 3 (mod 4) par hypothese, et alors 2 —z = 2 (mod 4), d’oli une
contradiction.
— Si 8|a, b est impair et une récurrence élémentaire montre que

Vn, best un carré (mod 2") < b=1 (mod 8).

- 0 (mod 4) = b=1 (mod 8).
1 (mod 4) n’a jamais lieu d’apres les hypotheses.

20u3 (mod4) = a=2z?—12=2 (mod 4) ce qui est contradictoire. O

x
-z
-z
Corollaire 1.5.4 Soit P = [z, y] un point entier sur la courbe E,,. Alors,
siz>1onaz=2 (mod4) oux =3 (mod 8), et
siz<lonaz=0 (mod8) ouzx =7 (mod 8).
Preuve : Supposons tout d’abord que z > 1. Si [z, y] est un point entier de la courbe E,,,
z3 + ma? — (m + 3)x + 1 est un carré. Le théoréme III implique alors que tout nombre
premier divisant z — 1 est congru a 1 modulo 4. Si z est pair, on en déduit que x — 1

lui-méme est congru a 1 modulo 4. Si z est impair, on sait que 4 ne divise pas  — 1 par
les lemmes [.5.2 et 1.5.3 et donc

x—1=2Hp,

plz—1,p#2

= 2 (mod38) .

La preuve est similaire dans le cas z < 1. O

Corollaire 1.5.5 Sim est pair, il n’y a pas de point entier d’abscisse strictement positive
c’est a dire dans E° (Q).

Preuve : 1l n’y a jamais de point d’abscisse x = 1 sur la courbe. D’autre part, si x > 1, il
y a une contradiction entre le corollaire 1.5.4 et le lemme 1.5.2. O

Ces corollaires peuvent étre résumés comme suit :

Proposition 1.5.6 1l existe un entier m (ne définissant pas nécessairement un “simplest
cubic field”) tel que le point [z, y] est dans E,,(Z) si et seulement si les conditions suivantes
sont vérifiées :

1. y = #1 (mod ¢\ pour tout nombre premier impair q divisant x,
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2. y=+v/-1 (mod p”P(”")) pour tout nombre premier impair p divisant x — 1,
3. y est impair,

4. six<1letz=0 (mod8), alors

y==+1 (mod 222(®~1)

Cette caractérisation nous permet d’effectuer plus rapidement une recherche systématique
de points entiers si besoin est. On en aura par exemple |'utilité lorsqu’il s’agira de calculer
tous les points entiers dans la partie compacte de la courbe puisque ces points n’entrent
pas en ligne de compte dans la méthode des logarithmes elliptiques telle que nous ’avons
exposée dans les paragraphes précédents.

Avant de démontrer les autres résultats annoncés, nous allons nous attarder quelques
instants sur des solutions paramétrées a I’équation (I.1).

[.5.2 Solutions paramétrées de y> = 23 +mz? — (m + 3)z + 1

Dans ce paragraphe, on regarde 1’équation (I.1) comme une surface affine dans R®.
Cette méthode a également été récemment employée par Lecacheux dans [Lec 01]. Posons
z = u+1. Comme [0, 1, m] appartient toujours a la surface, on peut poser y—1 = (t—1)z.
En raison de la linéarité en m de 'équation y* = 2* + mz? — (m+ 3)z + 1, on obtient une
paramétrisation rationnelle de notre surface :

r = u+1,
y = tut+t—u,
m = t2—2t—u—1—i—tzT+1.

Il est cependant probablement impossible d’en trouver une paramétrisation polynomiale.
Toutefois, notre but étant de trouver des solutions paramétrées entieres a 1’équation (I.1),
il est naturel de poser

P+

=—0 -

k

Nous notons alors P(k) la solution paramétrée ainsi obtenue. On peut par exemple écrire
celle-ci pour £k =1 :

xr = t?4+2
P(1) = y = —t2—-2t—t2—1
m = 2t—1

Dans ce cas, la solution est le double du point [0, 1] lorsque le parameétre m est impair,
mais cette remarque a déja été faite a la proposition 1.5.1.
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Les solutions paramétrées P(—1) donnent un point entier lorsque m = 2> + 2t — 1 ot ¢
est bien stir un entier. Dans ce cas , les points

Py=[-1,2t+1],P, =[0,1] et P, = [2,2t + 1]

sont indépendants. Cela peut étre prouvé en utilisant les hauteurs de Néron-Tate sur Q(?)
[Shi 90]. De plus, les points

2P, P+ P, Py — P, + P, Py +Pret B, — P,

sont tous des points entiers de la courbe elliptique Eg;2 9, 1. On remarquera que le dernier
de ces points entiers est celui obtenu par la paramétrisation P(—1). Ainsi, dans le cas ou
le parametre m est de la forme 2¢? 4+ 2t — 1, on obtient une courbe de rang au moins égal
a 3 et possédant au moins 9 points entiers. Bien que ce ne soit pas évident au premier
abord, nos tables suggéraient ce phénomene.

Des considérations analogues avec k = —5 donnent (apreés avoir remplacé ¢ par —gt +2)
un point entier lorsque le parameétre m est de la forme 5t — 3t + 3. De plus, dans ces
conditions, on trouve également 3 points entiers indépendants sur cette courbe. En com-
binant ces deux observations, on peut espérer trouver des valeurs du parametre m pour
lesquelles la courbe elliptique F,, ait un rang plus élevé et de nombreux points entiers.
11 faudrait alors que le parametre m satisfasse les deux équations données par P(—1) et
P(—5). En d’autres termes, on doit avoir

2242t —1=m=>5t2 —3t, +3 .

Posons alors T7 = 2t + 1 et T5 = 10ty — 3.

On doit alors résoudre 1’équation T3 — 1077 = —81 avec les conditions
— T impair
— Ty = —3 (mod 10) ,
— T et T5 non multiples de 3 .

Un argument simple dans le corps Q (\/ 10) permet de montrer que la solution générale a
cette équation est

2041
T,+TV10 = (1) (3+v10) (11+2v10).
avec £ appartenant a 7Z.

— Si £ =0, on obtient de cette facon m = 11. Dans ce cas, les 3 points de la premiere
paramétrisation sont confondus avec ceux de la seconde. On obtient avec cette va-
leur de ¢ la plus petite valeur du parametre m pour laquelle le rang de la courbe
FE,, vaut 3. De plus il y a 24 points entiers sur cette courbe.
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— Si £ = —1, on obtient m = 143 qui est la plus petite valeur du parametre m pour
laquelle le rang de la courbe E,, vaut 5 et la courbe Ej435 posseéde 46 points entiers.

— Enfin, si £ = 1, on obtient m = 14963 et la courbe E,, est de rang 7. Nos pa-
ramétrisations permettent d’obtenir les 5 points indépendants :

[0,1],[—1,173],[2,173], [—4, 547] et [—11884, 659563].
Les générateurs supplémentaires
[—64, 7873] et [90, 10981]

ont été obtenus par une recherche systématique en s’aidant de la proposition 1.5.6.
D’autre part, cette courbe posseéde au moins 62 points entiers. On remarque cepen-
dant que ce n’est pas la la plus petite valeur de m pour laquelle la courbe E,, est
de rang 7. En effet, la valeur 12563 pour m est probablement la plus petite pour
laquelle le rang vaut 7.

Nous allons maintenant prouver les résultats concernant le point [0, 1] qui sont les prin-
cipaux résultats de ce chapitre. Nous allons en particulier démontrer que le point [0, 1]
peut toujours faire partie d’un systeme de générateurs du groupe de Mordell-Weil de la
courbe elliptique E,, si m définit un “simplest cubic field” (Théoréme IV) et que les seuls
points entiers multiples du point [0, 1] sont [0, 1] lui-méme et son double dans le cas ou le
parametre m est impair (ainsi que leurs opposés) (Théoreme V).

Pour démontrer ces théoremes, nous allons devoir approcher la hauteur canonique d’un
point de la courbe. Ce calcul nécessitera de connaitre le comportement asymptotique des
périodes associées a la courbe E,, en fonction du parametre m.

1.5.3 Approximations des périodes w; et ws

La courbe elliptique E,, définie par (I.1) est isomorphe & la courbe
E':Y?*=4¢g(X),

avec
2

2
2
g(X)=X3—(m?+m+3)X+§m3+m?+m+1 .

Soient e; < ey < ey les racines réelles de g(X) (le discriminant est toujours positif). Les
périodes du réseau associé a la courbe E,, sont données par les intégrales suivantes :

/ e dz / ¢ dx
wp = et wy = — ;
e V9g(x) e2 V9(2)
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Une étude élémentaire de la fonction g nous permet d’obtenir des encadrements précis
pour ces racines :

2m 2 2m 1
——1-— < 6 £ —/——-1—— sim=>=2,
3 m 3 m
m < < m 1
3 X 2 X 3 m
m m
3Tl s e s gHieo.
3 3 m

Commencgons par approcher ws

es dx
Wy = 1 iR .
/. VoG —ea)les—a)

1 3
Siz € [eg,e3],alorsm+1+ — < xz—e <m+2+ —. On en déduit
m m

1
< < ,
\Jm+24+ 32 vi—ea ,/m+1+—
I
d’otl —————= < =2 )
\Jm+2+2 ¢ ,/m+1+m

dzx

avec[z/62 \/(m—EQ)(eg—m): _171_752:

Nous obtenons donc finalement l’encadrement

,/m+2+— ,/m+1+—

. . , . s
Remarque : Cet encadrement nous permet bien siir d’écrire que wy ~ ——. Cependant

Jm

dans la suite nous aurons surtout besoin de ’approximation suivante :

3.13
w2 > —— pour m > 500 .

. =

1 vm
Considérons maintenant le cas, plus complexe, de la période réelle wy.
Nous allons ici découper l'intégrale en deux parties : w; = w; + w;, avec

_ O dz . / dzx
w, = et w = .
e v 9() o V(@)

Traitons tout d’abord le cas de w;. Les racines e; et es sont éloignées des bornes de
I'intégrale. Nous avons ainsi, pour x € [eq, 0] :

3
- < e—r < m+1l+—,

3 m
3
m

I

m
§+1 < e3s—x < m+2+
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d’ou

1 O dr € w- < 1 /0 dx
\/(m+1+%)(m+2+%) aVi—e — 0 T HEFD S Ve
2./—e1 < o < 2./—e |
\/(m+1+%)(m+2+%) () E+1)

24/ +1+ 1 2,/2+1+2
< wy i

Wi S Yy
\/(m+1+%)(m+2+%) )0 +1)
Nous en déduisons alors les inégalités :
1. 4.
63< _<—9 pour m = 500 .

Jm S Um

Passons désormais au cas de wy .
Cette fois, seul e; est assez éloigné du domaine d’intégration pour pouvoir approcher  —e;

de fagon suffisamment fine. Pour = € [0, e5], on a ainsi les inégalités
2m 1 3
—+1l+—<z—eg<m+1+— .
3 m m

On en déduit alors
_|_

I I
—F— S W § —F—
Jm+1+2 V41

/¢)
(i)
Ves — Ve

Or on peut approcher I grace aux inégalités suivantes :

1 _Ja+yE _A(3+1+3)
NG RN A

Nous pouvons maintenant écrire :

1 10g< 4m, ) o 1 10g(4(m+3+%))
Jmr1es O \3(+3)) T T 3(l-%) )

4 4
log | —F/—~ log | —/—~
(3(%)) jog(m) _ ) log(m 3+ )
\Jm+1+2 ,/m+1+— my 141 mg 141

avec




1.5 RESULTATS GENERAUX A PROPOS DES POINTS ENTIERS SUR LES COURBES
ELLIPTIQUES y? = 2® + ma? — (m+ 3)z + 1 41

Nous obtenons finalement, pour m > 500,

0.28 09910g(m)<w+<036 1.23 log(m)
\/_ vm o o \\/_ vmo

191 0.99log(m) _ 526 1.23log(m)
Jm T ym S 1\\/_ vm o

Remarque : En fait il est facile de démontrer que

logm + 4log2 + o(1)

W) = \/m )

mais nous n’en avons pas besoin dans la suite.
Nous allons maintenant pouvoir approcher la hauteur canonique d’un point sur E,,.

I.5.4 Approximation de la hauteur canonique

Dans un premier temps, nous allons trouver une borne supérieure pour la hauteur
canonique d’un point entier P appartenant a FE,,. En utilisant le lemme de Silverman
[.3.1, on peut écrire

" 1 1 1
h(P) — §h(P) <157+ Zlog(m2 +3m+9)+ 3 logm .

Comme P est supposé entier, h(P) = logmax{1, |zp|}. Et donc

- 32 1
h(P) < —=logm + =

o 5 logmax{1, |xp|} si m > 500 . (I.2)

Nous devons maintenant trouver une borne inférieure pour la hauteur canonique d’'un
point rationnel de F,,. Pour cela nous allons décomposer cette hauteur canonique en une
somme de contributions locales.

Soit donc P = [%, d’%} un point rationnel de E,, avec (a,d) = (3,d) = 1. On calcule tout
d’abord la contribution non archimédienne. Pour cela on utilise ’algorithme décrit dans
[Sil 88] et dans [Coh 93] section 7.5.2.

L’équation de la courbe elliptique entraine

B? = a +md*a® — (m+3)d*a+1 .

On a donc = a+ 1 (mod 2) et d ne peut donc pas étre pair. Un argument similaire
montre que d n’est pas un multiple de 3. Posons maintenant

e A=m?+3m+9,
o A =302+ 2md*a— (m+ 3)d4 le numérateur de 3% +2m% — (m +3) ,
e B = 20 le numérateur de 2 d—3 ,
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e C =3a*+4ma3d® — (6m + 18)a’d* + 12ad® — Ad®

le numérateur de 3(;%4 + 47333 — (6m + 18)‘;—: +125 - A,

e D =pgcd(A,B) .

Les nombres premiers qui apportent une contribution locale sont les diviseurs de D. Nous
allons maintenant démontrer que le seul nombre premier qui apporte une contribution
locale est 2. Pour cela nous effectuons les divisions euclidiennes suivantes :

44 = (9a+3d°m) B> +4Ad* (o — dPa+d*)
B? = 4(a+d(m+1)) (o’ — da+d") —4d* (3a+d’m)
27B*> = 4(3a+d’m —3d*A) (3a+ d’m) +4d° (2m + 3) A |
AN = (2m+3)>+27 .

~_~ S /S
et e
Sy Ot = W
D ~— —

Soit donc p un nombre premier impair divisant D.

L’équation (I.3) implique que p? divise 4Ad*(a? — d*>a + d*). Par ailleurs, p divisant (3
(car B = 2(3), il ne divise pas d. Comme m définit un “simplest cubic field”, A est sans
facteur carré et donc nécessairement

p| (e — d®a+d*) .

En utilisant ’équation (I.4), on déduit alors que p doit diviser 3c + d?m. D’autre part, le
résultant de A et B est égal a d*2A? de telle sorte que p divise A et donc

p|(3a + d*m — 3d*A) .

Mais alors, en utilisant 1’équation (I.5), on montre que p? doit diviser d®(2m + 3)A, et
que donc p divise (2m + 3). On conclut finalement en utilisant 1’équation (I.6). Celle ci
implique que p divise 27, c’est a dire que p vaut nécessairement 3. Mais dans ce cas, 3
divise m et alors A n’est pas sans facteur carré, ce qui est contradictoire avec le fait que
m définisse un “simplest cubic field”. Ainsi 2 est le seul nombre premier divisant D.

Nous pouvons maintenant calculer la contribution locale en 2 que nous noterons Cj.
On a v1(B) =1 et C = —(2m + 2) (mod 8). En appliquant 1’algorithme, on obtient le
résultat suivant :

— Si m est pair, Cy = log(d) ,

~ Sim=1 (mod 4), Cy = log(d) — &2 |

— Sim =3 (mod 4), Cy = log(d) — 10g3(2) :

Dans tous les cas, on obtient
_ log(2)
3

Reste maintenant a calculer la contribution archimédienne, que nous noterons C,, d’un
point rationnel P sur la courbe E,,. Rappelons qu’on note ¢ (P) le logarithme elliptique

Cy > log(d)
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du point P. On pose

voi

w1

t = ARe(p(P)) ,

w
qg = exp <2i7r—2> et
%1
n(n+1)

o0
6 = ) sin((2n+1)t)(—-1)"¢" 2
n=0
Avec ces notations, la contribution archimédienne vaut alors :

1. [16A2] 1 ((%)3+m(%)2—(m+3);—2+1) 1

c>o:_:l
C ) og‘

~1 — Zlogld| .
+glog 3 4og||

Rappelons que notre but est de trouver une borne inférieure pour cette quantité. Nous
allons donc chercher & minorer chacun des termes apparaissant dans cette expression. Le
discriminant de la courbe, 16A2, est plus grand que 16m* et cette minoration est bonne
assymptotiquement, on ne peut donc pas espérer mieux. En ce qui concerne # dont on
veut une majoration, étant donné que le point P est un point rationnel quelconque, il
parait difficile d’en obtenir une meilleure majoration que la majoration triviale :

2\ nmtn) 1
0] < ZC] EEIEN m .
n=0
On a également besoin de majorer gq. Pour cela on utilise les approximations sur les
périodes que nous avons obtenues au paragraphe précédent. On peut donc écrire

piren < ~3.13 21 L 947 R
Mot N 526+1.23log(m) ~  log(m) 70
4 4,
d’ou qg < exp —ﬂ < 1-— 56 si m > 500 .
log(m) log(m)

4 3) 8
traiterons le cas du premier terme plus tard, et nous le garderons donc tel quel pour
le moment. En ce qui concerne —% log A, on le minore en utilisant une fois de plus les
approximations sur les périodes du paragraphe précédent:

1
En ce qui concerne le dernier terme, il peut aussi s’écrire — log ﬂ) — —log A. Nous

A~ (3]

log(2m) 1 o (1.91 +0.99 log(m))

>~ 2]
s 8 Jm
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On est maintenant en mesure de minorer chaque partie de la composante archimédienne
Cs pour les valeurs du parametre m supérieures a 500:

log(m) N log(2)

1
— log|16A2| >
3 og |16A%|

8 8
ilo ! > ilo e 047
32 8 q] 7 32 S\ P log(m)
> 9.47 ’
321og(m)
log (
1 )
~logl6] > ()
4
log(m
5 lo (f.gss))
4
S log(4.86)  log(log(m))
= 4 4 Y
1 1 1 log(2m) 1
—Zlog(\) > =1 _ Z log(1.91 4 0.991
glog(A) > clog <\/m) g T glos(1.91+0.99log(m))
1.91
log(m) _log(er) 198 (0994 285)  tog(log(m)
- 16 8 8 8 '

On peut réunir toutes les constantes intervenant dans ces minorations et minorer leur
somme :
log(2) log(2m) log(4.86)
s 8 4
On obtient donc par cette méthode, lorsque m > 500, une borne inférieure pour la contri-
bution archimédienne donnée par :

> 0.252 .

1.91
log(m) 947 log(5)  log (099 + g2y _ log(log(m) | 959

Coo 2
16 321log(m) 4 T 8 8

En lui ajoutant la contribution non archimédienne apportée par le nombre premier 2, on
peut écrire

- log(m) 9.47 1 g 1 1.91
h(P) > —1 — -1 . —
(P) 16 v 321og(m) 308 <d3 * g 8 099+ log(m)
log(1
_M + log(d) —

Finalement, on en déduit une borne inférieure pour la hauteur canonique d’un point

rationnel P = [(%, d%} sur la courbe elliptique F,, a condition que m soit plus grand que

500 et définisse un “simplest cubic field” :

1.91

log(m) | 947 log(sd) 18 (0994 5if5)  log(lon(m)
16 32log(m) 4 8 8

+0.02 . (L7
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Nous avons désormais tous les outils nécessaires pour démontrer les derniers résultats
annoncés dans le paragraphe 1.4.3.

I.5.5 Résultats principaux

Théoréme IV Le point [0,1] peut toujours faire partie d’un systéme de générateurs du
groupe de Mordell-Weil de la courbe elliptique E,, pour peu que m définisse un “simplest
cubic field”.

Preuve : Si m < 500, nous avons calculé le groupe de Mordell-Weil de la courbe E,, a
l'aide du programme mwrank de Cremona [Cre| et I'assertion de ce théoréme est vraie.
Si m > 500, on peut utiliser les approximations obtenues dans le paragraphe précédent.
On sait déja que le point [0, 1] appartient toujours a F,,(Q) et qu’il n’est pas de torsion.
Pour démontrer le théoreme IV il suffit de prouver qu’il n’est pas le multiple d’un autre
point rationnel.
Soit donc P un tel point sur la courbe E,,, et n € Z —{0,1, —1} tel que [0, 1] = nP. Etant
donné qu’on a pris un entier n relatif, on peut supposer que P a une ordonnée positive.
D’autre part, comme la somme de deux points de E (Q) est toujours dans ED (Q) et
comme |0, 1] est dans la partie compacte de la courbe, le point P est nécessairement lui
aussi dans la partie compacte de la courbe. En terme de hauteurs canoniques, la condition
[0,1] = nP s’exprime par

h([0,1]) = n® h(P) .

Or grace au paragraphe précédent, on sait minorer 2(P) et majorer 4([0,1]). On va donc
pouvoir obtenir une borne pour n?.

Supposons dans un premier temps que P soit un point entier différent du point [0,1].
Pour minorer A(P), on utilise la formule (I.7) obtenue dans le paragraphe précédent.

Dans cette formule, seul le terme 1 log (8d) n’était pas minoré. Comme on a supposé le

point P entier, son ordonnée (3 est forcément supérieure a v/2m + 3, et d vaut 1. On peut
donc écrire, lorsque m > 500 :

i S log(m) n log v2m n log(0.99)  log(log(m))

P) > 0.02 ,
(P) 16 1 8 g
ap) > B1oElm) _ logllog(m)

16 8
) 1
h(P) > Ogém) .

Pour majorer la hauteur canonique de [0, 1], on utilise (I.2) car le point [0, 1] est entier :

A([0,1)) < 5 Tog(m) -
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On en conclut donc que pour m > 500,

Comme le point 2P appartient & EC (Q), il ne peut étre égal au point [0, 1] qui appartient
a la partie compacte de la courbe. Un tel point P ne peut donc pas exister.

On suppose maintenant que P = [(%, d%] n’est pas un point entier, autrement dit d # 1.
On a déja remarqué, au début du paragraphe 1.5.4 que d était impair et n’était pas un
multiple de 3, de telle sorte que le produit d est supérieur a 5 (rappelons que I’ordonnée
de P a été supposée positive). La formule (I.7) nous donne alors

log(m) N log(0.99)  log(log(m)) N log(5)

hP) >
(P) 16 8 8 4
h(P) > log(m)

- 17

Reste donc a tester si les points £2P, £3P et 4P peuvent étre égaux au point [0, 1].
Les points 2P et +4P appartiennent a E° (Q) et ne peuvent donc pas étre égaux a
[0,1]. D’autre part un calcul explicite montre que d? divise forcément le dénominateur de
I'abscisse des points +3P. Ces points ne peuvent donc pas non plus étre égaux a [0, 1].

Ceci acheve donc de prouver qu'’il n’est pas possible de trouver un point de E,,(Q) tel que
[0, 1] en soit un multiple, ce qui prouve bien que le point [0, 1] peut toujours faire partie
d’un systeme de générateurs du groupe de Mordell-Weil de la courbe E,,. O

Théoréme V Les seuls points entiers qui soient des multiples positifs du point [0, 1] sont
e Le point [0, 1] lui-méme lorsque m est pair.
e Le point [0,1] et son double 2]0,1] lorsque m est impair.

Preuve : Lorsque m < 500, les tables obtenues par les méthodes exposées dans la premiere
partie de ce chapitre permettent d’affirmer que ce théoreme est vrai. Comme pour le
théoreme précédent, on utilise les approximations obtenues au paragraphe précédent
lorsque m > 500. On démontre dans un premier temps trois lemmes. Pour plus de sim-
plicité dans les énoncés, on ne considérera plus que les multiples positifs dans toute la
suite.

Lemme 1.5.7 Les multiples impairs du point [0, 1] ne sont jamais entiers, en dehors du
point [0,1] lui-méme bien sur.
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Preuve : Soit donc n un entier strictement positif et P = (2n + 1)[0, 1] un point entier
de E,,(Q). Puisque [0, 1] est dans la partie compacte de la courbe et que 'on considere
ici des multiples impairs, le point P est également dans la partie compacte de la courbe.
Dans ce cas, 'abscisse xp du point P est inférieure en valeur absolue a m + 1. On peut
alors appliquer l'inégalité (I.2) au point P puisqu’il est entier et cela nous donne une
majoration de sa hauteur canonique :

- 32 log(m + 1)
< = =S
~ 45
P) < =21
W(P) < golog(m) .

D’autre part, I’inégalité (I1.7) permet d’obtenir une borne inférieure pour la hauteur ca-
nonique du point [0, 1] :

1.91
(0,1) log(m) N 9.47 N log (0 99 + log(m)) _ log(log(m))
’ - 16 32log(m) 8 8

. log(m)
Mo,1]) = —— .

+0.02 ,

Remarque : Cette hauteur est expérimentalement donnée par :

log(m)

1 +Cy+o0(1)

h([0,1]) =

ou U5 est la contribution locale apportée par le nombre premier 2, comme décrit au pa-
ragraphe 1.5.4 en prenant d = 1.

Finalement, on déduit de ces inégalités que, si m > 500, on a
(2n+1)* <45 .

Pour compléter la preuve on doit donc regarder si les points 3[0, 1] et 5[0, 1] peuvent étre
des points entiers. Un calcul explicite donne :

8m? 4+ 40m? + 120m + 152
m* +4m3 + 22m? + 36m + 81

z(3[0,1]) = - :
On peut alors facilement montrer que |z(3[0,1])| < 1 deés que le parametre m est supérieur
a 8; ainsi le point 3]0, 1] ne peut pas étre entier. Le méme raisonnement permet de montrer
que |x(5[0,1])| < 1 lorsque le parametre m est supérieur a 29, et donc que le point 5[0, 1]
n’est jamais un point entier. O

Lemme 1.5.8 Le point 4]0, 1] n’est jamais entier.
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Preuve : En appliquant deux fois la loi de duplication, on calcule aisément 1’abscisse du
point 4[0,1] :

m8 + 8m” + 60m® + 280m5 + 1158m?* + 3320m? + 7868m?2 + 11368m + 12033
(4m3 + 20m? + 60m + 76)?

z(4[0,1])=

— Si m est pair, le numérateur de (40, 1]) est impair tandis que son dénominateur
est pair. Le point 4[0, 1] ne peut donc pas étre entier dans ce cas.

— Sim =1 (mod 4), on pose m = 4k + 1 et on reporte cette valeur dans I’expression
de z(4[0, 1]). Le méme raisonement que dans le cas précédent entraine alors que le
point 4[0, 1] n’est pas non plus entier dans ce cas.

— Si m = 3 (mod 4), la situation est un peu moins simple. On remplace bien stur m
par 4k + 3 dans l'expression de x(4[0, 1]). On obtient ainsi une nouvelle expression
pour I’abscisse du point 4[0, 1] :

64k8 + 512k7 + 1920k6 + 4384Kk5 4 6672k* + 6944k + 4844k2 + 2080k + 426
(8K3 + 28k2 + 36k + 17)?2 '

Le numérateur p(k) et le dénominateur ¢(k)? de cette expression sont alors premiers
entre eux pour toutes les valeurs de k. Il est en effet facile de montrer que I'on a

u(k)p(k) +v(k)q(k) =1,

u(k) = 16k>+8k — 16 ,

v(k) = —128k" — 640k° — 1408k> — 1584k* — 648k> + 596k* + 908k + 401 .
Il s’ensuit naturellement que le point 4]0, 1] n’est jamais un point entier de la courbe
elliptique F,,, comme annoncé. O
Lemme 1.5.9

P¢FE(Z)=2P ¢ E(Z) .
Preuve : Soit P = [%,d’%], avec (a,d) = (8,d) = 1 et d # 1. En utilisant la loi de
duplication, on obtient I’abscisse du point 2P :
ot — 2(m + 3)a?d* — 8ad® + (m? + 2m + 9)d®
43%d? )

Top =

Comme « est premier & d, on obtient trivialement que d? divise le dénominateur de z,p
et donc que 2P n’est pas un point entier. O

Remarque : De facon plus générale, si P est un point non entier alors aucun de ses mul-
tiples [n|P ne peut étre entier. Cela provient de considérations standard sur la filtration
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p-adique d’une courbe elliptique sur Q, [Hus 78].

Nous pouvons maintenant compléter la preuve du théoréeme V. On a

m—+ 1

2(2[0,1]) = (T)Q +2,

de telle sorte que le point 2[0,1] est entier si et seulement si le parameétre m est impair.
Soit désormais P le point 2?m|0, 1] avec m impair et p > 0.

— Sim =1, alors
— soit p =0 et P = [0, 1] est toujours entier,
— soit p =1 et P = 2[0,1] est un point entier si et seulement si le parameétre m est
impair,
— soit p > 2 et alors le point P n’est pas entier en raison des lemmes [.5.8 et 1.5.9.

— Sim > 1, le point m|0, 1] n’est pas un point entier d’apres le lemme 1.5.7. On peut
alors conclure alors que le point P n’est pas un point entier en utilisant une nouvelle
fois le lemme 1.5.9. O

On déduit alors de facon élémentaire des théoremes IV et V le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.10 Soit m est un entier définissant un “simplest cubic field” et soit E,,
la courbe elliptique définie par ’équation

YV2=X?4+mX? - (m+3)X +1 .

Lorsque le rang de la courbe E,, vaut 1, le point [0,1] forme une base pour le groupe de
Mordell-Weil de E,, et l’ensemble E,,,(Z) de tous les points entiers de E,, est

- En(Z) ={[0,1],]0,—1]} si m est pair

- En(Z) ={[0,1],]0,—1],2[0,1],2[0, =1]} si m est impair.
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Chapitre 11

Méthodes de Chabauty explicites

Introduction

Comme nous ’avons déja vu au cours de I'introduction, le nombre de points rationnels

sur une courbe de genre supérieur ou égal a 2 définie sur un corps de nombre est fini. Ce-
pendant la preuve de ce théoréme, due a Faltings [Fal 83], n’est pas explicite et ne permet
donc pas de calculer effectivement tous ces points pour une courbe donnée. Pour que ce
résultat soit effectif, le principal outil est le théoréme beaucoup plus ancien de Chabauty
[Cha 41]. Celui ci est cependant conditionné par le fait que le rang de la jacobienne doit
étre strictement inférieur au genre de la courbe pour pouvoir conclure de facon effective
a la finitude du nombre de points rationnels.
Coleman [Col 85] a déduit de la méthode de Chabauty une borne pour le nombre de
points rationnels : si C est une courbe de genre g dont la jacobienne a un rang strictement
inférieur a g et si p est un nombre premier strictement supérieur a 2¢g pour lequel la courbe
C a bonne réduction modulo p, alors,

C(Q) < [C(F,)|+2g—2 .

Remarque : Dans le cas des courbes hyperelliptiques, comme dans celui des courbes
elliptiques, si p est impair et ne divise pas le discriminant du polynome définissant la
courbe C, cette courbe a bonne réduction modulo p .

Le principal défaut du théoreme de Coleman est que dans la plupart des cas non tri-
viaux, il donne une borne non exacte du nombre de points rationnels sur une courbe.
Autrement dit, on sait qu’il y a au plus un certain nombre de points rationnels mais on
ne peut pas en conclure que les points déja connus sont les seuls points rationnels.

Pour pallier ce défaut, Flynn a développé une version explicite du théoreme de Chabauty
pour les courbes de genre 2 dont la jacobienne est de rang 1 [Fly 97]. Cette méthode
est basée sur les principes généraux suivants. En genre 2, la loi de groupe formelle est
donnée par deux séries formelles en deux variables. En utilisant les propriétés de la surface
de Kummer, Flynn exhibe une condition nécessaire devant étre satisfaite par les séries
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formelles pour qu'un point rationnel existe sur la courbe. Le nombre de zéros p-adiques
de telles séries formelles peut alors étre borné en utilisant le théoreme de Strassman. La
borne obtenue est généralement suffisamment fine pour pouvoir écrire exactement tous
les points rationnels de la courbe.

Nous n’allons pas exposer plus en détail cette méthode car 1’objet de ce chapitre est
plutot la méthode de Chabauty elliptique. Le but de cette méthode est de résoudre le
probléme suivant : étant donnée une courbe elliptique F de rang r définie sur un corps
de nombre k de degré sur QQ strictement supérieur a r, on veut connaitre tous les points
rationnels de E'(k) ayant une abscisse dans Q. Ce probleme étant analogue & celui consis-
tant a trouver tous les points rationnels sur un courbe de genre supérieur a 2, la méthode
de Chabauty elliptique est théoriquement entierement similaire a la méthode de Chabauty
classique. Elle est cependant plus simple dans la pratique car elle utilise les outils plus
classiques des courbes elliptiques.

Cette méthode a été introduite par Flynn et Wetherell [Fly-Wet 99] et Bruin [Bru 99]
afin de pouvoir contourner la méthode de Chabauty classique pour les courbes de genre
2 [Fly 97| lorsque le rang de la jacobienne est supérieur ou égal a 2. Le principe de cette
méthode est dans un premier temps de se ramener a une famille de courbes elliptiques
définies sur un corps de nombres. Calculer les points rationnels sur la courbe de genre 2
est alors un probleme qui se raméne au calcul des points rationnels, dont ’abscisse est
dans @Q, sur ces courbes elliptiques. En employant une méthode similaire a la méthode
employée par Flynn pour les courbes de genre 2 [Fly 97|, il est alors possible de calculer
de tels points a condition que le rang des courbes elliptiques soit strictement inférieur au
degré du corps de nombres sur lequel elles sont définies.

Nous allons dans un premier temps exposer cette méthode dans le détail, puis nous ferons
un récapitulatif de diverses fagons de ramener le probleme des courbes de genre 2 a celui
des courbes elliptiques. Ensuite, nous illustrerons cette méthode par un exemple que Flynn
et Wetherell n’avaient pas réussi a résoudre [Fly-Wet 99|. Pour terminer ce chapitre, nous
proposerons une méthode permettant de résoudre le probleme de Chabauty elliptique
dans un cas qui n’avait pas encore été traité de maniere générale jusqu’a maintenant (on
en trouve tout de méme quelques exemples dans des cas simples dans [Bru 99]). Nous
illustrerons cette généralisation en calculant exactement tous les points rationnels d’une
courbe hyperelliptique de genre 4 et de rang 4 définie sur Q.

II.1 La méthode de Chabauty elliptique

Dans ce paragraphe, on considere une courbe elliptique E définie par I’équation :

E:y® =gs2’ + g2’ + iz + g0 (IL.1)
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sur un corps de nombres Q(«) de degré d sur Q. Comme nous l’avons expliqué précédem-
ment, notre but est de trouver tous les

[z,y] € E(Q()) avec z € Q . (I1.2)

Rappelons dans un premier temps la loi de groupe formelle d’une courbe elliptique. On
introduit le changement de variables défini par

x 1
z=——etw=——,
) )
dont la transformation réciproque est donnée par r = = et y = —%. Ce changement de

variables envoie le point a I'infini sur le point [0, 0] et I’équation (II.1) devient :
_ .3 2 2 3
w = g32° + goz°w + grzw’ + gow® . (I1.3)

En effectuant des substitutions récursives grace a cette équation, il est alors possible
d’écrire w comme une série formelle en z a coefficients dans Z [go, g1, g2, 93] dont nous
donnons ici les premiers termes :

w=w(z) = g3 (2* + 922" + (9195 + 63) 2" + (9093 + &5 + 3g19293) 2° + O (2'")) .(11.4)

Avant de parler de la loi de groupe formelle sur les courbes elliptiques, nous allons expri-
mer, pour un point P = [z,y| donné, l'inverse de son abscisse ainsi que I’abscisse de sa
somme avec un autre point a I’aide de séries formelles en z. Nous aurons en effet besoin
de ces séries formelles dans la suite de I'exposé.

Il est possible d’exprimer z(z) = & et y(z) = —ﬁ comme des séries de Laurent mais
pas comme des séries formelles. Il est cependant possible d’écrire % = @ comme une

série formelle obtenue en divisant ’expression (I1.4) par z :

11
: 2z % (2 + g22" + (9193 + 93) 2° + (9093 + g5 + 3g19295) 2° + O (")) .(IL5)

D’autre part, si [z, yo] est un autre point de la courbe elliptique E, la loi d’addition sur
les courbes elliptiques permet de calculer les coordonnées du point [z, y] + [zg, yo] et en
particulier son abscisse :

abscisse([z, y] + [v0, 30]) = — ((y‘y°>2—92> —o—p

g3 T — o

w(1l 4 yow)? — (gow + g3z + g3wow)(z — Tow)
gsw(z — zow)?

2

avec bien sir [z,y] = [i, —i] . Si on remplace, dans cette équation, w par ’expression de

w(z) obtenue en (I1.4), les termes en z* ’annulent au numérateur. On peut alors simplifier
le numérateur et le dénominateur par gsz® de telle sorte que le dénominateur soit de la
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forme 1+ O(z). Ce dénominateur est donc inversible, et I’abscisse du point [z, y] + [0, Yo]
peut s’écrire comme une série formelle en z a coefficients dans Z[go, 91, g2, 93, To, Yo]- Les
premiers termes de cette série sont alors donnés par

abscisse([z, y] + [0, %0]) = o + 2yoz + (39325 + 29270 + 91)2° + (4g32oyo + 292Y0)2°+

(49375 + 692937 + 2919370 + 29370 + Gogs + g3vp + g1g2)2" + O(2°) . (IL.6)

Revenons désormais a la loi de groupe formelle sur les courbes elliptiques. Soient 21, w(z1)]
et [22,w(z2)] deux points de la courbe exprimés a I'aide des coordonnées (z,w). La z-
coordonnée de la somme de ces deux points peut alors étre écrite comme une série formelle
en z; et 2y a coefficients dans Z[go, g1, g2, g3]. C’est cette série formelle notée F(z1, 25) qui
est appelée loi de groupe formelle. Pour plus de précisions sur cette loi de groupe formelle
et pour en calculer les termes jusqu’a n’importe quel degré raisonnable, on se référera au
livre de Silverman [Sil 86].

Nous allons maintenant définir le logarithme et I’exponentielle formels. Pour cela on pose
G(z1,22) = a%l}"(zl,zz) et on définit le logarithme formel, que 1’on notera Log(t), par
Log(t) = [ G(0,t)~'dt. Cette fonction Log(t) est une série formelle en ¢ & coefficients
dans Q[go, g1, 92, g3] dont les premiers termes sont donnés par :

1 1 1
Log (1) = t+ 205" + = (65 +29195) £* + = (95 + 6919095 + 3g0g3) 1" + O (') . (IL7)

Cette série formelle satisfait :
Log (F(z1, 22)) = Log(z1) + Log(z2) .

La fonction exponentielle formelle, que nous noterons Exp(t), peut alors étre définie par
I'équation Exp(Log(t)) = t. Cette nouvelle fonction Exp(t) est aussi une série formelle en
t & coefficients dans Q[go, g1, g2, 93]. Les premiers termes sont donnés par :

1 1 1
Exp(t)=t—3 gat® + = (295 — 69193) t°— TE (17g5 — 66919293 + 135g0g3) t'+O (¢°Y11.8)

et cette série formelle vérifie I’équation :
F (Exp(21), Exp(z2)) = Exp(z1 + 22) .

Comme on peut le remarquer dans les équations (I1.7) et (IL.8), les coeflicients de ces
séries formelles sont bien des nombres rationnels. Cependant, comme pour le logarithme
et ’exponentielle usuels, les dénominateurs intervenant ne deviennent pas arbitrairement
grands. On a en effet

k! (coefﬁcient de t* dans Log(t) ou Exp(t)) € Z[go, 91, 92, 93] -



I1.1 LA METHODE DE CHABAUTY ELLIPTIQUE 55

Nous avons maintenant en mains les outils qui vont nous permettre de décrire la méthode
de Chabauty elliptique dont le but est de résoudre le probleme (II.2). On a bien sir be-
soin pour cela de connaitre la structure du groupe de Mordell-Weil E(Q(«)). On suppose
donc dans toute la suite qu’on a trouvé son sous-groupe de torsion, son rang ainsi qu'un
ensemble de générateurs pour F(Q(«a)). Les principes généraux pour ces calculs sont ex-
posés dans le livre de Silverman [Sil 86]. De nombreux chercheurs se sont penchés sur le
probleme du calcul des générateurs du groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique
définie sur un corps de nombres. Ainsi les articles [Bru 99|, [Cre 99|, [Dja-Sch-Sma 00],
[Sik 95] et [Sim]| permettent d’obtenir plus de détails. Pour les calculs pratiques que nous
avons eu besoin d’effectuer dans la suite, nous avons utilisé le programme de Simon [Sim]
développé pour pari [BBBCO].

Dans le cas ou le rang de la courbe elliptique est nul, le groupe de torsion E(Q(c))tors est
fini et il est trivial de répondre au probleme (II.2). Il suffit en effet de tester pour chaque
point de E(Q(«))tors si son abscisse est dans Q.

On suppose désormais que le rang est non nul et qu’il est inférieur a d, le degré du
corps de nombres Q(«) sur lequel E est définie. On entend par 1a que Q(a) est engendré
par les coeflicients gg, g1, g2 et g3 de la courbe elliptique. Cette condition sur le rang est
analogue a la condition sur le rang de la jacobienne dans le théoreme de Chabauty et
cette analogie entre ce probléme et celui qui consiste a trouver tous les points rationnels
sur une courbe de genre supérieur a 2 vaut son nom a cette méthode dite de Chabauty
elliptique. Comme nous ’avons déja écrit, nous supposons connue la structure du groupe

de Mordell-Weil de la courbe E :
E(Q(a) =(P,..., )P E(Q))sors -

On choisit maintenant un nombre premier impair p telle que « soit p-entier et on note o
I'image de o dans O/p0O, si O désigne I'anneau des entiers de Q(«). On suppose de plus
que p satisfait aux conditions suivantes :

(@ (@) : Q] = [Qe) : Q] = d.
[’extension Q(«) est non ramifiée en p.
al, = 1.

Le corps résiduel de Q, () est F,((@)).

La courbe E a bonne réduction en p.

& ot W

l9il, <1, pour i =0,...,3.

Cela fait de nombreuses conditions et on peut se demander a juste titre s’il est possible de
satisfaire facilement a toutes ces conditions dans la pratique. La premiere condition est la
plus difficile a réaliser. En effet, méme s’il est toujours possible de vérifier cette condition
lorsque le corps Q) est de degré 2 ou 3, cela n’est plus possible lorsque par exemple le
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corps est de la forme Q (\/E, \/l_)) . Il est cependant possible de se passer de cette condition
comme le font Flynn et Wetherell dans [Fly-Wet 01]. Quant aux autres conditions, elles
sont plus simples a remplir. Les conditions 2, 5 et 6 sont des conditions habituelles et peu
restrictives. Enfin, les conditions 3 et 4 sont imposées par le fait que « (ou sa réduction)
est un générateur pour tous les corps et anneaux que nous avons besoin de considérer.

Nous désignons par E la réduction de la courbe elliptique modulo p :

E:y? =gz + G + iz + Go
ol g; désigne la réduction modulo p du coefficient g;. F est une courbe elliptique sur I, (@)

puisque p a été supposé de bonne réduction. On note également P; la réduction modulo
p de P; et on définit m;, ); et z; pour ¢ =1,...,r par

m; = ordre de P, dans E (F, (@)

Qi = m;bB; EE(Q(Q)) ’
z; = z-coordonnée de Q; ,

Zi .
= __Z S1 Qz = [xzayz] )

de telle sorte que chaque point @); est dans le noyau de la réduction modulo p. On suit
alors la méme stratégie que pour la méthode de Chabauty pour les courbes de genre 2
exposée dans [Fly 97]. Soit donc U I'ensemble fini :

my

U= {T+k1P1 + -+ kP T € E(Q(a))torss {_TJ RN {%J}

Ainsi, tout point P appartenant a la courbe elliptique F(Q(«)) peut s’écrire sous la forme
P = U+”1Q1+"'+nrQr )

avec U € U et ny,...,n, € Z. Rappelons que la condition qu’on cherche & exprimer est que
I’abscisse d’un tel point P soit dans Q. Pour ce faire, nous allons calculer cette abscisse
comme une série formelle en ny,...,n, a 'aide des outils de la loi de groupe formelle
introduits précédemment. Nous pourrons ensuite exprimer qu'une telle série formelle doit
etre dans Q. En utilisant le logarithme et I’exponentielle formels , on peut écrire la z-
coordonnée de n1Q1 + - - - + n, @, comme une série formelle en nq,...,n,, en effet :

z-coordonnée(n Q1 + - - - + n,Q,) = Exp(n,Log(z1) + - - - + n,Log(z,)) - (IL.9)

La condition 6, 'estimation standard |k!|, > pfl% et le fait que, comme les points );
sont dans le noyau de la réduction, |z;|, < i permettent de démontrer d’une part que cette
série formelle est & coefficients dans Z,[a] et d’autre part que ces coefficients tendent vers
0 dans Zp|a] quand &y + - - - + k, tend vers l'infini.
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Revenons maintenant au cas du point P. Supposons dans un premier temps que le point
U est le point & 'infini. On utilise alors les équations (I1.5) et (I1.9) afin de définir la série
formelle 6, € Z,[a][[n1,-..,n.]] :

1
abscisse(n1Q1 + -+ + n,Q;)

O (N1, ... ,np) =

Supposons maintenant que U € U soit un point [z, yo| différent du point a l'infini. Par
construction U n’est pas dans le noyau de la réduction, ce qui implique que |zo|, et |yo|,
sont tous deux inférieurs ou égaux & 1. A I'aide des équations (I1.6) et (IL.9) on définit la
série formelle Oy € Z,[a][[n, - .., n.]]:

Oy (ni,...,n,) = abscisse(U +n1Q1 + -+ -+ n,.Q;) .

Nous pouvons maintenant exploiter ces séries formelles. En effet, la série formelle 8 (que
U soit le point & l'infini ou pas) est & coefficients dans Z,[a]. On peut donc décomposer
cette série formelle suivant les puissances de « :

0y =00 +6Pa+ -+ 6 Vatt |

ou chaque composante 93) est une série formelle en (n,...,n,) a coefficients dans Z,.
De plus les coefficients de ces séries formelles tendent toujours vers 0 dans Z, quand

z1 + + -+ + z, tend vers l'infini. La condition sur la rationalité de I’abscisse du point P se

traduit donc par 'annulation de d — 1 séries formelles en (n4,...,n,) :
o) =-.. =6 =0 .

Remarque : La condition sur le rang de la courbe elliptique apparait ici clairement :
cette méthode nous fournit d — 1 équations (en fait des séries formelles) en r variables
(n1,...,n,) et il parait donc naturel de supposer r < d — 1.

On a donc exprimé le fait que ’abscisse du point P était dans Q en terme d’annulation
de séries formelles. Il nous reste maintenant a connaitre les zéros de ces séries formelles.
Dans le cas ou I'annulation d’une seule série formelle est nécessaire, c’est a dire dans la
cas ou le rang de la courbe elliptique vaut 1 (quelque soit le degré du corps de nombres),
le théoreme de Strassman, que I'on peut par exemple trouver dans [Cas 86|, permet de
borner le nombre de zéros d’une telle série formelle.

Théoréme VI Soit 0(X) = co+ 1 X + ... une série formelle en X d coefficients dans
Zy|[X]] telle que c; tend vers 0 dans Z,. On définit alors £ de maniére unique par :

lcel, = |cilp pour tout i >0

lcelp, > |cilp pour tout i > £ .

Il y a alors au plus £ valeurs de x dans Z,, telles que 6(x) = 0.
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Autrement dit le nombre de zéros dans Z, d’une telle série formelle est borné par I'indice
du coefficient de plus petite valuation p-adique.

Dans les exemples connus jusque la dans la littérature, les courbes elliptiques étaient
de rang 0 ou 1 et ce théoreme suffisait pour conclure. Il existe aussi quelques exemples
ou le rang vaut 2 et ol I’on peut conclure par des astuces a ’aide du théoréme de Strass-
man [Bru 99|. Dans le cas général Flynn et Wetherell suggerent d’utiliser un théoreme
de préparation de Weierstrass en plusieurs variables afin de pouvoir conclure. Nous avons
développé cette idée et cela fera 1’objet du paragraphe I1.4 de ce chapitre.

Supposons donc que 1'on sache borner le nombre de solutions (ny,...,n,) du systéme
61_(]1)(’”1,...,71,’,) — .. — 6[(]‘1_1)(,”1"”,”7‘) :0 )

Ainsi, pour un élément U donné dans l’ensemble fini ¢/, on peut borner le nombre de
r-uplets (ny,...,n,) tels que le point U + nyQ1 + - - - + n,.Q, ait une abscisse dans Q. En
appliquant cette stratégie a chacun des points de ’ensemble fini ¢/, on peut donc borner
le nombre de points de F(Q(c)) ayant une abscisse dans Q. Il ne reste plus alors qu’a
espérer que cette borne corresponde exactement au nombre de points déja connus ayant
cette propriété.

L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle ne donne qu’une borne sur le nombre
de points cherchés. En général, la borne obtenue est assez fine et permet de conclure,
cependant plusieurs obstacles peuvent survenir.

— La borne obtenue dans le théoreme de Strassman sur le nombre de solutions p-
adiques peut ne pas étre optimale.

— Il peut exister une solution p-adique a la série formelle qui ne corresponde pas a un
point de la courbe elliptique ayant une abscisse dans Q. Dans ce cas la borne ob-
tenue par le théoréme de Strassman est optimale mais elle ne permet pas d’obtenir
une borne optimale sur le nombre de points recherchés.

— Enfin la borne du théoréme de Strassman peut étre exacte et correspondre & un
point recherché sur la courbe elliptique qu’on ne connait pas a 1’avance, parce qu’il
est de hauteur trop grande par exemple.

Il existe cependant des moyens de faire face a ces obstacles. Il est en particulier possible
de choisir un autre nombre premier p et de recommencer toute la procédure. On peut
alors espérer pouvoir conclure avec ce nouveau choix. Etant donné que l'on travaille avec
une certaine précision, le fait de choisir un grand nombre premier p ne complique pas
particulierement les calculs. Par contre il est nécessaire de calculer les points @); et plus le
nombre premier p est grand, plus 'ordre d’annulation des points P; modulo p est grand
et donc plus les points ); sont difficiles & déterminer. On est donc quand méme assez
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rapidement limité quant au choix du nombre premier p.

D’autre part, méme si le théoréeme de Strassman ne donne pas une borne exacte, il donne
des renseignements locaux sur les points recherchés. Cela peut permettre de trouver plus
rapidement un point jusque la inconnu car ayant une grande hauteur. Cela peut également
permettre de conclure directement en revenant au probleme initial et en y traduisant ces
renseignements locaux. C’est cette remarque qui nous servira dans l’exemple exposé au
paragraphe I1.3.

Nous allons maintenant rapidement passer en revue les diverses méthodes connues pour
ramener au probleme de Chabauty elliptique un probleme de calcul de points rationnels
sur une courbe de rang supérieur ou égal au genre.

I1.2 Quelques techniques de revétement des courbes
de genre 2

Dans ce paragraphe, nous exposons divers moyens pour se ramener du probleme de
Chabauty classique pour une courbe de genre 2 au probleme de Chabauty elliptique dans
les cas ol1 la jacobienne de la courbe de genre 2 est de rang supérieur ou égal a 2 et ou la
méthode de Chabauty classique n’est donc pas applicable. Les deux premieéres méthodes
utilisent des techniques de revétement.

Le principe de telles méthodes est toujours le suivant : on trouve dans un premier temps
une variété abélienne A qui s’envoie par une isogénie dans 7, la jacobienne de la courbe
initiale C. On choisit ensuite convenablement un ensemble de plongements de la courbe
dans sa jacobienne. Leurs images réciproques par l’isogénie donne un ensemble de courbes
sur la variété A dont les points rationnels recouvrent ceux de la courbe C. Autrement dit,
la connaissance de ces points rationnels entraine la connaissance des points rationnels
de C. Bien str, si les choses ont été bien faites, le calcul des points rationnels de cette
collection de courbes est plus simple que le calcul direct des points rationnels de C. Ces
méthodes nécessitent toutefois la connaissance préalable d’un certain homomorphisme u
que nous allons maintenant définir.

On considére une courbe de genre 2 générale définie sur un corps de nombres k par
I’équation
C:Y?’=F(X)=fe X+ fs X+ + fo=F(X)... F,(X) , (I1.10)

ou fg est supposé non nul, F' est sans facteurs multiples et F} ... F} désignent les facteurs
irréductibles de F. On note de plus «; une racine de F; pour tout i € {1,...,k} et L;
I'extension k(c;) de k. On définit alors

[ Jk) — (Li/(L7)* x - x Lt /(L)) [ ~

{lz1, nils [22, ]} (71 — o) (22 — 1), ..o, (21 — ag) (T2 — ay)]
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ou J (k) désigne la jacobienne de la courbe C définie sur k, {[z1,y1], [2, y2]} désigne un
élément de la jacobienne représenté par un couple de points de la courbe conjugés sur une
extension quadratique de k et ~ est la relation d’équivalence définie par :

[a1, ... 0] ~ [b1,...,bk] <= a1 = wby,...,ar = wby, pour un certain w € k* .

Le lecteur familier avec le calcul du groupe de Mordell-Weil d’une courbe elliptique ne
manquera pas de reconnaitre ici une généralisation de ’application p pour les courbes
elliptiques qui permet de calculer le groupe de Selmer d’une courbe elliptique . Cette
application est également la base du calcul du groupe de Mordell-Weil pour les jacobiennes
de courbes de genre 2 [Sto 01]. Nous pouvons maintenant exposer deux méthodes de
revétement.

I1.2.1 Revétement par isogénies

Nous allons tout d’abord présenter la méthode, réécrite en termes de revetements,
utilisée par Flynn et Wetherell pour les courbes bielliptiques dans I’article ou ils exposent
la méthode de Chabauty elliptique [Fly-Wet 99] . On appelle courbe bielliptique, une
courbe de genre 2 donnée par une équation du type

C:Y?=G(X?) avec G(X) = (X —e1)(X —e2)(X —e3) , (I1.11)

Dans les cas ou le rang de la jacobienne d’une telle courbe est égal a 0 ou 1, la méthode
de Chabauty classique [Fly 97| permet de conclure. Nous supposons donc que ce rang est
au moins égal a 2.

Il existe alors des applications [X,Y] — [X% Y] et [X,Y] — |
courbes elliptiques E? et E® définies par :

E* : Y?2=G(X)=(X —e))(X —e3)(X —e3) ,

B =G (%) — (1= exz)(1 — e9z) (1 — e52) |

%, %} de C dans les

comme décrit dans [Wet 97], si A désigne le produit des courbes elliptiques E* et E°, on
a des isogénies ¢ : A — J et ¢' . J — A dont la composition est la multiplication par 2.
Ces isogénies sont données par :

Y AR N FREA N |

1 Y, 1 Y
L XL N (X, Yol = XA Y 4 [X2 s, | =5 |+ |~ —
¢ {[ 15 1]7[ 25 2]} {[ 15 1]+[ 29 2]; |:X127Xf, + X22’X23
On définit alors un homomorphisme injectif p; qui est un cas particulier de I’homomor-
phisme p défini en début de paragraphe.

p J(@Q/6(AQ) — Li/(L})? x L/(L3)* x Ly/(L3)
{[X1, ], [Xo, Y} = [(XT = e1)(XZ — 1), (XT = €2)(X3 — €2), (XT — €3)(X3 — €3)]



I1.2 QUELQUES TECHNIQUES DE REVETEMENT DES COURBES DE GENRE 2 61

ou L; est le corps Q(e; ).
Supposons désormais que, grace a une descente, on ait déterminé

J(Q/6(AQ) ={D:,..., Dm} .

Soit alors [X, Y] un point quelconque de C(Q). Il existe nécessairement un i € {1,...,m}
tel que {[X,Y],00%} = D; dans J(Q)/6(A(Q)) et donc p{([X,Y],00%}) = p{’(D;)
pour j = 1,2,3 si ugj) est la j*™ composante de I’homomorphisme p;. Autrement dit,
pour j =1,2,3, X?—¢; = p,gj)(Di) dans L%/(L3)?. Comme G(X?) est également un carré
d’apres (I1.11), il existe des Y; ; appartenant a L; tels que

G(X?)
X2 - e]- '

Y;,Qj = /ng)(Di)

En posant y;; = XY;; et z = X?, on obtient pour chaque i trois courbes elliptiques
données par les équations :
; zG(x ,
yi; = ugj)(Di)f(e) pour j =1,2,3 ,
j

Cette collection de courbes elliptiques recouvre C(Q), autrement dit, la connaissance de
tous les points rationnels de ces courbes ayant une abscisse dans QQ entraine alors la
connaissance de tous les points de C(Q). Cette technique a permis & Wetherell [Wet 97|
de résoudre 1'un des rares problemes de Diophante se ramenant au calcul des points
rationnels sur une courbe de genre supérieur ou égal a 2 :

Théoréme VII (Wetherell [Wet 97]) Soit C la courbe de Diophante définie sur Q par
l’équation :

Y2=X4+X?24+1,
alors C(Q) = {oo™, 007, [0, £1], [1,£3] , [-3,£2] }.
Apres une légere modification, cette méthode a aussi permis a Flynn [Fly 01] de calculer
tous les points rationnels de la courbe définie par I’équation

YV? = (X?+15)(X*+45)(X* +135) ,

ce qui lui permet de démontrer qu’il n’existe pas de polynome Q-dérivé ayant une racine
triple et deux racines simples (un polynoéme Q-dérivé est un polynome défini sur Q dont
toutes les dérivées ont toutes leurs racines dans Q).

I1.2.2 Revétement par la multiplication par 2

Ce paragraphe utilise des idées de Bruin [Bru 99] et des variations de Flynn et We-
therell [Fly-Wet 99], [Fly-Wet 01].

Soit C une courbe de genre 2 comme définie en (I1.10) et soit p ’homomorphisme défini
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précédemment. On suppose dans la suite qu’on connait un ensemble de représentants de
J(k)/2J (k). 1l est alors facile d’en déduire J (k)/ ker(u) (en effet 27 (k) est soit le noyau
de p, soit d’indice 2 dans ker(u)). On peut donc écrire :

J(k)/ ker(u) ={Ds,..., Dm} .

Soit [X, Y] un point de C(k), {[X, Y], oo™} est alors un diviseur rationnel de la jacobienne
de C. 1l existe donc nécessairement un ¢ € {1,...,m} tel que p({[X,Y],00"}) = u(D;).
De plus, pour tout polynéme de degré pair G(z) divisant F'(x), il existe une application
induite par p, que nous noterons pg :

ho o Jk) — LZG/(L*G)2a
an[xj,yj] — [[GE)™

=

ou L¢ est la plus petite extension du corps k sur laquelle le polynéme G est défini. Il s’en-
suit alors que pug(D;)G(X) doit étre un carré de L,. Ainsi, chaque choix du polynéme G
de degré pair divisant F' donne une courbe hyperelliptique définie sur Lg par 1’équation
y* = pe(D;)G(x). Sur chacune de ces courbes, il doit y avoir un point rationnel dont
I’abscisse est dans le corps de base k. Dans le cas ou le degré de G vaut 4, la courbe
obtenue de cette maniere est une courbe elliptique et on peut espérer lui appliquer la
méthode de Chabauty elliptique.

Remarque : Dans le paragraphe II.1 nous avons considéré le probleme de Chabauty
elliptique sur Q par souci de simplicité. Cette méthode est en effet valable sur n’importe
quel corps de nombres a la condition cependant que celui ci soit suffisamment petit pour
pouvoir y effectuer les calculs nécessaires.

Cette technique a été récemment appliquée par Flynn et Wetherell [Fly-Wet 01| pour
résoudre 1'équation de Serre : z* +y* = 17. Il est en effet démontré dans [Cas-Fly 96] qu'il
est pour cela suffisant de trouver tous les points rationnels de la courbe hyperelliptique
définie sur Q par 1’équation :

Y?=(9X?—28X +18)(X* + 12X +2)(X*-2) ,

En appliquant cette technique de revétement a cette courbe, on montre qu’on peut se
ramener a trouver les points rationnels sur une courbe elliptique définie sur Q(v/2, V/17)
ayant une abscisse dans Q et la méthode de Chabauty elliptique permet de conclure.

Théoréme VIII (Flynn-Wetherell [Fly-Wet 01]) Les seuls nombres rationnels x et
y vérifiant z* + y* = 17 sont les couples (+1,£2) et (+2,£1).

Remarque : Ces méthodes de revétement, sont toutes basées sur le méme principe et on
peut en imaginer de nouvelles. On pourrait par exemple regarder les revétements définis
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par la multiplication par 4. Cependant de telles méthodes n’auraient que peu d’intérét
sans exemple pour les illustrer.

Nous allons maintenant exposer rapidement une dernieére méthode permettant de ramener
le probleme qui consiste a trouver les points rationnels sur une courbe hyperelliptique au
probléeme de Chabauty elliptique.

11.2.3 Utilisation des résultants

Etant donné que nous allons utiliser et détailler cette méthode dans les deux pro-
chains paragraphes, nous n’en donnerons ici qu'une description approximative. C’est une
approche plus classique et ne nécessitant pas la connaissance des outils complexes des
paragraphes précédents. Le principe est le suivant :

Soit C une courbe hyperelliptique (non nécessairement de genre 2) définie sur Q (bien
qu’on pourrait prendre un corps de nombres quelconque comme corps de base) par une
équation du type

C:Y?=F(X)=FR(X)FRX),

ou F'(z) est sans facteur carré de degré supérieur a 6, F;(X) et Fy(X) sont des polynomes
définis sur une extension k de Q et le degré de Fi(X) vaut 3 ou 4.

Dans ces conditions, si [X, Y] est un point de C(Q), il existe y;, y2 et « des éléments de
k tels que I'on ait simultanément

Oéy% = FI(X)a
ay: = K(X).

Il est évident que o peut étre choisi sans facteur carré. On peut de plus démontrer (voir par
exemple [Bru 99] lemme 2.2.1) qu’on peut choisir « qui divise le résultant des polynémes
Fi(X) et F5(X) de telle sorte que o appartienne a un ensemble fini. Quelques astuces
permettent dans un premier temps de réduire cet ensemble fini de valeurs possibles pour
a. Ces valeurs de a donnent alors un nombre fini de courbes elliptiques définies sur k par
les équations :

E, : y¥*=aF(X) .

Ces courbes doivent alors posséder un point de E,(k) ayant une abscisse dans Q, qui
correspond a l’abscisse d’un point rationnel sur la courbe C. On a de cette facon ramené
le probléme qui consiste & trouver des points rationnels de C(Q) qui consiste a trouver des
points de E, (k) ayant une abscisse dans Q pour une famille finie de courbes elliptiques F,,.

C’est cette stratégie qui a permis a Bruin [Bru 99] de résoudre le probleme diophantien
suivant :

Théoréme IX (Bruin [Bru 99]) Les seuls entiers relatifs x, y et z premiers entre euz,
tels que zyz # 0 et satisfaisant I’équation 28 + y> = 22 sont

(z,y,2) = (£1,2,£3), (£43,96222, £3004207).
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11.3 Exemple

Dans ce paragraphe, nous appliquons la méthode de Chabauty elliptique exposée au
paragraphe II.1 afin de démontrer le théoreme suivant

Théoreme X Soit C la courbe hyperelliptique définie par I’équation
v’ = (®+ 1) (2* +3)(2*+7) .
Les points rationnels de cette courbe sont donnés par
C(Q) = {oo", 007, [1,8],[1,-8],[-1,8],[-1,-8]} .

Cette courbe est une courbe bielliptique. Elle a été introduite par Flynn et Wetherell
dans [Fly-Wet 99] avec une cinquantaine d’autres courbes semi-aléatoires afin de tester
leur méthode pour trouver les points rationnels sur une courbe bielliptique que nous avons
brievement exposé au paragraphe I1.2.1. Cette courbe était la seule pour laquelle Flynn et
Wetherell n’avaient pas réussi a conclure. Nous avons donc employé une autre méthode,
celle des résultants, pour calculer tous les points rationnels de cette courbe.

Nous allons pour cela travailler sur le corps de nombres Q(7). Sur ce corps, le polynéme
définissant la courbe C peut étre factorisé, de telle sorte que C puisse étre définie par
I’équation :

v = (2* +3)(x +i)(z — i) (z®+7) .

Supposons maintenant que [z,y] soit un point de C(Q), alors il existe yi, y, et a des
éléments de Q(i) tels que l’on ait simultanément :

ayp = (2 +3)(x+1) ,
ays = (2> +7)(z—1) .

Le résultant de (z2 + 3)(z + 1) et de (2? 4+ 7)(x — i) est égal & —273i de telle sorte que si
y # 0,00, on peut supposer , sans aucune perte de généralité, que o est une {2, 3}-unité
sans facteur carré dans Q(¢). Les {2, 3}-unités de Q(¢) sont engendrées par i, 1 + i et 3.
On peut donc écrire toutes les {2, 3}-unités sans facteur carré dans Q(7), autrement dit
toutes les valeurs que « peut prendre :

o€ {l,i,1+14,3,1—14,3i,3(1+1),3(1 —i)}.

Nous allons tout d’abord essayer de réduire cet ensemble. Il faut donc tester pour les-
quelles de ces valeurs possibles de «, il existe un x dans Q tel que a(z?® + 3)(z + 7) et
a(z? + 7)(x — 1) soient des carrés de Q(z) simultanément. On peut par exemple regarder
le probleme localement et il suffit en fait de travailler modulo 9 pour démontrer que cela
n’est possible quesia=1+7oua=1-—1.
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Supposons dans un premier temps que a = 1 — 7, il est naturel de définir les courbes
elliptiques suivantes définies sur Q(7) :

By = 1=-)(2*+3)(z+1) .
Ey : y2 = (1-)@®+7)(x—1) .

Dans ce cas, on peut résumer la situation de la facon suivante :

Si [z, y] est un point rationnel de C(Q), il existe deux éléments y; et y, de Q(i) tels que le
point [z, y;| appartienne & F;(Q(7)) et le point [z, y,] appartienne & F5(Q(7)). Autrement
dit si [z, y] est un point rationnel de C(Q), il correspond & un point de E;(Q(7)) ayant
une abscisse dans Q ainsi qu’a un point de F5(Q(7)) ayant une abscisse dans Q. Ainsi, si
on sait appliquer la méthode de Chabauty elliptique sur I'une des deux courbes F; ou Fs
définies sur Q(7), on saura trouver tous les points rationnels sur la courbe C.

Remarque : En ce qui concerne le cas de o = 1+, aprés un changement de variables de
x en —z et de y en 7y, on obtient les conjuguées des courbes E; et F,. Comme notre but
est de trouver les points dont I’abscisse est dans Q et que nous serons seulement intéressés
par 22 ( pour trouver les points rationnels de C(Q)), il ne sera pas nécessaire de considérer
ce cas.

Nous calculons donc le rang des courbes elliptiques E; et E, définies sur Q(7) a ’aide
du programme développé par Simon [Sim]. La courbe E) est de rang 2 et la méthode de
Chabauty elliptique ne peut donc pas lui étre appliquée car elle est définie sur le corps
Q(7) de degré 2 sur Q. Heureusement, la courbe F, est de rang 1 sur Q() et on peut
donc lui appliquer la méthode de Chabauty elliptique afin d’en trouver tous les points
d’abscisse dans Q.

Proposition 11.3.1 Soit Fy la courbe elliptique définie sur Q(i) par ’équation
Ey : y3=0—-9)(2*+7)(z—1) .

Les points rationnels de Ey(Q(7)) ayant une abscisse dans Q sont exactement le point d
Uinfini, les points [—1,+4i] et au plus un point P tel que P = +2[4i — 3,12] + [1, 0] + nQ
ou @ est dans le noyau de la réduction modulo 11.

Remarque : Comme on peut le voir dans cette proposition, la méthode de Chabauty
elliptique ne permet pas ici de conclure directement au probléme qui consiste a trouver
exactement tous les points de E,(Q(7)) ayant une abscisse dans Q. Cependant les infor-
mations fournies suffiront a résoudre le probleme initial du théoreme X.

Preuve : La premiere chose a faire pour appliquer la méthode de Chabauty elliptique est
de calculer la structure du groupe de Mordell-Weil de la courbe elliptique considérée. Dans
le cas qui nous occupe, le groupe de torsion de Ey(Q(7)) est {oo, [i,0]} et un générateur
de la partie libre du groupe de Mordell-Weil est [4i — 3,12].
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Choisissons maintenant un nombre premier p qui satisfasse les six conditions exposées
au paragraphe II.1. Les nombres premiers 11, 19 et 23 conviennent et nous allons tout
d’abord considérer le cas p = 11. On note G = [4i — 3,12] un générateur obtenu a ’aide
du programme de Simon [Sim]. Notons E; la réduction modulo 11 de la courbe elliptique
E,. L’ordre du point é, réduction de G modulo 11, sur Evg vaut alors 5. On définit donc,
en suivant la méthode de Chabauty elliptique :

-m=35 ,

- Q =5G )

— z la z-coordonnée de ) (z = —% siQ =z, y]) ,

- U ={o0, 1, 0], £G, £2G, +£G + [i, 0], £2G + [1, 0]}

de telle sorte que tout point P de E5(Q(i)) peut s’écrire sous la forme P = U + nQ
pour un certain U dans I’ensemble fini ¢ et un certain n dans Z. Nous allons maintenant
employer quelques astuces classiques pour réduire ’ensemble Uf.

D’une part, comme () est dans le noyau de la réduction modulo 11, P=U. Alinsi, si
P a une abscisse dans QQ, alors U a une abscisse dans ;. Il n’est donc pas nécessaire
d’effectuer les calculs qui vont suivre pour les éléments de &/ dont la réduction mo-
dulo 11 n’a pas une abscisse dans Fy;. Finalement, seuls le point a l'infini et les
points £G + [7, 0] et £2G + [4, 0] seront & considérer.

D’autre part, n étant choisi dans Z et [i, 0] étant un point de 2-torsion, si le calcul
a été fait pour U = G + [i,0] et pour U = 2G + [4, 0], il n’est pas nécessaire de le
refaire pour U = —G +[i, 0] et pour U = —2G +[i, 0]. Les points U & considérer sont
donc finalement le point a 'infini, et les points G + [4, 0] et 2G + [, 0]. L’utilisation
de cette astuce explique pourquoi ’ensemble U a été défini de cette facon et non
pas par

{T+]€1P1+"'+krp7.ITEE(@(OJ))torS,ngi <mz—1} .

ce qui aurait pu paraitre plus naturel & priori.

Dans toute la suite, il sera suffisant de travailler modulo 115. De plus, grace au fait que
le produit du coefficient de t* dans Log(t) ou Exp(t) et de k! appartient & Z[i] et grace

a lestimation standard |k!|, > pfﬁ, les termes en O(z7) peuvent étre ignorés dans
les formules. Soit f.,(n) l'inverse de l'abscisse du point n@) exprimé comme une série
formelle en n et Oy (n) Pabscisse du point U +n@ si U n’est pas le point a l'infini exprimé
pareillement. Dans tous les cas, on peut séparer la série formelle 6y en partie réelle et
partie imaginaire:
Oy (n) = 6 (n) + 65 (n)i.
(1)

Si I’abscisse du point P est dans Q, alors la partie imaginaire 6;;’ (n) doit étre nulle. Ainsi,
il nous faut déterminer, pour chacun des trois points U quels sont les entiers n tels que
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0,(11)(71) = 0. On commence par calculer la z-coordonnée de @ (mod 11°) :

z =11(10763 + 73113) (mod 11°) |
puis son logarithme formel :
Log(z) = 11(1446 + 5496i) (mod 11°) .

On remplace maintenant z par nLog(z) dans I’expression de I’exponentielle formelle et on
obtient ainsi la z-coordonnée du point n@Q) modulo 11°

z-coordonnée(n@) = 11(1446 + 5496i)n + 11*(77 + 157)n®>  (mod 11°) .
On en déduit alors les séries formelles

O(n) = 11%(574 + 17i)n* + 11*(8 + 7i)n* (mod 11°) ,
Oc1i0 (1) —1+ 11(45 + 3073i)n + 11%(382 + 13184)n” +
113(68 + 16i)n® + 11*(10 + 5i)n*  (mod 11°) |
Oacipio(n) = 154608 + 11105415 + 11(1484 + 10609:)n + 11%(445 + 247i)n” +
113(115 + 93i)n® + 114(7 + 8i)n*  (mod 11°) .

On extrait ensuite de ces séries formelles leur partie imaginaire :

0 (n) = 11%217n% + 11*7n* (mod 11°) ,

04)  (n) = 113073n+ 11%1318n° + 11%16n° + 11*5n*  (mod 11°) |

G—I—[i,O](
0504y (n) = 1110541 +1110609n + 11°247n? + 11°93n* + 11'8n*  (mod 11°) .

Nous aimerions désormais savoir, pour combien de valeurs de n ces séries formelles peuvent
s’annuler. Nous allons donc appliquer le théoréme de Strassman.

— Pour le point a l'infini, nous appliquons le théoreme de Strassman a la série formelle

65 (n)
TL2

= 11217+ 11*7n*  (mod 11°)

si n n’est pas nul. La valuation 11-adique de premier coefficient vaut 2, celle du
second coefficient vaut 4 et celle de tous les autres coefficients est supérieure a 5.

Ainsi, le coefficient de plus petite valuation 11-adique est le coefficient constant, ce

&)
qui signifie, d’apres le théoreme de Strassman, que 002—25”) = 0 n’a pas de solution

11-adique et donc n’a pas de solution dans Z. La seule solution possible a o) (n)=0
est donc la solution n = 0 qui correspond, sur la courbe elliptique, au point a I’infini.
Dans le cas ou U est le point a l'infini, tout se passe donc bien.
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— En ce qui concerne le point U = G + [4,0], on applique directement le théoréme
de Strassman a la série formelle H(Gli[i’o]. Le coefficient de plus petite valuation 11-
adique est le coefficient en n. Le théoreme de Strassman permet alors de conclure
qu’il existe au plus une solution dans Z; a ’équation 081[1.’0] = 0. Or on sait déja

que n = 0 est solution de cette équation. Le théoreme de Strassman prouve donc que

c’est la seule. Cette solution correspond sur la courbe elliptique au point [—1, —4i]
qui a bien une abscisse dans Q. Pour ce choix de U aussi, la méthode de Chabauty

elliptique s’applique parfaitement.

— Reste maintenant a considérer le cas U = 2G + [4, 0]. Les deux premiers coefficients
de la série formelle Hgg +1i,0) Sont de valuation 11-adique égale a 1 et tous les autres
coefficients ont une valuation 11-adique supérieure a 2 si bien que le théoreme de
Strassman montre dans ce cas que 1’équation Hgg 0] (n) = 0 posséde au plus une
solution dans Zi. Le probleme qui se pose dans ce cas est que nous ne connaissons
aucune solution a cette série formelle. Nous ne connaissons pas non plus de point
sur F5(Q(7)) ayant une abscisse dans Q et de la forme 2G + [7, 0] + n(Q). Autrement
dit la borne obtenue par le théoreme de Strassman n’est visiblement pas optimale
pour ce choix de point U.

La méthode de Chabauty elliptique a ainsi échoué dans ce cas et ne nous a pas permis
de trouver tous les points de E5(Q(7)) ayant une abscisse dans Q. Cependant la méthode
nous a tout de méme permis de montrer que les points de E,(Q(7)) ayant une abscisse
dans Q étaient : le point & Uinfini, les points [—1,+44] et au plus un point P, (et son
opposé) de la forme Py = +2G + [i,0] + n() avec n dans Z et G = [4i — 3,12]. O

Remarque : Il est important de noter ici, que la méthode de Chabauty elliptique a non
seulement échouée pour le nombre premier 11 mais elle échoue aussi pour les nombres
premiers 19 et 23 qui satisfont également aux 6 conditions énoncées dans le paragraphe
II.1. En effet, la premiere chose a faire quand cette méthode échoue est de la recommencer
avec un autre nombre premier. En ce qui concerne le nombre premier suivant (31), les
calculs sur la courbe elliptique deviennent trop longs et nous n’avons donc pas testé la
méthode pour p = 31.

Nous pouvons maintenant, grace a cette proposition, terminer la preuve du théoreme
X. L’idéal aurait été que la méthode de Chabauty elliptique nous donne tous les points
désirés. Ce n’est cependant pas le cas, mais voyons maintenant ce que cette méthode nous
permet de déduire sur la courbe hyperelliptique C.

Le point a l'infini sur la courbe elliptique correspond aux points a I’infini sur la courbe C.
Les points [—1, £44] sur la courbe elliptique correspondent aux points [1, +8] et [—1, £8]
sur la courbe C. Il ne nous reste plus qu’a prouver que si Py est un point de E5(Q(7))
ayant une abscisse zy dans Q et de la forme Py = +2[4i — 3,12] + [1, 0] + n@ avec n dans
7Z, alors il ne peut pas correspondre & un point rationnel sur la courbe hyperelliptique C,
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c’est a dire qu’'un tel zy ne peut pas étre I’abscisse d’un point rationnel de C. Il est trivial
24 _ 143i

de voir que le point +-2[4i — 3, 12] + i, 0] doit avoir une abscisse égale a — 5z — -5z*. Comme
(@ est dans le noyau de la réduction modulo 11, I’abscisse d’un tel point P, doit également
étre égale a —% — lggi modulo 11. C’est a dire que xy doit étre égal a 3 modulo 11. En
remplagant  par o dans notre équation y? = (z%+1)(z*+3)(2?+7) définissant la courbe
C, on déduit que si zy est 1’abscisse d’un point de C(Q) alors 1’ordonnée y, de ce point
doit vérifier y2 = 6 (mod 11). Le fait que 6 ne soit pas un carré modulo 11 nous permet
de montrer qu’un tel zy ne peut pas étre I'abscisse d’un point de C(Q). On conclut donc
que les seuls points rationnels de C sont les points a U'infini et les points [1, 8], [1, —8],

(~1,8] et [~1, 8.

I1.4 Points rationnels sur les courbes hyperelliptiques
et un théoréeme de préparation de Weierstrass
explicite

Comme nous 'avons expliqué dans les paragraphes précédents, la méthode de Cha-
bauty elliptique permet de calculer les points rationnels d’une courbe de genre 2 pour
laquelle la méthode de Chabauty classique ne s’applique pas, c’est a dire lorsque le rang
de la jacobienne est supérieur au genre de la courbe.

Le principe est de ramener le probleme au calcul des points rationnels d’une courbe el-
liptique définie sur un corps de nombres ayant une abscisse dans Q. L’outil de base de
cette méthode est le théoreme de Strassman qui permet de borner le nombre de solutions
p-adique d’une série formelle en une seule variable quand la courbe elliptique obtenue par
cette technique est de rang 1.

Flynn et Wetherell ont donnés plusieurs exemples d’application de cette méthode dans le
cas ol les courbes elliptiques sont de rang 1, mais n’en donnent aucun quand elles sont de
rang supérieur. Dans ce cas, on doit savoir borner les solutions p-adique de systémes de
séries formelle en plusieurs variables. Flynn et Wetherell suggerent alors 'utilisation du
théoreme de préparation de Weierstrass. On peut toutefois trouver des exemples d’appli-
cation de la méthode de Chabauty elliptique dans le cas ou la courbe elliptique obtenue
est de rang 2 dans [Bru 99]. Cependant, pour ces exemples, le théoreme de Strassman est
suffisant pour conclure, ce qui n’est pas réalisable en général.

Le but de ce paragraphe est d’écrire une version effective du théoreme de préparation
de Weierstrass afin de pouvoir appliquer la méthode de Chabauty elliptique dans les cas
ou la courbe elliptique obtenue est de rang supérieur ou égal a 2. Nous illustrerons cette
méthode a I'aide de ’exemple suivant.
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I1.4.1 Exemple d’une courbe hyperelliptique de genre 4 dont la
jacobienne est de rang 4

Théoreme X1 Soit C la courbe hyperelliptique définie sur Q par l’équation
y? = 2% — 628 + 3127 — 812° + 1772° — 1762* — 92° +1072% + 192 + 1 .

Alors C(Q) = {oo, (1,£8),(0,£1)}.

Remarque : La courbe C est une courbe hyperelliptique de genre 4. En utilisant le
programme magma de Stoll [Sto 01] (inclus dans les versions supérieures a 2.7 de magma),
on peut voir que le rang de la jacobienne de cette courbe est égal a 4. Ce rang étant
égal au genre de la courbe, on ne peut pas appliquer la méthode de Chabauty standard.
Dans ce cas, en effet, seul le théoreme de Faltings nous permet d’affirmer que le nombre
de points rationnels sur une telle courbe est fini. Ce dernier n’étant pas explicite, nous
devons employer une autre technique afin de démontrer le théoreme XI.

Nous allons donc utiliser la méthode des résultants (exposée au paragraphe 11.2.3) afin de
nous ramener a la méthode de Chabauty elliptique. Pour cela nous devons factoriser le
polynome définissant la courbe C sur un certain corps de nombres.

Soit donc k le corps de nombres Q(3), ol 3 est une racine du polynome z® + 2z + 1. 1l
est possible de factoriser le polynome f définissant la courbe C sur ce corps de nombres
de la maniére suivante :

f(z) = fi(z)fa(2)

avec

filz) = = 22% + (—Alﬂ2 -f+1)z+1.
fo(z) = 2% —42° + (4% + B+ 22)z* + (—-86% — 28 — 34)x> +
(378 — 153+ 83)2” + (48> + B+ 18)z + 1 .

Soit alors [X, Y] un point rationnel appartenant a C(Q). Etant donné que k a un nombre
de classes égal a 1, il existe des éléments Y, Y5 et o du corps de nombres k qui vérifient :

O‘/Yf = fl(X)’
O{}/22 = fQ(X) .

Remarquons tout d’abord qu’il n’existe pas de point de Weierstrass sur la courbe C. On
peut donc supposer que si [X,Y] est un point appartenant & C(Q), son ordonnée Y est
non nulle. D’autre part, la solution avec Y infini correspond au point a 'infini, bien connu,
de la courbe C, autrement dit on supposera aussi que Y n’est pas infini. Le résultant des
polynémes fi(z) et fo(z) est égal a :

Res(f1(2), fa(x)) = (=4 + 358 — 26%)*(—=16 + B + 46%)* |

de telle sorte que, comme on a supposé Y non nul et fini, sans aucune perte de généralité,
on peut choisir a sans facteur carré et divisant le résultant Res(f1(z), f2(z)). Autrement
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dit nous pouvons choisir a appartenant a un systéme de représentants des {2, (—4+ 33 —
23?), (=16 4+ B + 4/?) }-unités de k modulo les carrés de k. Or, les unités du corps de
nombres k sont engendrées par :

Uk) = (~1,8,1+ 3,1+ 8+ % —4+35 - 26>, —16 +  +45°) .

On peut alors calculer explicitement toutes les {2, (—4 + 38 — 24?), (—16 + 3 + 44?%)}-
unités de k qui sont sans facteur carré. Il y en a au total 64 et nous ne les avons donc pas
écrites ici. Ainsi a0 peut prendre 64 valeurs. Nous allons, dans un premier temps, réduire
le nombre des valeurs possibles pour a. Pour cela, nous regardons pour lesquelles de ces
{2, (=4 + 38 — 26%),(—16 + B + 44%) }-unités « il existe un nombre rationnel z tel que
afi(z) et afs(r) soient simultanément des carrés dans k et ce localement. Il suffit en
fait de rechercher lesquels de ces a vérifient cette propriété modulo 32. En effet, a.f;(z)
et afy(x) ne sont jamais simultanément des carrés modulo 32 pour les 63 valeurs de «
différentes de 1.

On a ainsi démontré que o = 1 est la seule valeur a considérer. On peut donc résumer ce
que nous venons de démontrer en écrivant que si [X, Y] est un point rationnel de C(Q), il
existe deux éléments Y] et Y5 dans k tels que ’on ait simultanément :

Y12 = fl(X)ﬂ
Y7 = fo(X).

En particulier, cela signifie que si [X,Y] est un point rationnel sur la courbe C, alors
[X, Y]] est un point rationnel appartenant a la courbe elliptique E définie sur le corps de
nombres k par I’équation :

E:y=filz)=2 22"+ (-4 - B+ 1)z +1, (IL.12)

et ayant une abscisse dans Q.
Ainsi la connaissance de tous les points de F (k) ayant une abscisse dans Q entrainera la
connaissance de tous les points rationnels sur la courbe hyperelliptique C.

Notre but est donc de résoudre le probleme de Chabauty elliptique pour cette courbe
elliptique E définie sur k un corps de nombres de degré 3 sur Q.

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe I1.1, si le rang de cette courbe elliptique est
égal a 1, la méthode de Chabauty elliptique permet de réduire ce probleme a celui de
borner le nombre de solutions p-adiques d’une série formelle en une variable. Le théoréme
de Strassman permet alors de conclure dans la plupart des cas. Dans notre cas cepen-
dant, le rang de la courbe elliptique sur k est égal a 2, si bien que si nous suivons la
méthode de Chabauty elliptique, nous devrons borner le nombre de solutions p-adiques
d’un systeme de deux séries formelles en deux variables. Nous avons donc pour cela besoin
d’une généralisation du théoréeme de Strassman pour les systemes de séries formelles en
deux variables. Cette généralisation nous est apportée par le théoréme de préparation de
Weierstrass, puisque le théoreme de Strassman n’en est qu’un cas particulier.
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I1.4.2 Le théoreme de préparation de Weierstrass en 2 variables

Dans ce paragraphe, nous réécrivons dans le cas n = 2 le théoreme de préparation de
Weierstrass en n variables exposé par Sugatani dans [Sug 81].

Comme dans larticle de Sugatani, nous définissons Z, (ni,ne) I’ensemble des séries for-
melles en les deux variables n; et 1y dont les coefficients appartiennent a Z, et qui peuvent
s’écrire sous la forme :

o0
f= Z faqpming
(1,4)=(0,0)
avec f(; ) € Zyp et ‘f(i,j)‘p — 0 lorsque ¢ + 7 — oo.
Cette derniére condition sur les coefficients nous permet alors de définir une norme sur
Z, (n1,n9) donnée par :

1711 = max {|fapls}

Nous pouvons, de la méme maniere, définir Z, (ny) comme ’ensemble des séries formelles
en une seule variable ny dont les coefficients sont dans Z, et tendent vers 0 dans Z,. Cela
nous permet de définir une norme sur Z, (ny) que nous noterons ||.||; et qui est égale au
maximum des normes p-adiques des coefficients. Cette norme est bien définie puisque les
coefficients sont supposés tendre vers 0 dans Z,,.

Il devient alors également possible de définir Z, (ns) (n;) comme l’ensemble des séries
formelles en une variable n; dont les coefficients appartiennent a Z, (ny) avec la condition
supplémentaire que la norme de ces coefficients dans Z, (n,) tende vers 0 lorsque I'indice
du coefficient tend vers l'infini.

Nous pouvons alors identifier Z, (ny) (n1) et Z,(n1,ny) de telle sorte que n’importe quel
o

élément f de Z, (nq, ns) puisse s’exprimer sous la forme f = Z f;nt, avec f; appartenant
i=0
a Zy(ns) et ||fill1 — 0 lorsque ¢ — oo.

Avant d’énoncer le théoreme de préparation de Weierstrass, nous allons caractériser les
unités de Z, (ny) et de Z, (n, ny).

oo
- f= Z find, € Z, (ny) est une unité de Z, (ny) si et seulement si | fo|, = L et | f;], < 1
=0
pour tout j # 0
- f= Z f(i,j)nin% € Z,(n1,ny) est une unité de Z,(ni,ny) si et seulement si

(1,5)=(0,0)
|fo,0lp =1 et |fulp <1 pour tout (4,5) # (0,0)

Pour en terminer avec les notations, on dit que f = Y fin} € Z, (na) (n;) est général en
ny d’ordre s si le coefficient f, est une unité de Z, (ny) et si tous les coefficients d’indice
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1 strictement supérieur a s sont de norme strictement inférieure a 1.

Remarque : Nous pouvons dés maintenant remarquer ’analogie entre la définition d’un
tel s et la définition de ¢ dans le théoreme de Strassman.

Nous pouvons alors énoncer le théoréme suivant, qui est un cas particulier du théoreme
3.1 de Sugatani [Sug 81| dans le cas ot il y a deux variables :

Théoréme XII (Sugatani [Sug 81]) Soit f une série formelle de Z,, (nq,ns). On sup-
pose qu’il existe un s > 0 tel que [ soit général en ny d’ordre s. Il existe alors des fonctions
uniques h, go, ..., gs_1 et g5 qui satisfont les conditions suivantes :

— h est une unité de Zy,(ni,ng) et ho(ny) =1
~ G0y ---,9s—1 Sont des éléments de Z, (ny) et gs est une unité de Z, (ns)

= f(n1,n2) = h(ni,ng) (gs(n2)ni + 9371(n2)ni_1 + -+ g1(n2)n1 + go(n2))

Remarque : On pourra aisément reconnaitre ici le théoreme de préparation de Weiers-
trass usuel. Ce dernier exprime en effet les mémes propriétés pour les séries formelles en
une seule variable et c’est de ce théoreme que se déduit élémentairement le théoreme de
Strassman (voir par exemple dans [Cas 86] p. 108).

Rappelons que notre but est de borner le nombre de solutions p-adiques de systémes
de deux séries formelles en deux variables. Pour cela nous aurons besoin d’appliquer ex-
plicitement ce théoreme de préparation de Weierstrass a 1'une des séries formelles du
systeme. Il nous sera donc nécessaire dans la suite de savoir calculer les fonctions h; et g;
qui interviennent dans le théoreme XII.

I1.4.3 Une version explicite du théoreme de préparation de
Weierstrass

Dans ce paragraphe, nous allons donner une méthode qui permet de calculer effec-
tivement les fonctions qui apparaissent dans le théoreme XII. Par effectivement, nous
entendons que si la série formelle f est donnée avec une certaine précision, les séries for-
melles h; et g; doivent pouvoir étre calculées avec la méme précision.

On se donne donc une série formelle f :

flnne) = > fayning € Zy(ni,ns)
(4,7)=0

ou f; ;) tend vers 0 dans Z, lorsque 7 + j — oo.
Dans le but d’appliquer le théoreme de préparation de Weierstrass précédemment exposé,
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nous regardons f comme une série formelle en n; dont les coefficients, que nous noterons
fi(n2), sont des séries formelles de Z, (ny). Nous supposons de plus que f est général
en n; d’ordre s, si bien que le coefficient fs(ny) de nj est inversible dans Z, (ny) et que
|| fi(n2)|]1 < 1 pour tout i > s+ 1.

Notons enfin

g(ni,m2) = go(na) + gi(na)ni + -+ + gs(na)ni ,
h(ni,ng) = 1+Zhi(n2)n§ ,
1
les fonctions obtenues en appliquant le théoreme XII a la série formelle f. Notre but est

désormais de calculer ces fonctions avec la méme précision que celle donnée initialement
pour f. Nous utilisons pour cela I’équation

f(n1,m2) = g(na, na)h(ni, no)
L’égalité des termes en n7 de cette équation permet d’écrire :
hn(n2) go(n2) + hn-1(n2) g1(n2) + -+ + hns(n2) gs(n2) = fu(ne) Vn >0, (IL13)

avec les notations hg(ng) =1 et h,(ny) = 0 si n est négatif.
Comme h est une unité dans Z, (ny, ng), nous savons que

||hi(n2)|] < 1 pour tout ¢ > 1 .

Ainsi, puisque fs(ng) est inversible dans Z, (ns), I’équation (IL.13) prise pour n = s
implique que gs(n2) est également un élément inversible de Z, (no).
Nous pouvons maintenant énoncer la proposition suivante :

Proposition I1.4.1 Les fonctions h; peuvent étre explicitement calculées a partir des
fonctions gy ,91,...,9s_1 et gs par la formule suivante :

o (-1 k =
=D 2. ioyin, .y iy_y ) Jindins) 119 (IL.14)
S ) Ly eeey V85— =0

k=0 g 10+i1+tis—1=k
avec
- 1= (20:7:17 alsfl) ’
s—1
- ind(n,k,s,i) =n+s+ Z(s —0)ig
=0
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Preuve : Grace au théoreme XII, nous devons simplement démontrer que les fonctions
h; et g; ainsi définies satisfont les trois conditions du théoreme, car de telles fonctions
sont alors uniques. Autrement dit, il est suffisant que ces fonctions satisfassent 1’équation
(I1.13) pour démontrer la proposition. Dans cette optique, nous notons hy,  le k™ som-
mant apparaissant dans I’équation (II.14).

On doit donc désormais démontrer que h, = Y ;o b,y vérifie 'équation (II.13), autre-

ment dit:
oo

Z(hn,k 9o + hnfl,k g1+---+ hnfs,k gs) = fn .

k=0
Considérons dans un premier temps le premier terme de cette somme (pour £ = 0) donné
par:

hn,Ogﬂ + hnfl,Ogl +---+ hnfs—}—l,Ogsfl + hnfs,Ogs ) (1115)

Il est trivial de montrer que le dernier terme h,_,ogs de cette équation est égal a f,.
Reste donc a prouver que les autres termes s’annulent. On remarque alors que ces termes
sont annulés par le terme h,_, 1 g5 obtenu dans le second terme de la somme infinie (pour
k = 1). De maniére analogue, on démontre facilement que pour un entier positif & donné,
le terme hp i go + hn—1k g1 + -+ + Ap_st1k gs—1 est annulé par le terme hy,_gs 411 gs. On
démontre donc de proche en proche que tous les termes de la somme infinie s’annulent,
ce qui acheve la preuve de la proposition. O
Ainsi, grace a cette proposition, si 'on veut obtenir une version explicite du théoréme
de préparation de Weierstrass, il sera seulement nécessaire de calculer les séries formelles

9oy - - -5 Js- Etant donné que hg = 1 et que h,, = 0 pour tous les indices n négatifs, nous
pouvons déduire de '’équation (I1.13) que
go = foet (IL.16)
i
g = fi— Zhjgi_j pour 1 <i<s . (I1.17)
j=1

A cette étape, il est possible de calculer les séries formelles g; par substitution récursive a
partir de ces formules en utilisant les formules pour les fonctions h; précédemment obte-
nues dans la proposition I1.4.1. Cependant ces calculs sont trés cotiteux. C’est pourquoi
nous préférons donner une méthode plus efficace qui permet de calculer les fonctions g; a
la méme précision que celle donnée initialement pour les séries formelles f;.

Supposons donc qu’on a déja calculé les séries formelles g; et h; modulo une certaine
puissance de p, par exemple p*0. Nous allons expliquer comment on peut calculer ces
fonctions & la précision supérieure, c’est & dire modulo p ! si les séries formelles f; sont
elles-mémes connues modulo p*o+tl.

— Nous calculons dans un premier temps I'inverse de g, modulo pf puisque nous avons
vu que g, était inversible dans Z, (n.).
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— Nous calculons ensuite les séries formelles A, . .., hy modulo p**!. Cela est possible

car les séries formelles g, sont connues modulo p* et les séries formelles f; sont
connues modulo p**! et divisibles par p de telle sorte que les produits g,f; sont
calculables modulo p**+!. Remarquons que les séries formelles f; ne sont pas toutes
divisibles par p, mais par définition de I’entier s, le nombre premier p divise la série
formelle f; de Z, (ny) pour tout i > s + 1, or les indices ind(n, k, s,1) intervenant
dans les équations (II.14) sont toujours supérieurs a s + 1.

D’autre part, la somme sur k des formules (I1.14) est finie modulo p**!. 1l est en
effet possible de minorer I'indice des fonctions f; y intervenant :

s—1
ind(n, k,s,i) = n+s+ Z(s —0)ig
=0

> nts+ ) i,
> n+s+k.

Or par hypothese, les séries formelles f; tendent vers 0 dans Z, (ny) lorsque ¢ tend
vers l'infini. Ainsi quand £ tend vers l'infini, les séries formelles f; intervenant dans
les formules (II.14) tendent vers 0 dans Z, (ny). Autrement dit, elles sont toutes
nulles modulo p**! pour k, suffisamment grand.

Remarque : Les formules de la proposition 11.4.1 permettent en fait de calcu-
ler modulo p*o*! n’importe quelle fonction h,, mais nous n’aurons besoin dans la

suite que des fonctions hg, hq,..., hs.
— Nous pouvons alors calculer les séries formelles gy, ¢1, ..., g, modulo p**! en uti-
lisant les formules (II.17) pour ¢ = 0,...,s. En effet, les fonctions g; sont connues

modulo p*® par hypothése et I’étape précédente nous a permis de calculer modulo
pFotl les fonctions h; intervenant dans ces formules. En dehors de hg, toutes ces
fonctions h; sont divisibles par p (car h doit étre une unité de Z, (ny, ny) d’apres le
théoréme XII) si bien que les produits g;h; sont calculables modulo p*ot!.

Cette méthode nous permet donc de calculer tres rapidement les séries formelles gy, g1, . . .,
gs et hg, hq,..., hg avec la méme précision que celle donnée initialement pour les séries
formelles f;.

Revenons désormais au probléme initial pour lequel ce théoréme nous intéresse, a sa-
voir, la méthode de Chabauty elliptique dans le cas ou la courbe elliptique est de rang 2
sur un corps de nombres de degré au moins 3.

Dans ce cas, nous obtenons en effet au moins deux séries formelles en deux variables n; et
ng. Pour résoudre le probléeme de Chabauty elliptique, nous cherchons a borner le nombre
de solutions p-adiques d’'un tel systéme. Pour trouver une telle borne, nous allons appliquer
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le théoreme de préparation de Weierstrass a I'une des séries formelles obtenues que nous
noterons f). Rappelons que les séries formelles obtenues par la méthode de Chabauty
elliptique sont des éléments de Z, (n1, n2) comme nous I’avons vu dans le paragraphe II.1.
Or la série formelle h obtenue par le théoreme XII est une unité de Z, (ny, ny), elle ne
peut donc jamais s’annuler si bien que la condition f)(n;,ny) = 0 se transforme, grace
a la troisieme condition du théoréme XII en :

go(n2) + g1(n2)ny + -+ + gs(n2)n] = 0, (I1.18)

ou go, g1, - - -, gs sont les fonctions obtenues par le théoreme XII.

Ainsi, la condition d’annulation d’une série formelle est transformée en condition d’annu-
lation d’un polynéme de degré s a coefficients dans Z, (n,). Cela signifie en particulier,
que pour ny fixé, il y a au plus s valeurs de n; telles que f()(ny, ny) puisse étre nulle.
En appliquant le méme principe & la seconde série formelle, notée f  donnée par la
méthode de Chabauty elliptique, on se retrouve avec un systeme de deux polyndmes en
ny & coefficients dans Z, (ny) dont on cherche les zéros communs. 11 est alors naturel de
calculer le résultant de ces deux polynomes. Ce résultant est une série formelle de Z, (ny).
En effet Z, (ny) est un anneau et on a le lemme trivial suivant :

Lemme 11.4.2 si P, = Y% a2% et P, = Y.% bz’ sont deuz polynémes de Alz] o A
est un anneau, le résultant de P, et P, est un polyndme de Zlay, a1, . . ., a4, , by, b1, . . ., by, ].

Il nous suffira alors d’appliquer le théoreme de Strassman a cette nouvelle série formelle
pour déduire une borne sur le nombre de solutions & I’équation Res(f("), f®)(ny) = 0.
Supposons maintenant que l'on connait déja a I'avance les valeurs que doit prendre le
parametre ny et que leur nombre correspond a la borne obtenue (ce qui est bien sir une
condition nécessaire au succes de ce type de méthode). On substitue alors ces valeurs de
ny soit dans I'une des deux équations f) = 0 soit dans 'un des deux polynémes que
I'on en a déduit. Le résultat obtenu est alors une série formelle de Z, (n;) a laquelle on
applique une nouvelle fois le théoréme de Strassman.

Ainsi, pour chaque valeur possible de my, on obtient une borne sur le nombre de va-
leurs que peut prendre le parametre n;. Il reste alors a espérer une fois de plus que ces
bornes correspondent effectivement aux solutions déja connues. Nous avons développé un
programme maple permettant de mettre en pratique cette méthode. Ce programme est
présenté dans I'annexe B.1 et disponible par ftp a

ftp://megrez.math.u-bordeaux.fr/pub/duquesne.

Afin de pouvoir appliquer cette méthode a la courbe elliptique E, nous allons maintenant
calculer les séries formelles en question en suivant la méthode de Chabauty elliptique
exposée au paragraphe II.1.
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I1.4.4 La méthode de Chabauty elliptique pour F

Dans ce paragraphe, on suit la méthode de Chabauty elliptique développée dans le
paragraphe II.1 et dans [Fly-Wet 99].
Il est dans un premier temps nécessaire de calculer la structure du groupe de Mordell-Weil
de la courbe elliptique E définie sur k = Q(8) par ’équation (I1.12).

1 Calcul de E(k)

Nous utilisons pour le calcul explicite du groupe de Mordell-Weil de la courbe E le

programme de Simon [Sim]. La courbe E(k) est sans torsion et le programme de Simon
nous indique qu’elle est de rang 2 et que G; = [0, 1] et G, = [1,1—3?] sont des générateurs
de E(k)/2E (k).
Reste maintenant a prouver que G et G5 sont effectivement des générateurs du groupe de
Mordell-Weil de la courbe E. Nous allons pour cela effectuer une descente infinie. Cette
méthode est implémentée dans le programme mwrank de Cremona [Cre| pour les courbes
elliptiques définies sur Q. Elle est cependant plus complexe a mettre en ceuvre pour les
courbes elliptiques définies sur un corps de nombres. Nous n’allons donc qu’en exprimer
les grandes lignes. Ces calculs ont été effectués a 1'aide des algorithmes développés par
Siksek [Sik 95] et par Silverman pour le calcul de la hauteur canonique [Sil 88].

La premiere étape consiste a borner la différence entre la hauteur naive et la hauteur
canonique sur E. Le lemme 1.3.1 de Silverman exposé au premier chapitre permet d’ob-
tenir une borne égale a 5.86. Cela n’est cependant pas suffisant. Pour obtenir une borne
plus fine, on utilise un algorithme de Siksek décrit dans [Sik 95]. On démontre ainsi que
pour tout point P dans E(k), on a

h(P) — h(P) < 0.217 . (I1.19)

Nous allons maintenant démontrer le lemme suivant :

Lemme 11.4.3 Il n’ezriste pas de point appartenant o E(k) et ayant une hauteur cano-
nique inférieure a 0.5.

Preuve : Supposons que P soit un point dont la hauteur canonique est inférieure a 0.5. La
hauteur naive d’un tel point P doit alors étre inférieure a 0.717 en vertu de (I1.19). Nous
devons alors tester quels éléments de k ayant une hauteur logarithmique inférieure a 0.717
sont les abscisses de points de F(k) ayant une hauteur canonique inférieure a 0.5. Un tel
élément peut étre représenté par un polynome f a coefficients entiers de degré n inférieur
a 3. Sa hauteur logarithmique est alors égale & ~log(u(f)) ot p(f) désigne la mesure
de Mahler du polynome f. La condition sur la hauteur logarithmique de 1’abscisse de P
devient alors une condition sur la mesure de Mahler de son polynéome minimal normalisé.
Autrement dit, si P = [z,y] est un point de E(k) et si pu(z) désigne la mesure de Mahler
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du polynome minimal normalisé de x, on a

h(P) <05 = h(P)<0.717
= h(z) <0.717
= p(r) <exp(3 x0.717) < 8.6.

Il n’y a alors qu'un nombre fini de polynoémes a coefficients entiers de degré inférieur a
3 dont la mesure de Mahler est inférieure a 8.6 et il est possible de tous les énumérer.
Pour chacun de ces polynomes, on peut donc vérifier s’ils proviennent d’un point de la
courbe E ayant une hauteur naive inférieure a 0.717. On démontre de cette maniere
que G et Gy sont les seuls points ayant cette propriété (leur hauteur naive est nulle). La
hauteur canonique de ces points est respectivement égale a environ 0.8054 et 0.9715. Nous
avons donc démontré qu’il n’existait pas de point de F(k) ayant une hauteur canonique
inférieure a 0.5. O
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante :

Proposition I1.4.4 Les points G et G5 sont des générateurs du groupe de Mordell-Weil
de la courbe E.

Preuve : On utilise le raisonnement classique suivant :
si E'(k) ne contient aucun point d’ordre infini de hauteur canonique inférieure a A et si G4
et G engendrent un sous groupe de F (k) de rang 2, alors I'indice n du groupe engendré
par Gy et Gy dans F(k) satisfait
< R(G1,Go)P 22,
A
ol vy = 13 et R(G1,G>) est le déterminant de la matrice des hauteurs associée & G et
(5. Pour plus de détails sur ce point, on pourra se référera par exemple a l'article de

Siksek [Sik 95].

Le lemme II.4.3 permet de montrer qu’on peut choisir A = % On peut, d’autre part,
borner R(G4,G2) par 0.718 en utilisant les algorithmes de Silverman [Sil 88] de telle sorte
que l'on ait finalement n < 1.96. Cela signifie que n doit étre égal a 1 et donc que G, et
G5 sont des générateurs pour E(k). O
Nous pouvons désormais appliquer la méthode de Chabauty elliptique & E(k).

2 Application de la méthode de Chabauty elliptique a E(k)

Nous devons tout d’abord choisir un nombre premier p qui satisfasse les six conditions
qui permettent d’appliquer la méthode de Chabauty elliptique. Nous choisirons dans ce
cas le nombre premier 3 qui satisfait ces conditions. Le point G, réduction de G; modulo
3, est d’ordre 11 sur la courbe elliptique E réduction de E modulo 3. De méme, I’ordre de
G2 sur E est 33. Afin de réduire un peu ces ordres, on pose G3 = G — 3G,. Une nouvelle
base pour le groupe de Mordell-Weil de E (k) est alors donnée par les points G et Gj.

Cette fois ’ordre de @vg vaut 1, on définit alors :
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— my = 1 et my = 33 les ordres de Cf}'\; et 5;, modulo 3,

- @, = G3 et Q2 = 33G les plus petits multiples des générateurs qui appartiennent
au noyau de la réduction modulo 3,

- U = {0, +iGy, 1 <1 < 16},

de telle sorte que tout point P de E(k) s’écrive sous la forme

P=U+ lel + n2Q2 s (IIQO)

avec U appartenant & ’ensemble fini U/ et n; et ny appartenant a Z.

Pour chacun des éléments U de U, nous allons donc devoir chercher pour quelles valeurs
de n; et de ng, un tel point P peut avoir une abscisse dans Q. La premiére chose a faire
est donc bien siur de réduire au maximum ’ensemble des U de U a considérer.

Par construction, les points @1 et @2 sont dans le noyau de la réduction modulo 3;
un point P exprimé comme dans (I1.20) doit donc nécessairement vérifier P = U. Ainsi,
si un tel point P a son abscisse dans Q, alors 17, la réduction de U modulo 3, doit avoir
son abscisse dans [F3. Or ce n’est pas le cas pour la plupart des éléments de I’ensemble fini
U. Le calcul de ces éléments modulo 3 montre en effet que les seuls a avoir une abscisse
dans F; sont

U= o, GQ, —GQ, 3G2, —3G2, 1402, —1402 .

Dans la suite nous n’aurons donc besoin que de considérer ces valeurs pour U.

D’autre part, comme nous avons choisi n; et n, dans Z, il n’est bien siir pas utile de
rechercher les points de la forme —Gy + n10Q); + n2()2 ayant une abscisse dans Q si on
connait déja ceux de la forme G5 + n10Q); + n2@2. Il n’est donc pas non plus nécessaire de
considérer les points —Gy, —3G5 et —14G,.

Pour résumer, on doit maintenant déterminer tous les points de E(k) ayant une abs-
cisse dans Q et qui peuvent étre écrit sous la forme U +n1Q1 +noQ2 avec U € U’ et ny, ngy
dans Z ou U’ désigne I'ensemble {oco, Go, 3G, 14G5}.

Enfin, pour chaque point Q; = [x;, y;|, on définit la z-coordonnée de @); par z; = —%, et
onnote g3 =1, g, =—2, g1 =1—B—48% et gy = 1 les coefficients de la courbe elliptique
E.

Nous allons maintenant calculer la z-coordonnée d’un point quelconque P de E(k) de la
forme U + n1Q1 + n2@Q2 avec U € U’ en fonction de n; et de ny On utilise pour cela le
logarithme et 1’exponentielle formels introduits au paragraphe I1.1 (voir [Sil 86] pour les
détails).

Remarquons que dans notre cas, il sera suffisant de travailler modulo 3°. Calculons dans
un premier temps 2z; et z; modulo 3° :

2 = 240+848+5752  (mod 3°) |
2 = 60+995+19552  (mod 3°) .
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Nous énoncons maintenant un petit lemme qui nous permet de pouvoir calculer le loga-
rithme et ’exponentielle formels a la précision désirée.
Lemme I1.4.5 Pour calculer Log(t) ou Ezp(t) modulo 3° quand t est divisible par 3, les
termes en O(t°) peuvent étre ignorés dans les formules.
Preuve : Le produit de k! par le coefficient de ¥ dans 1’expression de Log(t) ou de Exp(t)
appartient & Z[go, g1, g2, 93] = Z3|3] de telle sorte que, si par exemple Log(t) = > 2, axt®,
alors 3* divise klaxt® soit

’Ug(k') + vs (aktk) 2 k .

L’estimation standard |k!|, > p~(k=D/(e=1)  permet alors d’en déduire

E—1 _ k+1
U3 (aktk) >k — 5 > 5
Autrement dit, si % > 5 alors le terme a,t* est nul modulo 3°. Cette condition signifie

qu’il n’est pas nécessaire de considérer les puissances de t supérieures ou égales a 9.
Les puissances intervenant dans Log(t) et dans Exp(t) étant toutes impaires, il faudra
seulement considérer les puissances inférieures ou égales a 7. O
Etant donné que les points Q)1 et ()2 sont dans le noyau de la réduction modulo 3, leurs
z-coordonnées z; et 2z sont nulles modulo 3. On peut donc calculer Log(z;) et Log(2s)
modulo 3% en utilisant le lemme 11.4.5

Log(z1) = 42+ 483+ 3943? (mod 3%)
Log(ze) = 15+1178+154%>  (mod 3°) .

Les puissances de ¢ intervenant dans Log(t) étant toutes impaires, Log(z1) et Log(z2)
sont toutes deux divisibles par 3. On peut donc appliquer le lemme I1.4.5 pour calculer la
z-coordonnée de n,(Q); + no()2 comme une série formelle en n; et ny :

z-coordonnée(n1 Q1 + n2Q2) = Exp(niLog(z1) + naLog(zs)) =
[(162n2 + 18)n? + (16203 + 216n5)n? + (8104 + 81n3 + 39)ny + 63n3 + 132n,] F2+

(8103 + (16202 + 198)n3 + (81n3 + 189n5)n2 + (162n4 + 21602 + 48)n+

162n5 + 63n3 + 117n] B+
162n2 + 162nyn7 + 3603 + (81n3 + 162ny)n? + (162n3 + 42)n, +45n3 + 151,  (mod 3°) .

On peut alors en déduire I'inverse de I'abscisse de n1(1 + no(@2 en utilisant la formule
adéquate (I1.5). C’est une série formelle en n; et ny, que nous notons 6, et dont les coef-
ficients tendent vers 0 dans Z3[]. Il est possible de calculer 6, modulo 3°. En effet, les
puissances intervenant dans Exp(t) étant impaires, la z-coordonnée de n,Q; + n2Q2 est
divisible par 3; de plus, les coefficients de la formule (I1.5) étant dans Z3[5], il suffit d’en
considérer les deux premiers termes. On obtient :

000 (’17,1, nZ) =
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[18971‘1L + (81n3 + 54ny)n? + (162n3 + 108)n? + (162n3 + 225n,)n; + 189n3 + 54n§] B2+

[54n‘f + (162n3 + 162n9)n? + 126n? + (189n3 + 144ny)ny + 189n; + 126n§] B+
27n} + 81n3n? + (81n3 + 207)n? + (27n3 + 117ny)n; + 18905 + 198n2  (mod 3°) .

Les composantes en (3 et 32 de cette série formelle sont des séries formelles notées

respectivement o) et 62 appartenant a Zs(ni,ns) qui devront s’annuler si le point

00 + m Q1 + n2@Q2 a une abscisse dans Q. Leurs expressions modulo 3° sont alors :

0 (ny,my) = B4n’ + (16203 +162ny)n3 + 12602 + (189n3 + 144n,)ny +

189n3 + 126n3 (mod 3%) .
02 (n1,ny) = 189n? + (81n3 + 5dny)n? + (162n2 + 108)n2 + (162n3 +

225n3)n, + 189n5 + 54n’ (mod 3%) .

Si Oy (n1,ns) est Iabscisse du point U + n1Q1 + ne@Q2 quand U # oo, alors fy est
une série formelle de Z3 (ni,ny). De maniére analogue, on peut décomposer 6y (ni,ns)
selon ses composantes. Celles (%ui nous intéressent sont les composantes en 3 et en 52 que
nous notons respectivement 0[(]1 (n1,ng) et 082 ) (n1,n2). Nous les avons calculées modulo 3° :

05 (n1,m) = 1620 + (81n3 4 162ng + 9)nd + (8113 + 16203 + 108n, +

234)n? + (162n3 + 189n3 + 198n, + 123)n; + 189n3 +

18n3 + 162n2 + 237n, (mod 3°) .
0% (n1,n9) = 16203+ (162ny+54)nt + (16203 +108n,+36)n3 + (8103 +

153)n2 + (27n3 + 162n2 + 216n, + 150)ny + 4503 + 330,  (mod 3°) .

650 (n1,ns) = 16203 +135n% 4 (16203 +81n3+81ny+207)nd + (16203 +
162n2 + 216n4 + 225)n? 4 (81n3 + 54n3 4 27n2 + 153n, +
105)n + 81nS + 81nj + 54nj3 + 99n3 + 18n3 + 27ny + 138 (mod 3°) .

050 (n1,ng) = 81nS+ (8103 + 162n, + 9)n? + (81n3 + 162n3 + 1080, +

234)n? + (162n3 + 27n3 + 81n2 + 2251, + 69)n, + 162nS +

27n3 + 12603 + 216n3 + 12n, + 93 (mod 3%) .
0, (n1,m5) = (162ny+108)n? + (8103 +81n,+135)n? + (162024 54ny +

189)n2 + (81n3 + 162n3 + 54n2 + 108ny + 60)n; + 162n5 +
81nj + 45n3 + 36n3 + 171ny + 189 (mod 3°) .
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0, (ni,ny) = 1625+ (81ng+108)nt + (810 + 8103+ 135n,+126)n3 +
(1622 + 81n2 + 81ny + 99)n2 + (189n3 + 54n2 + 18n, +
162)ny + 16205 + 54nd + 108n3 + 13502 4+ 2070y + 150 (mod 3°) .

Dans tous ces cas, que U soit le point a 'infini ou non, si le point U + n1Q1 + noQ)2 a
une abscisse dans Q alors les deux séries formelles 08)(711, ng) et 0&2) (n1,mn2) doivent étre
nulles. En d’autres termes, pour chacun des points U de ', nous devons déterminer quels
couples (n1,ns) satisfont le systéme :

0 (n1,m2) = 0 (n1,m2) =0 . (I1.21)

On connait déja de telles solutions, par exemple (0,0) est solution du systéme (I1.21)
pour le point a I'infini. Le théoréeme de préparation de Weierstrass va nous permettre de
trouver une borne sur le nombre de telles solutions 3-adiques. Il ne nous restera plus qu’a
espérer que la borne ainsi obtenue correspondra aux solutions déja connues.

I1.4.5 Application du théoreme de préparation de Weierstrass
en 2 variables a la courbe F

Nous avons vu que les seuls points rationnels de E(Q(f)) ayant une abscisse dans Q
peuvent s’écrire U + n,1()1 +n2Q)2 avec U = 0o, G5, 3G ou 14G4 et nq, ny appartenant a
Z. De plus, pour chacun de ces points U, n; et ny satisfont un systéme de deux équations.
Considérons dans un premier temps le cas U = G,.

1 Application du théoréme de préparation de Weierstrass dans le cas linéaire
(s =1) pour fg,.

Pour qu’un point de la forme G5 + n1Q)1 + n2@)2 ait son abscisse dans Q, les séries
formelles suivantes doivent s’annuler

05 (n1,ms) = 1620t + (81n3 + 162n5 + 9)nd + (81n3 + 162n3 + 1087, +

234)n? + (162n5 + 189n3 + 198n, + 123)n, + (189n3 +

18n3 + 162n3 + 237ny) (mod 3%) ,
05 (n1,m9) = 16207+ (162n,+54)n% + (16203 +108n,+36)n + (81n3 +

153)n? 4 (27n3 4 162n3 + 216n, + 150)n, + (4513 +33n2)  (mod 3°) .

Nous allons dans un premier temps appliquer le théoreme de préparation de Weiers-
trass a la série formelle 9(632) (n1,n2). Comme tous les coefficients de cette série formelle

sont divisibles par 3, nous considérons plutot la série formelle :

1
flni,ng) = 5983 (11, n2)
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= B4Ani+(27n2+54ny+3)n3 + (2703 +54n3+36n,+78)n? +
(54n3 4 63n3 + 6615 +41)ng + (63n3 + 613+ 54n3+ 79n,)  (mod 3*) .

Nous avons vu dans le paragraphe II.1 qu’une telle série formelle a ses coefficients f; ;
qui convergent vers 0 quand i + j tend vers l'infini, c’est a dire que f € Zs(ny, ng). De
plus fi(ng) est une unité de Zs (ny). En effet, le coefficient constant de fi(ns) est 41 qui
est inversible modulo 3 et tous les autres coefficients de f;(ny) sont divisibles par 3. Les
autres séries formelles f;(ny) pour i > 2 sont également divisibles par 3 ce qui signifie
exactement que f est générale en n; d’ordre 1. Le théoreme de préparation de Weierstrass
permet alors de montrer qu’il existe des fonctions uniques h, gy et g; telles que

— la série formelle h soit une unité de Zs (ni, ns) dont le premier coefficient vaut 1,

— la série formelle gy appartienne & Z3 (ns),

— la série formelle g; soit une unité de Zs (ny) et

= f(n1,n2) = h(n1,n2) (go(n2) + g1(n2)n1) .

Les séries formelles f;(ny) étant connues modulo 3%, nous allons maintenant calculer les
séries formelles h, gy et g1 avec la méme précision. Nous allons pour cela employer la
méthode décrite au paragraphe 11.4.3 et B.1.

Si h(ng,ng) = Zl11(712)7ﬁ1 et f(ny,ng) = Zfi(nQ)ni, la proposition I1.4.1 et les for-
=0 =0
mules (I1.17) s’écrivent dans ce cas de la fagon suivante :

ha(n) = Zgﬁjl—l(fwfm(m) gt (ma) | (11.22)
go(n2) = fo(na) , (I1.23)
g1(n2) = fi(n2) — go(na) hi(ng) . (IT.24)

L’utilisation de (II.23) permet évidemment d’obtenir immédiatement la série formelle
go modulo 3% Notre objectif est désormais de calculer g; modulo 3*. Les conditions du
théoreme de préparation de Weierstrass expriment en particulier que la série formelle
hi(n9) doit étre nulle modulo 3. L’équation (I1.24) nous permet alors d’en déduire la série
formelle g;(ny) modulo 3 :

hl(ng) =0 (mod 3) s
Mg (mod 3)
gi(ng) = 2 (mod 3) .

S
[«=)
—~
3
N
~—
I

Nous allons maintenant en déduire le calcul de g;(ny) modulo 9 :

— Calculons tout d’abord 'inverse de g;(ng) qui est évidemment égal & 2 modulo 3.
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— Nous devons maintenant calculer h;(n2) modulo 9 a l'aide de la formule (I1.22). Le
calcul de f(ny,ny) modulo 3* nous permet alors de remarquer que les séries formelles
fi(ng) sont nulles modulo 9 dés que 'indice ¢ est supérieur ou égal a 4. Seuls les
deux premiers termes sont donc a considere (le terme pour k£ = 0 qui fait intervenir
f2(n2) et le terme pour £ = 1 qui fait intervenir f3(ns)) de la somme infinie de la
formule (I1.22) sont donc a considérer et on a

1 1
7 (7’1,2) f2(n2) - g%(nz)

Les séries formelles fo(ns) et f3(ng) sont divisibles par 3 car f est générale d’ordre
1 si bien que les produits f;g; peuvent étre calculés modulo 9 :

hi(ny) = f3(n2)go(ng) (mod 9) .

hi(ng) = 6ny + 3 (mod 9) .

— Une fois connue h;(ny) modulo 9, la formule (I1.24) permet de calculer aisément la
série formelle g;(n2) modulo 9 :

g1(n2) = 3n3+5 (mod 9) .

On obtient donc par cette méthode toutes les fonctions désirées modulo 9. 11 est possible de
réappliquer cette méthode afin de les connaitre modulo 27 puis modulo 3. Les fonctions
h; ne servent que d’intermédiaires dans cette méthode puisque celles qui nous intéressent
pour la suite sont go(ns) et g1(no) :

go(n2) = 63n3 + 6n3 + 54n2 + T9n, (mod 3%)
gi1(n2) = 27n3+9n3 + 30n2 + 54ny, + 41 (mod 3%) .

On a donc d’apres le théoreme XII

G(Glz) (nl ) n2)

3 = (go(n2) + g1(n2)n1) (1 + Z hi(n2)ny)

=1

avec ||h;(ng)|| < 1 pour tout 7 > 0.

Il s’ensuit alors que la condition 982) (n1,n2) = 0 implique que go(n2) + g1(n2)n; = 0. La
stratégie exposée a la fin du paragraphe I1.4.3 suggere alors de faire le méme raisonne-
ment avec la seconde série formelle 082) (n1,mn2) puis de considérer le résultant des deux
polynomes ainsi obtenus pour enfin lui appliquer le théoreme de Strassman.

Pour notre premier exemple d’application, nous n’allons pas suivre cette suggestion... La
situation est en effet particulierement simple dans ce cas puisque le polynéme obtenu est
de degré 1 en n,. Cela signifie que pour un entier n, fixé il y a au plus une solution en
ny1 a notre équation. Le théoreme XII nous en donne une expression explicite comme une

série formelle en ny que nous noterons ¢ et dont les coefficients tendent vers 0 dans Zs :
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Ceci est possible car la série formelle g;(n2) est inversible dans Zj (ne). On calcule donc
cette nouvelle série formelle modulo 3* :

d(ng) = 54n5 + 45n; + 72n3 + 27n3 + 4n, (mod 3%) .

Dans ce cas, si (n1, 1) est une solution au systéme, alors la série formelle 1/(ny) obtenue en
remplagant n; par ¢(ng) dans ng) (n1,n9) doit étre nulle. Etant donné que la série formelle
922) (n1,n9) appartient a Zs (ni, no), cette nouvelle série formelle appartient a Zs (ns) et
ses premiers termes sont donnés par

P(ng) = (GQQ (¢(na2), n2) = 54ny + 2703 + 72n3 + 660, (mod 3%) .

Il ne nous reste alors plus qu’a appliquer le théoreme de Strassman a cette série formelle
afin de borner le nombre de valeurs que peut prendre n,. Ce théoreme démontre dans ce
cas que ’équation ¥ (n2) = 0 a au plus une solution 3-adique. Or, nous connaissons déja
une solution a cette équation donnée par ny, = 0 et le théoreme de Strassman nous permet
donc d’affirmer que c’est la seule solution 3-adique. L’unique entier n; correspondant est
alors ¢(0) = 0. Finalement, nous avons donc montré que (0,0) est I'unique solution 3-
adique au systéme
05 (n1,m2) = 0¢7) (n1,m2) = 0,

ce qui prouve que G est I'unique point de F(k) de la forme Gy + n1Q1 + noQo et ayant

une abscisse dans Q .

Nous allons maintenant considérer le cas du point a l’infini.
2 Application du théoréme de préparation de Weierstrass dans le cas qua-
dratique (s = 2) pour 6.

Nous avons vu précédemment que si un point de la forme oo + n1Q; + n2Q)- avait son
abscisse dans @, alors les séries formelles suivantes devaient s’annuler :

0 (n1,mg) = 54nt + (16203 + 162n5)n3 + 12602 + (189n3 + 144n,)n, +
18915 + 126n3
(mod 3°) |
0 (n1,mg) = 189n? + (81nd + 54ny)n? + (162n2 + 108)n2 + (162n3 +
225m5)ny + 189n3 + 54n? (mod 3°) .

Remarque : Ces séries formelles ne comportent pas de termes constants, ni de termes
en n; ou de termes en ny. En effet, elles sont obtenues en appliquant la formule (I1.5)
a la z-coordonnée de n,()1 + n2@)s. Cette formule, qui donne 'inverse de I’abscisse d’un
point en fonction de sa z-coordonnée, a son premier terme en z? et la z-coordonnée de
n1Q1 + na@Qe n’a pas de terme constant (elle est donnée par 1'exponentielle formelle de
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ni1Log(z1) + nolog(zs) et 'exponentielle formelle n’a pas de terme constant).

Nous allons, dans un premier temps, appliquer le théoreme de préparation de Weiers-
trass & la série formelle 65 (n1,n2). Comme tous les coefficients de cette série formelle

sont divisibles par 9, nous considérons la série formelle :

1
fO(n1,m0) = 50 (m, o)
= 6n]+ (18n3 + 18nz)n3 + 14n? + (21n3 + 16n9)n, +21ns+  (mod 33) .
14n?

Nous avons vu dans le paragraphe II.1 qu’une telle série formelle a ses coefficients f((il,;.)
qui convergent vers 0 quand i + j tend vers l'infini, c’est & dire que f() € Zjg (n1,n9).
De plus, le coefficient en n? de f(), noté classiquement fél)(ng), est une unité de Zs (ny).
En effet, le coefficient constant de f2(1) (ny) est 14, qui est inversible modulo 3, et tous
les autres coefficients de f{")(ns) sont divisibles par 3. Les autres séries formelles fi(l) (n2)
pour i > 3 sont également divisibles par 3 ce qui signifie exactement que f) est générale
en n; d’ordre 2.
Le théoreme de préparation de Weierstrass permet alors de montrer qu’il existe des fonc-
tions h(Y, g(()l), g§1) et gél) uniques, telles que

— la série formelle h(!) soit une unité de Z; (n1,n9) dont le premier coefficient vaut 1,

— les séries formelles g(()l) et g§1) appartiennent & Zs (ns),

~ la série formelle g{") soit une unité de Zj (n,) et
— fO(n1,n9) = A (ny, ny) (9(()1)("2) + 9%”(”2)”1 + QS)(%)”?)

Les séries formelles fi(l)(ng) étant connues modulo 3, nous allons maintenant calculer les
séries formelles gél) (ng), g§1) (ng) et gél)(ng) avec la méme précision. Nous employons pour

cela la méthode décrite au paragraphe I1.4.3 et dans ’annexe B.1 et nous obtenons :

g(()l)("2) = 21n3 + 14n3 (mod 33) ,
gV (ny) = 18n3+6n3+16n,  (mod 3%)
g (ny) = 14 (mod 33) .

Remarque : Le plus petit terme de la série formelle g(()l) (ny) est le terme en n2 et gg) (n2)

n’a pas de terme constant. Cela résulte de la remarque précédente concernant la série
formelle 65 (n1,m2) et des formules

9’ (n2) = f§0(na)
9%1)(”2) = fl(l)(%)—9(()1)(n2)hgl)(n2)7

donnée par (IL17). Cela signifie en particulier que le polynéme gi”(ng) + ¢\ (no)ny +
gél)(nQ)n% n’a ni terme constant ni termes linéaires.
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Le théoreme XII nous permet alors d’écrire :

9&13) (m ) nz)

9

= (98" (n2) + 91" (n2)ry + g8V (n2)n?) (1 + 3" B (no)nd)

i=1

avec ||h§1)(n2)|| < 1 pour tout ¢ > 0.
Il s’ensuit alors que la condition o) (n1,n2) = 0 implique que le polynome g(()l)(ng) +

99)(”2)711 + gél)(nQ)nf doit étre nul.

La stratégie exposée a la fin du para%raphe I1.4.3 suggere de faire le méme raisonne-
ment avec la seconde série formelle 65 (n1,n2) puis de considérer le résultant des deux
polynomes ainsi obtenus et de lui appliquer le théoreme de Strassman. Nous allons cette
fois suivre cette stratégie, du moins sur le fond.

Il n’est en effet pas possible d’appliquer directement le théoréme de préparation de Weiers-
trass a la série formelle Oc@ (n1,n2) car elle n’est pas générale en n;. Le coefficient constant

et le coefficient linéaire de 65 (n1,ny) (resp. 189nd + 54n2 et 162n3 + 2251, modulo 3%)
ne sont pas des unités de Z3 (ns) et le coefficient de n? est de valuation 3-adique égale a 3
ainsi que tous les coefficients suivants. Il serait donc nécessaire de diviser cette série for-
melle par 3% pour que I'un de ses coefficients soit une unité de Zj (ny). Ceci est impossible
car le coefficient en n; (qui vaut 162n3 + 225n, modulo 3°) n’est pas divisible par 32.

Nous avons a notre disposition deux astuces pour pallier & ce probleme. La premiere
. . 2 ;s . . A~
serait de regarder si 9&) (n1,m2) est générale en ny. Il faudrait alors faire de méme avec la

série formelle 6(%) (n1,n9) afin d’obtenir au final deux polynémes en ny a coefficients dans

gy 2 . o
Z3 (ny). La seconde astuce est de considérer non pas %) (n1, ns) seul mais une combinai-

son linéaire de 652 (n1,n2) et de o) (n1,m2). En effet cela ne change en rien la condition

sur la nullité de ces séries formelles. C’est cette idée que nous allons utiliser ici. Nous
considérons donc la série formelle :

1
fO(ny,ny) = §(G§§)(n1,n2)+6§,§)(n1,nz))

= 24nyn3 + (18n2 + 26)n? + (14ny + 12n3)n; + 1505 +20n2  (mod 33) .

Cette fois, le coefficient en n? est une unité de Zj (n,) et les coefficients suivants sont
tous divisibles par 3 si bien que f® est général en n; d’ordre 2. On en déduit comme

précedemment 1’existence de fonctions A(?, 982), g§2) et g§2) uniques telles que

— la série formelle h(?) soit une unité de Zs (n,,ny) dont le premier coefficient vaut 1,

— les séries formelles g(()z) et g§2) appartiennent & Zs (ny),

)

— la série formelle g{? soit une unité de Z; (ng) et
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- f(2) (nl, "2) = h® (n1, n2) (9(()2) ("2) + 99) (”2)"1 + 952) (”2)"%)

Les séries formelles f @) ( 2) étant connues modulo 3, nous pouvons calculer les séries
formelles g(()2) (n2), g ( 2) et g (@ )(77,2) avec la méme précision :
0P (ny) = 1503 + 20n2 (mod 33) |
§ (ng) = 18n3+6nd+14n,  (mod 3%) ,
9 (ns) = 18nj+ 3n3 +26 (mod 3?) .

Remarque : On demontre de maniere similaire au cas précédent, que le g)lus petlt terme
de la série formelle g(() )(ng) est le terme en n2 et que la série formelle g1 (ng) n’a pas de

terme constant.

La condition initiale 6% (nq, n2)+0§3) (n1,n2) = 0 implique alors que le polynéme g(()2) (ng)+

99 (ng)ny + géZ) (ny)n? doit étre nul.

Nous avons donc désormais a chercher pour quelles valeurs de ns les deux polyndmes
en n; de degré 2 a coefficients dans Zs (ny) ainsi obtenus peuvent étre simultanément
nuls. Nous calculons pour cela le résultant de ces deux polynomes. D’apres le lemme
I1.4.2 ce résultant est une série formelle de Z3 (ny) que nous noterons R et qui est donnée
modulo 33 par :
R(ny) = 12n$ + 19n; (mod 3?)

Remarque : Les remarques précédentes impliquent que les deux polynomes en question
n’ont ni terme constant ni terme linéaire si on les considere comme des séries formelles en
deux variables. Cela implique de fagon élémentaire que leur résultant est divisible par nj
et admet donc ny = 0 comme zéro quadruple.

Le coefficient de R(n3) en nj est de valuation 3-adique nulle tandis que tous les coefficients
suivants sont de valuation 3-adique supérieure ou égale a 1. Le théoreme de Strassman
appliqué a la série formelle R(ny) permet donc de prouver qu’il y a au plus 4 solutions 3-
adiques a I’équation R(ny) = 0. Or on connait déja les 4 solutions données par ny = 0. On

en déduit donc que ny = 0 est la seule solution 3-adique & 1’équation R(ny) = 0. Ainsi les

deux polynomes g (n2) + g{" (n2)ma + g (n2)n? et g7 (n2) + gi” (n2)ny + g5 (na)n?

ne peuvent étre simultanément nuls que si ny, = 0.

Nous remplacons alors ny par 0 dans I'un de ces polyndmes, le premier par exemple. Nous

avons déja remarqué que les séries formelles g(()l)(ng) et g%l)(nz) ne possédaient pas de

terme constant, si bien que g(()l)(O) =gt (0) = 0. D’autre part gél)(O) = 14 (mod 33) est

inversible dans Zj et la condition gél) (0) + g§1)(0)n1 + gél) (0)n? = 0 implique alors que

n, est nécessairement nul également.

Nous avons donc finalement démontré que (0,0) est 'unique solution dans Z; (et donc
dans Z) au systéme
0(%) (’I’Ll, TLQ) = 9&23) (’17,1,’)12) =0.
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Cela prouve bien que le seul point de E(Q(f)) de la forme oo+ n,Q; 4+ ne@9 et ayant une
abscisse dans QQ est le point a I'infini lui méme.

I11.4.6 Fin de la preuve du théoreme XI

De la méme facon que pour f¢,, on démontre que n; = 1,ny = 0 est la seule solution
au systeme

050, (n1,15) = 659, (n1,m5) =0 .

Ainsi le seul point de E(Q(f)) de la forme 3G3 + n1Q; + n2Q2 et ayant une abscisse dans
Q est le point 3G2 + Q1 = [0, 1].
Enfin, pour montrer que le systeme

981)(;2 (n1,n9) = 951)02 (n1,m2) =0

n’a aucune solution, il est suffisant d’appliquer le théoreme de Strassman a la série for-
melle 98802 (n1,n9) par rapport a l'une des deux variables puisque le terme de plus petite
valuation 3-adique est le terme constant. Le théoréeme de préparation de Weierstrass n’a
pas été nécessaire dans ce cas trivial. Il n’y a donc pas de point sur E(Q(f3)) de la forme

14G5 + 11 Q1 + noQ)s.

Cela montre finalement que les seuls points sur F(Q(f)) ayant une abscisse dans Q sont
les points oo, [1,4(1— 3?)] et [0, £1]. Il s’ensuit que les seules abscisses possibles pour un
point rationnel sur la courbe C sont 'infini, 0 et 1.

Cela acheve donc la preuve du théoreme XI.

I1.5 Conclusion et perspectives

La méthode de Chabauty elliptique a ainsi permis de résoudre de nombreuses équations
pour lesquelles la méthode de Chabauty usuelle ne permettait pas de conclure. Nous avons
également pu nous apercevoir que méme lorsque cette méthode ne semblait pas aboutir,
de nombreuses astuces permettaient de conclure favorablement. De plus le théoréme de
préparation de Weierstrass en deux variables nous a permis de généraliser la méthode
de Chabauty elliptique au cas ou la courbe elliptique considérée était de rang 2 sur un
corps de nombres de degré supérieur a 3. Cela nous a donné la possibilité de résoudre de
nouvelles équations et nous procure un outil supplémentaire pour la recherche des points
rationnels sur les courbes de genre supérieur a 2.

Le théoreme de préparation de Weierstrass que nous avons utilisé est exposé dans I’article
de Sugatani [Sug 81] non pas pour deux variables mais pour un nombre quelconque de va-
riables. La méthode que nous avons exposée est certainement tres facilement généralisable
au cas des courbes elliptiques de rang inférieur a n définies sur des corps de nombres de
degré supérieur a n+1. Nous ne connaissons cependant pas d’exemple oti une telle méthode
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serait nécessaire.

Cette méthode nous ouvre, de plus, de nouvelles perspectives. En effet, la méthode de
Chabauty, développée par Flynn [Fly 97|, pour les courbes de genre 2 et dont le rang de la
jacobienne vaut 1 aboutit a la recherche des solutions p-adiques d’une série formelle en une
variable. Le théoreme de préparation de Weierstrass en deux variables et la méthode que
nous avons décrite permettent de borner le nombre de solutions p-adiques d’un systeme
de deux séries formelles en deux variables. Il est fort probable que ces considérations per-
mettent de pouvoir conclure a une eventuelle méthode de Chabauty pour les courbes de
genre 3 analogue a celle de Flynn pour les courbes de genre 2. Cependant I'arithmétique
des courbes de genre 3 est encore trop succinte pour envisager une telle méthode. Sans
prétendre en arriver jusqu’a ce point, 'objet du chapitre suivant est justement 1’étude
arithmétique des courbes de genre 3.
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Chapitre 111

La variété de Kummer

II1.1 Surface de Kummer d’une courbe de genre 2

Les outils de la géométrie algébrique, méme s’ils sont tres puissants du point de vue
théorique ne permettent pas actuellement d’effectuer des calculs complexes sur les courbes
de genre 2 ou plus dans la pratique. Le meilleur exemple en est sans doute la finitude du
nombre de points rationnels. La géométrie algébrique a permis a Faltings de la démontrer
mais reste impuissante quant au calcul effectif d’'une borne permettant le calcul explicite
de tous les points rationnels. C’est la raison pour laquelle Flynn a introduit de nouveaux
objets pour travailler sur les jacobiennes de courbes hyperelliptiques de genre 2 [Fly 93].
Nous allons exposer ici en partie ces méthodes. Un exposé plus complet pourra en étre
trouvé dans le livre de Cassels et Flynn [Cas-Fly 96].

Rappelons que 'on se place sur un corps k de caractéristique différente de 2 et que
I’on considere une courbe C de genre 2 de la forme

C:Y’=FX), (I11.1)

ou
F(X)=fo+ AX +---+ feX° € k[X] ,

est de degré 6 et n’a pas de facteur carré dans k[X].
Rappelons également qu’un élément X’ de la jacobienne peut étre représenté par une paire
de points sur la courbe, c’est a dire

X = {[z1, y1], [z2, 2]} -

L’élément neutre pour la loi de groupe sur la jacobienne, noté O, est alors donné par la
classe des diviseurs vérifiant 1 = x5 et y; = —yo. Flynn introduit les fonctions de X,
symétriques en [x1,y1] et [T2, yo], ayant un pdle seulement en O et moins grand que z?z3
a l'infini. Ces fonctions forment un espace vectoriel sur k et Flynn en extrait une base

formée de 16 fonctions que nous n’écrirons pas ici mais qui peuvent étre trouvée dans son
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livre [Cas-Fly 96].

Cette construction permet d’identifier la jacobienne de la courbe C avec le lieu projectif
de ces 16 fonctions dans P*3. Cependant, une telle représentation de la jacobienne est trop
lourde a manipuler. Cela est d’autant plus ennuyeux que nous nous intéresserons dans la
suite de ce chapitre au cas des courbes de genre 3 pour lesquelles cette méthode permet
de plonger la jacobienne dans P%3.

Flynn a donc imposé une restriction supplémentaire qui consiste a identifier deux points
reliés par l'involution hyperelliptique (c’est a dire 'application sur la courbe C qui & un
point [z, y] associe le point [z, —y]). Cette restriction est la méme que celle que ’on fait
dans le cas des courbes elliptiques lorsque 'on décide de ne s’occuper que des abscisses
des points en gardant bien en téte qu’elles correspondent a deux points sur la courbe
elliptique opposés 1I'un de 'autre.

Flynn introduit ainsi la surface de Kummer que nous noterons K dans la suite. Cette
surface de Kummer est le lieu projectif dans P? de 4 des 16 fonctions précédentes. Nous
noterons ces 4 éléments &1, &, &3 et & et nous les appellerons désormais les coordonnées
dans P? d’un élément de la surface de Kummer. Ce lieu projectif est donné par une quar-
tique explicite en (&1, &, €3, €4) qui correspond en fait & une traduction de I’équation (IIL.1).
Il construit ainsi une application, notée x, du groupe de Mordell-Weil de la jacobienne
dans la surface de Kummer, définie de la fagon suivante :

k:Jk) — KcCP?
{lw1, ], (w2, 2]} — [€1,62,63,84]

ou
& = 1,
§ = m+1I2,
§3 = mz
& = Fo(w1, m2) — 2519
(z1 — 22)?
avec

Fo (LL’l, .IQ) =2f0+f1 (31'1 +.’L'2)+2f2371$2+f3 ($1+$2)$1$2+2f4$%$g+f5 (.’171 +.T2)£L'§.’L'g+2f3$?.’17§ .

L’image de I’élément neutre O pour la loi de groupe sur la jacobienne par cette application
est [0,0,0, 1], et deux éléments distincts ont la méme image dans K s’ils sont opposés 1'un
de I'autre, c’est a dire lorsqu’ils sont reliés par I'involution hyperelliptique.

Ainsi, sur la surface de Kummer, il n’est plus possible de distinguer 1’élément A de
I’élément —A. Il devient donc impossible d’additionner un élément A et un élément
B puisque le résultat peut étre soit +(A+ B) soit +(.4 — B). En passant de la jacobienne
a la surface de Kummer, on a donc perdu la structure de groupe qui constituait pourtant
le principal intérét de la jacobienne.

Il en subsiste cependant des traces. C’est par exemple le cas de la multiplication par 2.
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Il parait en effet difficile de confondre 24 = A+ A et A — A = O. C'est aussi le cas
de I’addition d’un élément d’ordre 2 puisqu’un tel élément est égal a son opposé. D’autre
part, il est également possible d’exprimer les &(A + B)§;(A — B) + & (A — B)E(A + B)
en fonction des coordonnées de A et B (c’est a dire en fonction des &;(A) et &(B)). On a
en effet le théoreme suivant :

Théoréme XIII (Flynn [Fly 93]) Il existe des polynémes explicites B;; biquadratiques
en &(A), &(B) tels que projectivement, on ait

(&(A + B)gj (A - B) + §i(~A - B)gj(A + B))1<i,j<4 = (ZBij(-Av B))1<i,j<4 :

Si, de plus, les coordonnées sont normalisées de telle sorte que &1 (A) = &(B) = & (A £
B) =1, alors les coefficients des B;; sont dans Z[fy, . .., fe].

Nous allons maintenant expliquer comment Flynn calcule explicitement ces traces de la
loi de groupe sur la jacobienne ainsi que ce que ’on peut en faire.

I11.1.1 Addition d’un élément d’ordre 2

Comme expliqué précédemment, ’addition d’un élément de 2-torsion est bien définie
sur la surface de Kummer. De plus, cette application est linéaire dans P? et nous expo-
sons donc dans ce paragraphe la construction de la matrice correspondante. Le programme
maple correspondant est donné dans ’annexe B.2 et est disponible par ftp.

Soient donc 6, et #; deux racines de F'(X). Les points [61,0] et [f;, 0] sont des points
de Weierstrass de la courbe C et la classe de diviseurs représentée par A = {[fy, 0], [f2, 0]}
est un élément d’ordre 2 sur la jacobienne. Nous cherchons a exprimer ’addition d’un tel
élément avec un point général de la surface de Kummer X = {[z1, y1], [x2, y2|}. Posons

G(X)= (X —0)(X —6), F(X)=GX)H(X) .

On doit trouver le point de la surface de Kummer se situant a 'intersection de la courbe
CetdeY = M(X), ol la cubique M (X) doit passer par A et X'. Un rapide calcul permet
d’écrire

M(X) = G(X)Mo(X) ,

avec

X — X —
MO(X)z T1 Y2 u

To — I G(Ig) Tr1 — T2 G(éEl) )

Afin de trouver l'intersection résiduelle de cette cubique avec la courbe C, nous allons
devoir calculer My(X)?2. Dans cette expression, on peut remplacer y? par F(z1) et y2 par
F(z3). De plus, on peut éliminer le terme en y;y, en utilisant £ = &(X) de telle sorte
que:

G(éﬂl)G($2)M0(X)2 = (X — £L‘1)(X — I2)§4 + L y



96 LA VARIETE DE KUMMER

ou

(X — 21)?G(z1)H(z9) + (X — 22)?G(32)H(z1) — (X — 11)(X — 70) Fy(1, 732)

I =
(z1 — 22)?

I

est un polynome en X, x1, xo symétrique en xq, x-.
En substituant ¥ = M (X)) dans I’équation de C, on déduit que ’abscisse de I'intersection
résiduelle doit satisfaire H(X) = G(X)My(X)? c’est a dire

GG(X)+N =0,

G(X)L — H(X)G(21)G(z2)

(X — 1) (X — z9)
est également un polynome en X, x;,xs quadratique en X et linéaire et symétrique en
x1,Z9. L'équation £4G(X) + N = 0 peut alors s’écrire sous la forme

N =

GX*-EX+&=0,

ou les & sont des formes linéaires en les §;. Ce polynome de degré 2 en X donne ainsi
les trois premieres coordonnées sur la surface de Kummer de 'intersection résiduelle en
fonction des coordonnées du point général X. On peut donc écrire

4
&= wy& (i=1,2,3),
j=1

ou les w;; sont données par

gaho + gog2ha — giha 9og2hs — gogiha G192k — gPha + 2gog2ha  go
—gogeh1 — gogrhe + gihs  giho — gogaha + gihs  gahy — g1g2he — gog2hs  —q1
—g2ho + 2g0g2ho + gogrh1  —g192ho + gogoha —g5ho + gogaha + giha 9o

si g; et h; désignent les coefficients de X7 dans G(X) et H(X).

Afin de déterminer la derniere coordonnée, on utilise le fait qu’on est en train d’addi-
tionner un élément d’ordre 2. Les §; peuvent donc aussi étre exprimés en fonction des &
a l'aide des mémes coefficients w;; & une constante multiplicative pres. Autrement dit,
les w;; forment une matrice 4 x 4, notéeW, telle que W? soit une matrice scalaire. Cela
permet d’obtenir la derniere ligne de la matrice :

wy = —g193hohy + g5 g2hohs + gogihi — 4gogihoha — gogigahihs + gogigahohs — g5 gahihs
Wiz = g1 g2hohs — gihoha — 2g0g3hohs — gogig2hi hs + 4g0g192hoha + gogi haha — 293 gahihs
wyz = —gogshihs — gog1gahahs + gogigahihy + gogihaha + gggahi — 49592haha — g5 g1hshs
Wyq = —giho — gogaho — Q(Q)h4 .
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Remarque : La constante c telle que W? = cI est égale au résultant des polynomes
G(X) et H(X).

Ainsi le produit matriciel de cette matrice W et d’un point général X de la surface
de Kummer donne les coordonnées dans la surface de Kummer de X + {[61, 0], [f2,0]}.

Nous allons maintenant expliquer brievement comment Flynn calcule les formes biqua-
dratiques B;; du théoreme XIII qui permettent d’avoir une idée de ce qui subsiste de la
loi de groupe sur la surface de Kummer.

I11.1.2 Les formes biquadratiques

Rappelons que 'objet de ce paragraphe est d’exposer le calcul explicite des formes
biquadratiques

(SZ(A + B)gj (A - B) + SZ(A - B)fj(A + B))lgi,j@ = (QBij(-Aa B))lgi,jgzl ’(HI-Q)

qui interviennent dans le théoreme XIII.

La facon dont Flynn traite ce probleme est quelque peu surprenante mais tres ingénieuse.
En effet, il part de 1'idée que ces formules sont connues lorsque B est un élément d’ordre 2
grace aux calculs du paragraphe précédent et en déduit la formule générale en regardant
formellement les coordonnées du point de 2-torsion.

Pour étre plus précis, si B = {[6:,0], [f2,0]} est un point de 2-torsion général et si W
désigne la matrice de ’addition par B obtenue grace au paragraphe I11.1.1, les formes
biquadratiques (III.2) sont projectivement égales a 2&; (W (A)) & (W(A)). Ceci est une
forme quadratique en (& (A), £2(A), E5(A), £4(A)) et si on regarde les coefficients de chaque
produit & (A)&,,(A) comme une forme quadratique en (&1(B), & (B), £3(B), E4(B)), on peut
en déduire facilement les coefficients des B;;.

On peut ainsi déduire les formes biquadratiques B;; pour un B quelconque a partir du cas
particulier des éléments d’ordre 2 car pour un élément d’ordre 2 arbitraire, les 10 produits
& (B)&;(B) sont linéairement indépendants sur Q(fy, ..., fo)-

Cette condition ne sera plus vérifiée dans le cas des courbes de genre 3 et cette méthode
nécessitera donc des modifications. On peut aisément déduire de ces formes biquadratiques
I’expression de la loi de duplication sur la surface de Kummer en remplagant simplement
B par A dans les formes biquadratiques (II1.2). Les expressions explicites de ces formes bi-
quadratiques ainsi que les formules de la loi de duplication peuvent étre trouvées soit dans
l'article originel de Flynn, [Fly 93], soit sur son site ftp (ftp.liv.ac.uk) dans le répertoire
wftp/pub/genus2 /kummer.
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I11.1.3 Applications
1 Méthode de Chabauty

Ces traces de la loi de groupe sur la surface de Kummer sont a l'origine de diverses
applications concernant les courbes de genre 2. C’est en effet a partir des formes biquadra-
tiques que Flynn a élaboré une méthode de Chabauty explicite pour les courbes de genre
2 dont le rang de la jacobienne est égal a 1 [Fly 97]. Il faut tout de méme garder a ’esprit
que ce n’est pas le seul outil intervenant dans cette méthode et que sa généralisation aux
courbes hyperelliptiques de genre 3 ne permettra sans doute pas d’élaborer une méthode
de Chabauty explicite analogue a celle de Flynn précédemment citée. Et ce, méme si le
théoreme de préparation de Weierstrass en deux variables développé au paragraphe 11.4
nous a fournit un autre nouvel outil qui pourrait faire progresser une telle méthode.

2 Théorie des hauteurs

Dans un registre tout a fait différent, cela permet de définir une fonction hauteur,
explicite et accessible en pratique, sur la jacobienne des courbes de genre 2. Dans le cas
des courbes elliptiques, on choisit classiquement la hauteur standard dans P!(Q) de l’abs-
cisse du point [Sil 90]. Il apparait donc naturel, dans le cas des courbes de genre 2, de
prendre la hauteur standard H dans P?(Q) des coordonnées de la surface de Kummer;
nous noterons Hy cette fonction. Le théoreme XIII permet alors de démontrer que Hy
est une bonne fonction hauteur [Fly 95] :

Théoréme XIV (Flynn [Fly 95]) La fonction

He : J@Q — Z*
A — H(&(A),&(A),E(A), E(A))

vérifie les propriétés suivantes
— Pour toute constante C, {A € J(Q), Hc(A) < C} est fini.

— Il existe une constante Cy telle que pour tout A et B dans J(Q),
Hyg(A+ B)Hx(A— B) < C1Hg(A)*Hk (B)? .

— Il existe une constante Cy telle que pour tout A dansJ (Q),

He(24) > — He(A)* .
c

Remarque : Outre ’application qui va suivre, une telle théorie des hauteurs permet
d’obtenir une procédure efficace pour calculer le groupe de torsion de J(Q). On a en effet
la proposition suivante :

Proposition I11.1.1 Si Hy est une fonction hauteur sur J(Q), alors, avec les notations
1

du théoréme XIV, tout élément A de J(Q) d’ordre fini satisfait Hx(A) < C3.
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3 La descente infinie

Une telle théorie des hauteurs est treés importante car elle permet d’obtenir une
méthode de descente infinie pour les courbes de genre 2 proposée par Flynn et Smart
[Fly 95], [Fly-Sma 97]. La descente infinie est la technique qui consiste & déduire de
J(Q)/2J(Q) (obtenu par une 2-descente) une base pour le groupe de Mordell-Weil de
la jacobienne. Le principe de base est le méme que pour les courbes elliptiques [Cre 97|,
[Sil 86], [Sik 95].

Il consiste a déterminer une borne pour la hauteur telle que tous les éléments ayant
une hauteur inférieure a cette borne engendrent le groupe de Mordell-Weil. La borne en
question est obtenue a partir des deux constantes caractéristiques de la hauteur : Cy et Cs.

Cependant la constante Cs obtenue a partir des formes biquadratiques du théoréme XIII
est bien trop élevée dans le cas des courbes de genre 2 pour espérer opérer effectivem-
ment une descente infinie. Pour pallier ce probléeme, Flynn [Fly 95] a développé une autre
méthode, basée sur I'isogénie de Richelot, pour calculer cette constante Cs.

Le principe est de décomposer la multiplication par 2 sur la surface de Kummer en un
produit d’application linéaires et quadratiques en utilisant la matrice de I'addition d’un
élément d’ordre 2 obtenue au paragraphe III.1.1. Plus précisement, Flynn exhibe trois
matrices Wy, Wy et Wj telles que

[2] = W17—W27_W3 y

ou [2] désigne la multiplication par 2 sur la surface de Kummer et 7 est 'application qui

a [51752753754] associe [5%7557537&%]

Il en déduit alors que la constante Cy est donnée par la formule
Cy = H(Wfl)H(W{l)QH(W?:l)ll :

Cette nouvelle constante C; permet alors d’effectuer effectivement des descentes infinies
sur des courbes de genre 2 dont les coefficients ne sont pas trop grands.

Remarque : Nous avons dans ce paragraphe pris Q comme corps de base. Ces résultats
se généralisent cependant facilement au cas des corps de nombres avec quelques petites
modifications [Sil 90], [Fly 95], [Fly-Sma 97].

En dehors de la méthode de Chabauty, les travaux que nous avons effectués sur la variété
de Kummer d’une courbe de genre 3 devraient permettre de généraliser plus ou moins
bien ces applications.

II1.2 La variété de Kummer d’une courbe de genre 3

Dans le cas des courbes de genre 3, Stubbs, un éleve de Flynn a pu construire la variété
de Kummer pour une courbe de la forme

C:Y’=F(X),
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avec

F(X)=frX"+---+ iX + fo € K[X] ,
de degré 7 et sans facteur carré.
Soient [z1,y1], [z2,ys] et [z3,ys] trois points quelconques de C (K) tels que le 3-uplet

{lz1,1], [T2,v2], [r3,y3]} représente un élément de la jacobienne J (k). Stubbs définit
alors les fonctions suivantes :

g = 1

a = X1+ X9+ 23

Gy = X1T9 + T1T3 + T2T3
az = T172T3

co = aoby — f10} + frasar — feal + 3fras + 2fsas

¢ = a1bg + 2a0boby — frai + 3frasal — feal — fra3 — frazar + 2feazar — fsai + 2fsas
2 = aobl — axbf + frasal — 2fra3a1 + feasal + frazas — feaj + fsasar — 3fsas

c3 = a1b] + 2asboby + azb0® + fra3al — frasal + frazasar — fra3 + feajar — feasal +

f;,ag — fsaza; ,

avec
bo = (T1y2 — Ty — T3yo + T3Y1 — T1Y3 + T2y3) /0
by = (23yo — 2iy + adys + ysad — yoal — ysald) /6,
0 = (.’El — Iz) (IQ — .’,Eg) (l’g — Il)

Dans ces conditions, ’application

Jk) — P’

{lz1, y1], [72, y2), [3, 48]} = [ao, a1, a2, a3, co, c1, 2, c3]

définit un plongement de la variété de Kummer dans P7 .

Dans le cas du genre 2, la surface de Kummer était définie par une équation en les &,
&, &3, &4 qui reflétait 1’équation définissant la courbe. Dans le cas présent, les choses sont
bien moins simples puisque la variété de Kummer d’une courbe de genre 3 est définie par
27 équations explicites en les ag, ai, as, as, ¢y, ¢1, 2, c3, du moins conjecturellement.
Ces équations sont données dans la these de Stubbs [Stu 00] et sur le site ftp de Flynn
(ftp.liv.ac.uk /pub/genus2/stubbs).

Nous allons donner ici la plus simple de ces équations car elle jouera un role particu-
lier dans la suite :

agC3 — A1C2 — Q92C1 — A3Cy — 2f5a1a3 + f5(1,% + 2f6a2a3 + 3f7(l§ =0. (1113)
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Toutes les autres équations sont des quartiques en aq, a1, as, as, ¢y, c1, Co €t c3.

Exactement comme dans le cas des courbes de genre 2, on perd la structure de groupe
de la jacobienne en passant dans la variété de Kummer mais les calculs s’en retrouvent
considérablement simplifiés. I reste cependant des traces de la loi de groupe qui sont
d’ailleurs les mémes que dans le cas des courbes de genre 2. L’objectif de la fin de ce
chapitre est d’étudier ces traces de la loi de groupe. Nous allons, dans un premier temps,
calculer la matrice d’addition d’un point de 2-torsion.

I11.2.1 Addition d’un point de 2-torsion

Soit A = {[61,0], [62, 0], [#3, 0]} un élément d’ordre 2 de la jacobienne (c’est & dire que
61, 0 et 63 sont des racines de F'(X)). On pose

GX)=(X—6) (X —6) (X —03) et F(X)=GX)H(X) .
Dans la suite les g; et h; désigneront les coefficients de X7 dans G(X) et H(X).

On veut trouver la matrice correspondant a ’addition de cet élément d’ordre 2 avec un
élément quelconque de la jacobienne. Soit donc X = {[z1, 1], [z2, 2], [73,¥ys]} un point
général de la jacobienne et [ag, a1, ag, as, co, c1, c2, c3] ses coordonnées dans la variété de
Kummer.

Dans un premier temps, nous allons utiliser la loi de groupe définie de facon géométrique
comme dans l'introduction pour calculer la somme de cet élément X’ et de 1’élément A
d’ordre 2 sur la jacobienne. On doit pour cela trouver un polynéme M de degré 4 et un
élément ~ de k tels que 1’équation

(X =7Y =M(X)

passe par les points [0,0], [0, 0],[05,0], [z1,y1], [22, y2] et [z3,y3]. Du fait que les trois
premiers points ont une ordonnée nulle, la quartique M (X) doit étre annulée par 6, 65
et f3. Cette quartique est donc de la forme G(X) (X + ) ou « et [ sont des éléments
de k. En utilisant le systeme donné par les équations

on montre aisément que vy = g = % et 8= avec

A = yG(22)G(z3)x1 (23 — 22) + y2G(21)G(x3)T2(21 — 23) + YsG (1) G (22)x3(22 — 1)
d = ylG(l'z)G(.’Eg)(.’L'g — 29) + Y2 G(21)G(z3) (21 — x3) + y3G (1) G (22) (e — 21)

a = yy3G(x1)(T2 — 23) + 11Y3G (T2) (23 — 71) + 1192G (3) (21 — T2)

b = 21y2y3G(21) (T2 — T3) + T2y1y3G(22) (23 — 71) + T3Y1y2G (73) (21 — 22)
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Afin de calculer I'intersection résiduelle de cette courbe et de la courbe C, nous allons
devoir élever au carré ces expressions. Nous devrons ensuite en éliminer les termes en
Y1, Y2 et y3 (qui sont toujours des termes quadratiques). Les termes y? seront bien sir
remplacés par F'(z;), mais nous devons trouver une maniere d’éliminer les termes en y;y;.
Dans le cas des courbes de genre 2, on éliminait le terme y;y, en utilisant la derniere
coordonnée &;. Dans le cas présent, nous allons devoir exprimer les termes y vz, y1y3 et
1oy3 en fonction des a; et des ¢;. Nous allons pour cela nous servir de by et b; puisque ce
sont les seuls termes comportant des y;. Dans cette optique, on pose

Hy = —fra}+ frasa, — feal + 3fras + 2fsas |

Hy = —fra}+3fraa} — fea} — fra3 — frasar +2feaza1 — fsa? + 2f5a5
Hy = fra903 — 2fra301 + feasa? + frasaz — feas + fsa2a1 — 3fsa3

H; = fm%af - f7ai’a3 + frarazaz — f7a§ + fﬁagal - f6a3a% + fsag — fsazay ,

de telle sorte qu’on ait

(Zobg = Cy — H() y
albg + 2a0b0b1 = C1 — H1 y
CL()b? — (J,ng = C9 — Hg,

albf + 2@2b0b1 + a3b(2) = C3 — H3 .

Les termes 192, %1y3 et yoys apparaissent dans les expressions de b2, byb; et b?. 1l suffit
alors de résoudre un systéme, aprés avoir pris soin de remplacer les y? par F(z;), pour
obtenir le résultat suivant :

2(x3—z2)(z1—23)Y1Y2 1 [/ ziz2(z2—x1) (z2+21)(T2—21) T2—21 (co—Ho)d2—aoboo
2zz—z2)(z2—z1)y1y3 | = — | zi1z3(z1—z3) (z1+z3)(z1—23) z1—x3 (c1—H1)862—(a1boo+2aobo1) ,
2(xz1—z3)(z2—r1)Yy2y3 zoz3(r3—x2) (z3+z2)(x3—z2) T3—T2 (ca—H?2)6% —(aob11—a2boo)

ol by (resp. by, bi1) désigne la partie de §2b3 (resp. 0%byby, 62b?) ne comportant pas les
termes en Y1y, Y1ys et Yays :

boo = (x5 — 22)° F (1) + (21 — 23)" F (22) + (21 — 22)” F (23)
by, = (:vg — x%) (x5 — z2) F (z1) + (xf - :vg) (x5 — 1) F (z2) + (x% - x%) (xg — z1) F (z3)
by = (23— x§)2 F(21) + (27 - m§)2 F (z2) + (27 — mg)Q F (x3)

L’intersection de la courbe définie par ’équation (dX — A)Y = G(X) (aX + b) et de la
courbe C est alors donnée par

(dX — A?F(X) = G(X)*(aX +b)* .

Autrement dit, une fois éliminés les éléments d’ordre 2, 'intersection est composée des
solutions de 1’équation

(dX — A)’H(X) — G(X)(aX +b)*=0 .
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Dans (dX — A)? ainsi que dans (aX + b)?, on remplace les y? par F (z;) et les y;y; par les
valeurs exprimées ci-dessus. Posons alors

L= (dX — A?H(X) — G(X)(aX +b)? .

Grace a ces substitutions, L ne contient plus de termes en y;. De plus L est un polynome
symétrique en x,, Ty, x3 et de degré 6 en X.

Nous allons maintenant exprimer le fait que x,,x, et x3 sont les abscisses de points
appartenant a I'intersection de la courbe définie par (dX — A)Y = G(X) (¢ X + b) et de
la courbe C. Nous posons pour cela

(dX — A2H(X) — G(X)(aX +b)?

N =X oo (X —2) (X — 29)

Cette fraction rationnelle est donc un polynome. De plus N est linéaire et symétrique
en ry,xs,x3 et de degré 3 en X. En exprimant ce polyndme symmétrique en x;, x5 et
x3 a ’aide des fonctions symétriques élémentaires a;, on obtient un polynome linéaire en
ag, a1, Gz, a3, Co, C1, Ca, c3 de degré 3 en X.

Les racines de ce polynome définissent alors les abscisses des trois derniers points d’in-
tersection entre la courbe C et la courbe définie par I’équation (X — )Y = M (X). La
somme de ces trois points est donc un diviseur définissant une classe de diviseurs de 7 (k)
qui n’est autre que la somme des éléments X et A. Il ne parait cependant pas aisé de
calculer explicitement ces racines. Toutefois, notre but n’est pas de trouver ces racines
mais de trouver les coordonnées de cet élément dans la variété de Kummer. Or, et c’est
ici qu’apparait 'un des avantages de la variété de Kummer, les 4 premieres coordonnées
dans la variété de Kummer sont données, au signe pres, par les coefficients du polynome
obtenu. Si I'on note &(X) la i®me coordonnée de X dans la variété de Kummer, on peut
écrire

8
fi(X+A)=Zwij &(X) pour i =1,2,3,4 .
j=1

Les valeurs des w;; sont données dans I’appendice C et disponible sur le site ftp
ftp://megrez.math.u-bordeaux.fr/pub/duquesne/.

Reste a calculer les quatre dernieres coordonnées. Comme dans le cas des courbes de genre
2, lorsqu’on additionne un élément d’ordre 2, on peut inversement exprimer les &;(X) en
fonction des &(X +.4) aI’aide des mémes coefficients. Autrement dit, les w;; forment une
matrice 8 X 8, notée W, dont le carré est une matrice scalaire. Il existe donc une constante
c telle que W2 = ¢ Iz. Cependant, nous allons maintenant voir que, dans ce cas, cette
propriété n’est pas suffisante pour calculer de maniére unique les lignes manquantes.
Regardons désormais la matrice W comme une matrice par blocs de dimension 4 x 4 :

“n:(g g).
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Les matrices A et B sont connues et B est inversible. Le carré de W étant une matrice
scalaire, on obtient les relations suivantes:

A’+BC = c1,, (I11.4)
AB+BD = 0, (IT1.5)
CA+DC = 0, (I11.6)
CB+D? = ¢, . (IT1.7)

Les équations (IIL.5) et (IIL.7) permettent de calculer respectivement les matrices D et C
en fonction des matrices A et B :

D = -B !AB,
C = ¢cB'-B 'A%

De cette facon, D est définie de maniére unique mais C dépend de la constante c. D’autre
part, on vérifie facilement que ces matrices vérifient les équations (II11.4) et (IIL.6). La
condition sur le carré de la matrice W, qui était suffisante dans le cas des courbes de
genre 2 n’est donc pas suffisante ici. Afin de déterminer la constante ¢, nous utilisons le
fait que si Wy (resp. W) désigne la matrice de 'addition d’un élément d’ordre 2 A,
(resp. As), alors il existe une constante C telle que

Wi(Az) = CWa(4,) ,

puisque ces deux termes donnent les coordonnées dans la variété de Kummer de A; + As.
Si de plus W12 = ¢1I5 et Wo? = ¢,15, cette équation donne 8 relations sur les lignes de
la matrice W. Les 4 premieres relations ne dépendent pas de c; et de ¢, et permettent de
déterminer la constante C'. Les quatres dernieres relations permettent alors de déterminer
c; et cy. Cela nous permet finalement de montrer que la constante c est égale au coefficient
dominant f; multiplié par le résultant des polynomes G(X) et H(X). La matrice W de
I’addition d’un point de 2-torsion est ainsi complétement déterminée et ses coefficients sont
donnés dans ’appendice C et disponible par ftp. Comme nous I’avons déja vu dans le cas
des courbes de genre 2, le passage a la variété de Kummer ne permet pas de distinguer
I’élément A de I’élément —A et il est donc impossible de savoir si on a calculé A + B ou

A — B. Cependant les & (A+ B)§;(A— B) + & (A — B)§;(A+ B) peuvent étre déterminés.

I11.2.2 Les formes biquadratiques

On s’intéresse désormais au calcul explicite des expressions
§i(A+ B)Ej(A — B) + &i(A = B)E;(A+ B).

Le corps de base est k(fo,- - ., f7). Le principe est le méme que pour les courbes de genre
2 : on calcule ces expressions pour un élément d’ordre 2 puis on en déduit la formule dans
le cas général en utilisant le fait que les produits des coordonnées de B sont (presque)
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indépendants sur k(fy, ..., f7). Soit donc B = {[f1, 0], [0, 0], [#3, 0]} un élément d’ordre 2.
Notons s = 01 + 0y + 03,b = 60105 + 0,03 + 0205 et p = 0,6,03 les fonctions symétriques
élémentaires, les coordonnées de B dans la variété de Kummer s’écrivent

ag = 1,

a = s,

as = b,

a = P,

co = —[fr*+ fibs — fos* + 3frp+ 2feb

c1 = —frs* 4+ 3f1bs® — fos® — fib® — fips 4 2febs — fss® +2f5b

ca = f1bs® —2f7b%s + febs® + f1bp — feb® + fsbs — 3fsp
cs = [fib*s* — faps® + fipbs — f1b® + feb®s — fops® + fsb° — fsps .

Nous devons, dans un premier temps, exprimer les produits deux a deux de ces coor-
données en fonction de s, b et p en tenant compte de la remarque suivante :

Remarque : Les coordonnées sont des fonctions symétriques en 6;, 65 et 63 mais comme
nous n’allons pas utiliser trés longtemps ces notations (puisque nous travaillerons plutot
avec s, b, et p), nous devons exprimer le fait que nous avons choisi trois zéros distincts de
F(X). On introduit pour cela les polynémes

01F (63) — 0, F(6,) — OsF(02) + 03 F(0,) — 6, F(03) + 02 F(05)

Fi(61,65,05) = (61 — 62) (02 — 05) (05 — 6:)

Fy(0,,60,,05) = w

F3(61)62a03) = F(63)

Ces polynomes sont symétriques en 6, 0, 03 et doivent étre nuls. On peut donc réduire
un polynome symétrique en 6, 65, f3 modulo ces polynémes. On obtient alors un po-
lynome symétrique en 6;, 65, 5 de degré au plus 4 en chaque variable étant donné que
Fi(61,6,,05) est de degré 5 en chaque variable. Autrement dit, les polynémes en s, b, p
que nous considérerons peuvent tous s’écrire comme des formes linéaires en les s'b/p* avec
i+j+ k<4

Contrairement au cas des courbes de genre 2, les produits deux a deux des coordonnées de
B ne sont pas linéairement indépendants en raison de I’équation (IIL.3). Celle-ci permet en
effet d’exprimer (par exemple) le produit agcs en fonction des autres produits. Cependant
cette restriction n’est pas valable seulement pour les éléments d’ordre 2 mais également
pour tous les éléments de la jacobienne. On peut donc choisir de ne pas tenir compte
du produit agcz et lorsqu’il intervient de le remplacer en utilisant ’équation (II1.3). Les
autres produits sont linéairement indépendants, de telle sorte que toute forme linéaire en
les s'bp* avec i 4 j + k < 4 peut s’écrire de facon unique a 1'aide des 35 produits deux &
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deux des a; et des c¢; excepté le produit agpcs.

Soit désormais A = {[z1,y1], [2, Y2, [23, y3]} un élément quelconque de la jacobienne.
Si W désigne la matrice de ’addition par le 1’élément B d’ordre 2 obtenue au para-
graphe précédent, les formes biquadratiques recherchées sont projectivement équivalentes
a 26, (W(A))E;(W(A)). Ces expressions sont des formes quadratiques en les coordonnées
de A dans la variété de Kummer. Le coefficient associé & un produit &(.A)¢,,(A) s’exprime
alors a 'aide des coefficients de la matrice W. D’apres la remarque précédente, on peut
écrire ces coefficients comme des formes linéaires en les s'b/p* avec i + j + k < 4. Si l’'on
élimine le produit agcs, ces formes linéaires peuvent s’écrire de fagon unique en fonction
des 35 produits deux a deux des a; et des ¢; car ces 35 produits sont indépendants sur
k(fo,..-, fr). En d’autres termes, ces coefficients s’écrivent de fagon unique comme des
formes quadratiques en les a; et les c;. Cette unicité nous permet alors d’en déduire que
ces formules seront encore valables pour un point B quelconque. Il existe un moyen simple
de vérifier que nous n’avons pas fait d’erreur : les formes biquadratiques ainsi obtenues
sont symétriques en A et B ce qui n’est pas évident au vu de leur construction. En effet,
les &(A)En(A) et les &§(B)E,(B) apparaissent de maniére complétement indépendante
dans ces calculs, or ils sont censés jouer un role similaire. On peut désormais énoncer le
théoreme suivant :

Théoréme XV Il existe des polyndmes explicites B;; biquadratiques en &;(A), &(B) tels
que, projectivement, on ait

(fi(A + B)gj(A - B) + fi(A - B)fj(A + B))1<i,j<8 = (ZBij(Aa B))1<i,j<8 :
Si, de plus, les coordonnées sont normalisées de telle sorte que & (A) = & (B) = &(A+
B) =1, alors les coefficients des B;; sont dans Z[f, ..., fzl.

Le programme Maple qui permet de calculer ces formes biquadratiques est donné dans
I’annexe B.3 et est disponible par ftp ainsi que les expressions de ces formes.

I11.2.3 Conclusion et perspectives
1 Théorie des hauteurs

Comme dans le cas des genres 1 et 2, ces formes biquadratiques permettent d’élaborer
une théorie des hauteurs pour les courbes hyperelliptiques de genre 3 définies par un
polynéme de degré 7. On définit dans ce cas une hauteur de Kummer Hy sur J (k) par

Hi(X) = H([ao(X), 01(X), a2(X), a3(X), co(X), e1(X), €2(X), c3(X)])-

Les résultats des paragraphes I11.2.1 et I11.2.2 permettent de démontrer que Hy définit une
fonction hauteur dans J(k), c’est a dire qu’elle vérifie les trois propriétés énoncées dans
le théoreme XIV. Nous n’avons cependant pas encore calculé explicitement les constantes
C7 et Cy qui interviennent dans ces propriétés car il est fort probable que leur taille les
rende inexploitables en pratique. Notons tout de méme que cela permettrait d’écrire un
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algorithme pour le calcul du sous-groupe de torsion de J (k). Nos espoirs reposent sur
une version équivalente de la méthode que Flynn emploie pour améliorer la constante Cs
dans le cas des courbes de genre 2.

2 La descente infinie

Cette théorie des hauteurs devrait aussi nous permettre théoriquement d’étre en me-
sure d’effectuer une descente infinie sur de telles courbes, c’est a dire de retrouver 7 (k)
a partir de J(k)/2J (k).

Cette méthode était cependant déja peu convaincante dans le cas des courbes de genre
2 en raison, une fois de plus, d’une constante Cy trop grande. Flynn avait alors utilisé
I'isogénie de Richelot pour calculer une meilleure borne Cs. Cette méthode ne s’applique
malheureusement pas telle quelle pour les courbes de genre 3. En effet, Flynn utilisait le
fait que I'image de la jacobienne de la courbe initiale par cette isogénie était la jacobienne
d’une courbe facilement exprimable. Dans le cas des courbes de genre 3, on ne peut méme
pas affirmer que cette image soit la jacobienne d’une courbe hyperelliptique (puisqu’en
genre 3 toutes les courbes ne sont pas hyperelliptiques). Il nous a donc fallu avoir une
nouvelle approche. Pour le moment, nous avons réussi a calculer les matrices Wy et Wi,
mais nous n’avons encore pas pu trouver la matrice W; telle que, comme dans le cas des
courbes de genre 2,

[2] = WlTWQTW?, y

ou [2] désigne la multiplication par 2 sur la variété de Kummer.

L’application 7WyTW3 a le méme degré et le méme noyau que la multiplication par 2.
Son espace d’arrivée n’est malheureusement pas K. Il reste donc a trouver la matrice W,
pour que l'application Wi7WymWs3 ait son image dans /. Autrement dit, si ’'on multiplie
I’application 7W57W3 par une matrice inconnue, le résultat doit vérifier les 27 équations
qui définissent la variété de Kummer K. Bien qu’il ne s’agisse que d’un systéme linéaire,
les calculs sont bien trop complexes. Certaines astuces nous permettront cependant cer-
tainement de résoudre ce probleme prochainement.

3 Généralisations

D’autre part, ce travail fait sur les courbes hyperelliptiques de genre 3 définies par un
polyndéme de degré 7 est probablement généralisable au degré 8. Stubbs propose dans ce
cas de nouvelles fonctions ¢, pour définir la variété de Kummer:

¢y = o+ fs (2a0a] — al —a3)

g = a+fs (4(12@1 al — 3a2%a; — 2aza} + 2a3a2) ,

dy = e+ fs (axa] — 2a1 + a3 + 2aza001 — a3)

s = 3+ fs (a2a1 — aza] — 2a3a; + 2aza,0? + aza’ — agal)

De nouveaux problémes se posent toutefois mais ils semblent surmontables. Ce ne sera
par contre certainement pas le cas des quartiques planes lisses (toute courbe de genre 3
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est soit une courbe hyperelliptique soit une quartique plane lisse). Enfin ces méthodes
sont théoriquement applicables aux courbes hyperelliptiques de genre 4 mais les calculs
deviendront probablement infaisables avec les moyens actuels.



Annexe A

Tables des points entiers sur les
courbes elliptiques définie par un
“simplest cubic field”

Les tables qui vont suivre donnent les calculs que nous avons effectués pour les courbes
elliptiques définies sur Q par un “simplest cubic field”, c’est a dire par I’équation

v =2 +mz®—(m+3)r+1,
oll m est un entier positif tel que m? + 3m + 9 soit sans facteur carré.

Pour les valeurs du parameétre m inférieur a 1000, nous avons calculé un systéme de
générateur du groupe de Mordell-Weil de ces courbes E,, a ’aide du programme mwrank
développé par Cremona [Cre]. Nous avons ensuite appliqué la méthode des formes linéaires
de logarithmes elliptiques exposée au paragraphe 1.4 pour calculer tous les points entiers
de ces courbes.

Pour plus de clarté, nous avons choisi de présenter ces résultats par rang.
Notons que dans certains cas, le programme mwrank n’a pas pu conclure, nous avons
alors utilisé la conjecture de Birch et Swinnerton-Dyer pour traiter ces cas. Ils sont in-

diqués par une étoile dans les tables.

Enfin nous n’avons écrit que les points entiers ayant une ordonnée positive. Il faut donc
y rajouter leurs opposés.
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A.1 Cas des courbes de rang 1

Lorsque le parameétre m définit une courbe E,, de rang 1, les théoréemes IV et V
donnent la base du groupe de Mordell-Weil (le point [0, 1]) ainsi que tous les points en-
tiers sur F,, (le point [0, 1] et son double si m est impair). Il était donc inutile de reporter
ici les tables dans leur intégralité. Nous donnons simplement la liste des parametres m
définissant un “simplest cubic field” et dont la courbe elliptique F,, associée est de rang 1.

1,2,4,7,8,10,13,14,16,19,20,22,28,31,32,34,35,37, 38,40
, 43,46 ,47,49,50,52,53,56,58,61,62,65,68,70,73,74,76,77,79, 80,
82,86 ,8%,89,91,92,94,97,98,104, 106 , 107,109 , 110, 112, 115, 116, 119 ,
121,122,124, 125,128 , 131, 134, 140, 145 , 148 , 155, 158 , 160 , 161 , 164 , 167 ,
170%, 172, 173 , 175, 178 , 182, 184*, 185, 190 , 193, 196 , 197 , 199 , 200 , 202 , 203 ,
205, 206 , 208 , 209 , 211, 212, 214, 215, 217, 221 , 224, 226 , 232, 233 , 238 , 239 ,
241, 244 , 245 , 247, 251, 253, 254, 256 , 257 , 259 , 260 , 262*, 265 , 266 , 268 , 272 ,
278 , 280%, 281 , 284*, 289 , 290*, 293 , 295 , 296 , 298 , 301*, 302 , 304 , 310*, 313*, 314 ,
316 , 317, 319, 320, 322, 323 , 325, 326 , 328 , 331 , 332*, 334%, 337, 338 , 340 , 343 ,
344 , 346 , 349 , 352*, 353 , 355 , 361 , 362, 364 , 367 , 368 , 370%, 373, 376, 379, 380 ,
382*, 383 , 385 , 386 , 388 , 392, 394 , 401 , 403 , 409 , 410 , 412%, 413 , 415 , 416 , 418*,
421,422 , 424 | 425 | 427*, 430 , 431 , 436 , 437 , 442*, 443 , 445 , 448 , 449*, 451 , 452
454*, 455 | 460*, 463 , 464 , 466 , 467 , 469 , 476 , 478 , 481 , 484 , 485 , 487 , 488 , 490 ,
493 | 496*, 497 , 502*, 505%, 506 , 508 , 509 , 514*, 518 , 520 , 521 , 524*, 526 , 527 , 529 ,
530 , 536 , 539 , 541 , 547*, 550 , 551 , 553 , 554 , 556*, 560*, 562 , 563 , 566 , 568 , 569 ,
572, 574 , 581, 586 , 587, 589 , 590 , 592 , 595 , 596 , 598 , 599 , 601 , 604 , 605 , 608 ,
610, 613 , 614*, 620 , 622 , 623 , 628 , 631, 632, 634 , 635 , 638 , 640 , 643 , 646*, 647 ,
650 , 652 , 656 , 658 , 659 , 661 , 662 , 664 , 665 , 667 , 670 , 673 , 674 , 676 , 677 , 679 ,
680 , 682*, 685 , 686 , 688 , 689 , 692 , 694 , 695 , 697 , 700 , 703 , 706 , 707 , 713 , 715 ,
718,721,725, 728 , 730, 731, 733, 734*, 736 , 739 , 743 , 746 , 748*, 749 , 751 , 752 ,
754 , 755 , 757, 760 , 761 , 763 , 764 , 766 , 767 , 769 , 770 , 772*, 775 , 778 , 779 , 781 ,
782, 785, 787, 788 , 790 , 794*, 797 , 799 , 802 , 805*, 811 , 812, 814 , 817 , 818 , 820",
821, 823, 826 , 827 , 829 , 830%, 832*, 833 , 836 , 841 , 842*, 847 , 850 , 851 , 853 , 854,
857 , 859 , 860 , 862 , 863 , 865 , 866 , 868 , 869 , 871 , 872, 877 , 881 , 883 , 884 , 886 ,
889 , 890 , 892*, 893 , 895*, 896 , 898 , 901 , 902 , 905 , 907 , 908 , 910 , 913 , 916 , 917,
919, 920, 922*, 925, 929 , 931 , 932, 935 , 937*, 940 , 944*, 946 , 947 , 949 , 950 , 952 ,
953 , 955 , 962*, 964*, 965 , 967 , 968 , 971*, 973 , 974, 976 , 979 , 980 , 986 , 988 , 994 ,
997 , 998 , 1000
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A.2 Cas des courbes de rang 3

points points
m Générateurs dans dans
Eyy(2) E°(2)
11 [-1,5] [-12,5] [-1,5] [2, 5] [38,265]
[0,1] [-9,17] [0,1] [6,23] [3170, 178789]
[2,5] [—4,13] [26,157]  [7502, 650255]
[30,191]
17 [—12,31] [—12,31] [3,11]
[—4,17] [—4,17] [35,251]
[0,1] [0,1] [83,829]
23 —1,7] [—24,7] [-L,7] 12,7] [146, 1897]
[0,1] [—16,47] [0,1] [14, 83]
[2,7] [-9,37] [42,337]
25 -8, [~12,47] [3,13]
[0,1] [0,1] [51,443]
[3,13] [171,2393]
26 [—24,43] [—24, 43]
[-16,55] —16, 55
[0,1] [0,1]
29 [—28,41] [—28, 41] [11, 67]
[—4,23] [—4,23] [227, 3631]
[0,1] [0,1]
44 [—40, 91] [—40, 91]
[—16,89] [—16,89]
[0,1] [0,1]
55 [0,1] [~12,83] [6,43]
[6,43] [0,1] [126, 1693]
[126,1693] [786,22793]
59 [—1,11] [-60,11] [—1,11] [2,11] [902, 27961]
0,1] [—36,179] [0,1] [42,419]
[2,11] [—25,151] [86,1033]
61 | 155, 5] [24,157]
[—24,157] [0,1]
[0,1]
67 [0,1] [—57,191] [6,47]
[10,13] [—9,73] [1158,40529]
[6,47) [0,1]
71 [—52,235] [—52,235] [14,125]
[—4,37] [—4,37] [1298, 48025]
[0,1] [0,1]
83 [-1,13] [—84,13] [-1,13] [2,13] [1766, 75937]
[0,1] [—49,293] [0,1] (62, 743]
[2,13] [—36,253] [114,1597]
85 [0,1] [—24,193] [3,23]
3,23] [0,1] [1851,81443]
95 [—4,43] [—84,293] [30,331]
[0,1] [—4,43] [2306, 112993]
[5,%] [0,1]
101 [0,1] [—40,319] [3,25]
[3,25] [0,1] [2603, 135355]
(58,4521
113 [_E4, 47] [—84,463] [35,421]
[0,1] [—4,47] [3251,188557]
[5,4] [0,1]
118 [—96,463] [—96,463]
[0, 1] [0,1]
(1358 gk
127 [—60,499] [—60,499] [186, 3287]
[-§,397] [0,1] [4098,266369]
[0,1]
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points points
™m Générateurs dans dans
Eqq(7) E%(Z)
130 [—72,557] [—72,557]
11 2[0,12]1 1 [0, 1]
[ 106 5 2 66496 ]
133 [—24,257] [—24,257] [4491, 305387]
0,1 0,1
[Ln[ ,351611] [0,1]
41 °> 9261
136 [-1%2, 18] [0,1]
[0,1]
[%.%8]
137 [0,1] [—40,401] [3,29]
[% ,267;#] [0,1] [4763, 333409]
3
142 [* 32849 ’ %égﬁgg] [772’ 611]
[0,1] [0,1]
(2. 18]
146 [—40,419] [—40,419]
[~ for1+ ‘eront ) [0,1]
0,1
149 [—136,511] [—136,511] [11,133]
[—16,191] [—16,191] [5627,427651]
[0,1 [0,1]
151 0,1 [0,1] [66,967]
[[;TZ s ﬁ]] [5778,444905]
)
157* [—12,151] [—84,727] [0,1] [3,31]
[0,1] [—60,599] [6243,499439]
[3,31] [-12,151]
163 [—156,443] [—156, 443] [6726,558257]
[—36,413] [—36,413]
[0,1] [0,1]
166 | [~ 4338t oepleres [24,293]
[—24,293 [0,1]
[0,1]
169 [—168,239] [—168,239] [7227,621521]
[—144,737] [—144,737]
[0,1] [0,1]
176 [0,1] [—88,835]
(3. 4°] [0,1]
(352, 5]
179 [-1,19] [-180,19] [-1,19] [2,19] (8102, 737281]
[0,1] [—100, 899] [0,1] [146,2627)
[2,19] [—81,811] [222,4441]
181 [—96, 895] [—96,895] (8283, 762035]
[- %, 1?23781} [0,1]
0,1
187 [0,1] [—177,589] [18,251]
[42,227] [—9,127] [8838,839609]
[18,251] [0,1]
191 [—161,6551] [—28,365] [6,77]
[0,1] [0,1] [9218,894145]
[6,77]
194 [0,1] [0,1]
497 29401
(i)
218 [* %0’ 111{1096739] [78[% 11?13]
9 100 ’
[3,75°]
220 [_ 322 ’ 21:36133719} [O, 1]
[_f) ,?}
)
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points points
m Générateurs dans dans
Eqg(Z) E°(7)
223 [0,1] [—33,463] 6, 83]
[%, 12415{71] [0, 1] (12546, 1417697]
6,83
227 [—4,67] [—172,1291] [66,1123]
[0, 1 [74, 67] [12998, 1494769}
(5-%] [0,1]
229 | [ 52,724] [0,1] [75, 1301]
[0,1] [13227,1534331]
[75,1301]
230 | [- &% 1553 [0,1]
S’LO’I%ll
(5.1
236 [0,1] [0, 1]
57 2995
[ﬁ’ 64 ]
[% s 2668327 ]
242 [764, 863] [764, 863}
[0,1] [0,1]
[83.8%]
64°512
248 [788, 1123] [788, 1123]
[_ %’ 2102257] [O, 1}
[0,1]
263 [-1,23] [—264,23] [—1,23] [2,23] [17426, 2317657
[0,1] [—144,1583]  [0,1] [222, 4883]
[2,23] [—121,1453] [314, 7537]
274 | [ 12, a4 [0, 1]
[-%.2880)
[0,1]
275 | [—12,203] [—12,203] [26, 443] [19046, 2647393]
[—5.232] [0,1] [3770,239771]
[0,1] [12630, 1434769)
277 [-120,31219] [—84,1177] [3,41]
[0,1] [0,1] [19323, 2705219]
3,41]
283 [0,1] [0,1] [174,3713]
Eﬁ, %%] [20166, 2883737]
3
287 | [~ 2,123 [71?9, 1}633] [20738, 3007009]
0,1 0,1
[,52) ’
292 [7240, 1751} [7240, 1751]
[0,1] [0,1]
[% 2 38057168941 ]
305 [0,1] [—112,1567] [3,43]
[3,43] [0,1] [23411, 3605293]
451 64853
R [=57,911] 6, 7]
30 0,1 57,911 6,9
[6,97] [0,1] [23718, 3676289]
[10126 3782843 }
441 °* 9261
308 | [-%, %55 [0, 1]
0,1
5 g
311 [—1,25] [-312,25] [—1,25] [2,25] [24338, 3821065]
[0,1] [—169,2027]  [0,1] [266, 6383]
[2,25] [—144,1873] [366,9517]
329 [0,1] [0,1] [35, 659]
[35, 659] [627,19381]
[627,19381] [27227, 4519681]
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points points
m Générateurs dans dans
Eqq(Z) E°(Z)
341 [ 3516 304277 [—28,505] [11,197]
[0,1] [0,1] [29243, 5029795)
[11,197]
350 [* 10209(J610511()f82 13 2 ’ 19176716067()789688151628123 ] [724’ 443]
[24,443] [0,1]
[0, 1]
358 [Jf—g,ﬁ#] [0,1]
359 [- 208, 11753] [0,1] [114,2471]
[0,1] [32402, 5864761]
[114,2471]
365 [~ 202 54133] [-112,1793] [3,47]
[0,1] [0,1] [33491, 6162343]
[3,47]
371 [ $5c8 - 1153553°] [—24,457] [14,265]
[0,1] [0,1] [34598, 6469825)
[14, 265
377 [-12,239] [-12,239] [35,701]
- % , %53719] [0,1] (35723, 6787369
9
389 [-376,1409] [-376,1409] [27, 541]
[—16,319] [—16,319] [38027, 7453291]
[0,1] [0,1]
391 [—84,1483] [84,1483] | [34146,6345737]
105£0,2 gw [0,1] [38418, 7568345]
[W’ 2197 ]
395 [-60,1109] [-60,1109] [1890,90341]
[- ZE_E , 11;}’%] [0,1] [39206, 7801993]
9
400 [— 432388 145 | [—192,2783]
[0, 1] [0,1]
[4.28°]
406 [~ somaget » Hotiansess | [—168,2605]
[0,1] [0,1]
[2.201]
407 [0,1] [-385,1849] [18,361]
(26,499 [—25,499] [41618,8531689]
(18,361 [0,1]
428 [- 10 2155830 ] [—24,493]
[—24,493] [0,1]
[0, 1]
434 [0,1] [0,1]
105 , 4423
o} sn
440 (-2, 210200820 [—40,811]
[—40,811] [0,1]
[0, 1]
442 [7 12225;;16‘;24470698 08’ 33125‘17767723655182568722777 ] [0’ 1]
[_[?) ; ?]
9
457 [-240, 3551] [-240,3551] | [52443,12061889]
[ 64592 24023539 ) [0,1]
441 ° 9261 ’
[0, 1]
458 [740, 829] [740, 829]
[~ %% —1%%32?7] [0,1]
9
461 [—12,265] [—12,265] [35, 769]
[0,1] [0,1] [53363, 12380215]

[75609 1422169011
8464 ° TT78688
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points points
™m Générateurs dans dans
Eqq(7,) E(Z)
470 -3 438 [0,1]
[0,1]
i -
472 0,1 0,1
721 93617
[329097 197%65883]
475 [—57,1177] [—57,1177] [66646, 13538393]
[_ 1033676 3616532207] [0 1]
27225 ° 4492125
})
479 [—1,31] [—480,31] [—1,31] [2,31] [67602, 13882081]
[0,1] [—256, 3839] [0,1] [422,12659]
[2,31] [—225,3601] [546,17473]
491 [0,1] [—465, 2419] [18,395]
[[g%]] [—?5, 5]51] [60518,14947945]
18,395 0,1
494 [—16,361] [—456, 2851]
[0,1 [—16,361]
4,3 [0,1]
499 [0,1] [0,1] [30, 679]
[30,679] (62502, 15688001]
[12¢5 70807]
503 [0,1] [—33,727] [14,307]
[ fg[gia, 15’%%33 ] [0,1] [63506,16067017]
)
511 (3283 2555480] [0,1] [102,2515]
[0,1] (65538, 16843265]
[102,2515]
512 | [ R, e 0.1
[11240 14373000]
1‘2‘%‘55’ 133%%
517 [ i) 281] [—12, 281] [67083, 17441579]
[0,1] [0,1]
286569 7089629
523 [—108 2213] [—108, 2213] [68646, 18053897
[- 437{07 1101525917] [0,1]
})
532 [—504, 2717] [—504, 2717]
[0, 1] [0,1]
[796074721 81638278341983]
18714276 ' 80957957976
533 [—4, 103] [—444, 4217] [147,3823]
[0,1] [—4,103] [71291,19105987]
[3,100] [0,1]
535 [— 255, 46567] [0,1] [66, 1607]
[0,1] [71826,19321193]
[66,1607]
538 [0,1] [0,1]
[105 20201
[432;? ,986548743]
542 [—280, 4549] [—280, 4549]
[0,1] [0,1]
[3%45 ’471041]
545 [—40,911] [—40, 911] [74531, 20421493]
(- 482 i) 0,1
[0,1]
548 [-32.288] [0,1]
[0,1]
716233 3283579531
(G ]
557 - fgfs, Zfllggig] [0,1] [555, 18499]
[_[§ , 82]_77] (77843, 21796039]
0,1
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points points
m Générateurs dans dans
Eqy(Z) E°(2)
559 [—33,769] [-33,769] (78402, 22030961]
[0,1] [0,1]
[m 108359
16 64
571 [—564, 1597] [—564,1597] (81798, 23476025]
[—36,845] [—36,845]
[0,1] [0,1]
575 [—4,107] [—444,5107] [158, 4267]
[0 1] [—4,107] [82946, 23971393]
[5.18] [0,1]
578 [0,1] [0,1]
465783623
583 [0,1] [-105,2309] [6,133]
[6,133] [0,1] [85266, 24982937]
[233t. 5]
584 = —wg[z : —11;;3;67] [0,1]
[m ,69919
16 > 64
616 [-504,5363] [—504,5363]
_ 99672408 47354682995765 [0 1]
[ 147306769[’01757862255353] ’
617* [0,1 [—220,4399] [3,61]
(3,61] [—52, 1249] [11,263]
[11,263] [0,1] (95483, 29599729]
619 [0,1] [-96,2209] [6,137]
6, 0,1 96102, 29887721
741:1 1725]89 [ ’ ] [ ’ ]
[10 > 1000 ]
625 [ 110684 120143261 [0,1] [97971,30762893]

’
[8809 2748221 ]
144 > 1728

626 [~ 616, 2045] (616, 2045]
(- 72354,91;29} [0,1]
[0,1]
637 24, 607] [24,607] [101763, 32564150]
[0,1] [0,1]
[%’4162051]
641 [—4,113] [532, 5585] [147,4115]
[0,1] [—4,113] (103043, 33179845]
(5,42 [0,1]
644 [0, 1] [304, 5623
(3,38 [0,1]
st T
649 [~ o0 5163 [0,1] (105627, 34434401]
0
653 [28,713] [28,713] [106931, 35073367]
[- 8864 5181540 [0,1]
184fd f]9507 )
b
655 [12,317] [12,317] [107586, 35395793]
[0,1] [0,1]
[102 131891
(=264, 5323] 264, 5323]
668 264,
[0,1] [0,1]
107793 41820281
[195528, 028 ]
4 2 512
671 [~ 364, 6397] (364, 6307 [1470, 68011]
[0, 1] [0,1] (112898, 38046625]
[1470, 68011]
683 [=1,37] [<684,37] [=1,37] | [2,37]  [116966,40119337]
[0,1] [~361,6497]  [0,1] | [614,22103]

[2,37] [—324,6157] [762, 28957]
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points points
m Générateurs dans dans
Eqg(7) E(Z)
698 [—184,4187] [—184, 4187]
0,1 0,1
1801161[ 1;39}0648409 [ ’ ]
[ 2500 25000 ]
701 [~ 5810, M aEaessEe ™| (220, 4841] (3,65]
: 0,1 ] [0,1] [123203, 43367455]
3,65
704 [—688, 2839] [—688, 2839]
[—64,1633] [—64,1633]
[0,1] [0,1]
709 [~ 515585881° , 2145857037550 ) [0,1] [12633%, 41122213611}
) b
[51,1393]
710 e ] 0.1]
=5 )
t)
712 —24, 643 —24,643
_917053654994518824[ 878(;1492;2337135578735907293 [ [0,1] ]
[ 115438896848526001 38221ﬁ866025384636526289001 ] ’
t)
719 [9,253] [~633, 5909] [74,2071]
[0,1] [—9,253] | [129602,46786321]
ek val [0,1]
722 [_ 101445;;43101315605760916[’()461163i418091 7865301781529090109799711 ] [73([)81, 16]23 3}
) b
[4.°8]
724 [-288, 6031] [—288,6031]
[_ 840056 7016248331] [0 1]
88209[(’) 216}3198073 ’
t)
737 — 620 283547 [~72,1871] [11,287]
[0, 1] [0,1] [136163, 50380309]
[11,287]
745 (- TEEY . S [—264,5807] [3,67]
, [0,1] [139131, 52034993]
[3,67]
758 [240, 5479] [—240, 5479]
0,1 0,1
70409[2,56i26161 [ ’ ]
[31684’ 5639752 1
773 [-348,7193] [~348,7193] | [149771, 58111147
(- 5% [0,1]
[0,1]
784 —%,2?2#1 [0,1]
0,1
243548171049 18’2359644634324309
[ 405136384 8154585137152 ]
791 1] [0,1] [156818, 62256745]
78 9365
g
793 [-156, 3953] [~156, 3953] [3771,254753]
[-3%, 4338 [0,1] (157611, 62729177]
[0,1]
796 0,1] [336, 7225]
9,319 0,1
762049089 90156083984065 [ ’ ]
[ 17007376 * 70138418624 ]
800* [-112,2953] [-112,2953]
0,1 0,1
333079385 [41724}0315989531 [ ’ ]
[ 10045156 > 89075066696 ]
803 [16,463] [ 744,5767] [54, 1567]
[0,1] [-16,463] | [161606,65127217]
(16, %] [0,1]
806 [—480, 8689] [—480, 8689]
[0, 1] [0,1]
[ e
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points points
m Générateurs dans dans
Eqgq(2) E%(Z)
808 e [0,1]
104041 1’60974323
[ 2016 * 157464 ]
809 [4,127] [—628, 8479 [219,7009]
[0,1] [—4,127] [164027, 66594961]
[5.45] [0,1]
815 [0,1] [~ 145, 3769] [6,157]
6,157 [0,1] (166466, 68084593]
116242 40863061
[ 9 i 27 ]
824 (- %0, —11212239 ] [0,1]
b
[ 250
830" [74[0, 1%39] [[7 184, 469?]]
0,1 —40,1139
[ 53°] [0,1]
835 [-792,5257] [-792,5257] [174726, 73210193]
_ 4316 244711 [0 11
[ 9 0’ 1]27 ] ’
)
839 [-1,41] [-840,41] [-1,41] [2,41] [176402, 74265241]
[0,1] [-441,8819] [0, (762, 30479)
[2,41] [—400, 8401] [926,38893)
845 [- 28, 155701 [-72,2017] [11,307]
[0,1] [0,1] (178931, 75866743]
[11,307]
848 [—280, 6691] [—280, 6691]
0,1 0,1
[14‘323241[, .;9917;10160088709] [ ’ J
856 [—24,707) [—24,707]
[~ 5175 ] [0,1]
[0, 1]
875 [0,1 [-52,1507] [18,523]
[655, 150507 ] [0,1] (10626, 1139557
[18, 523 [191846, 84220393]
878 [—168, 4493] [~ 168, 4493]
_ 204360 619879831
[ 10201[7 1]030301 ] [0511
0,1
880 [—240, 6089] [—240, 6089]
- %0, ilééi‘%é%] [0,1]
)
899 [0,1 [0,1] [202502, 91328401]
45 2593
4 1905£1%i ,51; 1553725227 [ J
90 - : 0,1
Sl e ’
[ 484 ° 10648 ]
441240320185953 9985323445700210292553
[ 78423521764 > 219061879881834088 1
914 [—376, 8741] [—376, 8741]
[- 28 555] [0,1]
[0,1]
928 ~ g0 2] [0,1]
[0, 1]
[% 2 262517653 ]
934 [0,1] [0,1]
1651305 10763018843
[ 44944 > 9528128 ]
[%,4768053]
938 [~ %0 %as ] [0,1]
[0, 1]
[230945 1143374513]
200704 > 899015302
941 [—4,137] [-732,10615] [219, 7445]
[0,1 [—4,137] (221843, 104709895)
(5 4F7] [0,1]




A.2 CAS DES

COURBES DE RANG 3

points points
m Générateurs dans dans
Egy(7) B°(2)
943" [—129, 3697] [—660,11131] [0, 1] [42,1303]
[—24,743] [—129, 3697] [222786, 105377777
[0,1] [—24,743]
956 [0,1] [0,1]
657 43865
@,3338945
958 [—264,6973] [—264,6973]
[0,1] [0,1]
[M 441416687867
24 2 796416 ]
959 [0,1] [—73,2189] [14,421]
[ 129210[?4 25(32)2‘12]239 ] [0,1] [230402, 110823361]
})
961~ [—12,385] [—12,385] [75, 2399]
[-32,3365] [0,1] [291,10283]
[0,1] [231363,111516965]
970 [—792,10603] [—792,10603]
[_ 9522439344 5540083969000429] [0 1]
346146025 ’0 6f40046795125 ’
)
977 — 376 153809] [0,1] [203, 6959]
[0,1] [10131,1067747]
[203, 6959] [239123,117170269]
982 [—840, 10051] [—840, 10051]
[0, 1] [0,1]
% s 3938281
983 [—33,1033] [—33,1033] [242066, 119338537]
_ 28 22343 [0 1]
[ 121° 1331 ] ’
[0,1]
989 [7168, 4831] [7168, 4831} [245027, 121533391]
0,1 0,1
@[ 1,00]6019 [ ’ ]
[
991 [0,1] [—156, 4525] [6,173]
[6,173] [0,1] [246018, 122270945
(135550, g
995 [— 213 200739] [52,1613] [18,557]
R [0,1] [248006, 123754993]

[18,557]
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“SIMPLEST CUBIC FIELD”

A.3

Cas des courbes de rang 5

points points
m | Générateurs dans E,,(Z) dans E°(Z)
143 | [=33,353] | [-144,17]  [-4,53] 2,17] 846, 26603]
[-4,53] | [-124,557]  [=1,17] [6,67] [854, 26963]
[0, 1] [~ 105, 659] [0, 1] (30, 389)] 4182, 275027]
2,17] (81, 647] [90, 1369] (5186, 378577]
[6,67] [~64, 577] [114, 1823] [17342, 2293147]
[—33,353] [182, 3277] [414290,266705281]
[~28,307] 290, 6031]
347 | [=84,1373] | [=345,599]  [=12,229] [6,103] [14930, 1845349
[-12,220] | [-292,2189]  [—4,83] [26, 493] [30278, 5298649)]
[-4,83] |[-225,2501]  [0,1] [98, 2059]
[0,1] [~84,1373] [1190, 46649]
6,103 | [—64,1087] 5070, 373151]
19| [-L,20] | [-420,29]  [-33,659] 2, 29] 594, 18399]
0,1 |[-280,3319]  [-1,29] [6,113] 44102, 9305521]
[2,29] | [-225,3149]  [0,1] [14, 281]
[6,113] | [~196,2941] [366, 10247]
[594,18899] | [—64,1217] [482, 14461]
439 | [~105, 1931] [—408,2311] [42,911] [30090, 5257489]
[~9,197] [276, 3541] [54, 1189)] [48402, 10696841]
[0,1] [~105,1931] [222, 5699
[42,911] [-9,197] [270, 7181]
[270, 7181] [0,1] (966, 36203]
473 | [=60,1231] | [=456,1037]  [-4,97] 27, 593] (56171, 13368697]
[-16,353] | [-364,3823] [0, 1] [51, 1157]
[-4,97] | [-240,3679] [107,2567]
[0,1] [—60, 1231] 899, 33293]
[51,1157] | [-16,353] 2315, 122231]
611 | [-9,233] | [-612,35] [-184,3817] 2, 35] [1650, 78451]
[-1,35] |[-537,4655] [-9,233] [74,1925] 8502, 811615]
0,1 |[-324,5507]  [-1,35] 266, 7867] (03638, 28746865]
[0 23] | [_289,5203]  [0,1] [546,18563]  [1313274,1505337995]
2,35] | [-280,5111] [686, 24697]




Annexe B

Programmes Maple

Nous présentons ici les programmes que nous avons effectués a ’aide de Maple. Le
premier programme concerne le théoreme de préparation de Weierstrass et la méthode
de Chabauty elliptique. Les deux programmes suivants concernent la variété de Kum-
mer d’une courbe hyperelliptique de genre 3 définie par un polynome de degré 7. Ces
programmes sont également disponibles sur le site ftp

ftp://megrez.math.u-bordeaux.fr/pub/duquesne.

B.1 Le théoreme de préparation de Weierstrass

#This maple session computes the functions occuring in the explicit
#Weierstrass preparation theorem explained in chapter II.

#By the way, this program bounds the number of solutions of systems of
#two power series in two variables which is required for some cases for
#the elliptic curve Chabauty method.

#

#Main programs are wpt and ellcha2.

#

#For any given power series f in Z_p<n_1,n_2> modulo p~prec, wpt returns
#a polynomial g in n_1 with coefficients in Z_p<n_2> such that f=g*h
#where h is a unit in Z_p<n_1,n_2> (and so f(n_1,n_2)=0 implies that
#g(n_1,n_2)=0). The polynomial g is given modulo p~prec as a vector
#(the i-th component is the term of degree i-1). Moreover wpt returns
#the new precision to consider. In fact, one of the coefficients of f
#must be invertible modulo p. If this is not the case, f must be divided
#by p and f/p is then known modulo p~{prec-1}.

#

#The program ellcha2 bound the number of solutions of systems of two
#power series fl and f2 in two variables nl and n2 given with the
#precision p“prec. The user have to give the known solutions in n_2 with
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#their multiplicity in the resultant of the polynomials gl and g2
#(obtained by wpt). If the multiplicity is not known, the program
#will help you. The first result is the number of solution in n2 and
#the second result is the number of solution in nl for each known
#solution in n2 given in the entries.

with(linalg):
#We first want to compute the fonction hi in terms of the functions gi.
#For this we use proposition II.4.1. In this proposition, we need to
#compute a sum over s-uplet i_0,..,i_{s-1} such that i_O0+...+i_{s-1}=k.
#We represent those s-uplets by vectors.
#compnonnul gives the first non zero component of a vector v
compnonnul : =proc (v)
local i,s,t;
s:=vectdim(v):
t:=1:
for i from 1 to s do

if v[i]=0 then t:=t+1 else break

fi: od:

if t=s+1 then print("zero vector") fi:
t;

end:

#For any given vector v (with the sum of its coordinates equal to k),
#suivant gives vectors of the same form for which the first non zero
#component has been reduced of 1
suivant:=proc(v)
local W,c,i,s,w;
W:={}:
c:=compnonnul (v) :
s:=vectdim(v) :
for i from c+1 to s do
WI=V:
wlc] :=v[c]-1:
wli] :=v[i]+1:
W:=W union {w}:
od:
W:
end:

#finally partition gives all the required s-uplet (the partitions of k)
partition:=proc(s,k)
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local vi,vf,i,S ;
vi:=[seq(0,i=1..8)]:
vf:=[seq(0,i=1..8)]:

vi[l] :=k:
vf[s] :=k:
S:={vi}:

while member (vf,S)=false do
for i from 1 to nops(S) do
S:=S union suivant(S[i]):
od:
od:
S;
end:

#indice computes the index of the fi occuring in the formula
indice:=proc(n,k,s,1i)

local ind;

ind:=n+s+sum(’ (s-(j-1))*i[j]1’,’j’=1..8);
ind;

end:

#multinomial computes the multinomial coefficient occuring in
#(g_0+...+g_{s-1}"k

multinomial:=proc(i,k)

local c,s;

s:=vectdim(i):

c:=k!/product (’i[j]!’,?j’=1..8):

c;

end:

#sommepart computes the finite sum for any given k occuring in the
#formula
sommepart :=proc(f,g,k,n,p,prec)
local sum,s,S,j,i,a,gi,find;
sum:=0:
s:=vectdim(g)-1:
S:=partition(s,k):
for j from 1 to nops(S) do
i:=S[j]:
find:=coeff(f,nl,indice(n,k,s,i)) mod p~prec:
gi:=vector(s,0):
for a from 1 to s do
if glal=0 and i[a]l=0 then
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gilal:=1 else
gilal :=glal~(ilal) mod p_prec:

fi:
od:
sum:=sum+multinomial (i,k)*find*product(’gi[l]’,’1’=1..s) mod p~prec:
od:
sum;
end:

#inversemodp computes the inverse of a polynomial in n2 modulo p with
#the precision p~prec
inversemodp:=proc(Pol,p,prec)
local P,Pi,a0,a0i,k;
P:=Pol mod p~prec:
a0:=coeff(P,n2,0):
a0i:=1/a0 mod p~prec:
P:=P*a0i mod p~prec:
if ((P-1) mod p) = O then
else print(Pol,"is not invertible modulo", p~prec):
fi:
Pi:=simplify(aOi*(1+sum(’ (1-P)"k’,’k’=1..prec-1))) mod p~prec:
Pi;
end:

#Finally, calculhn computes the function hn with the precision p~prec if

#f and g are given with the precision p~{prec-1}

calculhn:=proc(f,g,h,n,p,prec)

local kmax,s,indmax,hn,k,F;

s:=vectdim(g)-1:

F:=f mod p“prec:

indmax:=degree(f,nl):

kmax :=max (indmax-s-n,0):

hn:=sum(’expand ((-1) "k *inversemodp(expand(g[s+1]~(k+1)) mod p~prec,
p,prec) *sommepart (F,g,k,n,p,prec))’ ,’k’=0..kmax) mod p~prec:

hn;

end:

#The proposition II.4.1 is now entirely computable, so that we can now
#apply Weierstrass prepareation theorem. explwpt return the polynomial
#g and the function h with the precision p~“prec if f is general of
#order s and given with the same precision. explwpt also return test
#which test if f=g*h modulo p~prec

explwpt:=proc(f,s,p,prec)
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local F,i,g,h,k0,j,1,n,indmax,H,G,test;
F:=f mod p~“prec:
g:=vector(s+1,0):
indmax:=degree(F,nl):
h:=vector(max(s+1,s+indmax—2*s+1)+1,0):
for i from 1 to s+1 do
gli] :=coeff(F,n1,i-1) mod p:
h[i]:=0:
od:
h[1]:=1:
for kO from 2 to prec do
for j from 2 to s+1 do

h[j]:=sort(calculhn(F,g,h,j-1,p,k0),n2):
print (h[jl);

od:

for j from 1 to s+1 do

gljl:=sort(expand(coeff (F,nl1,j-1)-sum(’h[1]*g[j-1+1]’,’1’=2..3)), n2)

od:
od:
for n from s+1 to s+indmax-2*s+1 do

h[n+1] :=sort(calculhn(F,g,h,n,p,prec),n2):
od:

H:=expand(sum(’h[i]*n1~(i-1)’,’i’=1..vectdim(h))) mod p~prec:
G:=expand(sum(’g[i]l*n1~(i-1)’,’i’=1..s+1)) mod p~prec:

test:=expand (F-G*H) mod p~prec:
[test,evalm(g) ,evalm(h)]:
end:

#general test if f (given with the precision p~prec) is general in nl
#and give the order and the new precision to consider (in fact, if f
#is divisible by p, this program compute this division so that we

#lose in precision)

general :=proc(f,p,prec)

local F,sl,t,s,newprec;

F:=f:

newprec:=prec:

while (F mod p)=0 do
F:=simplify(F/p):
newprec:=newprec-1:

od:

s1:=degree(subs(n2=0,F) mod p,nl):

mod p~kO:
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if s1=-infinity then print(f,"is not general in",nl,"try a linear
combination with the other power series or exchange nl and n2 (in the
two power series)"): break: fi:

[F,newprec,si]:

end:

#wpt is the weierstrass preparation theorem : given a power series f in

#nl and n2 with the precision p“prec, wpt apply weierstrass preparation

#theorem for f relatively to nl. It returns g (h is useless but wpt test

#if f=g*h) as a vector with the new precision to consider (if £ is

#divisible by p, we lose in precision)

wpt:=proc(f,p,prec)

local F,newprec,s,t,test,g,h,A,B;

A:=general (f,p,prec):

F:=A[1] :newprec:=A[2]:s:=A[3]:

B:=explwpt (F,s,p,newprec) :

test:=B[1] :g:=B[2] :h:=B[3]:

if test=0 then else

print ("bug, please send your session to duquesne@math.u-bordeaux.fr,
many thanks.") :break:

fi:

[evalm(g) ,newprec]:

end:

#Finally, ellcha2 bound the number of solutions of systems of two power
#series fl and f2 in two variables nl and n2 given with the precision
#p~prec. The user have to give the known solutions of the resultant of
#the polynomial gl and g2 with their multiplicity. But if this is not
#the case, the program will help you. The first result is the number
#of solutions in n2 and the second result is the number of solutions
#in nl for each known solution in n2 given in the entries.
ellcha2:=proc(f1,f2,p,prec,sol)

local gi1,g2,G1,G2,G1lu,G2u,res,newprec,s,S,i,F,s0l12,s82,lowdeg;
gl:=wpt(f1,p,prec):

g2:=wpt (f2,p,prec):

newprec:=min(gl[2],g2[2]):

print (’modulo’,p newprec) :

Gl:=sort(sum(gli[1] [i]*n1~(i-1),i=1..vectdim(gl[1])) mod p~newprec,nl):
print ("first polynomial",G1):

G2:=sort(sum(g2[1] [i]*n1~(i-1),i=1..vectdim(g2[1])) mod p~newprec,nl):
print("second polynomial",G2):

res:=sort(resultant(G1,G2,n1) mod p~newprec,n2):

print ("resultant",res):
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if (res mod p~“newprec)=0 then print("precision too low or resultant
equals to zero") else
while (res mod p)=0 do
res:=simplify(res/p):
od:
s:=degree(res mod p,n2):
print("there is at most",s,"solutions in n2"):
if (vectdim(sol)=s and s<>0) then
sol2:={}:

for i from 1 to s do
if member(sol[i],sol2)=false then so0l2:=(so0l2 union {sol[il}):
fi:
od:
s2:=nops(so0l2):
S:=vector(s2,0):
for i from 1 to s2 do
F:=subs(n2=s012[i] ,f1):
if (F mod p“newprec)=0 then print("precision too low") else
while (F mod p)=0 do
F:=simplify(F/p):

od:
S[i] :=degree(F mod p,nl):
print ("for n2 =",sol[i],"there is at most",S[i],"solutions
in nl corresponding to the zeros of",F):
fi:
od:
else

lowdeg:=1degree(res) :
if ldegree=0 then
print("You have to think to indicate all the known solutions for
n2. If done, this means that elliptic curve Chabauty does
not work in this case"):break:
else print("Be careful, O can be a multiple zero. In this case it is
probably of order",lowdeg,'"for the resultant. You must in
dicate it in the entries of the program. For exemple, for
the point at infinity, O is always of order 4"):break:
fi:
fi:
fi:
[s,evalm(S)]:
end:
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B.2 Matrice de ’addition d’un point de 2-torsion

#Let X={[x1,y1],[x2,y2],[x3,y3]} be a generic divisor and
#A={[01,0],[02,0],[03,0]} an element of order 2. We write
#g(x)=(x-01) (x-02) (x-03) and f(x)=g(x)*h(x). This maple session computes
#the matrix which gives addition by the divisor A

h:=x->h4*x"4+h3*x"3+h2*x"2+h1*x+h0:
g:=x->g3*x"3+g2*x " 2+glxx+g0:
f:=gxh:

#As in Stubbs’s thesis, we define the coordinates in the Kummer of X.
a0:=1:

al:=x1+x2+x3:

a2:=x1*x2+x2*x3+x1*x3:

a3:=x1*%x2%*x3:

#If we define

delta:=(x1-x2)*(x2-x3)*(x3-x1) :
HO:=-f7*al"3+f7*a2*%al-f6*al " 2+3*xf7*a3+2xf6%*a2:
H1l:=-f7*al"4+3xf7*a2%al " 2-f6*al~"3-f7*a2"2-f7*a3*al+2*f6*a2*%al-fb*al 2+
2xf£5*a2:
H2:=f7*a2%al"3-2%f7*a2 " 2%al+f6*a2%al”2+f7*ald*a2-f6*a2"2+fb*xa2*al-3*fb*a3:
H3:=f7*a2"2*%al"2-f7*al"3*%a3+f7*al*a2*xa3-f7*a2"3+f6*a2"2*%al-f6*ald*al”2+
fbxa2"2-fbxa3*al:

b0 :=(x1*xy2-x2*y1-x3*y2+x3*yl-x1*y3+x2%y3) /delta:
bl:=(x372%y2-x3"2*%y1+x2"2%xy1l+y3*x1~2-y2*x1"2-y3%x272) /delta:

#In our case, we have
f7:=coeff (f(x),x,7):
f6:=coeff (f(x),x,6):
f5:=coeff (f(x),x,5):

#We have

c0:=a0*b0"2+HO:
cl:=a1*b0"2+2*xa0*b0*b1+H1:
c2:=a0*b172-a2*b0"2+H2:
c3:=al*b172+2*xa2*b0*b1l+a3*b0~2+H3:

#We first want to find the quartic M and the element gamma such that the
#equation (X-gamma)Y=M(X) passes trought the points [x1,yl], [x2,y2],
#[x3,y3], [01,0], [02,0] and [03,0]. The 3 remaining points in the
#intersection of the curve and (X-gamma)Y=M(X) will give the opposite of
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#the sum of X and A (which is the same in the kummer than the sum of X
#and A). For this, we have to solve the system given by
#(xi-gamma)yi=g(xi) (alpha xit+beta) for i=1,2,3.

#In other words, if we define

Systeml:=[[x1*G(x1),G(x1),y1], [x2*G(x2) ,G(x2),y2], [x3*%G(x3),G(x3),y3]]:
System2:=[x1*yl,x2xy2,x3%*y3] :

#the solution (alpha,beta,gamma) is given by Systeml”(-1)*System2. If d
#is the determinant of Systeml, this solution can be written
#(alpha=a/d,beta=b/d,gamma=A/d)

with(linalg):
d:=-det(Systeml):
sol:=simplify(evalm(d*Systeml” (-1)&*System2)):

a:=sol[1]:
b:=s0l[2]:
A:=s01[3]:

#We have now to compute the squares of these quantities in order to

#compute the residual intersection between (X-gamma)Y=M(X) and the curve.
#But we have to eliminate the term in y, as for example the term in yly2.
#The term in yi~2 can of course be replaced by f(xi). Let us now express
#the terms in yiyj with the ai and the ci using b0"2, bObl and b172

#(where yly2, yly3 and y2y3 appear). For this, we first compute delta”2*b0"2.
#Note that with our notations, we have

#a0*b0~2=c0-HO, (1)
#alxb0"2+2*a0*b0*bl=c1-H1, (2)
#a0*xb172-a2xb0"2=c2-H2. (3)

#So that the following must be zero
simplify(a0*b0~2-(c0-HO0)) ;
simplify(al*b0~2+2*%a0*b0*bl-(c1-H1));
simplify(a0*b1~2-a2*¥b0"2-(c2-H2)) ;

#In the following, we prefer keeping the ci in generic form. In the same
#way, we use the function F,G,H instead of f,g,h and we will replace them
#later.

c0:=2¢c0’:cl:="cl’:c2:="c2’:c3:="c3’:

bOb0:=simplify (expand(delta”2*b0"2)):

#We then replace yi~“2 by F(xi)=G(xi)*H(xi). This can be done using the
#following procedure
replace:=proc(f)
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local £2,£3,f4;

£2:=simplify(f+coeff (f,y1,2)*(G(x1)*H(x1)-y172)):
£3:=simplify(f2+coeff (£f2,y2,2)*(G(x2)*H(x2)-y272)):
f4:=simplify(£f3+coeff (£3,y3,2)*(G(x3)*H(x3)-y372)):
f4:

end:

bOb0:=replace (b0bO) :

#We extract from this the term without any yi
bOb0_y:=subs (y1=0,y2=0,y3=0,b0b0) :

#Let us do the same thing for bObl and b1~2
bObl:=simplify(expand(delta”2*b0*bl)):
bObl:=replace(b0bl):
bObl_y:=subs(y1=0,y2=0,y3=0,b0bl) :

blbl:=simplify(expand(delta”2xb1°2)):
bibl:=replace(bibl):
bibl_y:=subs(y1=0,y2=0,y3=0,blbl):

#Let us now consider equations (1), (2) and (3) as a system whose
#variables are 2*(x3-x2)*(x1-x3)*ylxy2, 2x(x3-x2)*(x2-x1)*yl*y3 and
#2* (x1-x3) * (x2-x1) *y2*y3

System3:=simplify ([

[coeff (coeff (a0*b0Ob0,y1,1),y2,1) /(2% (x3-x2) *(x1-x3)),

coeff (coeff (a0*b0b0,yl,1),y3,1) /(2% (x3-x2) *(x2-x1)),

coeff (coeff (a0*b0b0,y2,1),y3,1) /(2% (x1-x3) *(x2-x1))],

[coeff (coeff (al*b0Ob0+2*a0*b0bl,y1,1),y2,1)/ (2% (x3-x2) *(x1-x3)),
coeff (coeff (al*b0b0+2*a0*b0bl,y1,1),y3,1)/ (2% (x3-x2) *(x2-x1)),
coeff (coeff (al*b0b0+2*a0*b0bl,y2,1),y3,1)/ (2% (x1-x3) * (x2-x1))],
[coeff (coeff (a0*blbl-a2*b0b0,yl,1),y2,1)/(2*%(x3-x2) *(x1-x3)),
coeff (coeff (a0*blbl-a2*%b0b0,yl,1),y3,1) /(2% (x3-x2) *(x2-x1)),
coeff (coeff (a0*blb1-a2%b0b0,y2,1),y3,1) /(2% (x1-x3) *(x2-x1))]1]1):

System4:=simplify ([

(c0-HO) *delta”2-a0*b0Ob0_y,
(c1-H1)*delta"2-(al*bOb0_y+2*a0*b0bl_y),
(c2-H2) *delta"2-(a0*blbl_y-a2*b0b0_y)]1) :

#System3 is a Van der Mond matrix with determinant equals to delta, so
#that we can invert it and then obtain the expression of yly2, yly3 and
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#y2y3 in terms of the ai and the ci. Note that, at first, we prefer write
#System4 in a generic form
sol3:=simplify(evalm(System3~(-1)&*[e0,el,e2])):

#The intersection of the curve and (dX-A)Y=G(X) (aX+b) is then given by
#(dX-A) "2F(X)=G(X) "2(aX+b) "2 which is of degree 9 in X. G(X) is in the
#two terms (it corresponds to the points [01,0], [02,0] and [03,0]). So
#that we define L which is a polynomial in X of degree 6.

L:=(d*X-A) "2xH(X) -G (X) * (a*xX+b) "2:

#We replace yi~2 by F(xi)=G(xi)*H(xi) in this expression
L:=replace(L):

#We now replace yiyj thanks to system 3 and 4
Lyly2:=simplify(coeff (coeff(L,y1,1),y2,1)/(x1-x3)/(x3-x2)/2):
Lyly3:=simplify(coeff (coeff(L,y1,1),y3,1)/(x2-x1)/(x3-x2)/2):
Ly2y3:=simplify(coeff (coeff(L,y2,1),y3,1)/(x1-x3)/(x2-x1)/2):
L_y:=subs(y1=0,y2=0,y3=0,L):

#So that the following must be 0
simplify (L-Lyly2*2* (x3-x2) * (x1-x3) *y1*xy2-Lyly3*2* (x3-x2) * (x2-x1) *y1xy3-
Ly2y3*2x (x1-x3) *(x2-x1) *y2*y3-L_y) ;

L:=simplify(L_y+Lyly2*s0l3[1]+Lyly3*s0l3[2]+Ly2y3*s0l3[3]):

#Note that L is divisible by G(x1)G(x2)G(x3). Since we are looking for
#roots of L, we can divide L by G(x1)G(x2)G(x3).
L:=simplify(L/G(x1)/G(x2)/G(x3)):

#We can then write L=P+P0*e(0+Pl*el+P2*e2 with
P:=simplify(subs(e0=0,e1=0,e2=0,L)):
PO:=simplify(coeff(L,e0,1)):
P1:=simplify(coeff(L,el,1)):
P2:=simplify(coeff(L,e2,1)):

#0ur goal is now to express that x1, x2 and x3 are in the intersection.
#In other words, L is divisible by (X-x1)(X-x2)(X-x3). For this we have
#to write polynomials G and H with their coefficients

P:=simplify(subs(G=g,H=h,P)/((X-x1)*(X-x2)*(X-x3))):

PO:=simplify(subs(G=g,H=h,P0)/((X-x1)*(X-x2)*(X-x3))):
P1:=simplify(subs(G=g,H=h,P1)/((X-x1)*(X-x2)*(X-x3))):
P2:=simplify(subs(G=g,H=h,P2)/((X-x1)*(X-x2)*(X-x3))):
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#P0, P1 and P2 are very simple. These polynomial are all of degree 3 in
#X, as required. Remember we want to obtain polynomials linear in the ai
#and the ci. As c0 lies only in e0, it is natural to define
pO0:=simplify(PO-a3*h4*g(X)):

pl:=simplify(P1-a2%h4*g(X)):

p2:=simplify(P2-al*h4xg(X)):

#So0 that pO, pl and p2 do not depend of the ai. Hence p0 is a good
##icandidate to be the coefficient of c0. We have with these notatiomns

N:=subs (G=g,H=h,subs (e0=System4[1],el1=System4[2] ,e2=System4[3],
P+(pO0+a3xh4*g (X)) *e0+(pl+a2khd*g (X)) *el+(p2+alxhd*xg(X))*e2)):

#We can then divide this expression by delta”2 in order to obtain pO as
#the coefficient of cO.
N:=simplify(N/delta"~2):

#But we want this polynomial to be linear in the ai and the ci, and there
#is in this expression a term in a3*cO. To eliminate it, we use the
#relation on the Kummer

#a3* (c0-HO0)+a2* (c1-H1) +al*(c2-H2)=a0*c3* (c3-H3) where
H3:=f7xa2"2xal"2-f7xal"3*a3+f7*al*a2*a3-f7*a2"3+f6*a2"2*xal-f6*a3*al”2+
f5xa2"2-fb*xa3*al:
coeff_a3c0:=simplify((coeff(N,c0,1)-subs(x1=0,coeff(N,c0,1)))/a3):

#this coefficient is h4*g(X) and is the same for a2*cl and al*c2

N:=simplify(N-coeff_a3cO*(a3*(c0-H0)+a2* (c1-H1)+al*(c2-H2)-a0*(c3-H3))):

#By this way, N contains only linear terms in cO, cl, c2 and c3. The
#remaining terms are linear in the ai
M:=subs(c0=0,c1=0,c2=0,c3=0,N) :

#We compute the terms in a0, al, a2 and a3
ta0:=simplify(subs(x1=0,%x2=0,x3=0,M)):
tal:=simplify(subs(x2=0,x3=0,M-ta0)/x1):
ta2:=simplify(subs(x3=0,M-ta0-tal*al)/x1/x2):
ta3:=simplify((M-ta0-tal*al-ta2*a2)/a3):

#S0 that the following must be 0
simplify (N-(taO*a0+tal*al+ta2*a2+ta3*a3+p0*cO+plkcl+p2*xc2+hd*g(X)*c3));

#ta0, tal, ta2, ta3 are polynomials in X of degree 3 with coefficient in
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#Z[g0,..,g3,h0,..,h4]. Finally N is a polynomial in X of degree 3 and
#is a linear combination of the ai and the ci. The roots of this
#polynomial define the sum of the element X and the divisor A of order 2.
#These roots are of course awful to compute but we are only interested in
#the coordinates in the Kummer of this sum. The first four coordinates
#are projectively equal to the coefficients of the polynomial N.

#If xi_i(X) denotes the (i+1)-th coordinate in the Kummer of X, we can
#urite xi_i(X+A)=sum_{j=0}"7 wij*xi_j(X) for i=0..3.

#The coefficient wij are given by

w0l:=coeff(ta0,X,3): wll:=-coeff(tal,X,2):

w02:=coeff(tal,X,3): wl2:=-coeff(tal,X,2):

w03:=coeff(ta2,X,3): wil3:=-coeff(ta2,X,2):

w04 :=coeff (ta3,X,3): wld:=-coeff(ta3,X,2):

w05:=coeff(p0,X,3): wilb:=-coeff(p0,X,2):

w06:=coeff(pl,X,3): wl6:=-coeff(pl,X,2):

w07 :=coeff(p2,X,3): wl7:=-coeff(p2,X,2):

w08:=coeff (h4xg(X) ,X,3): wi8:=-coeff (h4xg(X),X,2):

w21:=coeff(ta0,X,1): w3l:=-coeff(tal,X,0):
w22:=coeff(tal,X,1): w32:=-coeff(tal,X,0):
w23:=coeff(ta2,X,1): w33:=-coeff(ta2,X,0):

w24 :=coeff(ta3,X,1): w34:=-coeff(ta3,X,0):
w25:=coeff(p0,X,1): w35:=-coeff(p0,X,0):
w26:=coeff(pl,X,1): w36:=-coeff(pl,X,0):
w27:=coeff(p2,X,1): w37:=-coeff(p2,X,0):
w28:=coeff (h4xg(X) ,X,1): w38:=-coeff (hdxg(X),X,0):

#We then compute the 4 last lines of the matrix W using that the square
#of W is a scalar matrix. We put

A:=[[w01,w02,w03,w04],
[wit,wi2,w13,wil4],
[w21,w22,w23,w24],
[w31,w32,w33,w34]]:

B:=[[w05,w06,w07,w08] ,
[wi5,wl16,wl7,w18],
[w25,w26,w27,w28],
[w35,w36,w37,w38]]:

AA:=simplify(evalm(A~2)):
iB:=evalm(B~(-1)):
DD:=simplify(evalm(-iB&*A&*B)) :
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c:=ctexresultant(g(x),h(x),x):
I4:=[[1,0,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0,11]:
cIAA:=c*xId-AA:

C:=simplify(evalm(iB&*cIAA)):

#Finally, we have the matrix W
W:=matrix(8,8):

for i from 1 to 4 do

for j from 1 to 4 do
Wli,jl:=A[i,]j];
Wli,j+4]1:=B[i,jl;
Wli+4,j1:=C[i,jl;
Wli+4,j+4]:=DD[1i, j]

od

od:

#The following must be the identity matrix
simplify(evalm(W~2/c));

#We have now to compute the constant c. We think it’s not far from the
#resultant of g and h. That’s the reason why we have chosen ¢ to be
#ctexresultant(g,h) . Hence we have to compute cte.

#For this, we use the following remark:

#if Wi is the matrix of the addition of the 2-torsion element Ai, and
#Wi~2=ci*I (the ci are not equal a priori because the constant c depends
#of g and h), there is a constant C such that W1(A2)=CxW2(A1). In the
#following, Ai is defined by the polynomial Gi, and Ki represents its
#coordinates in the Kummer.

#kumcoord computes the Kummer coordinates of an element of 2-torsion
#given by the polynomial G1

kumcoord:=proc(G1,H1)

local a0,al,a2,a3,b0,bl1,c0,cl1,c2,c3,f5,f6,f7;
a0:=1:al:=—coeff(G1(x),x,2)/coeff(G1(x),x,3):
a2:=coeff(G1(x),x,1)/coeff(G1(x),x,3):

a3:=—coeff (G1(x),x,0)/coeff(G1(x),x,3):

b0:=0:b1:=0:

f5:=coeff (G1(x)*H1(x),x,5):

f6:=coeff (G1(x)*H1(x),x,6):

f7:=coeff (G1(x)*H1(x) ,x,7):
c0:=a0*%b0"2-f7*al " 3+f7*al*a2-f6xal " 2+3xf7*a3+2*xf6*a2:
cl:=al*b0"2+2*%a0*b0*bl1-f7*al " 4+3*xf7*a2xal~2-f6*al”~3-f7+*a2"2-f7*a3*al+
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2xf6xa2*al-fbxal~2+2xfb5*a2:

c2:=a0*b172-a2xb0"2+f7*a2%al"3-2*%f7*a2 " 2*%al+f6*a2*%al"2+f7*a3*a2-f6*a2"2+

fbxal*a2-3xf5*a3:
c3:=al*bl”2+2%a2*¥b0*bl+a3*xb0"2+f7*a2" 2%al " 2-f7*a3*al~"3+f7*a3*a2%al-
f7*a2"3+f6*a2 " 2*%al-f6*ald*al " 2+fb*a2"2-f5*a3*al:
[a0,al,a2,a3,c0,c1,c2,c3]:

end:

Gl:=x->(gg3*x"2+gg2*x+ggl) *(x-el):
H1:=x->(x-e2)* (hh4*x~3+hh3*x~2+hh2*x+hh1) :
K1:=kumcoord(G1,H1):

G2:=x->(gg3*x"2+gg2*x+ggl) * (x-e2) :
H2:=x->(x-e1) * (hh4*x~3+hh3*x~2+hh2*x+hh1) :
K2:=kumcoord(G2,H2) :

#We have

W1:=simplify (subs(

g0=coeff (G1(x),x,0),gl=coeff (G1(x),x,1),g2=coeff(G1(x),x,2),
g3=coeff (G1(x),x,3),h0=coeff (H1(x),x,0),hl=coeff (H1(x),x,1),
h2=coeff (H1(x) ,x,2) ,h3=coeff (H1(x) ,x,3) ,hd=coeff (H1(x) ,x,4),
cte=ctel,evalm(W))):

W2:=simplify(subs(gO=coeff (G2(x),x,0),gl=coeff(G2(x),x,1),
g2=coeff (G2(x),x,2),g3=coeff (G2(x),x,3) ,h0=coeff (H2(x) ,x,0),
hi=coeff (H2(x) ,x,1) ,h2=coeff (H2(x) ,x,2) ,h3=coeff (H2(x) ,x,3),
hd4=coeff (H2(x) ,x,4) ,cte=cte2,evalm(W))):

W1K2:=simplify(evalm(W1&*K2)) :
W2K1:=simplify(evalm(W2&*K1)) :

#The constant C (such that W1*#K2=C*W2*K1) can be obtained by
C:=evalm(W2K1[2]/WiK2[2]):

#The fifth and sixth line of W1xK2-CxW2xK1 then gives two equations in

##ictel and cte?2

eql:=simplify(W1K2[5]-C*W2K1[5]) :

eq2:=simplify (W1K2[6]-C*W2K1[6]) :

Systemb:=[[coeff(eql,ctel,1),coeff(eql,cte2,1)],
[coeff(eq2,ctel,1),coeff(eq2,cte2,1)]]:

System6:=-[subs (ctel=0,cte2=0,eql) ,subs(ctel=0,cte2=0,eq2)]:

solb:=simplify(evalm(System5~ (-1)&*System6)) :



136 PROGRAMMES MAPLE

#we then obtain that cte is equal to h4. We can now replace the constant
#cte in the matrix W.

W:=simplify(subs(cte=h4,evalm(W))):

#By this way the matrix W is entirely determined.
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B.3 Formes biquadratiques

#This program computes biquadratic forms for hyperelliptic curves of
#genus 3 defined by a polynomial of degree 7. These computations are
#very long and need a lot of memory (I can do them with magma with 1 Go
#of RAM and 2 Go of swap. So that it is much simpler to consider an
#exemple). I choose this one because torsion points are easy to compute
#butthe user can change the function without any problem. Moreover the
#matrix which gives addition by a divisor of order 2 is given by the
#previous program and is denoted W in the following. Be carefull, this
#program is long to execute even with any given f. It took about 45 mn
#on a pentium 433.

fr=x-—>x*(x-1)*(x-2) * (x-3) *(x-4) *(x-5) *(x-6) :1i:=71":
for 1 from 0 to 7 do f.i:=coeff(f(x),x,1); od:

#sym3 transform a symetric polynomial in three variables in a polynomial
#in the elementary symmetric functions s=x1+x2+x3, b=x1*x2+x1*x3+x2*x3
#and p=x1*x2*x3.
s:=’s’:b:="b’:p:=’p’:
sym3:=proc(P)
local Q,Q1,Q2,Q3,Q4,R,R1,R2,R3,u,v,w,x,y,t1,t2,s12,b12;
Q:=P:
tl:=simplify(Q-subs(x1=s2,x2=x1,s82=x2,Q));
t2:=simplify(Q-subs (x1=s2,x3=x1,%2=x3,82=x2,Q));
if t1=0 and t2=0 then else print("polynomial is not symmetric"):break:fi:
while Q <> subs(xl=u,x2=v,x3=w,Q) do #test if Q depends of x1, x2 and x3
R:=subs(x3=0,Q) :
while R <> subs(x1=x,x2=y,R) do #test if Q depends of x1, x2
R1:=subs(x2=0,R);
R2:=R-subs (x1=x1+x2,R1);
R3:=simplify(R2/x1/x2);
R:=subs(x1=s12,R1)+b12*R3
od:
Q2:=subs(s12=x1+x2+x3,b12=x1*x2+x1*x3+x2*x3 ,R) ;
Q3:=Q-Q2;
Q4:=simplify(Q3/ (x1*x2%*x3));
Q:=subs(s12=s,b12=b,R) +p*Q4 od:
Q

end:

#We first transform the matrix W (constructed with the previous program)
#which gives addition by a divisor of order 2. This matrix is given in
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#terms of the coefficients of g and h, where g is cubic (defining the
#divisor of order 2) and h is of degree 4. We first transform to the
#coefficients of G and those of F=GH, eliminating those of H. We shall
#also put g3=1, g2=-s, gl=b and g0=-p. To eliminate the h’s, it is
#convenient to define the procedure subsh.

subsh:=proc (P)

local Q;

:=P;

:=subs (h0=f3+s*h1-b*h2+p*h3,Q) ;

:=subs (h1=f4+s*h2-b*h3+p*h4,Q) ;

:=subs (h2=f5+s*h3-b*h4,Q) ;

:=subs (h3=f6+s+*h4,Q) ;

:=subs (h4=£7,Q) ;

:=simplify (Q);

o0 0 0 0 0 0 0 0

end:

#Let us now transform the matrix W

for i from 1 to 8 do

for j from 1 to 8 do
Wli,j]:=simplify(subs(g2=-s,gl=b,g0=-p,g3=1,subsh(W[i,j1)))
od od:

#We now want g=0 to be a gemeric divisor of order 2. Since we no longer

#need the original uses of x1, x2, x3, we use them as a triplet of

#distinct zeros of f. We need to express that they are distinct.

B123:=simplify ((x1*f (x2) -x2*f (x1) -x3*f (x2) +x3*f (x1) —x1*f (x3) +x2*f (x3) )
/ ((x1-x2) *(x2-x3) *(x3-x1)) ) :

B23:=simplify ((f(x2)-£f(x3))/(x2-x3)):

#x1 is a root of f of degree 7. x2 and x3 are other roots of f, so
#satisfies equation B123 of degree 5 and B23 of degree 6.

#By using B123 and B23 we can reduce a symmetric poly in x1, x2, x3 to
#degree at most 4 in x3. By symmetry it is of degree at most 4 in x1
#and x2 and so of the shape s”i*b”~j*p~k, with i+j+k at most 4.

#The following program takes a symmetric function of x1, x2, x3 and
#makes the reduction.

simp:=proc(P)

local Q;

Q:=P;

Q:=rem(Q,B123,x1);

Q:=rem(Q,B23,x2);

Q:=rem(Q,f(x3),x3);
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Q:=simplify(Q);
Q

end:

#Any polynomial in s, b, p is equal to a linear form in the elements
#s"i*b”~j*p"k with i+j+k at most 4. We need a routine to do this.
simpsp:=proc(P)

local Q;

Q:=P;

Q:=subs (s=x1+x2+x3,b=x1*x2+x1*x3+x2*x3, p=x1%x2%x3,Q) ;

Q:=simp(Q) ;

Q:=sym3(Q) ;

Q

end:

#Let us now compute the coordinate of {(x1,0),(x2,0),(x3,0)}

a0:=1:

al:=x1+x2+x3:

a2:=x1*x2+x1*x3+x2%x3:

a3:=x1*%x2%*x3:

c0:=-f7*s" 3+L7*b*s-£6%s " 2+3*£7*p+2*£6*b:
cl:=—f7%s74+3*%f7*bxs"2-f6%s " 3-f7*b " 2-f7*p*s+2*f6*b*s—f5*s~2+2%f5*b:
c2:=f7*bxs"3-2*%f7*b"2%s+f6%b*s 2+ 7*b*p-f6xb~2+f5xb*s-3*%£5*p:
c3:=f7*b"2xs"2-f7*p*xs~ 3+ 7*pxb*s-f7*b " 3+f6%b " 2%s-f6*p*s~2+f5xb"2-f5*p*s:

#We want now to compute the product of all these coordinates
k:=[1,s,b,p,c0,cl,c2,c3]:

remp:=(i,j)->simpsp(k[il*k[j]):

K2:=matrix(8,8,remp) :

#Let us now write these products in the vector V.
v:=[K2[1,1],K2[1,2],K2[1,3] ,K2[1,4] ,K2[1,5] ,K2[1,6] ,K2[1,7],
K2[2,2],K2[2,3],K2[2,4] ,K2[2,5] ,K2[2,6] ,K2[2,7] ,K2[2,8],
K2[3,3],K2[3,4],K2[3,5] ,K2[3,6] ,K2[3,7] ,K2[3,8],
K2[4,4] ,K2[4,5] ,K2[4,6] ,K2[4,7] ,K2[4,8],
K2[5,5],K2[5,6] ,K2[5,7],K2[5,8],
K2[6,6] ,K2[6,7],K2[6,8],
K2[7,7],K2[7,8],
K2[8,8]1]:

#the vector V corresponds to the following products
Z:=[AO*A0,A0*A1,A0%A2,A0*A3,A0%CO,A0*C1,A0%C2,
A1xA1,A1%A2,A1%A3,A1%CO,A1*C1,A1*xC2,A1*C3,
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A2xA2,A2%A3,A2%C0,A2xC1,A2%C2,A2*C3,
A3%A3,A3%xC0,A3%C1,A3%C2,A3%C3,
CO*xC0,C0*C1,C0*C2,C0%*C3,
C1xC1,C1xC2,C1%*C3,
C2xC2,C2%C3,

C3%C3]:

#Hence V[i] is Z[i] expressed with s,b and p. Note that in these vectors
#there is not the product al0c3. That is because of the relation
#al0c3-alc2-a2c1-a3c0-2f5*xal*xal3+fb*xa2"2+2*xf6+*a2*a3+3*xf7*a372=0

#In fact opposite to the genus 2 case, all the product are not linearly
#independant. Nevertheless, if we replace a0c3 in all the expressions by
#alc2+a2cl+..., the remaining products are independant. Since this
#relation always occur (not only for divisors of order 2) we can still
#deduce the general case from the 2-torsion case.

#We now need a program (called tryon) to convert a linear form in the
#s"i*b~j*p~k into a quadratic form in a0,al,a2,a3,c0,cl,c2,c3 (without
#any term in a0Oc3). For example c372 is the only product where p~4 lies.
#Hence the term in ¢372 is given by the term of p~4. We can then look at
#this problem as a system. Let us construct the matrix M of 35
#coefficients in some s”i*b”"j*p"k of each of the 35 products in V.
coef:=(cs,cb,cp,es)->(coeff(coeff(coeff(es,s,cs),b,cb),p,cp)):
M:=matrix(35,35,0):
t:=0:
for i from 0 to 4 do
for j from 0 to 4-i do
for 1 from O to 4-i-j do

t:=t+1:

for m from 1 to 35 do
M[t,m] :=coef (i, j,1,V[m])

od:
od od od:
Mi:=evalm(M~(-1)):

tryon:=proc(P)
local Q,R,S,t,1,j,1;

Q:=P:
R:=matrix(35,1):
t:=0:

for i from O to 4 do
for j from 0 to 4-i do
for 1 from O to 4-i-j do
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t:=t+1:

R[t,1]:=coef(i,j,1,Q)

od od od:

#R is the vector of coefficients of s”i*b~j*p~l, so that Mi*R is the
#vector of the coefficients of the desired quadratic form in the 35
#products in V.

S:=evalm(Z&*evalm(Mi&*R)) :

Q:=simplify(S[1]):

Q

end:

#We now construct the biquadratic forms. Let us first reduce the
#coefficients of the matrix W using simpsp

for i from 1 to 8 do

for j from 1 to 8 do

W[i,jl:=simpsp(W[i,jl) od od:

#Let A be a generic divisor [y1,y2,y3,y4,y5,y6,y7,y8]. Unfortunately
#we cannot make directly the computations of the products Y[i]*Y[j]
#by using Y[i]:=sum(’y.j*W[i,j]’,j=1..8) because it requires too many
#RAM. We can only compute them for little i and j.

#So, we need to compute the coefficients of these products one by one.
#In other words, we need to compute all the product of the elements of
#the matrix W. We write this in a matrix 8%8 (called WW) which
#coefficients are 8*8 matrices such that WW[i,j][k,1]=W[i,jl*W[k,1].
#The procedure compare is used to do computations of each W[i,jl*W[k,1]
#only one time.

compare :=proc (u,v)

local a;

a:=0:

if u[1l<v[1] then a:=1 fi:

if ul1]l=v[1] and u[2]<v[2] then a:=1 fi:

a

end:

#Be carefull, this is a long computation (about 35mn with a pentium 433)
WW:=matrix(8,8,0):
T:=time():
for i from 1 to 8 do
t:=time():
for j from 1 to 8 do
WW[i,j]:=matrix(8,8,0):
for k from 1 to 8 do
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for 1 from 1 to 8 do
if compare([k,1],[i,j]1)=0 then #cond k1l > ij
WW[i,jl[k,1]:=tryon(simpsp(expand(W[i, jl*W[k,1]1)))
fi
od
od
od:
print(i,"time=",time()-t)
od:
print("total time=",time()-T);

#Let us now complete the matrix WW by symmetry
for i from 1 to 8 do
for j from 1 to 8 do
for k from 1 to 8 do
for 1 from 1 to 8 do
if compare([k,1],[i,j])=1 then
Wwli,jllk,1]:=Wwlk,1][i,]j]
fi
od od od od:

#We can now write the products Y[i]*Y[j] and then deduce the matrix
#Phi of the biquadratic forms. Note that, as we choose to replace the
#term in aOc3, we have to replace the term in yly8
#if we want the Y[i]*Y[j] to be symmetric
k:="k’:i:="i’:j:="32:1:="1":
Phi:=matrix(8,8,0):
for i from 1 to 8 do
for j from 1 to 8 do
phi:=simplify(sum(’sum(’WW[i,k][j,1]*y.k’,k=1..8)*y.1’,1=1..8)):
toreplace:=coeff(coeff(phi,y1,1),y8,1):
Phil[i, j]:=simplify(phi-toreplace*yl*y8+toreplace* (y2*xy7+y3*y6+
ya*y5+2xf5xy2xy4-£5xy3~2-2%xf6xy3xy4-3*%£7*y4"2))
od
od:

#We can now check that these Phi[i,j] actually are symmetric in the y’s
#and the ai,ci although they are treated very differently.
test:=matrix(8,8,1):
for i from 1 to 8 do

for j from 1 to 8 do
temp:=Phil[i, j]:
temp:=subs (A0=t1,A1=t2,A2=t3,A3=t4,C0=t5,C1=t6,C2=t7,C3=t8,
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yl=s1,y2=s2,y3=s3,y4=s4,y5=s5,y6=s6,y7=s7,y8=s8,temp) :
temp:=subs(s1=A0,s2=A1,s3=A2,s4=A3,s5=C0,s6=C1,s7=C2,s8=C3,
tl=yl,t2=y2,t3=y3,t4=y4,t5=y5,t6=y6,t7=y7,t8=y8,temp) :
test[i,j]:=simplify(Phil[i, j]-temp);
if test[i,j]=0 then else print("mistake",i,j) fi;
od:
od:

##test must be O
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Annexe C

Matrice de ’addition d’un point de
2-torsion pour une courbe
hyperelliptique de genre 3

Soit C une courbe hyperelliptique de genre 3 définie sur un corps de nombres k par
une équation de la forme

Y? = F(X) avec F € k[X] de degré 7.

Soit X = {['Ila y1]7 [127 y2]7 [137 y3]} un diviseur générique et A= {[91’ O]a [92, O]a [937 0]} un
élément d’ordre 2 de la jacobienne.
On pose

GX) = (X —6)(X —05)(X —63) et F(X)=G(X)H(X),
avec les notations

H(X) = hyX*+h3X? + hy X%+ hi X + hy,
G(X) = gX°+ 90X+ 0 X + go.

L’addition du point de 2-torsion A est une application linéaire sur la variété de Kummer

(qui est incluse dans P?). Elle peut donc étre représentée par une matrice W = (w;), ., <8

Autrement dit, si &;(X') désigne la i®1e coordonnée de X dans la variété de Kummer,
8
(X +A) = Zw,-jﬁj()l") pour i =1,...,8.
j=1

Les 4 premieres lignes de cette matrice ont été obtenues en utilisant la définition géomé-
trique de ’addition de X" et de A tandis que les 4 derniéres ont été obtenues entre autres
en utilisant le fait que W est une matrice dont le carré est une matrice scalaire.
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w1 = —gohagohs + hahag?,

W12 g1hagohs + gihahs — gohagsha — gohagohs,

w13 gihi + 2g1hagohs + gihaho — 2hagshsgo — gohigo,

W14 3g5hahs + 2g2hagshs — 3gohigs + 3917590,

W15 goha,

W16 —g1ha,

wir =  gohu,

wig = gzhu,

war = —hagihago — hagahigo + hsgahago + gihihs — gihahs — hagshogs + gagsh?,

Wy = —gihsgoho+hsgshago—hsgshogs+hagagihi+higsgaho+higs — gihs — hagahogo+
92h§90 - hzhogyz, — h1g90g3hsa — hagih3go,

Wz = —hagshago+2h1g3hs—2g7hahs —2h3hogs — gohigr — 291 g — hagshoga+higiha+
h39392 — g3hshs + 2g3h3 9o,

wyy = —3hahogs — gi1hagshs — gohigs — 297 hi+ 3hagshsgo + higsgaha + gahahy + 3395 —
6g1hagahs — 393}1%’

wes = —gohs + gsho,

woe = gihs — higs + goha,

wyr = —gohs + hagz — gi1ha,

wog = —gohu,

w31 = —g190h1ha+ hagihsgo+ hagahigo — g2h3go — gihihs + g3h3 — hagshogy + g1g3h? +
hzhogg - g%h% — h1g2hogs,

wzs = grhagshi+ g1h392 + g1h390 + hsgshigo — g3 hiha — hihogs — g2h1g1hs — hagshogr —
gthiha 4 gihohs — gshigo + hahogs — g2gshi,

wss = —hsgshago—hahogs —hagshogi +g2h390+h1gogsha+g1h39s+hahogs +2g1hagaha—
g2hi1hs + h3gzhogs — 2hagegihy + 2hagihsgo — 2h1g3g2ha + g?h% — h2g3,

wss = —3h1g3hs+3g1hogshs — h1gshs — 2h1 g3g1ha + 2hagshogs + 2goh g1 + 4hagahsgo —
3g2h1gshs + 2g3hahs + 3g1h3gs]),

w3s = goho — g2ho,

w3e = —gohs+ gzho — gihe + gahu,

w3y = gihs — higs + goha,

wig = giha,

wy = hshigigo — h3g190 — hihogsgr + hihogs,

Wy = —gahig0 — hagshogi + hahogs + higahogs + g1gohiha — hagihsgo + hagahigo,

wi3 = hagshigo + hshogs + 2hagshoga — g1h390 — 2hsgahago + 2hagahigo — gshigo —
hsgshogi + hihogs,

was = 3hohog; + hahogs — hagshogi — 3hsgshago + 3hsgshogs + 3h1gogsha — 3g2h390 —
2h4g1h3go,

wys = —goh1 + giho,

wgs = goho — g2ho,
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Wyt
W4g

Ws1

Ws2

Ws3

Ws4

Wss

Wse

Ws7

W58

—gohs + g3ho,
_g0h4,

ggh%h4g2 - 2h1g3g§hﬁ - 291hog§h3h2 + g§h0g0h4 92h091 h2 9(2)h2h42;g2 -
90h3h493h092—9§h0h4h290+9§h3h493h2+290hz2193h091+2h4h29192—4h4g§hoh1g1+
gohi — h3g39:ho + 93h3hago + g3hahohs — gihah3gs + gih3hsgs — gagshihs +
929303 he — higsgahagoha — gshahi + gihohahags — gohsgagahs — g2hagihogsha +
92hag19shi + gihogshiha + gohi g5 ha + gthogshsha — 4g0h393g1ha + 295 hahogshy —
2g3hoh1gahs + 2g0h3g1hags + 2g0h1gsh3ge + 2h3g391hs — 297 h3higs — 293hugohs,

91 h4go gohahigs + 90 Sh3hags — gihshigs + 93 Shohy+ 293h090h492 - 290h3h4h093
h4h19293 h193h392h2 + g1h3h3g2g3 — 293h0h392h2 + 290h392h293 - 91h292h +
h3g592h1 — g5hshihy — gihigs + goh3g5 — g5hohs — 92h49 hy + 92h4h0h3
gih3hags — goh3g3hs + gihogshi — higigahs + Q%hihw:& g1h395ho + gohihi g3 +
h}g3hs —6g3hagoh3gs+2h195hegihs+2g2hag? hohs — 2gshagihi hs+2g3hagahohy +
2g3hagohigahs + 2g3higigohy — 2g1h3g2h1gs + 2g2hugihagshy + 2g5hugihs —
2g5hohshy — 2g3hoh3g1 + 29039391 + 290h395h1 + 3g3hagshohs — 4gshagohagihs —
29%h4goh2h3 - 49§h491h0h2,

h4h%gg — gohihogg + gghigghg g0h492 + 4h4glh292h3 + 4h4hlg h() thgggl +
2h3g3h1 — 2h3g3hs + 2h3g7gs + 4h3g2g390 — 4g3hohahs — hah3gag3 + h39392 +
2h3g3hag1 g2 — 2h1g3h3g3 — 2Ry g3hsgoho+ 2h3 gah3g1 + g2 higo+ h3gagiho — hags h3 —
2hih1g391 — gohagihs + g3hagohs + gi1higahogs + gihah3gsge + 2g1hagohigs —
gshah1gshy — 3gshigohogi + 695hahogshs — 4gi1hagahshigs + 8gshigohigs +
490h49§h3h1 + 3932,h492h0h2 - 293’149%}12’13 — 11g3hagohogahs — 691h4932,h0h3 -
3gOh4h%g§’

-%%m+%M% gthshigs — g1h3g9093hs — 3hagsh3gs +6g3higi gs +6g5h3g1he —
h4h1934-4hig%gsho4—4hig1g§h24—3h4h%g§gs4—4h4g§h3hz——2hig§h14—5h4g%h§gs+-
5hagihohs — 3h4g%h§gl —6h4g1hsgihi — Shagohsgihs + hagoh3gsgs + hih193geg1 +
11h4g3h092h3 - 3h492h193h3 — bhugihagsgahs — 3hagohigiha — 4gshigohags +
4g2h490h3 - 4g3h491 ha,

—3h19093hs + 2hagohago + hagshago — 92h§90 - h4h09§ + 3hagszhogr — hsgshoga +
hahogs,

4hsgshago — 293h3go + h1gsha — 2g1hagahs — 2hagshogs — grhagshs + g2higshs +
g1h392 + 2hshogs — h1g3hs,

9oh392 — hagshsgo+ gshaha+3hahogs — h1gsgaha — g1 hagshs +2h3gsg1 — 2h1 g3hs +
h395 — g3h3,

—(3g3hago — grhags — 2g193hs + g3h3)ha,



148

MATRICE DE L’ADDITION D’UN POINT DE 2-TORSION POUR UNE COURBE
HYPERELLIPTIQUE DE GENRE 3

We1

We2

We3

We4

Wes
Wee

We7

Wes

h2hgglﬁ-h 9392+ 2hagih3gs+higihs — higshogd — 2h3h291h1g34-2h1929193h3——
h393h190h4 2hog3hog2g0ha + hagzhogigoha + g3h29 hy — hi!hhlgo h4g§hog1 +
hihog3gohathahgsgs+hig591hs — h1 g7 392 — gg ha g1 ha+2g0h3 g1 92ho — h3 939290+
%%M%—m@%h+%%%m—%%%m+%%mm+ﬂgmﬁ—mﬁm+
2h4g2g7hihy — 3g1hagshigohs + gihagihohy + gih3gs — g3hihs — gshohshigs +
goh%93g1h3 — 2g1h3gahagshy — 29§h1h290h4 - 29§h0h292h1 + 290h59291h2 -
3g1hagahogshy — 491h490h§92 + 2g0hog3hsgahy,

93hohags — 2higsgshy — 2g1hogihsha + gihogohi — g2hogihi — gohahigs —
gohshagszhoga— 93h0h4h290+9(2)h3h493h2+290h42193h091+2h4h§9%92—2h49§h0h191+
gohi — gihg + higi — higigsho + g3hihago + gahuhohs — gihohigs +
gih3hsgs — g5g3hihs + gogshihs — 2goh1 gshsgi ha — 3h1 gsgahagoha + 29203 g1 gohy —
g2hagihogshs + g1h3g293 — g3hihahs + gih3g3hy — g3higih3 — goh3gs + g3hohs —
gihihi + g3hihagihy + g5hohsgiha — 2g0h3g3g1ha + g5hahogshy — 2g3hohigahs +
290h391h293—492h490h291h3+290h193h§92—291h093h§gz+h%g§g1h3—g%hghw:’,—
2g5hagohs + 2goh3g192 — 293hohihe + 2g3hohsha + 2goh1 g3hsho,

m@% @h%+%WM% %%hm+%ﬁm+%mmerﬂmMMM%
91h293 + h4h%9293 h392h1 + h3gogihs + h29392 - 4h193h392h2 + 4g,h3 h3g293
293h0h392h2 — hsg3hs+2g0h392hags — g1hags s+ h595gaha + 293 hahiho — g7 h3 g2+
gOh3g2 g3hoh3 + gohah1gshs — gahigihy + 2g5hahohs + gih3hags — gohigshs +
92h093h - h?932,92h3 +290h2h193 +93h49%h§ - g§h491 h? —gohagihogshs + h%gé’,’hz -
g?h4h§ + gij’hihz — 293h4gohggz + 2hlg§h2g1h3 + 292h4g%h2h3 — 2g3h4g%h1h3 +
292h490h§91 — gshagohigohs — 93h4219190h1 - 291h§92h193 — 4gohsgihagsh: +
g3hagihy — 2g3hohshy — 2g3hoh3gr + 2g0h3gsg1 + 2g0h3g3ha — 2g2higohagr +
2g3h4g%h0h2 — 2g3hagohagihs — 29§h490h2h3 - 39?2,h491h0h2,

h4h%g2 g0h2h0g3 -+ ggh g3h3 — g0h4gg — 2h4g1h292h3 2h4h1ggh0 =+ 2h4ggh1h3 +
h4h19293 + 3h29392 + 6h3gshogigs — 6higsh3gs — 6hig3hsgahy + 6hsgihig +
3973 g0+ hig297ha — 3hogshl + 23 hy g5 g1 — gahugih + g5hagohi + 391 higahogs +
g1hah3g3g2 + 4gi1hagohigs + 2gohigohagr + 3gihshigshe — 3g3higohagr +
695hahogshs — 10g1hagahshigs + 2gohagihshi + g3hagahohs + 493h49%h2h3 +
3g3hagohagahs — 4g1hagahohs — 6g1hah1g2he + gohah2g? — 4gshig?hy,

2hag1hago + gsh3go — hagshigo — 91h390 + hihog — hshogs + hsgshogn,
2h4g2h290+h19093h4—h3g3h290—92h§90—h4h092 2g1hohu+hagshogi+hsgshoge+
gth3 — higs + g5hihs — g1h35gs + hahogs,
9ohig1+hagshago+higshs—2h1gsg1hs+hagshogs — g3hsha+h3g39o —2g2h1gshs +
2g1hagshs,

—(gohag> — gtha — 2g3hagy + g3ho)ha,
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wr1

Wr2

Wr3

Wr4

Wrs

Wre

hshggs — goh4g§ho g3hahsho + h4g§h§ — higghs — 2h4g§h3gsho + h4gfhogzhz +
h4g3hgg0 + higahogs + gohsg5 + 391 h4g3h0h1 + 4glhoggh2h1 + h3h1 g3 — h3 :fh?,

2g7hagohs — higigr — h3gsho + higigs + h191h292h3 — h1929193h2 — h29291
h192h2 395hohahygs + 4gahogshigihs + gahi g5 ha — 2hsgahy goha — hagihsggha —
2hohog3g0ha+ 9193h1 % +higahogsgohs +hagihigo —4g0hagihshigs — 39§h0h3h1 -
hagahigogiha + higggshahy — 2hagshigigs + 3hagihsgogaho — 4goh192h391 —
3g1hagihoht + 3goh39291hs — gih3higs + 3goh3gsg1 — 90h291h + higigihs +
hig5hoge + hagihihy — gohagihshy — gohigahsgs + gahogshigr — gshohagihs +
goh3g2h1 93 + gihogshahs,

—h3hag? + hig3g: — 91h395 + hagihigs — 3h3gsgsho + higihs + h4goh3 -
2g0h391h193 — 291 h3gah1 g3+ 295 hohi g1 hs + 295 ha hagi hs + 295 b hags — higshogg —
293 h392hs — 2hshogihgs + 2h7 g2g193hs + 2hahy g hs + 395 hah3go — hagshigihs —
2hogshogagohs + 2g7hagohohs — 6g1hagohigohs + hsgshogigohs + gsh3giha —
higah1 95 — hagihigr + hihog3 goha + hahigsgs — higigiha + higi h3gs — gshigihs +
2g0h3g192h0 + 4h3g39290 — 4g5hshaho — gihigohn — 3goh3gsht + 3g5hoh3g: —
gi’hiho+2h4gzgf’l1h2—591h293h190h4+391h4hog3h2—291h492h0h2+g293h190h4—
4g5hohshigs + 490h29391h3 gOh1g3h3 — g3hoh3g + goh3g3ha + gihogshi +
4g1hs3gahagsho — goh3g: + g3hoh? — 2g5hohagohy + 2g0h3 9291 by — 391 hagahogshy +
291h490h292 — 4gohagshsgah,

g3hghags — 2h1gsgihi + 4gihogihsha + gshogohi — gohogihi — gihohigs —
90h3h4g3h092 93h0h4h290 + gihshagshs + 2g0h3gshogi — 2h4932,h0h191 + goh3
gihi + higs — 5h29392h0 + 5g5h3hago — gohahoha — 3gthah3gs — gih3hsgs +
9293h hs + 39293h hy — 8gohigshsgihy — 7h19392h290h4 — 109§h0h3h293 +
1090h293g2h3—492h49190h1—392h4g1h093h2+292h49193h 91h29293+92h1h2h3—
91h293h1+92h191h +390h293 393hoh3+ gihihj +491h093h3h4+392h1h291h4—
3g5hohsgihs + 2goh3gsgiha — g3hahogshi — 4g3hohigahs + 4gohigihags +
2g2hagohagihs — 4goh1gsh3gs + 2g1hogsh3gs + higigihs — gih3higs + 2g0h3g192 —
29§'h0h1h2 - 290h19§h3h2 + 295}11}1%93 - 291/1%9%}13 - 69§h490h1h3 + 492h49%h1h3,

g1h3g5 — gihahigs + gih3hags — gahshigs + gihigha + 293h090h492 — 290h3h4h093
h4h%9293+2h49091h3+3h1g3h392h2 391h3 h3g2g3—1893h0h3g2h2+1890h392h293—
391h292h2+3h%g§gzh1 +92h4h1h2 391h§gz+9goh392 9g3hoh —8gohahigihs +
392h4g1h1 3g3hahohs — 3g97h3hags + 9g0h395hs — 9g3hogshi + 3higi92hs +
3g7hihogs — 3g1hig3ho + gohihigs + 2g5hagih] — 4g2hagihogshs + 3higihy —
2g7hahi — 2gohagihohs — 2g3hagohohy + 8gahagoh3gn — 14gshagohigahs —
12gsh3g190h1 + 4g2hagihagshy — 2g2h3gohagi — 5g3hagshohs + 12gshagohagihs —
4g5hagohohs — 4g3hagihohs + 4g5hahi g1 hs,

3g190h1ha — g2h3g0 + 2hagshigo — hagihsgo + 3hsgahigo — 297 hoha + haohogs —
3hagshog + h1gahogs — 2h3gahogn,

—2hygrhago — 2h3gahago + g1h3go — 3g3h3go + hagshigo — gihiha + 2hsgahogy +
grhagshi + g2hohs — g3hihy + g1h3gs — hihogs + 2hagshogs — hagshogi — gagsh? +
3hshogs — g2h1g1hs,
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Wrr

Wrs

wg1

Wsg2

Wg3

Wg4

Wgs
Wse

hagihsgo — hagahago — h1gogsha + 392h3go + 3h3gshago + hagegihi — 2hagshog —
g2h% + h2g2 — 3h3gshogs — 3hahog2 + h1g3gahe — gihsgaha,

(2909174 + 390h2gs + 3909203 — g2hs — g1g2ha)ha,

gihageha + gogihshs — higogihs — gohagyhs + gihy + hogigpho — higy +
2h1g5hoha —2g7hihaho —higagihs — b3 g5 hoga+2hi gag193+hihagagi —2g0g1haga+
2g90h%g1hsgs — 3goh1g3h3hz + 2goh291h492h0 — 293h090h4h2 — 290h292g3h0 -
390hag193hoh1 + 293h090h492 - 290h3h492h0 - 291h0h3h193 - g0h3 + 93 h3
2gzhﬂh290h3 + h4h191 gzh hag +glhog3h4 g0h2g2h3 +th hags — g2h0g3h1 +
Gohogihy — gShagih3 + grhogihi — gihohaha + gihohigs — gohigih3 — gshihs +
9oh3gs + gihoh3 — gohtgs — 9o hihi + gohsgihaho + g1hogshagohs — g2hogshigohs —
gohagihihs—5g1hoh1gsgaho+gihohagohi —gihohsgaho+g1hogshihs—gohi g1 h3gs+
9oh?gsgaha — goh19ihahs —3g0hihagagi +5g0h1 g1 hagaha +2g3h1 g2h3 +2g5h3 gsha —
2g1higshe + 3g5h3gsho — 3gohsgshi + 2g5hshaha + 3g1hggshsga + 3g3hohigohs —
390h§9192h0,

—h4h39§9’ + gohzgfho + g:f’h4h3h0 - h4go h3 + higohs + 2h4goh393h0 — h4g1 hogaha —
h493hogo h4g2hogo gthgz 91h4g3h0h1 - 2glhogghzhl h3h1g3 + h3gihs +
h3g391+h395ho—h3g593—h1 g7 hagahs+higagi gsha+h3 g7 — h1gzh2+gzhoh2h193—
2g2hogshigihs — g2h3g5ha+2h3gohi giha+ hogihagiha+2hahogs goha — 9195 hi b —
h1g2hogsgoha—hagshigo+2gohagi hahi gs+gshohshy+hagohigogiha—h193gshaha+
2hagshigi g2 —3hagihsgogaho+2g0h1 g2h391+ g1 hagiholhi — goh3gagi ha+g7hh g3 —
9oh3g3g1+ gohagihi — hig5g1hs— higihoge — hagihiha+ gohags hahi + goh? gahsgs —
92hogsh3g: + g3hohagihs — goh3gahigs — gihogshahs — 2g7hagohihs,

h3hagt —hig3gs +2h3g395ho — h490 hs+2goh3g1h1gs — 293 hoh1 g1hs — 2g5hThags +
higshogg + 2g7h392hs — 2huhy gt hs — 2g5hsh3go + hagshiggha + 2hagshogagohs +
2g7hagohahs +2g1hagohigahs — hagshogi goha — gsh3ggha + higahigf + hagihig, —
h1h09§90h4—h4h39§93+h39§91h2—h19%h§g2+9§h?191h2—290}129192}10—h?2’939290+
gshshaho — 2g7h3g0hy — gihagshi + goh3gshy — g3hohsgy + gshohahy 4 g7hiho —
2h4g2gthihs + gihagshigohs — 2g7hahogshs + gihagshohs + gihigs — 92h2h3
gshohshigs — goh3gsgihs + 2g5h1hagoha — g1hagohogshi,

gahihags + 2h1gsgohi — gihogohi + gahogihi + gihahigs + gohshagshogs +
9§h0h4h290 - g§h3h4g3h2 - 290h493h091 - 2h493h0h191 gOh3 + 3h29392h0 -
3g5h3hago + g3hahohs + 3gihah3gs + 3g7h3hsgs — 3g5gshihs — 3gag3hihs +
4goh1gshsgihs + 3higsgohogohs — g3hah? + 3¢5hohshags — 3goh3gsgahs +
g2hagihogshy — 92h49193h% - 39%}1293/11}14 - goh%g§h4 - 29?}11}12 - 9%h093h3h4 +
2g5hshogshy + 2gahagohagihs + 2gihohshs + 2g7higohs + 4g5hagohihs —
4gohagihihs,

—hsh1g190 + h3g190 + hihogsgr — hihoga,
g190h1ha — hagihsgo — hagahigo + g2h3g0 + gihihs — gih3 + hagshogi — g1g3h? —
hohogs + g3h? + h1g2hogs,
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ws; = hagihago + hagahi1go — hagahago — gih1ha + g2hohs + hagshogs — g2gsh3,
Wgg = —h2h4(9092 - g%)
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Résumé : Cette these est constituée de trois parties indépendantes concernant la déter-
mination des points rationnels et entiers sur les courbes algébriques. Nous nous sommes
particulierement intéressé aux aspects algorithmiques de ces problemes. Dans la premiere
partie, nous avons considéré la famille des courbes elliptiques définies par les “simplest
cubic fields”. Nous décrivons une méthode pour calculer exactement tous les points en-
tiers sur ces courbes. Une étude expérimentale sur un grand nombre de courbes nous a
amené a observer certains phénomenes que nous prouvons par la suite. En particulier,
nous donnons explicitement tous les points entiers sur ces courbes lorsque leur rang vaut
1. La deuxieme partie concerne le calcul des points rationnels sur les courbes de plus grand
genre. Dans le but de calculer ces points lorsque le rang de la jacobienne est supérieur au
genre de la courbe, Flynn et Wetherell utilisent le groupe formel d’une courbe elliptique de
rang 1. Nous développons une version explicite du théoreme de préparation de Weierstrass
pour généraliser cette méthode au cas des courbes elliptiques de rang supérieur a 1, ce qui
permet de traiter de nouvelles équations diophantiennes. La derniére partie de cette these
consiste a calculer les traces de la loi de groupe sur la variété de Kummer d’une courbe
hyperelliptique de genre 3 définie par un polynéme de degré 7. Ces traces permettent de
construire une fonction hauteur sur la jacobienne. Nous pouvons alors espérer d’une part
en déduire une procédure effective de calcul du sous-groupe de torsion et d’autre part
effectuer des descentes infinies.

Title : Effective Computation of Integral and Rational Points on Curves

Abstract : This thesis consists of three independant parts concerning certain aspects of
the study of rational and integral points on curves, with an emphasis on explicit results,
using a variety of techniques including computational methods. On the topic of integral
points on elliptic curves, we consider the family of elliptic curves defined by simplest cubic
fields. We use linear forms in elliptic logarithms to compute all integral points on these
curves when the parameter is less than 1000 and using approximations of the canonical
height, we find all integral points on these curves when the rank is 1. The second part
deals with rational points on curves of higher genus. In order to compute these points
when the rank of the jacobian is greater than the genus of the curve, Flynn and Wethe-
rell uses power series for the formal group of elliptic curves when the rank is 1. We use
an explicit version of the Weierstrass Preparation Theorem in order to explain how to
generalise this technique when the rank is greater than 1. The final topic of this thesis is
the Kummer variety of hyperelliptic curves of genus 3 defined by a polynomial of degree
7. We computes traces of the group law in this case. These traces allows us to construct
a height function on the jacobian variety. We can then hope to find an effective proce-
dure for finding the torsion subgroup of the jacobian and to perform an infinite descent.
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