WES D’ANALYSE

r d,ona:
= &
el que

fnlge

continue, et par suite,

’rl

[0, 1] dans R définies

HE Solution

ilite, f et g sont déri-

roissement en 0, il est

r xel0, 1]

walors 1 — x? soit égal
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2) fitude de g
On a immédiatement

ﬁx—):xsinl—ﬂj
x X

g est donc dérivable en 0 et g'(0) = Q.

On a déduit pour f de 'existence de lign f' = 0Texistence de f'(0) = 0.

L’exemple de g montre que 1a réciprogue du théoréme utilisé (conséquence

. jmmédiate, rappelons-le, du théordéme des accroissentents finis) est fausse.

Eneffetpour x > 0 g'(x) = 2x sin% — €08 %qui n*a pas de limite en 0.

11i.202

Montrer que f: x — Arctg x est de classe G sur R et calculer pour
tout ne N* et pour tout xe R f™(x).

Solution

On sait que f est dérivable et que

' 1
VYxeR f(x)'—“'H_—xz

Nous aflons utiliser les résultats concernaot la dérivation des applications
i valeurs dans un espace vectoriel nermé de dimension finie E (avec jei

E = C).

Nous écrivons :

d’ot nous déduisons immédiatement

wiy _ =1 (= 1) 1 1
e =" [(x SO f)"]

La forme obtenue, concernant une fonction réelle, n'est évidemment pas
satisfaisante en ce qwelle fait apparaitre les complexes f et — i On écrit donc .

() __(— 1)"—1(”—1)I(x+i)"ﬁ(xuj)" s
fOx) = 21 PRy

(=D 1n — 1! 2 Critamt L (= Crite

21i . " (xz XS 1);1
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La réduction des deux )’ ne laisse subsister que les termes de degré n—k en x
avec k = 2 p + 1 impair et 'on a finalement :

fopg = LUy gy it
ospx iyt

[11.203 (indépendamment du précédent)
Montrer que f: x— Arctg x est de classe C° sur R et que I'on a :

Pox)

199 = =

on P, est un polynéme.

Partant de la relation (1 + x%) f(x) + 2 xf’(x) = 0, déterminer une
relation linéaire kant P,.,, P, et P,,; pour n > 1. En déduire pour
n z 1 une relation linéaire liant P,, P, et P, et déterminer explicitement
P, 4 partir de cette derniére relation.

Solution
1) f” existe et on a bien
Fix) = E avec P(x}=1.
x4+ 1
. . . P
Soit n entier > 1. Supposant existence de f@ avec Fi™{x) = ﬁlm.,._.._ﬁ.ixvﬂm,
x

. . . . P
on déduit aussitdt I'existence de f@*Y avec fUPV{x) = ﬁ;ﬁmﬂwﬂv ou

&) Poiilx) = (x* + 1) Pifx) — 2 nxP,(x}.

2) Partons de la refation (1 + x*) f"(x) + 2 xf'(x} = O et égalons les déri-
vées (n — 1)-iémes des deux membres, en utilisant pour chacun des produits
(1 + x%) f"{x} et 2 xf'(x} la formule de Leibniz, soit :

(L+ %2 " 00) + 2 Cy xf9() + 2 CL, £47909 + 2700 +

+ 20 " =0
ou
(1 4+ x?) FO"" U0 + 2nxf"%x) + n(n — 1) 0 V(x) =0

ou encore en multipliant les deux membres par (x* + 1)*

) P (6 +2mxP(x) +nln — D({E +x)P,_;(x)=0

gui est la premiére relation demandée.
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3) Comparant (1) et {2) on obtient immédiatement :
Py = —nln — 1P, (x)
d’'ot, en remplagant 7 par n 4+ 1,
(3) Prii(x) = —nln + 1} Pox) .
Drautre part, en dérivant {1}, il vient :
(x2 + 1) P7x) — 2(n — 1) xPyx) — 2nP,(x) — P {x) =0

et, en utihsant (3),

(4] G+ D) PHx) — 2(n — D xPyx) + n(n — 1} P,ix) = 0

7

qui est la deuxidme relation demandée, valable, comme (1} et (3), pour z = L
4) A partir de (1) et de P, = 1, on &tablit dabord aisément (soin en est laissé
au lecteur) les résultats suivanfs :
i) P, est de degré n — 1,
ii) P, est de méme parité que n — 1,

iif) le coefficient dominant de P, est (— 1} ' r!

On peut donc poser a priori

Pixy= 3 L9 *¥77 avee gy = (— 1)"n!

:I
GEps—3

Portant dans (4), il vient

=+ 1 M Du?lwﬁlu:xlmw\uwum?p?uI

05y EFE
—2a—Dx Y  am-2p—1x"¥  +a-1) 3  ax ¥ =0
0<psi52 gepstzl

ou

¥ m—=2p—1Dm—2p—2)g,x" 7 4
PE

0, gDl

b

[m=2p—1y(n—2p-2)-2(n—1)(mn—2 p—L)+n{n—1j].
n—1

J
+V
O0<p=s

a, x" i =

ig

(om = scindé le premier Y en deux Y dont le second a ét€ regroupé avec les deux
derniers ).

Solent aprés réduction :
Y m-2p—Dm—2p—2a,x"* ¢

n—3
+ Y 2p@p+ Da,xH T =0,

G=sps=3
a=1

o< pehs




36 EXERCICES ET PROBLEMES D'ANALYSE

On effectue alors dans le premier ¥, le changement d'indice p—p + 1, soit

Y m—2pn—2p+1ya, , x2 1 +

+ Y 2pRp 4 Da,xTW =0

ou

Y [m—2pa-2p+am., +2p2p + a]x" ¥ =0

1€ps il

n-—1
2

d’on on déduit pour tout p tel que 1 €< p <

2p2p + Da, = —n-2ppr—-2p+ Va,_,.

Partant de a, — (— 1)*n ! on détermine par récurreiace

a, = (- Cn?l Nn—2..n—2p+1n—-2p

T X T x - xCp P+ 1) (-1l

e pwte—lp ar— D..a—2p+13in—2p)
Gl R e e S T R )

a, = (— 1Pt — et

¢est bien le méme résultat que dans 111,202

1.a méthode de cet exercice paraitra sans doute plus compliguée gue celle
de Pexercice précédent. Elle a cependant Pavantage de s"appliquer a d’autres
applications que Parc tangente par exemple & fix—e™.

111.204 (suite des deux exercices précédents)

Montrer que pour tout r > I, P, admet n — 1 racines réelles dis-
tinctes, les racines de P, étant, pour fout r > 2, «séparées» par celles
de P,_,.

On donnera deux démonstrations, Pune & partir de II1.202, Fautre
a partir de HI.203.

Solution

1) Premiére démonstration : On a (pour n > 1)

P = ciwms — D+ ip - =]
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. done :
P)=0e=@x+if—0x-0=0

A
<> (f et — i wétant pas racines) hx _v =1

AUXIHH nxwﬁwmﬁv ._amﬁrﬁ:uzlaw.

Expliguons la limitation sur k I suffit, on le sait, pour obtenir toutes les

racines de Punité une fois et une seule, de donner 4 k nvaleurs entiéres consé-

cutives par exemple 0, 1, ., 7 — 1 d'autre part k = 0 conduit & I'équation

X —i _ 1

x +i
. On tire alors :

impossible

soit

xhlmoﬁmwﬂa ke{lLZ..n—1}

Vu la stricte décroissance de la cotangente sur 30, 7, on obtient bien n — 1
racines (réelles) distinctes. On remarquera de plus que la suite

kx
kt+ — ooﬁmﬂ

st strictement croissanie. D'auire part sin =2p + 1 est impair, les racines
sont en nombre pair, toutes différentes de 0, les racines correspondant 4

k=1,..p

&tant respectivement opposées de celles correspondant 3 k=2p, ., p + i;
si n=2 p est pair les racines sont en nombre impair, celle correspondant & k=p
stant nulle, les auires racines étant toutes Bon nulles, celles correspondant
ak=1.,p— 1 &tant respectivemnent opposées de celles correspondant &

k=2p—1..p+1.

Ces tésultats bien entendu recoupent les remarques de parité faites précédem-
ment sur P,

Eafin pour tout ke { 1,2, ..n — 2} (sin>2),onals double inégalité :

<
— n

k fe B+ 1

n

(la premiére inégalité est triviale, 1a scconde équivaut & kr < (k + 1) (rn—1)
ou k < 1 — 1, ce qui est). Utilisant 3 nouveau la stricte décroissance de la
cotangente sur ]0, xf, on en déduit bien que les racines de P, sont « séparées»
par celles de P,_ .
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2) Seconde démonstration : P,(x) = — 2 x admet une racine réelle (0). Soit
n > 2 et supposons que P, _, admet n — 2 racines réelles f, < Bz < .. < Bo_a-
- Py 4(x)
=13y} = — BV
Utilisant f {x) R
de pius le degré de P,_, (soit n — 2) etant strictement inférieur 4 celui de
(% + 1)*"* (soit 2n - 2) on a lim f=1lim f = 0. On applique alors & fe o
o0 -
le théoréme de Rolle sur les n — 3 intervalles [, fero), K€ {1,.,n—3}et
le théoréme de Rolle généralisé sur 1— co, §,] et sur [Fa_z + ool, ce qui met
en ovidence n — 1 réels o, < @, < ... < @, fels que pour

on voit que ces racines annulent f&U;

kel{lon—3} B<ox<firn

et que oy < By et %,y > Pz oS B réels annulant (FYY =", Uti-
. P (x)
lisant f™(x) = —* ,

an H. @nv mHN + Hu: i
les) racines de P, que ces racines somi distinctes et guwelles sont séparées par
celles de P_,.

on en conclut que oy, ..., o,y sont des (et par suite

111.205

Montrer que tout homomorphisme continu du groupe (R, +) dans
|ui-méme est dérivable. Déterminer explicitement tous ces homomor-
phismes. En déduire tous les homomorphismes continus du groupe (R, +)
dans le groupe (R%, <}

Solution

1) Soit f un homomorphisme continu de (R, +) dans lui-méme. Alors :

) Vi peR? flx + ) =5+ ).

Tixons x, les deux membres de (1) sont alors des fonctions continues de y
sur R, elies sont donc intégrables sur tout intervalle compact et on peut écrire :

.—é flx + yde = yf(x) + ,ﬁ fyar.
0 0

Effectuons dans la premicre intégrale le changement de variable x + ¢ = w.
11 vient :
¥

% F) du = 7 () ; fod.

x o

Soit F une primitive de f sur R (uns telle primitive existe puisque f est conti-
nue). Ayant {ixé y a une valeur y, non nulle, on peut écrire pour tout x reel :

o = e+ v p - % E &
Yo [
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x+ ¥

ﬁ f étant continue on a en effet ._,

x

Fieyde = Fix + o) — 5&.

Sous la forme (2) il apparait bien que f est dérivable sur R.

2) (1) implique par dérivation par rapport i x, y stant fixé, puis par dériva-
tion par rapport 4 y, x étant fixé

filoe+ ) =1 et flx+ 3=
ol Ton déduit -
Y(x, yeR? f)=1(.
En particulier (faisant y = 0)
vxeR  f'(x) = £{0)
£ est donc comstante et par suite [ est affine
£ = ax + f

mais comme [{0) = 0 (faire dans (1) x = y = 0), # = 0 et f est donc linéaire.
Réciproquement toute application linéaire &tant cn particulier additive,

f{x) = ex  verifie (1}

Fn résumé les seuls homomorphismes continus de (R, +) dans hii-méme sont les
applications linéaires de R dans R.

3} Soit g un homomorphisme continu de (R, +) dans (RY, =) Ona:
€); Vix, e R glx + y) =gl g(y)

g(x), gl glx + y) étant tovs trois strictement positifs, (3) équivaut & :

Vix, y)eR? Logglx + y) = Log g(x) + Log g(»)

Cest-a-dire au fait que f = Log g est un homomorphisme continu de (R, +)
dans Ini-méme. Donc

g weR

i

Log g(x) = ox < glx)

«g(x) = aeRY (enposanta = e%.

i résumé les seuls homemorphismes continus de (R, -+) dans (R%, ) sont les
fometions exponentielles x — a* (y compris Pexponentielle friviale correspondant

aa=1.



