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L’espace R"

0.1 Produit scalaire, norme et distance dans R”

Définition 0.1. Six = (z1...2,) et y = (y1...yn) sont deuz vecteurs de R™, on définit
leur produit scalaire par :

(T, y) =191+ + Toln
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Définition 0.2. On appelle norme de x (ou longueur) ||z|| = (x,x)"* et la distance

entre deux vecteurs d(x, y) = ||z — y||.

Proposition 0.3. On a les propriétés suivantes :
(1) (z,y) = (y, )
(2) (x,y +2) = (x,y) + (2, 2)
(3) {ow,y) = alz,y)
{

(4) (x,x) > 0 avec (z,x) =0 si et seulement si x =0

Théoréme 0.4. Le produit scalaire vérifie l'inégalité de Cauchy-Schwarz (z,y)? <
llz||? l|y||? avec égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration Je vais donner deux arguments aboutissant a I'inégalité de Cauchy-Schwarz '

Soient x et y deux vecteurs et A un nombre réel. Le nombre (A\x + y, (Ax + ) est positif
ou nul. On peut développer ce produit scalaire en appliquant les propriétés de linéarité.
On obtient :

Ae 4y, e +y) = Az, \x+y)+ (y,\z+y)
Mz, dx +y) + (y, \x + 1)

Mz, Ax) + Mz, y) + (Y, Az) + (Y, y)

Nz, ) + M, y) + My, 2) + (y,9)
= Az, z) +2\Mz,y) + (4, 9)

On obtient donc un polynéme de degré 2 en A qui est positif ou nul pour tout A. Cela
signifie que le discriminant de ce polyndéme est négatif ou nul. Autrement dit on a

(1) = (y, y)(z, x).

Dire que ce discriminant est nul est équivalent a dire qu’il existe A pour lequel le polynoéme
est nul ou encore qu'il existe A pour lequel ||Az+y||* = 0 ce qui est équivalent & Ax+y = 0.

1. ou inégalité de Cauchy-Bunyakovski-Schwarz
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Autrement dit ’égalité ne peut étre vérifiée que dans les cas ou x et y sont colinéaires.
On vérifie facilement que I’égalité est satisfaite lorsque x et y sont colinéaires (on a donc
I'équivalence).

La démonstration proposée ci-dessus a 'avantage de s’adapter a d’autres cadres. Par
exemple, on peut montrer de cette fagon que si f et g sont deux fonctions continues a
valeurs réelles sur [a, b] (a et b étant deux nombres réels tels que a < b) alors

/abf(t)g(t)dt‘ < (/b fz(t)dt) " (/abgz(t)dt>

Voici une autre maniére de voir les choses (certaines affirmations ne seront peut-étre

1/2

justifiées que dans quelques temps en AL2). On utilise I’écriture matricielle du produit
scalaire. Prenons deux vecteurs = et y. Leur produit scalaire s’écrit (z,y) =‘zy. Si on
multiplie ces deux vecteurs par une matrice orthogonale A on a :

(Az, Ay) =" (A)zAy ="4 AAy ="'zy = (z, ).

Autrement dit le produit scalaire n’est pas changé si on multiplie les deux vecteurs par
une matrice orthogonale. Il existe une matrice orthogonale A qui envoie x sur ||z|/e; on
e1 désigne le premier vecteur de la base canonique. On a alors :

(z,y) = (Az, Ay) = (|[z[ler, Ay) = |[z[|{er, Ay).

La premiére coordonnée de Ay est inférieure a la norme de y. Pourquoi ? La somme des
coordonnées de Ay au carré vaut la norme de Ay au carré c’est-a-dire || Ay||*> = |Jy||*. Mais
la somme des carrés des coordonnées est supérieure au carré de la premiere d’entre elles.
Finalement I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire canonique dans R" est
une conséquence du fait qu’on peut construire une matrice orthogonale dont la premiére
ligne est un vecteur de norme 1 arbitraire( ce qui revient & dire qu’on peut compléter une
famille d’un vecteur de norme 1 en une base orthonormée).

Donnons une autre fagcon de voir les choses : I'identité de Lagrange

(Z vy)®+ D (wayy — wu)’ = (Z 90?)(2 y7)

1<i<j<n

s’écrit ici
(z,y)* + Z (ziy; — z9:)° = [lz]*[ly?

1<i<j<n

et donne donc une justification a notre énoncé (la somme Y Y . (ziy; — 2;:)° est
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positive ou nulle). Etablissons I'identité de Lagrange.

(Z%%)Q = Zw?yf—i— Z TYiT;Y; + Z TiYi%Y;
i—1 i—1

1<i<j<n 1<5<i<n
n
. 2 9
= E rY; + 2 E TiYiT Y,
i=1 1<i<j<n

= 2%23/12 + Z [%2%2 + 953%2 — (ziy; — %‘yi)Q]
i=1 1<i<j<n

= > aiyi+ > [yl - Y (wwy— )
=1

1<i<j<n 1<i<j<n
n n
= OO v — D (wy—ww)’
i=1 i=1 1<i<j<n

O

Théoréme 0.5. La norme définie précédemment s’appelle norme euclidienne et vérifie :
(1) ||z|| =0 si et seulement si x =0
(i1) ||z|| >0 six#0

(iii) |laxl| = |af flz]

() [l +yll < [l + llyll

Démonstration Si ||z| = 0 alors la somme >, 27 vaut 0. Comme tous les carrés sont

positifs ou nuls, pour que leur somme soit nulle il faut qu’il soient tous nuls, autrement
dit que tous les z; soient nuls ce qui signifie bien que x = 0. Réciproquement, si x = 0
alors ||| = 0. On a

n

n
lazl? = (az:)* = a® ) o = a® |lz|*
=1

=1

En prenant la racine carrée on obtient

loz] = Vile|? = Va2 |22 = Va2 V/]z|* = |a] |].

lz+yll> = (@+y,z+y)
= (z,7) +(z,y) + (¥, ) + (¥, y)
2 ]” + [lyl1* + 2(z, v)
I l” + [yl + 2[1=]l]y]
(]l + [lyl)?

AN
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L’inégalité de Cauchy Schwarz permet aussi de définir 'angle géométrique entre deux
vecteurs : comme (z,y) < ||z||||y||, si aucun des deux vecteurs n’est nul, alors le quotient
(z,y)

est un nombre compris entre -1 et 1.
[l [yl

Définition 0.6. L’angle entre deux vecteurs non nuls est 6 € [0, | vérifiant cosf =
(z,y)
] Iyl

Définition 0.7. x et y de R" sont dits orthogonaux lorsque (z,y) = 0.
Définition 0.8. (plan dans R?)

Soient A = (xg, Yo, 20) un point de R® et N = (a, b, ¢) un vecteur non nul.
Le plan passant par A et orthogonal a N est P = {x € R3/(x — A) - N = 0}.
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