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Résumé

Soit f : X — X une transformation rationnelle d’une variété projective
complexe compacte. Nous étudions la dynamique d’une telle application
d’un point de vue statistique, i.e. nous essayons de décrire le comporte-
ment asymptotique de l'orbite O¢(x) = {f"(x), n € Nou Z} d’un point
générique. Nous construisons pour ce faire une mesure de probabilité inva-
riante canonique dont nous étudions les principales propriétés ergodiques
(mélange, hyperbolicité, entropie), et dont nous montrons — dans certains
cas — qu’elle reflete une propriété d’équidistribution des points périodiques.



Préambule

Le texte qui suit porte sur I’étude statistique de la dynamique des trans-
formations méromorphes des variétés kahlériennes compactes. Il ne s’agit
pas d’'un systéme dynamique (f, X) au sens classique du terme : les trans-
formations f que nous considérons ne sont, en général, pas bien définis sur
un sous-ensemble analytique Iy de codimension > 2 — I’ensemble des points
d’indétermination. Méme lorsque 'on s’intéresse a la dynamique des en-
domorphismes polynomiaux de C¥, il est important de considérer la com-
pactification du systeme — extension méromorphe a une compactification
de C* — qui fait, en général, apparaitre des points d’indétermination &
Iinfini. C’est une source de grande difficulté dans ’analyse de la dyna-
mique : controler la dynamique pres des points d’indétermination est un
enjeu majeur qui nécessite l'utilisation d’outils relativement sophistiqués
de Géométrie Algébrique Complexe (problemes de désingularisation dyna-
miques) et d’Analyse Complexe (construction, et intersection géométrique
de courants positifs invariants).

La dynamique des applications de plusieurs variables complexes a connu
de nombreux développements au cours des quinze dernieres années, suite aux
travaux fondateurs de E.Bedford, J.E.Fornaess, J.H.Hubbard, M.Lyubich,
N.Sibony et J.Smillie. Ce mémoire se propose de faire le point sur une ques-
tion particuliere, celle de I'existence d’une mesure d’entropie maximale.

Nous renvoyons le lecteur a [CFS], [KH|, [W] pour une présentation
générale des Sytemes Dynamiques et de la Théorie Ergodiques, et a [Ci],
[De], [GH], [Laz] pour quelques éléments d’Analyse et de Géométrie Algébrique
Complexes. On trouvera dans [BeM], [CG], [Mi 1] une introduction a la dy-
namique holomorphe en une variable, et dans [F], [M2], [MNTU], [S] une
introduction a la dynamique holomorphe en plusieurs variables.
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durant 1’élaboration de ce texte, notamment mes co-auteurs, mes collegues
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parents, a qui je dédie ce travail.



Introduction

Soit X une variété complexe kéhlérienne (connexe) compacte et f :
X — X une transformation méromorphe dominante (i.e. dont le jaco-
bien ne s’annule pas identiquement). Nous souhaitons étudier la dynamique
de lapplication f, i.e. décrire statistiquement le comportement des orbites
O¢(z) := {f"(x) /n € Nou Z}. 1l s’agit de répondre aussi bien a des ques-
tions (en apparence) élémentaires,

— existe-t-il des points périodiques ? combien ? de quel type?

— comment se répartissent-ils dans ’espace ?
qu’a des questions plus fines de Théorie Ergodique,

— quelle est la complexité (entropie topologique) du sytéeme (f, X)?

— existe-t-il une (unique ?) mesure d’entropie maximale ?

— quelles sont ses propriétés ergodiques (mélange, hyperbolicité,...) ?

Lorsque X est une surface de Riemann, la réponse a ces questions dépend
uniquement du degré topologique deg(f) de ’application f : lorsque deg(f) =
1, la dynamique est pauvre et se calcule & la main. Lorsque deg(f) > 2, on
a le résultat suivant dit & H.Brolin [Bro| (cas des polynomes) et M.Lyubich
[Ly] (voir également [FLM]) :

Théoréme A. Sidimc X =1 et deg(f) > 2, alors il existe une mesure de
probabilité invariante canonique iy qui vérifie

1. py est l'unique mesure d’entropie mazimale
htop(f) = huf(f) = 10g deg(f) > 0;

2. py est mélangeante, d’exposant de Lyapunov

—

X(uy) 2 5 logdeg(f) > 0;

3. Iy a (deg(f))"+1 points périodiques d’ordre n. Tous —sauf un nombre
fini— sont répulsifs et s’équidistribuent selon la mesure py.



Le but de ce mémoire est d’établir un résultat similaire au Théoreme A
lorsque X est de dimension k > 2 : on cherche une condition numérique qui
garantisse ’existence d’une mesure canonique dynamiquement intéressante.

A la fin du 20¢ siecle, E.Bedford, J.E.Fornaess, J.H.Hubbard, M.Lyubich,
N.Sibony et J.Smillie ont construit et étudié une telle mesure p; pour deux
familles particulieres (mais décisives) de transformations : les applications
de Hénon complexes (i.e. les automorphismes polynomiaux de C? d’entropie
positive), et les endomorphismes holomorphes de I'espace projectif complexe
P*. Les dynamiques correspondantes sont trés différentes : dans le premier
cas les points périodiques selles s’équidistribuent selon p ¢, alors que dans le
deuxieme cas, ce sont les points répulsifs qui jouent un role déterminant (un
résultat plus récent de J.Y.Briend et J.Duval [BrD 1,2]).

Cette différence est en partie expliquée par les valeurs respectives des
degrés dynamiques de ces applications.

Degrés dynamiques. Soit f : P¥ — P* une transformation rationnelle de
I’espace projectif complexe P*. On définit, pour 0 < j < k, le j™¢ degré
dynamique de f,

A (f) = lim nf [deg f~"L]"",
ou L désigne un sous-espace linéaire générique de P de codimension j.

Observons que A(f) est le degré topologique de f et que Ao(f) = 1.
Lorsque f est un endomorphisme holomorphe, on vérifie que \;(f) = A1 (f),
ainsi A\g(f) est le plus grand degré dynamique de f. A l'inverse, pour une
application de Hénon complexe, on a A\i(f) > Aa(f) =1 (k= 2).

Nous rappelons la définition des degrés dynamiques d’une transforma-
tion méromorphe f : X — X d’une variété kahlérienne compacte quelconque
dans la section 2.1. Ce sont les rapports A;(f)/Aj+1(f) qui jouent un role
crucial dans les phénomenes d’équidistribution : ceux-ci ont lieu lorsque
Aj/Aj+1 # 1. On dira que f est cohomologiquement hyperbolique
lorsque cette condition est satisfaite pour tout 0 < j < k — 1. Il résulte
des propriétés de concavité de la fonction j — log A;(f) (voir Théoreme
2.4 de ce texte) que cette condition est équivalente a I’existence d’un entier
[ € [1, k] tel que A\;(f) domine strictement tous les autres degrés dynamiques.

En dimension k =1, f est cohomologiquement hyperbolique si et seule-
ment si A1 (f) > Ao(f) = 1, i.e. lorsque A\;(f) = deg(f) > 2. On retrouve la
condition du Théoréeme A.

En dimension k = 2, la condition se résume a A;(f) # A2(f). Il y a donc
deux cas a considérer, selon que Ai(f) < A2(f) (grand degré topologique,
e.g. les endomorphismes holomorphes de P?), ou A(f) > A2(f) (petit degré
topologique, e.g. les applications de Hénon).

Les travaux présentés dans ce mémoire s’articulent autour de la conjec-
ture suivante —formulée dans [G 3,7]— et y apportent des réponses partielles.



Conjecture. Soit X wune variété kdhlérienne compacte et f : X — X
une transformation méromorphe cohomologiquement hyperbolique, i.e.
telle que Ni(f) > maxj \j(f) pour un entier | € [1,k]. Alors il existe une
mesure de probabilité invariante canonique py qui ne charge pas les hyper-
surfaces complexes et vérifie

1. py est l'unique mesure d’entropie mazimale
huy (f) = hiop(f) = log Mi(f).

2. py est mélangeante et hyperbolique. Ses exposants de Lyapunov vérifient

X122 0> g g (/A () > 0

et
0> g log (N At (£) = e 2 - > i

3. 1l y a environ \j(f)™ points périodiques selles de type (k—1,1). Ceuz-ci
s’équidistribuent selon py.

Les résultats. La conjecture est motivée par les travaux de Bedford-Lyubich-
Smillie [BLS 1,2] qui l'ont établie lorsque f est une application de Hénon
complexe, ainsi que par ceux de Fornaess-Sibony [F'S 2,3,4] et Briend-Duval
[BrD 1,2] qui ont réglé le cas des endomorphismes holomorphes non linéaires
de P*. Nous esquisserons la démonstration de ces résultats ainsi que certaines
de leur généralisations :

Théoreme B. La conjecture est vraie lorsque | = k, i.e. lorsque le degré
topologique domine strictement tous les autres degrés dynamiques.

Ce résultat — qui contient le Théoreme A et généralise [BrD 1,2] —
est expliqué au Chapitre 3 (dans un souci pédagogique, nous détaillons la
preuve du Théoreme A au Chapitre 1). Notons que ces transformations
méromorphes de grand degré topologique sont appelées cohomologiquement
dilatantes dans le texte de S.Cantat [Ca 4].

Théoreme C. La conjecture est vraie lorsque f : X — X est une transfor-
mation birationnelle (A2(f) = 1) d’une surface projective (k = dime X = 2),
moyennant une hypothése technique.

Nous précisons au Chapitre 4 cette hypothese (Définition 4.21), qui porte
sur le controle quantitatif de la dynamique pres des points d’indétermination
(voir rubrique suivante). Mentionnons simplement ici qu’elle est vérifiée
lorsque f est une application de Hénon complexe [BLS 1,2], un automor-
phisme d’entropie positive [Ca 1], ou une application birationnelle “générique”
de P? [BDi 2], [Du 5.



Notons que tout endomorphisme polynomial cohomologiquement hyper-
bolique f : (z,w) € C? — (P(z,w), Q(z,w)) € C? avec max(deg P, deg Q) <
2 releve soit du Théoreme B, soit du Théoreme C et vérifie donc la conjec-
ture [G 3]. De méme, tout endomorphisme holomorphe cohomologiquement
hyperbolique d’une surface projective vérifie la conjecture (Théoreme 3.6).

Points d’indétermination. Les applications f que nous considérons ne
sont, en général, pas partout bien définies. Il existe un sous-ensemble ana-
lytique Iy de codimension > 2 constitué de points en lesquels f n’est pas
méme continue. Si p € Iy, son image

f(p) == () F(B(p.e) \ 1)

e>0

est un sous-ensemble analytique de dimension positive. On cherche & décrire
la dynamique des points qui se situent hors de ’ensemble d’indétermination
itéré
7= ).
nez

En général cet ensemble peut contenir une hypersurface de X (bien que
codimcly > 2). C’est pourquoi il est crucial, dans la conjecture énoncée plus
haut, que la mesure jy ne charge pas les hypersurfaces de X. Par ailleurs
les degrés dynamiques étant invariants par un changement birationnel de
coordonnées m, on veut pouvoir transporter py par 7 : il faut donc que py
ne charge pas une hypersurface qui pourrait étre contractée par .

Nous expliquons dans la section 3.3.1 qu’on ne peut pas se contenter
d’étudier les endomorphismes holomorphes : ce sont des objets beaucoup
trop rares. Des lors, le contréle de la dynamique pres des points d’indétermi-
nation constitue une des difficultés majeures de cette étude.

La stratégie. La transformation f : X — X induit des actions linéaires
f*, f+« par image inverse et directe sur les espaces vectoriels de cohomologie
de deRham HY(X,R). Comme X est kéhlérienne, on peut tirer profit de
la décomposition de Hodge. L’hypothese numérique \;(f) > max; Aj(f)
permet de montrer que les actions dominantes sont

f*: HYX,R) — HY (X, R) et f, : H* U X R) — HFUEL(X R).

Cela se traduit par exemple dans la formule des points fixes de Lefschetz
(voir paragraphe 2.3.1) qui montre que le taux asymptotique de croissance
des points périodiques est controlé par \;(f), ou encore dans la majoration
de I'entropie topologique (voir paragraphe 2.2.1) qui donne ici

hiop(f) < log Au(f).

Pour démontrer la conjecture il est naturel de vouloir utiliser le principe
variationnel pour exhiber une mesure d’entropie maximale. La présence de



points d’indétermination implique malheureusement qu’il n’y a pas toujours
égalité dans le principe variationnel (cf [G 7]), du moins lorsque f n’est
pas cohomologiquement hyperbolique. Notre stratégie consiste a construire
une mesure invariante canonique en utilisant I’Analyse Spectrale des actions
linéaires f*, f. et des propriétés fines d’Analyse Complexe (notamment la
théorie des courants positifs), puis & étudier les propriétés ergodiques de
cette mesure en entremélant des outils classiques de Systemes Dynamiques
(théorie de Pesin) et de Géométrie Algébrique Complexe (notamment la
théorie de Hodge). La premiere partie repose sur les observations suivantes :
e 'hypothese A := \(f) > A\j_1(f) garantit des phénomenes d’équidistribu-
tion : si w; et w; sont deux formes lisses fermées cohomologues de bidegré
(1,1), alors A7 (f™)*(w; —w;) — 0. On espere qu’elles s’équidistribuent selon
un courant positif fermé invariant Tl+ de bidegré (I,1), i.e.

1 *
V(f "o — T
el’hypothese A = N(f) > Ap1(f) se traduit par dualité en \g_;(fi) >
Ai—i—1(f+), donnant de maniere analogue des phénomenes d’équidistribution
par image directe des formes lisses fermées wy_; de bidegré (k—1,k—1). On
espere de méme que

V(f”)*wk,l — T
ou T)_, désigne un courant positif fermé de bidegré (k — 1,k —1);
e on tente alors de définir la mesure canonique

Tt —
pp=1" NT,_,.

La seconde partie consiste a donner du sens au slogan suivant : les pro-
priétés géométriques d’extrémalité des courants invariants refletent les pro-
priétés ergodiques de la mesure piy.

Il est raisonnable de penser que cette stratégie va aboutir prochainement
en dimension deux, notamment dans le cas des endomorphismes polyno-
miaux (voir Chapitre 4 et [FaJ 3], [DDG]). La dimension supérieure en est
a ses premiers balbutiements. Nous indiquons au Chapitre 5 quelques unes
des pistes explorées jusqu’a présent.

Le cas non hyperbolique. Nous nous intéressons dans ce texte unique-
ment aux transformations méromorphes cohomologiquement hyperboliques.
Cela nous permet d’éviter le cas peu intéressant des produits directs dont
un facteur est linéaire.

On s’attend plus généralement a ce que les transformations non cohomo-
logiquement hyperboliques préservent une fibration : c’est le cas des trans-
formations biméromorphes des surfaces tels que A\1(f) = Aa2(f) = 1, comme
I'ont montré J.Diller et C.Favre [DF].



Notons que certaines transformations méromorphes non cohomologique-
ment hyperboliques interviennent dans ’analyse spectrale des opérateurs
différentiels (Laplace, Schrodinger) sur des structures modeles self-similaires,
en tant qu’opérateurs de renormalisation (voir [Sa]).

Quelles variétés ? La conjecture sous-tend la question naturelle de savoir
quelles sont les variétés X qui admettent des transformations méromorphes
cohomologiquement hyperboliques. Lorsque dimc X = 1 la réponse est bien
connue : seules les courbes elliptiques et la sphere de Riemann P! admettent
des endomorphismes holomorphes non inversibles. Ce sont les surfaces de
Riemann X dont la dimension de Kodaira kod(X) est négative ou nulle.
Nous montrons dans la section 2.4 le

Théoréme D. Sidimc X =2 et f: X — X est tel que \(f) # Xa(f),
alors kod(X) < 0. Plus précisément,
- soit kod(X) =0,
— soit X est rationnelle,
— soit X est une surface réglée au dessus d’une courbe elliptique ; dans
ce cas [ préserve la fibration rationnelle et Ao(f) > A1 (f).

On peut construire beaucoup d’exemples de transformations méromorphes
f:X — X tels que Ai(f) > Aa(f) (resp. Mi(f) < A2(f)) lorsque X est ra-
tionnelle. La situation est beaucoup plus rigide lorsque kod(X) = 0 (et
moins intéressante lorsque X ~ P! x E, E courbe elliptique). Le cas le
plus important —et le plus délicat a étudier— est donc celui d’une surface
X rationnelle : il s’agit d’étudier la dynamique d’une application ration-
nelle dominante f : P? — P? & conjugaison birationnelle pres. Il est cepen-
dant intéressant de considérer également le cas des surfaces de dimension
de Kodaira nulle. La situation est plus riche qu’en dimension 1 — notam-
ment sur les surfaces K3 — et certaines transformations ayant un groupe
fini de symétries induisent des transformations sur une surface rationnelle
(généralisant la construction de S.Lattes).

Nous conjecturons, en dimension supérieure, que seules les variétés de
dimension de Kodaira < 0 admettent des transformations méromorphes co-
homologiquement hyperboliques.

Précisons a présent le contenu du mémoire. Nous esquissons dans la
premiére partie la démonstration du Théoreme de Brolin-Lyubich. Les éléments
de preuve que nous indiquons sont en partie originaux et se généralisent en
plusieurs variables.

Nous introduisons les degrés dynamiques \;(f) dans la deuziéme partie.
Nous établissons quelques unes de leurs propriétés dans la section 2.1, leur
lien avec I'entropie topologique dans la section 2.2, puis avec le nombre de



points périodiques dans la section 2.3. Nous donnons dans la section 2.4
quelques exemples de transformations cohomologiquement hyperboliques.

Nous étudions dans la troisiéme partie le cas des transformations de
grand degré topologique. Nous démontrons la conjecture dans les sections
8.1, 3.2 et donnons quelques exemples dans la section 3.3. Dans la section
3.4 nous étudions plus avant certains invariants numériques (dimension de
la mesure d’entropie maximale, minimalité des exposants de Lyapunov),
puis nous nous intéressons dans la section 3.5 a des généralisations de cette
situation dynamique (applications d’allure polynomiale).

Dans la quatriéme partie nous tentons de mettre en place notre stratégie
pour démontrer la conjecture lorsque la variété X est de dimension deux.
Il faut tout d’abord trouver un bon modele X — quitte a effectuer un
changement biméromorphe de coordonnées — sur lequel ’action linéaire in-
duite en cohomologie est compatible avec la dynamique : nous abordons
ce probleme dans la section 4.1. Nous précisons I’Analyse Spectrale des
opérateurs f*, f. dans la section 4.2. Nous construisons des courants in-
variants canoniques TV, T~ dans la section 4.3, et étudions leurs propriétés
géométriques d’extrémalité. La mesure canonique py = TTAT ™ est construite
dans la section 4.4, puis nous établissons certaines de ses propriétés ergo-
diques dans la section 4.5. Nous illustrons par des exemples (section 4.6) les
difficultés rencontrées.

La cinquiéme partie aborde le cas des transformations de petit degré
topologique en dimension supérieure ou égale a trois. Nous construisons
une mesure canonique d’entropie maximale pour deux familles d’exemples,
les automorphismes d’entropie positive (section 5.2) et certains automor-
phismes polynomiaux de C* (section 5.3). Plusieurs exemples sont donnés
dans la section 5.4.
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Chapitre 1

La dimension un revisitée

Nous présentons ici la démonstration du Théoreme de Brolin-Lyubich.
Nous supposons donc dans toute cette partie que X est une surface de
Riemann compacte munie d’'un endomorphisme holomorphe f : X — X de
degré topologique A := deg(f) > 2. Notons que seules les courbes elliptiques
C/A et la sphere de Riemann P! admettent de tels endomorphismes : cela
résulte par exemple de la formule de Hurwitz f*Kyx + Ry = Kx que nous
utiliserons également en dimension supérieure.

Nous allons donner une construction récente de la mesure d’entropie
maximale y ¢ inspirée du dd°—lemma de la théorie de Hodge. Cette approche
développée dans [G 1] a depuis été appliquée avec succes par plusieurs au-
teurs a des problémes de dynamique a plusieurs variables (voir notamment
[G 5], [DS 6,8]). Elle nous permet ici d’établir de fagon élémentaire plusieurs
propriétés ergodiques de py (mélange, décroissance des corrélations,etc).

Nous donnons également une démonstration originale —en suivant [G2]-
de I’équidistribution des préimages de points qui utilise des estimées de vo-
lume. Cette méthode permet, en plusieurs variables, d’obtenir des résultats
d’équidistribution des préimages de diviseurs. Les autres aspects (équidistribu-
tion des points répulsifs, unicité de la mesure d’entropie maximale) suivent
de pres la preuve de M.Lyubich. Ils ne seront qu’esquissés.

1.1 La mesure invariante canonique

H.Brolin a donné dans [Bro] une construction simple de la fonction de
Green d’un polynoéme. Trente ans plus tard (soit une dizaine d’années apres
les travaux de M.Lyubich), J.H.Hubbard et P.Papadopol [HP 1] ont ob-
tenu une construction élémentaire de la fonction de Green d’une fraction
rationnelle f. Leur construction consiste a utiliser la structure complexe ho-
mogene de P!, en relevant ’application f en un endomorphisme polynomial
homogene de C?. La technique revient ainsi & faire de la dynamique en deux
variables, puis a utiliser I’homogéneité pour en déduire des informations uni-
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dimensionnelles. Cette construction a le mérite de donner des informations
sur la régularité du potentiel de la mesure d’entropie maximale, ainsi que
de se généraliser au cas des endomorphismes de P*. On peut également la
généraliser a des endomorphismes d’autres variétés homogenes (voir [FaG]
pour les cas des espaces multiprojectifs). Elle ne s’applique malheureuse-
ment pas au cas de variétés non-homogenes (qui interviennent fréquemment
en dimension supérieure). Elle impose par ailleurs d’inconfortables va-et-
vient entre la dimension 1 et la dimension 2 homogene. Nous proposons ici
une approche plus canonique mise au point dans [G 1].

1.1.1 La construction

Soit w une mesure de probabilité lisse sur X. Comme f est de degré
topologique A\, A f*w est encore une mesure de probabilité lisse sur X. On
peut donc trouver v : X — R, une fonction lisse, telle que

%f*w — Wt Ay (1.1)
Nous supposons 'opérateur A normalisé de sorte qu’en coordonnées locales,
Alog |z| = eg soit la masse de Dirac en 0. Observons que 7y est uniquement
déterminée & une constante additive pres (principe du maximum). Lorsque
w est la mesure de Haar sur une courbe elliptique X, on obtient en fait
A1 f*w = w et on peut prendre v = 0. Lorsque w est la forme de Fubini-
Study sur X = P!, on peut prendre

1(2) = g5 ToallP(2) P +1Q(2)] — 5 logll + |21,
ou z désigne la coordonnée d’une carte affine C dans laquelle f = P/Q est
donnée par le quotient de deux polynomes P, () premiers entre eux, avec
A = max(deg P, deg Q).

Nous considérons a présent les images inverses de ’équation (1.1) par les
itérés f™. Une récurrence immédiate donne

—1
1, . — 1 i
Ain(f ) w=w+ Agp, ol g ‘:Zﬁf}/of .
=0
La suite de fonctions (g, ) converge normalement sur X puisque les fonctions
~v o f7 sont de méme norme uniforme, égale a celle de ~. Il s’ensuit que les

mesures de probabilité du terme de gauche convergent, au sens faible des
mesures, vers une mesure limite

. 1 ;
pp=w+ Agy, ol g5 := Zﬁfyof].
Jj=0
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1.1.2 Ensemble de Julia

Observons que la mesure py ne dépend pas du choix de la forme w : si
@ est une autre mesure lisse de probabilité, alors @ = w + Awu pour une
fonction u lisse donc bornée, d’ou

5= (e a (e )
En particulier, si la suite des itérés (f™) est normale dans un ouvert U alors
py = 0 dans U. En effet on peut supposer que les images f™(U), le long
d’une sous-suite n; — +o00, sont toutes incluses dans un petit ouvert V C X.
Quitte a restreindre U et V', on peut supposer qu’il existe une mesure de
probabilité lisse @ qui est nulle dans V. Il s’ensuit que

1
py = lim (f")*® =0 dans U.

i—-+oo A\
Réciproquement supposons que la mesure p ¢ s’annule dans un ouvert U. On
obtient, dans cet ouvert,

()P = (17 = A |5 () = | = A,

oll ¥y, := A"[gn — g¢] est uniformément bornée. Soit ¢ > 0 une fonction lisse
a support compact dans U et qui vaut 1 sur un ouvert U’ légérement plus
petit. Il vient

(P < [ otmyw= [ vaddce < cu,
U’ X X
pour une constante Cyy indépendante de n qui tend vers 0 lorsque diam U —
0. La norme L? des dérivées des fonctions f” est donc uniformément contrdlée
dans tout ouvert relativement compact de U. Il s’ensuit que la famille
(f™)nen est normale dans U.

Rappelons que 1’ensemble de Fatou de f est le plus grand ouvert de
X dans lequel la suite des itérés est normale. L’ensemble de Julia est le
complémentaire de I'ensemble de Fatou. Nous venons donc de montrer la

Proposition 1.1 Le support de jiy coincide avec l’ensemble de Julia de f.

1.1.3 Régularité du potentiel

La régularité du potentiel gy de la mesure py ne dépend pas de la forme
w :si @ = w+ Au est une autre mesure de probabilité lisse, il vient

py = w+ Agy avec gy = g5 — u.
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Lorsque f est un polynoéme de degré A > 2 et w est la forme volume de
Fubini-Study sur X = P!, le lien entre la fonction d’échappement G g de f
(introduite par H.Brolin [Bro]) et le potentiel g¢ est donné, pour z € C, par

Cy(z) = 3 logll + |2P] + 0s(2).

Nous reviendrons sur le cas des polynomes dans la section 1.5. N.Sibony a
démontré (cf [CG]) que G est une fonction Holdérienne Nous en donnons
ci-dessous une preuve élémentaire qui s’applique également aux fractions
rationnelles et illustre ’avantage de travailler directement sur X.

Proposition 1.2 La fonction gy est Holdérienne d’exposant o > 0, pour

log A 1
Naop(y? O Xt = B og sup 1D

désigne l'exposant de Lyapunov topologique de f.

Preuve. Soit d une distance sur X et M = sup,cx ||Dyf]|. Une récurrence
immédiate donne pour tous (z,y) € X2 et j € N,

d(flz, fly) < M d(z,y).

Comme ~ est lisse, elle est en particulier Holdérienne d’exposant o > 0 pour
tout o < 1. Fixons a < log A/ log M. Alors

97(2) — 97 )1 < 3" w5y o F(@) — 70 ()| < Cad(a, )",
Jj=0

ot Ca = 3 ;50 M® /N < +oc0. On peut raffiner 'argument précédent pour
faire intervenir le taux de croissance asymptotique des dérivées en lieu et
place de M qui n’est dynamiquement pas significatif. O

Remarques 1.3 Le caractere Holdérien de gy a été établi pour les endo-
morphismes holomorphes de P* par J.-Y.Briend et M.Kosek, puis généralisé
par de nombreuz auteurs (voir [S], [DS 1,6/, [DG], [CL]).

Lorsque f = f; dépend holomorphiquement d’un paramétre t, il suffit
de modifier légerement la preuve ci-dessus pour montrer que la dépendance
(x,t) — gy, (x) est holdérienne.

Une conséquence intéressante est que py ne charge pas les ensembles de
dimension de Hausdorff plus petite que log A/ xtop(f) :

Corollaire 1.4 Soit B(p,r) un disque centré en p € X de rayon r > 0.
Alors

«

pr(B(p,r)) S
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Preuve. Soit 0 < x < 1 une fonction test telle que xy = 1 au voisinage de
B(p,r) et & support dans B(p,2r). Observons que l'on ne change pas la
mesure gy si on retranche une constante a son potentiel gy. On peut donc
supposer que g¢(p) = 0. Il résulte alors du théoreme de Stokes que,

py(B(p,r)) < /Xd,uf :/XW+/9fAX5T2+BS(UP)|Qf| S e,
D,2r

en observant que I’explosion en 72 des dérivées secondes de x est compensée
par l'aire de B(p, ). O

Un résultat plus fin de A.Manning [Ma] et F.Przytycki [P] stipule que la
dimension de la mesure ;5 est égal a log A/x(py), ot x () désigne I'expo-
sant de Lyapunov de ¢ (voir section 1.3).

1.2 Equidistribution des préimages

La mesure de probabilité limite py posséde des propriétés ergodiques
remarquables. II résulte de sa définition que f*uy = Apy. Il s’ensuit que puy
est invariante (fipur = py) et d’entropie maximale

hiop(f) = Ty (f) = log A,

car de jacobien constant. Nous reviendrons plus loin sur ces questions d’en-
tropie (voir section 2.2). Nous nous intéressons ici au comportement de la
suite v, = A7 (f™)*v, lorsque v est une mesure de probabilité quelconque.

1.2.1 Décroissance des corrélations

Lorsque v a un potentiel continu, le comportement de v, est facile a
étudier. Nous illustrons cette observation en donnant une preuve élémentaire
de la décroissance exponentielle des corrélations.

Théoreme 1.5 La mesure py est mélangeante. Plus précisément il existe
C > 0 telle que pour toutes fonctions test , ),

‘ [ oo maus— [ s | ¢dﬂf'SCH7/1||02||<P||L<>°)\_"-
X X X

Preuve. Posons c, = fX odpy et cy = fX pdpy. Quitte a translater et
dilater ¢, on peut supposer ¢ > 0 et ¢, = 1. Comme py a un potentiel
continu, il en va de méme de puy. Ces mesures positives ont méme masse,
donc

opp = py + Auyg,

ol u, € C°(X,R) est uniquement déterminée si on impose supy u, = 0. 11
résulte de Iellipticité du Laplacien que la norme CY de u,, est controlée par
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cellede ¢ : ||ug||L < C|l@||Le. En observant que o f"ur = A" (f™)*(¢ps),
il vient donc

L[;d)-wcaf”duf-—c¢ap AT () — cottp)]
= ‘W}a Ain(fny(‘»oﬂf - Ccpﬂf)>‘ = ‘<A¢7 Ainu@ © fn>‘

< /\n\lwllwllwllm

O

Remarque 1.6 La vitesse de mélange pour les endomorphismes de la sphére
de Riemann a été estimée dans [FS /].

1.2.2 Estimées de volume

Nous nous intéressons a présent au cas plus difficile ou v = g, est une
masse de Dirac en un point z € X. Nous utilisons pour ce faire des estimées
de volume. Notre outil principal est I'estimation suivante qui assure que le
volume d’un borélien quelconque ne décroit pas trop vite sous itération.

Théoréme 1.7 Il existe C' > 0 tel que pour tout j € N, Q C X,

Vol(fi€) > exp <_VozC(Q)Aj> .

Les volumes sont calculés ici par rapport & une forme volume w fixée.

Preuve. On commence par observer que si €2 est un borélien, alors filg <
Aly(q), donc pour tout j € N, 14y > A7I(f7)41q. 1l s’ensuit

Vol(r9) > 55 [ (Pyw =55 [y

ott | f'|2 désigne le jacobien (réel) de f par rapport & la forme volume w. La
concavité du logarithme implique alors

Vo/l\gﬁ) exp [V012(9> /Qlog 1(F3Y . w] '

Pour minorer cette derniére intégrale, on observe que log | f’|., est une différence
de fonctions quasisousharmoniques, en particulier

Vol(f7) >

log |f'|l > u, avecu <0 et ddu > —Ciw,

pour une constante C suffisamment grande. Comme (f7)" = H{;& f'of! on

obtient
o £ ] o]
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Or la suite de fonctions (A~'uo f!) est relativement compacte dans L' (X). En
effet u; := Crg;+ A 'uo f! est une suite uniformément majorée de fonctions
Ciw-sousharmoniques telles que

-1
1 1 A
_ § — > + d —00.
/ wdp g 2 )\p/ yduf—i—)\l/ udpy 3 1/ ydpp / udpy > —00

On en déduit qu’il existe Cy > 0 telle que

; VOI(Q) 02 ;
Vol(f7) 2 —3— exp <_V01(Q))\J>'

L’estimée annoncée résulte enfin d’inégalités élémentaires. U

Observons que lorsque f est (localement) conjugé a 2> pres de 0, alors
17 ~ 2 et le volume de petits disques D centrés a l'origine de rayon r > 0,
décroit sous itération comme r?* = exp(—2[—logr]M). L’estimation du
Théoreme 1.7 est donc essentiellement optimale.

Remarque 1.8 Les premiéres estimées de volume ont été mises au point
dans le cadre des applications birationnelles de C? pour construire et ca-
ractériser les courants invariants par la dynamique [BS 1], [FS 1], [Dil 1],
[FaG|]. Ces applications sont presque inversibles. J.E.Fornaess et N.Sibony
ont établi dans [FS 4] des estimées de volume pour les endomorphismes ho-
lomorphes de P2, dont les ramifications sont plus importantes. C.Favre et
M.Jonsson ont mené a bien une étude systématique de ces estimées [FaJ 1].

L’estimation du Théoréme 1.7 est tirée de [G 2,4], ou lauteur développe
des estimées moins fines, mais valables dans un contexte plus général. Elles
sont suffisantes pour un certain nombre d’applications. Nous Uillustrons ici
en démontrant ’équidistribution des préimages de points non-exceptionnels.

Soit v une mesure de probabilité sur X. Nous cherchons a savoir sous
quelle condition la suite de mesures de probabilité v, = A7"( f™)*v converge
vers jif. Soit u € L'(X) un potentiel de v, i.e.

v =w+ Au.

La fonction u est une fonction quasisousharmonique, i.e. localement différence
d’une fonction lisse et d’une fonction sousharmonique. En particulier u est
semi-continue supérieurement (s.c.c.) donc majorée sur X : quitte a retran-
cher une constante, on supposera dans la suite u < 0. Il résulte du Théoreme
de représentation de Riesz que e~** € L'(X), pour a > 0 suffisamment
petit : il faut choisir @ < 2[sup,cx v({z})]7!. Notons en particulier que
e~ ¢ LY(X) pour tout a > 0, lorsque v n’a pas d’atome. Observons que

1 1 1
Vp 1= V(fn)*l/ = ﬁ(f”)*w + Ay, ol uy := VU o f".
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Montrer que v, converge vers p revient ainsi & montrer que u, converge
vers 0 dans L'(X). Il résulte du caratere quasisousharmonique de u que
la suite (u,) est relativement compacte dans L'(X) (voir [GZ 1] pour des
critéres de compacité des fonctions gpsh). Considérons, pour € > 0 fixé,

O ={reX/u, < —¢}.

11 suffit de savoir montrer que Vol(£2;,) — 0 lorsque n — 400 pour conclure
a u, — 0. On observe que

Q) = {2 € X u(z) < —eA"}.

Or le volume de I'ensemble de gauche ne décroit pas trop vite grace aux
estimées de volume (Théoréme 1.7), et celui du membre de droite décroit
exponentiellement vite : comme e~*% € L'(X), il résulte de 'inégalité de
Chebyshev que pour tout A < 2[sup,cy v({z})] 7}, il existe C4 > 0 tel que

Vol(u < —eA") < Cqexp(—AecA"™).

En mettant bout a bout ces inégalités, on obtient

1
limsup Vol(25) < —.
fm sup () < 4
Lorsque v n’a pas d’atome, on peut prendre A arbitrairement grand et
conclure a v, — 7. En remplacant u par uy,, dans le raisonnement précédent,
on obtient la version plus précise :

vp — pug ssi sup v, ({2}) — 0.
zeX

Il reste donc a analyser la partie atomique de la suite v,. Elle est controlée
par le degré topologique local d(f",x) de f™ au point x via la relation

n(fa) = WDATZD,

Il faut donc contréler le comportement asymptotique de la suite (d(f",z))
par rapport a A". C’est ’objectif du lemme suivant dont la preuve est laissée
au lecteur.

Lemme/Définition 1.9 On définit l’ensemble des points exceptionnels par

£ :={z € X /d(f,x) = d(f, f(x)) = d(f, f*z) = A}.

Alors Card(Ey) < 2. Plus précisément,
— soit & est vide;
— soit &y est constitué d’un point; dans ce cas X = P! et f est conjugué
a un polynéme par une homographie qui envoie Ef sur {oo} ;
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— soit £ est consitué de deux points; dans ce cas X = P! et f est
conjugué o z* ou 2~ par une homographie qui envoie Er sur {0,00}.

Il s’avere que &y est le plus grand ensemble fini totalement invariant,
f7Y&r) = & (voir [BeM], [CG], [Mi 1] pour ce point de vue plus tradi-
tionnel). Il résulte de ce qui précede qu’on a le résultat d’équidistribution
suivant :

Théoréme 1.10 Soit v une mesure de probabilité sur X. Alors

1

F(f”)*l/ — puy ssi v(Ef) =0.

En particulier X™"(f")*eq — py ssi a n'est pas un point exceptionnel.

Preuve. L’ensemble & est totalement invariant : les préimages d'une mesure
qui a un atome dans £ ne peuvent donc pas s’équidistribuer selon .
Supposons réciproquement qu’une mesure de probabilité v n’a pas d’atome
dans &r. Le degré topologique local d(f",z) = H?:_&d(f, fix) de f* en un
point x en lequel ¥ a un atome est donc majoré par ", avec v < A. Il
s’ensuit que sup,cx vn({z}) — 0, donc v, — py d’apres la discussion qui
précede le Lemme 1.9. O

1.3 Exposant de Lyapunov

Nous avons construit ci-dessus une mesure py ergodique dont les po-
tentiels sont continus. En particulier log® ||[Df|| € L'(uys). 11 résulte du
Théoréme ergodique de Birkhoff que pour ps-presque tout z, la suite n —
n~!log || D f|| converge vers un nombre x () indépendant de z : c’est I'ex-
posant de Lyapunov de py. Comme gy est d’entropie log A, 'inégalité de
Margulis-Ruelle assure [R] que

1
x(pg) > ilog)\ > 0.

Nous indiquons un peu plus loin une preuve élémentaire et “complexe” de
cette inégalité due a M.Lyubich. Nous cherchons a savoir pour l'instant s’il
est possible d’améliorer cette inégalité.

Lorsque X = C/A est une courbe elliptique, f est un revétement étale
dont on montre aisément qu’il est induit par une application affine z +— az+b
qui préserve le réseau A. Il s’ensuit que f*dz = adz et la mesure de Lebesgue
W= %dz A dz est de jacobien constant, f*u = |a|>u, avec |a|> = X : on a
donc p = py. Observons également que f est de différentielle constante,
D.f =ald, donc

1
X(pg) = 5 log A
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dans ce cas. Comme f commute avec I'involution ¢ : x — —x, elle induit un
endomorphisme de degré A sur le quotient X /(o) ~ PL. Un tel endomorphisme
de la sphere de Riemann est un exemple de Lattés (voir le texte de S.Cantat
[Ca 4] pour une présentation synthétique de ces exemples).

Les endomorphismes de la sphere de Riemann X = P! sont les fractions
rationnelles f = P/Q ou P,Q sont des polynémes sans facteur commun
dont les degrés vérifient max(deg P,deg Q) = A. Lorsque f est un exemple
de Lattes, la mesure py est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue et on obtient x(uf) = %log A. On ne peut donc pas, en général,
améliorer la minoration de I'exposant de Lyapunov de p. Il résulte cepen-
dant des travaux de F.Ledrappier [L] et A.Zdunik [Z] que cette égalité ne se
produit que lorsque f est un exemple de Lattes. Il est donc naturel d’étudier
comment x(us) varie lorsque I'on fait bouger f dans I’espace des parametres.

Soit (fi)¢ear une famille holomorphe d’endomorphismes de P! de degré
A > 2, ou M désigne une variété complexe. Rappelons que la fonction de
Green dynamique de f; est

gt(x) = Z %’Yt o ftj(él?),

J=0

ot 74 € CY(X,R) est déterminé de facon unique par

1
Xft*w:w—l—A% et /

Yw = 0.
Pl

Notons que (x,t) — g¢(z) est une fonction Holdérienne (voir Remarques
1.3). On note py = w + Agy la mesure d’entropie maximale de f;, et

X(t) = / log | f/]dus
]PJI

Pexposant de Lyapunov de (fy, ).
Le point de vue potentialiste permet de donner une preuve élémentaire
du résultat suivant —qui améliore le Théoreme B de R.Mané [Mn].

Proposition 1.11 L’ezposant x(t) est une fonction plurisousharmonique
et holdérienne de t.

Notons que la régularité héldérienne de 'exposant de Lyapunov peut étre
également vue comme une conséquence d’une formule explicite de G.Bassanelli
et F.Berteloot [BaBe], valable en toute dimension. Le caractére psh est
démontré dans un cadre plus général par T.C.Dinh et N.Sibony (voir Pro-
position 3.8.3 dans [DS 1]), en suivant ’approche de E.Bedford et J.Smillie
(voir Théoreme 5.5 dans [BS 2]).
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Preuve. On integre par parties pour obtenir

x() = / log|flo+ S g,

fi(et)=0

ou les ¢; désignent les points critiques de f;. La premiere somme est une
fonction lisse de t. Comme (z,t) +— gi(x) est holdérienne, et comme la
seconde somme est une fonction symétrique des points critiques, racines de
I’équation algébrique f/(x) = 0, on obtient la continuité annoncée.

La plurisousharmonicité provient de ce que x est limite uniforme de la
suite de fonctions psh

1 1
) = [ ol flsg e =55 [ (- GoelA) o

La convergence résulte de ce que Alog|f/| peut s’exprimer comme une
différence de deux mesures de Radon positives, ainsi

< Cllgt — gn.t Leo(P1)-

) = xalt) = | [ 1o 17 o1~ )

0

Il est intéressant d’étudier les propriétés des courants positifs (ddy)7,
1 < j < dimg M. Le fait que t — x(t) soit plurisousharmonique et atteigne
un minimum aux valeurs de t pour lesquelles f; est un exemple de Lattes
montre que ceux-ci jouent un role spécial dans I’espace des parametres. Nous

renvoyons le lecteur & [DeM], [BaBe], [DuF| pour quelques résultats dans
cette direction.

1.4 L’approche de Lyubich

M.Lyubich a le premier donné une construction de la mesure d’entropie
maximale pour les endomorphismes rationnels f de P! ([Ly], voir également
[FLM]). Son approche consiste a étudier les branches inverses de f™ pour en
déduire des propriétés de I'opérateur de Ruelle

Ry :CO(PY) — CO(PY)
o = 1fep

Etudier le comportement de la suite d’opérateurs A~"(f™)*(-) sur les mesures
revient en effet, par dualité, a itérer 'opérateur Ry. Bien que la construction
de py due & M.Lyubich soit techniquement plus compliquée que celle donnée

plus haut, son étude des branches inverses lui permet de montrer que

~ x(pg) = 3log A > 0;

— les points répulsifs s’équidistribuent selon i ;
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— py est 'unique mesure d’entropie maximale.
Nous allons esquisser les preuves de ces résultats qui reposent toutes sur le
lemme suivant :

Lemme 1.12 Soit Cy l'ensemble critique de f. Soit € > 0. Il existe | = . €
N tel que pour tout n > 1 et pour tout disque D qui évite Ué-zlfj (Cy), on
peut construire (1 — e)\" branches inverses f; " de f sur D avec

diam(f;"D) < C A2,

Nous démontrons le lemme un peu plus loin et commengons par en tirer
les conséquences annoncées.
Exposant de Lyapunov. Soit z € X\U,>0f7(Cs). C’est un point générique
pour s . On peut considérer des branches inverses f; " de f™ sur un petit
disque D(z, ). Comme le diamétre de f; ™" D(z, ) décroit en A~/
des inégalités de Cauchy que

, 1l résulte

£

") = |

(f =) (x)
1

ou z~ " désigne 'une des préimages de x. Notons x ™, ..., " une préhistoire
générique de x choisie parmi les (1 — &)\ préimages construites dans le
Lemme 1.12. 11 résulte du Théoreme de Birkhoff que

n—1

1 , 1 1
= lim — 1 "(z7%)| = lim — 1 ™Y (™) > = log \.
ig) =tim £ 37 log] (o] =t £ T () (™) 5 1o

Points répulsifs. Rappelons qu’il y a A™ + 1 points périodiques d’ordre
< n, comptés avec multiplicité. Cela résulte de la formule des points fixes
de Lefschetz (voir section 2.3). On peut également s’en convaincre ici par
un calcul élémentaire : si par exemple f = P/Q est un endomorphisme de
P!, on peut supposer que l'infini n’est pas un point fixe —quitte a conjuguer
par une transformation de Moebius— pour une carte affine C. Cela revient a
dire que le polynéome @ est de degré X. Les points périodiques d’ordre < n
sont alors les solutions dans C de I’équation polynomiale f™(z) = z qui est
de degré X+ 1. On montre (voir [CG]) que tous les points périodiques —sauf
un nombre fini d’entre eux— sont de type répulsif. Considérons

1
Vp = V E ’ . Ex,
fax=x, x répulsif

et soit v une valeur d’adhérence de v. Alors v est une mesure de probabilité
sur X dont nous allons montrer qu’elle coincide avec p¢. Il suffit de montrer
que p¢(D) < v(D), pour tout petit disque D = D(x,r).
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Soit D un tel disque. Comme py ne charge pas ’ensemble postcritique
Uj>0f?(Cy), on peut supposer que D ne rencontre pas Ué»zlfj (Cy) et appli-
quer le Lemme 1.12. On note D; " les petits disques images de D par les
branches inverses de f™. Soit D’ un disque légérement plus petit que D.
Comme p ¢ est mélangeante, on obtient pour n assez grand,

(1—e)A™
2 / -n ! -n /
pp(D)? = pp(D)pp(D") = pp(f"DAD) = Y pp(Dy" N D).
i=1
Or soit D;"ND" = (), soit D; ™ est relativement compact dans D car D; " a
un petit diametre. Dans ce dernier cas f; " est une contraction de D dans lui
méme et produit donc un point périodique répulsif d’ordre < n. On obtient
ainsi
(D" N D) < pp(D") - Nwn (D ™) = pup(D)vn (D)
car uy est de jacobien constant et f™ est injective sur D;". Comme les D; "
que nous considérons sont deux a deux disjoints et tous inclus dans D, il
vient
ur(D)? S py(D)vn(D),
d’ou le résultat.

Unicité. Soit v une mesure invariante ergodique d’entropie positive. Obser-
vons que v ne charge pas les points, en particulier v(£¢) = 0. Il résulte du
Théoreme 1.8 que soit v = puy, soit f*v # Av.

Supposons que v n’est pas de jacobien constant. On construit alors un
ouvert U plein (i.e. v(U) = Vol(U) = 1), simplement connexe de X \ f(Cy)
dont les préimages Uy, ..., Uy = f~1(U) vérifient v(Uy) > --- > v(Uy).

On peut alors coder la dynamique de f sur son graphe itéré grace a la
partition Uy, ..., Uy et montrer que h,(f) < log A. Nous renvoyons le lecteur
a [Ly], [BrD 2] pour une preuve détaillée de ce dernier point qui assure que
oy est 'unique mesure d’entropie maximale.

Preuve du Lemme 1.12. On note 7 le nombre de valeurs critiques de f et
V= U§:1 f7(Cy). Soit D un disque qui évite V;. L’entier [ sera spécifié plus
loin en fonction de € > 0 qui est fixé par ’énoncé du lemme.

On construit des branches inverses f; " de f™ par récurrence : comme D
évite les valeurs critiques V; de f!, f! est un revétement étale de degré \' en
restriction a D et on peut donc construire des branches inverses f| Lo, f;l

de f! sur D d’images disjointes D; LS D; ! ne rencontre pas les valeurs
critiques de f, on peut fabriquer A branches inverses de f sur D, I qui
définissent A branches inverses de f!*1 sur D. Or il y a au plus 7 disques
D; ! qui rencontrent V. Si on jette ces T disques (éventuels), on obtient ainsi
A (1 — 7/XH1) branches inverses de f'*! sur D. Une récurrence montre
alors que pour tout n > [ + 1, on peut construire au moins

T Il >amn—eg

A" 1_W_m_)\”
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branches inverses de f" sur D si l'on fixe [ = [, assez grand pour que
TATH(1=1/)) < g/2.
On veut a présent controler le diametre des images D; ™. Observons que

D Aire(D; ") < Aire(X) = 1,

si on calcule l'aire par rapport a une forme volume normalisée. Il s’ensuit
qu’au moins (1 — &) A" des disques D; " ont une aire qui vérifie

2
Aire(D; ") < -A7".
€

On en déduit un controle des diametres : quitte a réduire légerement D,
on peut supposer qu'on controle en fait l'aire de disques légerement plus
grands D; " = f,"(D), ot D est relativement compact dans D. Le module

des anneaux D; ™\ D;™ étant constant, égal & mod(D \ D), on obtient
diam(D; ™) < [Aire(D;™)]Y2 < A7V2,

Nous renvoyons le lecteur a I’Appendice de [BrD 2] pour plus de détails sur
cette estimation aire-diametre. O

Notons qu’on peut se passer de cette estimation aire-diametre en dimen-
sion 1 : il résulte en effet du Théoreme de Koebe que le controle de 'aire des
D; " suffit a controler les dérivées (f~")(x) et conduit ainsi a la minoration
de 'exposant de Lyapunov. Pour le mélange, on a juste besoin de savoir
que le diametre des D, " converge vers 0, ce qui se voit facilement par un
argument de familles normales. Nous avons néanmoins indiqué cette estima-
tion due a J.-Y.Briend et J.Duval [BrD 2] (et qui ne figure pas dans [Ly]),
car c’est un argument crucial en dimension supérieure ou l'on ne dispose
pas du Théoreme de Koebe. Comme on 'aura compris, toutes les preuves
proposées dans cette premiere partie sont modelées pour pouvoir s’adapter
directement en dimension supérieure.

1.5 Le cas des polynémes

Nous interprétons ici les objets introduits jusqu’a présent lorsque f est
un polynéme de degré \ > 2. Quitte a conjuguer f par un automorphisme
z +— az + b convenablement choisi, on peut toujours supposer — et nous le
ferons — que f est centré, unitaire, i.e.

f(z) =22 + a0z 2 + -+ ag,

ot (ag, ...,ax_o) € C*1L
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Observons que le point co a l'infini joue un réle spécial ici : c’est un
point fixe superattractif (f'(co) = 0) qui est totalement invariant : co € &;.
Il s’ensuit que si z € C, soit 'orbite (f™z),en de z est une suite bornée,
soit elle converge vers co. Notons B(co) le bassin d’attraction (dans C) de
linfini et

Ky :=C\B(co) ={2€ C/(f"2)nen est bornée }.

L’ensemble Ky est appelé ensemble de Julia rempli. Cette terminologie est
justifiée par ’observation suivante.

Lemme 1.13 L’ensemble Ky est un compact simplement connexe dont le
bord coincide avec l'ensemble de Julia Jy.

Preuve. Rappelons que p1p = w+ Agy, ol g = ) A "Iy o fI et 7 est solution
de I'équation ™! f*w = w+ A~. La forme de Fubini-Study w est donnée par
Allog[l + |2|?] dans C. Posons

Gy(z) = 3 loall + |2] + 95(2).

C’est une fonction sousharmonique et continue dans C telle que AG ¢ = puy.
Si I’on choisit — comme nous ’avons implicitement fait dans le paragraphe
1.1.1 = y(2) = 55 log[l + | f(2)]?] — 5 log[1 + |2|?], on obtient

Gy(z) = lim L

n 2
Jim oo log [1—1— | (2)] ]

En particulier Gy > 0,
(Gf=0)=K; et (Gf>0)=DB(c0).

I s’ensuit que Ky est un compact et Jy = Suppuy C 0Ky (par la Propo-
sition 1.1, car Gy = 0 dans l'intérieur de Ky et Gy = lim A~ log | f"| est
harmonique dans B(oco)). Or G ne peut pas étre harmonique en un point
p € 0Ky par le principe du minimum, donc Jy = 0Kj.

Enfin il résulte du principe du maximum que B(co) est connexe, donc
Ky est simplement connexe. O

L’ensemble K est donc constitué de Jr et de ses trous (composantes
connexes bornées de C \ Jy). La fonction Gy(z) = gs(2) + 5log[l + |z[?],
introduite par H.Brolin [Bro|, posséde de nombreuses propriétés. Son inva-
riance Gy o f = AG s reflete I'invariance de la mesure gy, f*puy = Auy, qu'on
appelle parfois mesure de Green en raison de 'interprétation suivante.

Proposition 1.14 La fonction G est la fonction de Green du compact Ky
avec pole a linfini. Elle admet le développement asymptotique

Gf(z) = log |z| + o(1).

En particulier Ky est de capacité logarithmique égale a 1.
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La preuve est une conséquence immédiate de ce que Gy > 0 est harmo-
nique dans C\ Ky = B(00) et nulle sur K. Le développement asymptotique
provient de ce que nous avons pris f unitaire. Il assure également que G'¢
coincide avec le potentiel logarithmique de .,

V#f(z)—/(clog]z—wwuf(w).

En effet AGy = AV,, = g, donc Gy — V), est une fonction harmo-
nique a croissance logarithmique dans C : c¢’est donc une constante qui vaut
zéro puisque ces deux fonctions ont le méme développement asymptotique,
Gy(z) =log|z| +o(1) =V, (2).

Exemples 1.15

1) Si f(2) = 2 alors G4(z) = log" |2| := max(log|z|,1). L’ensemble Ky
est le disque unité fermé et jy est la mesure de Lebesgue normalisée sur le
cercle unité S*.

2) Le polynéme de Tchebychev g(z) = 2% — 2 est semi-conjugué au po-
lynéme f(z) = 22 par Uapplication ®(z) = z+1/z, via go® = ®o f. On en
déduit que Ky = Jg est lintervalle [-2,2] et

z2+Vz22 -4
2
Notons en particulier que Gy est Héldérienne d’exposant 1/2 (mais pas plus)
et Xtop(9) = log4 puisque g'(2) = 4, g(2) = 2 et sup,, |¢g'| = 4. La régularité
obtenue a la Proposition 1.2 est donc optimale.

z—Vz2 -4

;1
;108 5

Gy(z) = max (log

L’exposant de Lyapunov x(xf) d'un polynome f par rapport a la mesure
d’entropie maximale iy s’exprime simplement en fonction de la fonction Gy,
comme 'ont observé A.Manning [Ma] et F.Przytycki [P].

Proposition 1.16 Soit f un polynome unitaire de degré A > 2. Alors

X(ug) =log A+ D Gy(o).
f'(e)=0

Preuwve. 11 résulte du Théoreme ergodique de Birkhoff que

x(pf) = /Cloglf’duf-

Or f'(2) = M} (z—c;), ot les ¢; sont les points critiques de f, i.e. les points
c € Ctels que f'(c¢) = 0. Comme G coincide avec le potentiel logarithmique
de py (voir la discussion qui précede les Exemples 1.15), il vient

x(ps) =log A+ Z /log|z —cldpys(z) =log A+ Z Gy(c).
f'(e)=0 f'(e)=0
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O

Lorsque ensemble de Julia est connexe (i.e. lorsque tous les points cri-
tiques sont dans Ky, voir [CG]), on obtient x(uf) = logA. Il y a donc en
général un décalage entre 'exposant de Lyapunov mesurable x(us) et I'ex-

posant de Lyapunov topologique Xop(f), qui oscille dans ce cas entre log A
et 2log A (voir [Buf 1]).
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Chapitre 2

Invariants numériques

Dans toute la suite X désigne une variété kahlérienne compacte de di-
mension k munie d’une forme de Kéhler w, f : X — X désigne une transfor-
mation méromorphe dominante, et on note Iy I’ensemble d’indétermination
de f : c’est un sous-ensemble analytique de X de codimension au moins
deux, constitué des points en lesquels f n’est pas continue.

Nous introduisons dans ce chapitre des invariants numériques qui per-
mettent de mesurer la complexité dynamique de la transformation f. Les
degrés dynamiques \;(f) — section 2.1 — jouent un role central dans toute
la suite. Ils ont été introduits par S.Friedland [Fr| lorsque f est holomorphe,
puis étudiés par de nombreux auteurs lorsque f est méromorphe [RS], [FaG],
[DF], [G 1,3,5], [DS 1,3,4], [BK 1,2,3].

Lorsque les ratios \j(f)/Aj+1(f) sont différents de 1, on peut établir
[RS] des propriétés d’équidistribution par image directe (A;(f)/Aj+1(f) > 1)
ou par image inverse (\;(f)/Aj+1(f) < 1) : c’est I'intérét de I'hypothese
d’hyperbolicité cohomologique.

Les degrés dynamiques permettent d’estimer ’entropie topologique de
la transformation f (section 2.2.1) en suivant une idée de M.Gromov [Gr
1], et sa généralisation au cas méromorphe [G 5,7], [DS 3,4]. Ils permettent
également de majorer I’entropie métrique d’une mesure invariante (section
2.2.2), ainsi que le nombre de points périodiques (section 2.3). Nous don-
nons dans la section 2.4 quelques exemples de transformations cohomologi-
quement hyperboliques. Le lecteur en trouvera de nombreux autres dans le
texte de S.Cantat [Ca 4].

2.1 Degrés dynamiques

Etant donnée une forme différentielle lisse 8 sur X, on définit son image
inverse f*60 par f de la facon suivante : soit I'y C X x X le graphe de f, et
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soit T ¢ une désingularisation de I'y. On a un diagramme commutatif

L'y
T i)
e N
X IR X

ou 7, mo sont des applications holomorphes. On pose f*0 := (m1)«(736), ou
I’on pousse la forme lisse 7560 par 7; au sens des courants. De facon analogue,
on définit 'image directe de 6 par

[0 = (ma)«(710).

On vérifie aisément que ces définitions ne dépendent pas du choix de la
désingularisation de I'y. Observons que les opérations f*, f, préservent les
degrés, les bidegrés, le caractere réel et les bords; elles induisent donc des
actions linéaires sur les espaces de cohomologie H"! (X, R).

Définition 2.1 Pour 0 <1 < k, on note r(f) le rayon spectral de l’action
linéaire f* : HWY(X,R) — HY(X,R) et on pose

pi(f) = liminf r(f")]"
C’est le rayon spectral dynamique d’ordre | de f.

Notons que r(f™) # ri(f)" en général —sauf bien sir pour les endo-
morphismes holomorphes. C’est cette observation qui a poussé S.Friedland
a introduire les degrés p;(f) dans [Fr| : ceux-ci vérifient p;(f™) = [pi(f)]",
pour tout n € N.

On peut bien sur introduire des quantités analogues —notons les r;(f),
p1(f«)— correspondant aux actions linéaires induites par f,. Il résulte de la
définition que ces actions f*, f. sont adjointes I'une de ’autre pour la forme
d’intersection sur X, i.e.

<f*9a 77> - <7r§9,7ri‘77> = <07 f*77>7

pour toutes formes lisses fermées 6,n de degrés complémentaires. On en
déduit que ri(fi) = re—1(f) et pi(fi) = pr—1(f)-

Observons que H%?(X,R) ~ R (fonctions constantes) et H**(X,R) ~
R. L’opérateur f* agit sur le premier par multiplication par la constante 1 =
ro(f) = po(f), et sur le deuxiéme par multiplication par le degré topologique
(nombre de préimages par f d’un point générique). On a donc toujours
re(f) = pr(f) et pr(f) est le degré topologique de f.

Exemple 2.2 Lorsque X = PF, tous les espaces de cohomologie Hl’l(]P’k,R)
sont de dimension 1 et f* agit par multiplication par la constante ri(f) qui
admet dans ce cas une interprétation algébro-géométrique,

r(f) = deg(f'L), L un sous-espace linéaire générique de codimension I,
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comme l'ont montré A.Russakovskii et B.Shiffman [RS]. La constante r1(f)
est dans ce cas le degré des polynomes homogenes premiers entre eux inter-
venant dans l’écriture de f en coordonmées homogenes.

Il y a d’autres actions linéaires auxquelles on peut s’intéresser, par exemple
Paction linéaire induite par f*, f, sur les espaces HP4(X,R), p # q. Clest
légitime si ’on souhaite estimer le nombre de points périodiques de f en
utilisant la formule de Lefschetz (voir section 2.3.1). Celle-ci fait intervenir
la trace des opérateurs f* sur tous les espaces de deRham H*(X, R). Puisque
X est kihlérienne, ils se décomposent canoniquement (Théoréme de Hodge),

H'(X,R)= P H"(X,R).
ptq=i

Lorsque X est projective, on peut au contraire se restreindre a la par-

tie algébrique des espaces en ne considérant que le sous-espace Hé’llg(X ,R)
(stable par f*, fi) engendré par les cycles algébriques. On notera r?lg (f) le

rayon spectral de la restriction de f* a ce sous-espace invariant, et p?lg( f)
le degré dynamique correspondant.

Il est utile d’avoir une description analytique du comportement asymp-
totique des opérateurs (f™)*, (™). C’est le role joué par les “degrés”

fw) = [ e
f

et leur version asymptotique :

Définition 2.3 Le degré dynamique d’ordre | est

n—-+0o00

1/n
A(f) = liminf [/X\I (f”)*wl/\wk_l] :
f’fL

Il est clair que A;(f) ne dépend pas du choix de la forme de Kéhler w.
Le lien entre ces différentes notions est fourni par le résultat suivant.

Théoréme 2.4 Pour tout 0 < 1 < k, on a N(f) = pi(f). En particulier
o(f) = p?lg(f) lorsque X est projective. De plus,
(a) Pour tout 1 <1<k, ona

1< N1 (AN () < I(H1P

(b) Sig: X" — X' est une transformation méromorphe dominante d’une
variété kdhlérienne compacte X' de dimension k', alors la transformation
produit direct f x g: X x X' — X x X' vérifie

Ai(f x g) = max Ai(f)A;(g),
i+j=l
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pour tout l € [0,k + k']
(c) Il existe C > 0 telle que pour tout n € N et p,q € [0,k], on a

T (P naxm )| < © ma ,(F".w)

Ces assertions sont pour la plupart démontrées dans [G 5]. Nous en
donnons ici une preuve légerement simplifiée.

Preuve. On va montrer qu’il existe C' > 1 telle que pour tout n € N,

%H(f”)*ll < a(f",w) < Cl™) (2.1)

pour une norme || - || arbitraire sur HY (X, R). L'égalité p;(f) = Ni(f) en
résulte immédiatement. Soit (;) une base de H!(X,R). On peut la choisir
de sorte que les classes «a; soient représentées par des (I,l)-formes lisses
fermées positives, et avec a; = {w'}. Fixons C > 0 une constante telle que
la classe C1{w'} domine toutes les classes o, c’est & dire que la différence
peut étre représentée par la classe d’un courant positif.

Soit & présent 3; € H*"LA~(X R) les éléments de la base duale de (a;)
pour la forme d’intersection (dualité de Serre). Il vient, pour tout n € N,

(f") i, Bj) = GE?)7
(n)

i]
(a;). Soit Cy > 0 une constante telle que la classe Co{w*~'} domine toutes
les classes £0;. Il vient

ou les a;;’ sont les coefficients de la matrice représentant (f™)* dans la base

(F") i, £B5) < Co{(f™)* i, 1) < CLC20(f,w),

d’out l'inégalité ||(f™)*|| < C&(f™,w). Pour 'inégalité réciproque, on ob-
serve, puisque o = {w'}, que

(" w) =" al ey, < ST 1al] - ag, W] < ClI( .
J 7

Lorsque X est projective, on peut choisir une forme w dont la classe est
entiere (classe de Hodge). Le raisonnement précédent s’applique au sous-
espace stable engendré par les cycles algébriques et montre que \/(f) =
P (f), donc py(f) = p" ().

Les inégalités (a) sont des conséquences des inégalités mixtes de Teissier-
Hovanskii qui assurent d;41(f,w)d_1(f,w) < [6(f,w)]? (voir [G 5]). Ces
inégalités peuvent s’interpréter comme des propriétés de concavité de la
fonction I — log d;(f,w) (voir [Gr 2]). Comme A\g(f) > 1, on en déduit que
Aj(f) > 1 pour tout j € [1,k].
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Pour établir (b), on fixe une forme de Kahler Q(z,2') = w(x) + w'(2’)
sur le produit X x X’. Un calcul élémentaire donne

Zé §;i(g",w'),

i+j=l

ou h désigne la transformation produit (f,g). L’égalité s’ensuit.

Observons que (c) est une conséquence de (2.1) lorsque p = q. Lorsque
p # ¢, on peut s’y ramener en travaillant dans X? avec la transformation
produit h = (f, f). En effet si @ € HP9(X,R) alors a(x) A a(z) définit
une classe de bidegré (p + ¢,p + q) dans X?. Estimer la norme de (h™)* sur
une telle classe revient a estimer le carré de la norme de (f™)* agissant sur
HP1(X,R). Le calcul fait pour démontrer (b) donne ainsi

2
P < G S &(f”,w)aj(f”,w)s[cmax6j<f",w>] .

i+j=p+q !

Notons qu’on peut raffiner ’estimation 2.4.c et montrer

1™ o x pyll* < CO,w)dg(f7,w).
Ce controle plus précis est di a T.C.Dinh (Proposition 5.8 dans [Di 1]).

On note H"! psef (X, R) le cone des classes pseudoeffectives (i.e. représentables

par un courant positif fermé), et H ii f(X ,R) le cone des classes nef, adhérence
du cone des classes strictement positives (i.e. représentables par une forme
lisse fermée qui domine un multiple de w') : ¢’est le cone dual de H. z]f i elfk l(X R).
Ce sont des cones stricts, i.e. ils ne contiennent aucune droite réelle.

Lorsque 'un de ces cones est invariant par f*, il résulte du Théoréme de
Perron-Frobenius qu’il contient une classe qui est un vecteur propre associé a
la plus grande valeur propre de f*: H4/(X,R) — H%(X,R). En particulier
r1(f) est une valeur propre de f*. Cela a des conséquences particulierement
intéressantes sur le spectre et la dynamique de f*, comme nous le verrons
dans la section 4 2.

Le cone H' P ef(X ,R) est toujours préservé par f* et f.. Cela résulte
de ce qu'on a une bonne définition de I'image inverse par f (et de I'image
directe) de n’importe quel courant positif fermé de bidegré (1,1) : tout se
passe comme si f était holomorphe, car ’ensemble d’indétermination est de
codimension > 2 : c¢’est donc un ensemble négligeable pour les courants de
bidegré (1,1). Nous verrons dans la section 4.2 que le cone H (X R) est
également préservé par f*, f. lorsque X est de dimension 2. Ce n’est pas
vrai en dimension supérieure pour des applications méromorphes, comme le
montre I'exemple suivant qui nous a été communiqué par L.Bonavero.
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Exemple 2.5 Soit g : P3 — P23 involution donnée en coordonnées ho-
mogénes par glzo 1 z1 1 22 1 23] = [1/z0 2 1/2z1 @ 1/z9 1 1/z3] = [z12923 :

: 202122]. C’est une transformation birationnelle (i.e. de degré topolo-
gique r3(f) = A3(f) = 1) de P3. Son ensemble d’indétermination est

Iy=|J{zi =z =0}
i#]
Soit w la forme de Fubini-Study sur P3, on vérifie aisément que
ri(f) = 61(f,w) = 3 et ri(f?) = 6:1.(f*) =1, done Mi(f) = 1.

Comme f = f~1, il vient également Xo(f) = M (f~!) = 1.

Soit m: X — P3 I’éclatement de P? aux quatre points toriques po = [1 :
0:0:0,pr=[0:1:0:0,p2=1[0:0:1:0],p3=[0:0:0:1]. On note
E; = mY(p;) les diviseurs exceptionnels. Soit f : X — X la transformation
méromorphe induite par g. On note H; = (z; = 0) U’hyperplan de P3 passant
par les trois points pj, j # i, et H sa transformée stricte par m,

H=nm"H, - Ej.
J#i
Comme g(p;) = H;, on obtient
Soit D = w*Hy. C’est un diviseur nef (il est méme semi-positif ), et pourtant
/"D = Ey+ H{ + H) + Hj
n’est pas nef. Soit en effet L la droite passant par les points p3,ps et L' sa
transformée stricte. On calcule
f*D-L'=(3r"H-3E -2 Ej)-L'=3-2-2=-1
jz1
Le cone HTll’elf(X, R) n’est donc pas préservé par f*. Comme c’est le cone
dual de Hiif(X, R), cela montre également que ce dernier n’est pas préservé

par fuo = (f71)".

Nous verrons plus loin qu’il est utile d’effectuer des changements de coor-
données biméromorphes pour analyser la dynamique. Il faut donc s’intéresser
a I'invariance des degrés dynamiques sous conjugaison biméromorphe.

Observons tout d’abord que 1'on peut définir des degrés §;(f,wx,wy)
lorsque f : X — Y est une application méromorphe entre deux variétéss
kéhlériennes compactes de méme dimension k par

0(f,wx,wy) = / Frwl Al
X\Iy

Ici wx,wy désignent deux formes de Kahler sur X, Y respectivement. On a
alors I’estimation suivante due & T.C.Dinh et N.Sibony [DS 3.4].
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Proposition 2.6 Soit X, Y, Z trois variétés kahlériennes compactes de méme
dimension k, munies de formes de Kdhler wx,wy,wz. Il existe C > 0 telle
que pour toute transformation f : X — Y, g:Y — Z et pour tout 0 <1 < k,

di(go fiwx,wz) < Cog,wy,wz)d(f,wx,wy).

Esquisse de preuve. Lorsque [ = 1, la démonstration est simplifiée grace
a l'observation suivante : f*(g*wz) est un (1,1)-courant positif fermé bien
défini qui coincide avec (go f)*wyz hors d’une hypersurface. Or (go f)*wz ne
charge pas les hypersurfaces (c’est localement une forme a coefficients Llloc),
on a donc (go f)*wz < f*(g*wz). 1l s’ensuit que

o1(go fiwx,wz) < /f*(g*wZ)/\wéc{l:/g*wz/\f*(wéc(_l)
X Y

Cllgsall - il < C'o1(g, wy,wz)d1(f,wx,wy),

IN

en utilisant les inégalités (2.1).

Lorsque [ > 2, la définition de f* (g*wlz) pose probleme et ’argument
précédent doit étre modifié. Observons que dy est le degré topologique qui se
comporte trés bien par composition. Cela regle le cas de la dimension deux.
Lorsque X est de dimension 3, on peut utiliser la dualité f*, f, et travailler
en bidegré (1,1) avec f. (voir paragraphe 1 dans [G 5]). Pour traiter le
cas général (2 <1 <k —2, donc k = dimc X > 4), il faut savoir régulariser
convenablement le courant positif g*wz comme ’ont observé A.Russakovskii
et B.Shiffman [RS] qui démontrent la Proposition 2.6 lorsque X = P* :
dans ce cas on sait régulariser sans perte de positivité car Aut(PF) agit
transitivement sur P*. Lorsque la variété X n’est pas homogene, T.C.Dinh
et N.Sibony ont montré [DS 3,4] qu’on peut régulariser avec perte uniforme
de positivité : cela permet de conclure (voir e.g. Lemme 4 dans [DS 3]). O

Le point important est que la constante C' ne dépend ni de f, ni de g. Si
on applique cette estimation &a X =Y =7, w = wx = wy = wyg, lorsque f
et g sont les itérés d’'une méme transformation (que nous notons a nouveau
f), on obtient pour tout n,m € N,

a(f"w) < Caf"w)a(f", w).

Autrement dit la suite n +— §;(f™,w) est quasi-sousmultiplicative : la limite
inférieure dans la définition 2.3 est donc en fait une limite (et un infimum).
Voici une autre application de la Proposition 2.6.

Corollaire 2.7 Les degrés dynamiques sont invariants par conjugaison bi-
méromorphe.

Preuve. On considere @ : X — X une application biméromophe et f:X—
X la transformation induite par f,® sur X. Fixons w,® deux formes de
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Kahler sur X, X. Il résulte d’une double application de la Proposition 2.6
que )
ai(f, @) < C*6(P,0,w) 5 (2, w, @) (f, w).

On peut remplacer f, f par f™, fi‘ dans l'inégalité précédente sans changer
la valeur des constantes, d’ott A\j(f) < A(f). Il suffit enfin d’interchanger les
roles de f, f~1 (resp. ®, 1) pour conclure. O

2.2 Entropies

2.2.1 Entropie topologique
a) Le cas holomorphe

Soit f : X — X une application que 1’on suppose dans un premier temps
holomorphe. Alors f est en particulier un endomorphisme continu de X. On
peut définir son entropie topologique & la Bowen (voir [Bo] et [Dina]) de la
fagon suivante,

hBow

1
top (f) := suplimsup N logmax {#F / F ensemble (N, ¢e)-séparé} .

e>0 N—+o0
Rappelons qu’un ensemble F' est dit (N, e)-séparé si dy(z,y) > €, pour tout
couple de points distincts (x,y) de F', ou

dN(xvy) = OSIjnSaJ%(—I d(f](fl,‘), f](y))y

pour une distance d fixée sur X. La définition ne dépend du choix de la dis-
tance que dans une moindre mesure : deux distances équivalentes conduisent
a la méme valeur de ’entropie. Dans notre contexte, nous choisissons la dis-
tance associée a une métrique kahlérienne sur X ; la valeur de ’entropie ne
dépend donc pas du choix particulier de cette métrique.

Une approche alternative —inspirée des travaux de M.Gromov [Gr 1] est
de considérer I'entropie du graphe itéré de f,

Iy = {56 = (Zn)nen € XN/ 201 = f(z,) pour tout n € N} ,

sur lequel f agit comme un décalage unilatéral f. On obtient ainsi un endo-
morphisme continu f de l'espace topologique F?O qui est compact (pour la
topologie produit), et on pose

hGE(f) = hiop(f).

M.Gromov a montré dans [Gr 1] que ces deux notions coincident et que
I’entropie du graphe itéré peut s’estimer en cohomologie grace au taux de
croissance asymptotique du volume des graphes itérés F}V ,

1
lov(f) := ljl\fm j_up N log Vol(FﬁcV).
—T00
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Théoréme 2.8 (Gromov) Si f: X — X est holomorphe, alors

hiop(f) < lov(f) = mjaxlog Aj(f)-

Esquisse de preuve. Rappelons que Fﬁcv , le graphe d’ordre N de f, est le
sous-ensemble analytique irréductible de dimension k& dans X%, défini par

'Y= {(xo,...,on_1) € XV /2y = fi(x), 0<i < N —1}.

Notons 7; : XY — X la projection sur le ¢ facteur et wy := Zﬁ\;_ol miw la

forme de Kahler induite sur X%V. Alors

Vol(I'}Y) = / TP A Wi

XN

La preuve repose sur les deux observations suivantes :

1. Si F' est un ensemble (N, €)-séparé dans 2 pour la distance d associée
A w, alors Fy = {(x, f(z),...,fN"Yx)) € XV /z € F} est un en-
semble (1,¢)-séparé dans T’ ﬁcv pour la distance dy associée a wy. Les
boules By, (y,€/2) sont donc disjointes pour y € Fy, ce qui garantit

ttF-min/ TN A Wk §/ TV A W
yEFN BdN(yﬁ/?)[ FIAwWR XN[ FIAwWN

2. Le volume d’une boule centrée en un point y de Fﬁcv est minoré indépen-
damment de N et de y. Plus précisément il existe C' = C(X,w) > 0 et
g0 > 0 tels que si 0 < € < g9 et y € 'Y, alors

/ TP Awhy > O,
Bay (y./2)

C’est ’observation désormais classique de P.Lelong qui permet de
définir le nombre de Lelong d’un courant positif fermé de bidimen-
sion (k, k) (ici le courant d’intégration sur Fjev ).

Il reste a calculer effectivement l'invariant lov(f). Or
Vo)=Y / (FVw Ao A ().
0<in,ipg<N—-1"%X

En particulier lov(f) > max;log\;(f) (prendre iy = --- =i; = N — 1 et
ij4+1 = - =1 = 0). L’inégalité réciproque s’obtient en observant, lorsque
i1 <ig <o < ik, que

J @A A0 < CA a1 el () e
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avec € > 0 arbitrairement petit. Nous renvoyons le lecteur a [Gr 1], [Fr] pour
plus de détails.
U

Il résulte par ailleurs des travaux de Y.Yomdin [Y] qu’on a également une
minoration A, (f) > max;log Aj(f). Il s’ensuit, lorsque f est holomorphe,
qu’on a I’égalité

hiop(f) = jpax log A (f)-

b) Le cas méromorphe

Lorsque f est seulement méromorphe, on peut adopter des définitions
tout a fait similaires —mais il faut étre soigneux. Dans la définition a la
Bowen, on considere uniquement des ensembles (n, €)-séparés qui se situent
dans le plus grand ensemble totalement invariant sur lequel f et ses itérés
sont holomorphes,

;=X\ | ().

ne”L

Dans la définition via le graphe, on considére ’adhérence dans X" du graphe
itéré holomorphe qui est inclus dans Q? (il ne faut pas considérer le graphe
infini fabriqué a partir de ’adhérence du graphe holomorphe de f).

Nous renvoyons le lecteur & [G 7] pour des définitions précises, ainsi que
pour la justification des assertions suivantes : lorsque f est méromorphe

— on a encore htBo%W(f) = hgfp(f) =: htop(f);

— on a encore hiop(f) < lov(f);

— on peut avoir hiop(f) < lov(f).

Cependant les seuls exemples que nous connaissons pour lesquels hyop(f)
differe de lov(f) correspondent & des transformations méromorphes qui ne
sont pas cohomologiquement hyperboliques.

L’égalité lov(f) = max;log A;(f) est encore vraie, mais beaucoup plus
délicate a justifier que dans le cas holomorphe. Elle est établie dans [G 5]
dans quelques cas particuliers (lorsque dimc X < 3, ou lorsque X est une
variété homogene, e.g. X = P¥). T.C.Dinh et N.Sibony I’ont établi dans le
cas général [DS 3,4]. Un point clef, comme dans la preuve de la Proposition
2.6, est de savoir régulariser convenablement les courants positifs fermés.

Conclusion. Lorsque f : X — X est méromorphe, la majoration de M.Gromov

< .
Riop(f) < Joax, log A;(f)

est valable, mais la minoration de Y.Yomdin ne s’applique pas en général.
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2.2.2 Entropie métrique

L’image directe d'une masse de Dirac €, par une transformation méromorphe
f: X — X est bien définie lorsque « ¢ Iy, par

Je€x = Ef(x)-

On peut donc définir de méme 'image directe f.v de toute mesure de proba-
bilité v qui ne charge pas I’ensemble d’indétermination /¢. On va s’intéresser
a des mesures invariantes, f,v = v, et, parfois, a des mesures invariantes par
image inverse. Il faut donc se restreindre et considérer des mesures de pro-
babilité v telles que v(§2f) = 1. On peut alors définir I’entropie métrique
hy(f) de v comme on le fait habituellement (voir e.g. [KH]). Nous montrons
dans [G 7] les assertions suivantes :

— on a toujours sup,, by (f) < hyop(f) (principe variationnel faible) ;

— il peut y avoir inégalité stricte.

Cependant les seuls exemples que nous connaissons pour lesquels il y a
inégalité stricte correspondent a nouveau a des transformations méromorphes
qui ne sont pas cohomologiquement hyperboliques.

Rappelons a présent que M.Misiurewicz et F.Przytycki ont montré [MiP]
que si f : M — M est un endomorphisme de classe C' d’une variété lisse
orientable compacte, alors son entropie topologique est minorée par le lo-
garithme de son degré topologique. Ce n’est plus vrai si 'endomorphisme
est seulement continu (cf e.g. [KH] p 317). C’est également faux en général
pour une transformation méromorphe d’une variété kihlérienne compacte
(voir Exemple 2.10). On peut toutefois espérer obtenir une telle minoration
en utilisant la stratégie suivante : soit © une mesure de probabilité lisse sur
X. Alors la suite

v ;zlnzl L pyre
" =g M)

définit une suite de mesures de probabilité sur X. Soit u = lim v,;, une valeur
d’adhérence de la suite v,. Il se pourrait malheureusement que p charge les
points d’indétermination Iy. On peut aussi espérer que ce ne sera pas le cas
si on fait un choix intelligent de la mesure © de départ (voir Exemples 2.10
et 2.16 pour des choix heureux et malheureux). Supposons que p ne charge
pas I;. Alors la mesure f,j est bien définie et vérifie

Jepr = zilinoo Jevn, = zilgrnoo V_1+n; = Ky
donc p est une mesure invariante.
Supposons a présent que £ ne charge pas les valeurs critiques Vy = f(Cy)
de f. C’est automatique sur une variété de dimension de Kodaira positive

(voir section 2.4.2). Cela n’est pas nécessairement vrai lorsque kod(X) =
—o00, mais ce sera toujours le cas lorsque f a un grand degré topologique
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(voir section 3.1). On peut alors définir f*u := E?igf)(fi_l)*u, ou fi!
désigne les branches inverses (locales) de f qui sont bien définies hors de V7.
L’opérateur v — f*r est continu sur ’espace des mesures qui ne chargent
pas Vy. Comme f*v, ~ Ap(f)vn41, on obtient dans ce cas

= X(f)m,

autrement dit u est de jacobien constant égal a A\i(f). Dans une telle situa-
tion on récupere la minoration de Misiurewicz-Przytycki grace a 'argument
suivant de J.Y.Briend et J.Duval [BrD 2].

Proposition 2.9 Soit u une mesure de probabilité invariante qui ne charge
pas les valeurs critiques de f et vérifie f*u = \g(f)p. Alors

htop(f) > h,u(f) > 10g )‘k(f)

Remarquons qu’il peut y avoir inégalité stricte comme le montre I’exemple
de la mesure de Lebesgue sur un tore complexe qui admet un endomorphisme
de type Anosov.

Preuve. Nous supposons p ergodique pour simplifier —ce sera d’ailleurs dans
ce cadre que nous 'utiliserons. Pour x € X, e > 0 fixés, on note

Bn(z,e) :=={y € X /dn(z,y) <e}

la boule dynamique associée a dy,(z,y) = maxo<j<n—1d(f'z, fly), la dis-
tance dynamique. Il résulte du Théoréme de Shannon-McMillan (voir [BrKa))
que pour p presque tout x, on a

1
h = liminf ——1 B .
p(f) = suplim inf —-log p(Br(x, €))
Nous allons minorer h,(f) en majorant p(B,(z,€)). L’idée est la suivante :
si B est un Borélien sur lequel f est injective, alors u(B) = )\;lu(fB) car fi
est de jacobien constant= \;. En particulier si f est injective sur By, (z,¢),
alors

H(Bo(x,€)) = jkmen(x,s)) < jkmBn_l(fx,s»

car fBp(z,e) C Bp_1(fx,e). Si f est & nouveau injective sur B,_1(z,¢),
puis sur B,_;(f’z,€) pour tout j < n, on obtient ainsi p(Bp(z,¢e)) <
A "u(B(f"x,e)) < A", ce qui donne hy,(f) > log Ag.

Pour rendre rigoureux ce raisonnement simpliste, nous allons montrer
que f est souvent injective sur B,,_;(f" 7 (x,¢)), pour un choix générique de
x. Plus précisément fixons 0 < § << 1 et U un petit voisinage de I’ensemble
V¢ des valeurs critiques de f, de sorte que pu(U) < §/2. Posons

Xn(6):={zeX/t{je0,n—1]/fx e U} <ns}.
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Il résulte du Théoreme de Birkhoff que pour u presque tout = € X, on a

o 2 €10 =1/ Fi@) € U) _

n—-+o00 n

p(U) < é/2.

Il s’ensuit que X,,(0) est de mesure positive pour n assez grand. Pour
x € X, (0) p-générique, on applique 'estimation de jacobien constant lorsque
flx ¢ U : il suffit de fixer ¢ assez petit pour que la boule dynamique
B,_;j(f’z,€) ne rencontre pas V; -prendre par exemple ¢ < d(Vy,dU).
Lorsque f/z € U, on majore brutalement

M(Bn—j(fjxv g)) < M(Bn—j—l(fj+lx7 5))

en utilisant l'invariance fyu = u. Comme 'orbite de x est souvent hors de
U, on obtient 'estimation

1
p(Bn(z,€)) < W
k

Enfin § étant arbitrairement petit, le principe variationnel donne

htop(f) 2 hu(f) 2 log )‘k

2.3 Points périodiques

2.3.1 La formule de Lefschetz

Nous cherchons ici a estimer le nombre de points périodiques d’ordre
n de la transformation f. Quitte a changer f en f", il s’agit d’estimer le
nombre de points fixes. Nous verrons plus loin (2.3.3) qu'il peut exister des
courbes de points fixes. Il s’agit bien str de points fixes non-hyperboliques,
or ce sont les points fixes hyperboliques que nous souhaitons dénombrer.
Comume ils sont stables par petite perturbation et comme 'existence d’une
courbe de points fixes est une situation exceptionnelle, nous ne considérons
que le cas ou il n’y a pas de courbe de points fires. Considérons

Iy:={(z,f(z)) e X2 /x e X\ I}

I'adhérence du graphe holomorphe de f dans X2 et soit A = {(z,2) €
X?%/x € X} la diagonale de X. Le produit d’intersection I'y - A est bien
défini au sens des courants positifs —car il n’y a pas de courbe de points fixes—
et compte, avec multiplicité, le nombre de points fixes plus le nombre de
points d’indétermination. On a donc I'y-A > §Fiz(f). Par ailleurs ce produit
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d’intersection se calcule en cohomologie : c’est le contenu de la formule des
points fixes de Lefschetz (voir [GH] p 423) qui assure

I'y-A= Z (—1)PTTrace (f"’}{p,q(X’R)) .

0<p,q<k

Lorsque f est cohomologiquement hyperbolique, il résulte du Théoreme
2.4 qu’on obtient la majoration

tFiz(f") < o(f" w), pour n >> 1, (2.2)

ou \;(f) désigne le plus grand des degrés dynamiques. On en déduit
1
limsup — log §Fiz(f™) < log A\i(f). (2.3)
n

Notons que lestimation (2.2) est plus précise que (2.3). Lorsque [ = k, on
peut remplacer 0 par Ay dans (2.2). Lorsque | < k— 1, on espére également
pouvoir remplacer §; par A; dans (2.2). C’est probablement possible si on sait
trouver un modele X biméromorphe & X sur lequel 'action linéaire induite
par f* sur HY(X,R) est compatible avec la dynamique (voir section 4.2
et l'introduction du chapitre 5; voir également [BFJ] pour une réponse en
dimension deux).

2.3.2 Quels points périodiques ?

Lorsque dim¢c X = 1, f admet une infinité de points périodiques et tous
—sauf un nombre fini d’entre eux— sont répulsifs (voir [CG]). La situation est
plus variée en dimension supérieure. Il résulte des travaux de S.Newhouse
[N] (voir également [Gal, [Bu]) qu’il peut coexister une infinité de cycles
attractifs et une infinité de points selles (resp. points répulsifs). Nous allons
donner quelques exemples de dimension 2 qui illustrent d’autres différences
avec la dimension 1.

Exemple 2.10 Soit f : (z,w) € C? — (2*, w+ 1) € C?, avec A\ > 2. Alors
f induit une transformation méromorphe de P? qui a un point fize qs et
un point d’indétermination Iy a l'infini. On vérifie aisément qu’il n’y a pas
d’autre point périodique que qoo et que A1(f) = Xo(f) = X\ > 2. On obtient
également (voir [G 7])

0= hoy(f) < lov(f) = log A,

bien que f soit de degré topologique A > 2. En particulier la stratégie pro-
posée en 2.2.2 échoue dans ce cas : on vérifie en effet aisément que la suite
AT(f")*O converge vers le point d’indétermination I, quel que soit le choix
de la mesure lisse de probabilité ©.
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En dimension 1, tous les cycles répulsifs sont dans le support de la mesure
d’entropie maximale ¢ que nous avons construite dans la section 1.1. Ce
n’est plus le cas en dimension supérieure comme 1’ont observé J.H.Hubbard
et P.Papadopol [HP 1] :

Exemple 2.11 Soit f. : (z,w) € C?> — (P(w) + £2",Q(z) + R(w)) € C?,
ou P,Q, R sont des polynémes de degré p,q,r avec pq < r. On considére les
extensions méromorphes de ces applications o P? —encore notées f.. Lorsque
e =0, on obtient une transformation méromorphe de P? tel que

A1(fo) =7 et A2(fo) = pg < A1(fo).

L’application fo a un unique point d’indétermination Iy a Uinfini. Il est
facile d’expliciter des polynomes P, Q, R tels que fy ait un point fixe répulsif
loin de Iy.

Les autres applications (¢ # 0) définissent des endomorphismes holo-
morphes de P2, pour lesquels on a A\(f:) =1 et Ao(f:) = 2. On construira
un peu plus loin (Chapitre 3) une mesure d’entropie mazximale p. pour les
endomorphismes f., € # 0. Les mesures u. sont localisées prés de Iy et
dégénérent en une masse de Dirac au point Iy lorsque € — 0. En particulier,
les points périodiques répulsifs de fy situés loin de Iy génerent des points
périodiques répulsifs de f. (¢ petit) qui se situent hors du support de p. :
il est donc possible que certains points périodiques répulsifs se situent loin
du support de la mesure d’entropie mazximale, bien que la plupart en soient
proches, puisqu’ils s’équidistribuent selon elle (voir chapitre 3.2). Cette ob-
servation est due a J.H.Hubbard et P.Papadopol [HP 1] qui considérent des
perturbations d’applications de Hénon complexes (voir également [F'S 5] pour
une autre généralisation).

2.3.3 Courbes de points périodiques

Les endomorphismes holomorphes cohomologiquement hyperboliques n’ont
essentiellement pas de courbes de points périodiques :

Proposition 2.12 Soit f : X — X un endomorphisme holomorphe d’une
surface kdhlérienne compacte tel que Ai(f) # Aa(f) > 2. Alors f est induit
par un endomorphisme holomorphe g :' Y — Y sur un modéle minimal Y de
X, tel que g n’admet pas de courbe de points fixes.

Notons qu’il est facile de produire un endomorphisme holomorphe “non-
minimal” qui admet une courbe de points fixes : il suffit d’éclater en un
point fixe en lequel application a une différentielle égale a 'identité.

Preuve. Supposons qu’il existe une courbe irréductible C de points fixes de
f. Alors f.C = C. Comme f, est un opérateur inversible sur I'espace N.S(X)
de Néron-Severi réel (car f.f*D = \a(f)D), on en déduit que f*C = Aa(f)C.
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Soit 6 € Hi’elf(X, R) une classe non-nulle telle que f*0 = r1(f)6. 1l vient

r1(f)A2()(C,0) = (f°C, [70) = Xa(f){C,0).

Si (C,0) > 0 alors ri(f) = 1, donc A1(f) = 1, donc Aa(f) = M(f) =1 (car
1 < Xa(f) < Mi(f)? par 2.4.a). Supposons donc (C,6) = 0. Comme 6% > 0,
il résulte du Théoreme de I'indice de Hodge que soit C est proportionnelle a
6 —mais alors A1 (f) = Xa(f)—, soit C? < 0.

Lorsque C? < 0, C fait partie du nombre fini de courbes d’auto-intersection
négative, dont on montrera dans la section 3.3.1 qu’elles sont obtenues par
éclatements successifs a partir d’un endomorphisme sur un modele minimal.
On vérifie aisément qu’il n’y a pas de courbe de points fixes lorsque X est
minimale et A1 (f) # A2(f) (voir Théréme 3.6). O

Ce résultat n’est plus valable si I’on permet des points d’indétermination :

Exemple 2.13 Soit f: (z,w) € C? — (zw®, w + z°w?) € C?, ot b,c,d € N.
Alors f induit une transformation méromorphe de P? telle que f(0,w) =
(0,w). On vérifie —en travaillant en fait dans P! x P!, cf [FaG]- que A\1(f)

1
est le rayon spectral de la matrice [ . 2 ] et que

Xo(f) = max(d — be, [bc — d] + 1).

En faisant varier les valeurs des entiers b,c,d, on peut obtenir aussi bien
AM(f) > Xa(f) —par exemple pour b = ¢ = d = 1- que M (f) < Xa(f) —par
exemple pour d =0 etb=c= 2.

Cette situation reste néanmoins tres exceptionnelle. Les transformations
birationnelles qui admettent une courbe de points fixes ont été partiellement
classifiées par D.Jackson [Ja]. Pour des résultats sur la géométrie des courbes
invariantes par des transformations rationnelles, nous renvoyons le lecteur a
[BDM], [Pa] et [DJS]. On pourra également consulter [ABT] pour une étude
locale des courbes invariantes.

2.4 Quelles variétés?

L’objectif de cette section est de fournir quelques exemples de transfor-
mations méromorphes f : X — X cohomologiquement hyperboliques, i.e.
telles que A;(f) > max; A;(f) pour un indice [ € [1,k|. Nous commencons
par justifier pourquoi il faut les chercher sur les variétés dont la dimension
de Kodaira vaut 0 ou —oo.

Théoréme 2.14 Soit f : X — X wune transformation méromorphe d’une
surface kahlérienne compacte telle que Ai(f) # Aa(f). Alors
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— soit kod(X)=0;
— soit X est rationnelle ;
~ soit X est birationnelle a P! x E, genre(E) = 1, et A\a(f) > A (f).

La démonstration repose sur le Lemme 2.15 ci-dessous. Lorsque kod(X ) >
1, on applique ce lemme en utilisant la fibration d’Itaka : dans ce cas g est
linéaire donc de degré 1, ce qui donne A\ (f) = Ao(f). Lorsque kod(X) =
—oo, on utilise la fibration d’Albanese. Nous renvoyons le lecteur au texte
de S.Cantat [Ca 4] pour la définition de ces fibrations et la justification du
fait qu’elles sont automatiquement préservées par f.

Lemme 2.15 Soit X une surface kdhlérienne compacte et B une surface de
Riemann compacte. On suppose qu’il existe des applications méromorphes
f, g, telles que le diagramme suivant est commutatif

x L x
T Il
B % B

Alors M\ (f) < Xa(f) avec égalité si deg(g) = 1.

Preuve. Remarquons qu’on peut résoudre les singularités de m sans changer
les données du probleme : cela revient a remplacer X par un modele biméro-
morphe X, et f par la transformation f induite par f sur X. Comme f et
f ont les mémes degrés dynamiques (corollaire 2.7), on s’est ramené au cas
ou 7 est holomorphe, ce que nous supposerons dans la suite.

Soit d le degré de 'application g. Observons que si F' est une fibre
générique de m, alors F? = 0 et f*F ~ dF. Par ailleurs le degré topolo-
gique de f satisfait A\2(f) = d-m, olt m est le degré de 'application fip.

Si p € Iy, son image f(p) est incluse dans la fibre Fy, telle que p € F,.
Il s’ensuit que pour toute classe de cohomologie # € HY1(X,R), on a

(f°0, [*F) = Xa(f)(0, F). (2.4)

11 s’agit d’une version simple de la “formule d’aller-retour” (Proposition 4.8).

Soit en particulier § € H, TlL’elf(X ,R) une classe nef telle que f*0 = r1(f)60
(voir section 4.2). Si § = F, on obtient m(f) = deg(g) < Aa(f), donc
A (f) < A2(f). De plus si deg(g) = 1 on obtient r1(f) = 1 donc \i(f) =1,
d’out A2(f) = M (f) =1 (cf Théoreme 2.4.a).

Si 0 n’est pas proportionnelle a F', il résulte du Théoreme de 'indice
de Hodge que 6 - F > 0. La formule d’intersection ci-dessus donne ainsi
r1(f) -d = Xa(f), d’ou le résultat. O

Nous donnons & présent des exemples de transformations méromorphes
cohomologiquement hyperboliques.
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2.4.1 kod(X) = —o0

Il y a une multitude d’exemples de transformations rationnelles de I’es-
pace projectif complexe P* ~donc de toute variété rationnelle. Nous en don-
nons quelques uns ci-dessous. Lorsque X est une variété unirationnelle, i.e.
lorsqu’il existe une application méromorphe dominante ® : P* — X, alors
X admet également des transformations méromorphes induites par celles
de P* (voir Exemple 3.9). Il serait intéressant de donner une classification
grossiere des variétés kéhlériennes compactes telles que kod(X) = —oo et
qui admettent des transformations cohomologiquement hyperboliques. Le
Théoreme 2.14 ci-dessus indique que l'existence de telles transformations
impose des contraintes particulieres sur la géométrie de la variété.

Exemple 2.16 Soit f : (z,w) € C? — (P(w),Q(z) + R(w)) € C%, ou
P,Q, R sont des polynomes de degré p,q,r avec r > max(p,q). Alors f
induit une transformation méromorphe de P? telle que

A (f) =r et Xa(f) = pa.
On peut donc, en fonction des valeurs respectives de p,q,r, obtenir aussi
bien M (f) > Aa(f) que Mi(f) < Xa(f)-

Lorsque p=q =1 et r > 2, f définit un automorphisme polynomial de
C? d’entropie positive : c¢’est une application de Hénon complexe. Lorsque
p=q=r, on obtient un endomorphisme holomorphe de P2.

On peut bien sir considérer des compositions de telles applications. La
dynamique de ces endomorphismes est étudiée dans [G 1]. On y montre
en particulier que l’ensemble d’indétermination Iy est f~L-attirant lorsque
X(f) = pg < Mi(f) = r. Si © est une mesure de probabilité lisse localisée
pres de Iy, on a donc Oy := Aao(f) ™" (f")*© — 01, : c’est un choix malheu-
reuz de © pour la stratégie proposée en 2.2.2. On montre également dans [G
1] que C? est la réunion disjointe du bassin d’attraction de Iy (sous itération
de f~1) et de ’ensemble fermé K~ des points d’orbite négative bornée. Si
ce dernier est d’intérieur non-vide (par exemple lorsque f admet un point
périodique répulsif), on peut choisir © localisée dans ce bassin et obtenir des
valeurs d’adhérence pour ©,, qui ne chargent pas Iy.

Nous verrons dans la section 3.3.1 que les endomorphismes holomorphes
non inversibles des surfaces rationnelles sont induits par les endomorphismes
holomorphes d’un modele minimal. Il y en a donc peu, hormis sur P2. I
reste le cas —assez mal compris— des automorphismes d’entropie positive des
surfaces rationnelles. Le lecteur trouvera de nombreux exemples dans [BK
1,3], [M 3], [Ca 4].

2.4.2 kod(X)=0

Lorsque X est de dimension de Kodaira nulle, le diviseur canonique
Kx est un Q-diviseur effectif (Kx > 0). Cela contraint les ramifications
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possibles de f. Notons Ry le diviseur de ramification. Il résulte de la formule
de Hurwitz f*Kx + Ry = Kx, que pour tout n € N,

n—1
(f)"Ex +>_(f*YR; = Kx.
j7=0

Si D est un diviseur ample, il vient donc

|
—

n

0<> ((f*YR;, D) < Kx- DM

<.
Il
o

On en déduit que (f*)7 Ry = 0 pour j > jo. Cela implique que la transfor-
mation f est essentiellement non ramifiée.

Supposons par exemple que dimc X = 2. Quitte a effectuer un change-
ment biméromorphe de coordonnées, on peut supposer que ’on travaille sur
le modele minimal. Dans ce cas 12Ky = 0, donc 12R; = 0. Nous utiliserons
cette observation a plusieurs reprises, notamment dans la section 4 pour en
déduire qu’une telle transformation f est 1-stable (voir Proposition 4.5).

Exemple 2.17 Soit X = C*/A un tore complexe de dimension k > 1 i.e. le
quotient de C* par un réseau A de rang 2k. Soit f : X — X une transforma-
tion méromorphe de X. Alors f est en fait automatiquement holomorphe :
stnon on constdeére une désingularisation

L'y
™ T
/ AN
X IR X

de f. On peut trouver un diviseur exceptionnel E ~ P*~1 de 11 qui est envoyé
par wo sur un sous-ensemble analytique de dimension positive, image par f
d’un hypothétique point d’indétermination. Or P¥=1 est simplement connexe
et le revétement universel de X est C*, on peut donc relever Uapplication
mo|E en une application holomorphe vers C*k. L’image de E est alors un sous-
ensemble analytique compact (Théoréme de Remmert) et connexe dans CF
qui est une variété de Stein, c’est donc un point. Il s’ensuit que mo contracte
E sur un point, donc f est holomorphe.

On montre d’une facon analogue que f est induit par un endomorphisme
affine F de C*, F(2) = A-z+wv, ou A € GL(k,C) et v € C* sont tels que
FA C A. Observons que D,f = A en tout point x € X. La matrice A
représente l'action de f* sur H'9(X,R) dans la base canonique déterminée
par les 1-formes dz;. Notons aq,...,a) ses valeurs propres ordonnées de
telle sorte que |ay| > -+ > |ag|. Un calcul immédiat donne

N =13 = a2,
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pour tout 1 < j < k. En particulier \1(f) est égal au carré du rayon spectral
de la matrice A, et \i(f) est égal au carré du determinant de A.

La condition “f est cohomologiquement hyperbolique” est donc équivalente
ici au fait que les valeurs propres de A sont toutes de module différent de 1,
c’est a dire que f est uniformément hyperbolique.

Observons que la contrainte FA C A n’est pas facile a satisfaire. Pour
un réseau générique A, les seules matrices A qui conviennent sont les ho-
mothéties de rapport entier. Dans ce cas M\ est le plus grand des degrés
dynamiques. On peut cependant, pour des choix particuliers de réseau (par
exemple pour un réseau produit), obtenir des endomorphismes tels que \i(f)
domine tous les autres degrés dynamiques, quel que soit | fixé dans [1,k].
E.Ghys et A.Verjovsky [GV] ont donné une liste des tores de dimension deux
qui admettent des difféomorphismes d’Anosov, i.e. pour lesquels \i(f) >

A(f)=1.

Lorsque dimc X = 2, kod(X) = 0, il résulte de la classification d’Enriques-
Kodaira (voir [Beal]) que le modeéle minimal de X est
— soit un tore;
— soit le quotient d’'un tore par un groupe fini d’automorphismes sans
point fixe (surface hyperelliptique) ;
— soit une surface K3;
— soit le quotient d’une surface K3 par une involution holomorphe sans
point fixe (surface d’Enriques).
Les transformations méromorphes d’une surface d’Enriques se relevent en
des transformations de sa surface K 3. Celles des surfaces hyperelliptiques
se relevent sur le tore et sont dynamiquement moins intéressants car elles
préservent la fibration d’Albanese —on obtient donc des produits croisés de
grand degré topologique. Il reste donc, en dimension 2, a donner des exemples
de transformations méromorphes des surfaces K3. Le lecteur en trouvera
plusieurs dans le texte de S.Cantat [Ca 4]
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Chapitre 3

Grand degré topologique

Dans ce chapitre nous considérons le cas ou le degré topologique Ax(f)
domine strictement tous les autres degrés dynamiques. Nous construisons
une mesure iy mélangeante d’entropie maximale dans la section 3.1, puis
démontrons dans la section 3.2 la conjecture énoncée dans l'introduction.
Nous donnons des exemples de transformations vérifiant nos hypotheses
dans la section 3.8 puis mentionnons quelques résultats supplémentaires
sur la dynamique de ces applications (section 3.4). Nous présentons enfin
(section 3.5) quelques éléments du travail de T.C.Dinh et N.Sibony sur les
applications d’allure polynomiale : ce sont des perturbations (éventuellement
transcendantes) d’endomorphismes polynomiauz de grand degré topologique.

Lorsque f est holomorphe, la mesure canonique py a été construite par
J.H.Hubbard,P.Papadopol [HP 1] et J.E.Fornaess,N.Sibony [F'S 3]. Ces der-
niers ont également montré que py est une mesure mélangeante d’entropie
maximale. Dans deux articles splendides, J.Y.Briend et J.Duval [BrD 1,2]
ont établi le reste de la conjecture :

— py est 'unique mesure d’entropie maximale ;

— les exposants de Lyapunov de jy sont strictement positifs ;

— les points périodiques répulsifs s’équidistribuent selon p.

Le lecteur trouvera un exposé détaillé ce ce cas holomorphe dans [Buf 2].

Le cas méromorphe que nous exposons ici a été traité par I'auteur [G 5]
et T.C.Dinh,N.Sibony [DS 3].

3.1 La mesure canonique

Nous allons construire une mesure invariante canonique gy pour les
transformations méromorphes de grand degré topologique. Lorsque X = P*
et f est holomorphe, cette mesure a été construite par J.-E.Fornaess et
N.Sibony dans [F'S 2,3,4], et par J.-H.Hubbard et P.Papadopol dans [HP 1].
Lorsque f est méromorphe, A.Russakovskii et B.Shiffman ont construit la
mesure pf [RS] en observant une propriété d’équidistribution des préimages
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de points. Leur construction — délicate — ne leur a pas permis d’établir des
propriétés dynamiques de la mesure p ¢, mais elle a motivé de nombreux tra-
vaux (voir par exemple [FaGJ,[G 1,3,5], [DS 2,8], [HP 2]). L’auteur a obtenu
dans [G 3,5] une construction simple de cette mesure —dite de Russakovskii—
Shiffman— qui a permis d’établir le résultat suivant :

Théoréme 3.1 Supposons que A := \i(f) > max;, \j(f). Alors il existe
une mesure de probabilité canonique iy telle que

1 *
pour toute mesure de probabilité lisse © sur X. De plus

1. toute fonction qpsh est intégrable par rapport a iy ; en particulier iy
ne charge pas les hypersurfaces et log™ ||Df|| € L (uy) ;

2. la mesure puy est invariante et de jacobien constant f*pup = Ay, donc
d’entropie maximale

By (F) = haop(f) = log A > 0.

3. la mesure jy est mélangeante ; plus précisément il existe C > 0 telle
que pour toutes fonctions test x, 1,

n 6k—1(fn’w)
[ooxo rang = [ vas [ g < Cllofelinls 210,

Preuve. Soit @ € X un point qui n’est ni une valeur critique de f, ni un
point d’indétermination. Alors f est localement inversible prés de a. Soit
© une mesure lisse de probabilité dont le support est concentré pres du
point a. Alors f*© est une mesure positive lisse de masse A\. Comme X est
kéhlérienne, le dd®-lemma assure ’existence d’une forme lisse S de bidegré
(k—1,k—1) telle que

1
1/70 =6+ dd's. (3.1)

Quitte & translater S en lui ajoutant un multiple de w*~!, on peut supposer

que 0 < S < Cw*~1. Comme f est k-stable, on peut prendre 'image inverse
de (4.1) par f™ et utiliser les identités (f™)* = (f*)™ pour obtenir

n—1
1 .
(1770 =0+, ou s, = 5 LS

J=0

1
A
Les courants S, forment une suite croissante de courants positifs -car S > 0

donc (f7)*S > 0- dont la masse est bornée par >i>0 Se—1(f7,w) /N qui
converge car A > A\,_1(f). On en déduit la convergence

1 o * c N 1 Lk
F(f )OO — py =0+ dd°See, Ol Seo ::;))\j(fj) S.
JZ
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Si © est une autre mesure de probabilité lisse, alors il existe une forme
lisse R de bidegré (k — 1,k — 1) telle que ©' = © + dd°R. On en déduit
que A7"(f")*©" — iy, car les courants (f")*R sont de masse majorée par
(Sk,1 (fn, w).

Soit ¢ une fonction quasiplurisousharmonique (qpsh) sur X. C’est une
fonction majorée dont la courbure est minorée par une forme lisse. Quitte a
translater et dilater ¢, on peut supposer ¢ < 0 et dd°¢ > —w. On a alors

0< [ oy = [ o0+ [ (orse< [ o0+ [ wnse,

en intégrant par parties dans la deuxieme intégrale, et en observant que
—dd@ N\ Soo < w A Soo car le courant Sy est positif. On peut justifier ces
intégrations par parties en approximant ¢ par une suite décroissante de
fonctions lisses qpsh (voir [G 5], [GZ 1]). L’assertion (1) en résulte.

En particulier py ne charge pas I'ensemble d’indétermination, ni les
valeurs critiques de f. Comme elle est limite de mesures u, qui vérifient
[ tn = AMiny1, on en déduit que py est invariante et de jacobien constant.
Il résulte de la Proposition 2.9 et de la majoration hyp,(f) < max;logA;(f)
que jiy est d’entropie maximale,

By (1) = hiop(f) = log A > 0.

Il reste & montrer le mélange et a estimer la décroissance des corrélations.
C’est la méme idée que dans la preuve du Théoreme 1.5, mais les détails
techniques sont légerement plus élaborés. Soit y, 1 des fonctions test. Posons
¢y = [xdus et ¢y = [dpy. Quitte & translater et dilater y on peut
supposer x > 0 et ¢, = 1. La mesure /s est donc une mesure de probabilité
et il s’agit de montrer que x o f"us = A7"(f")*(xps) converge vers jiy, et
d’estimer a quelle vitesse. L’idée est la suivante : comme gy et xpuy sont
cohomologues, on peut trouver R, ., un courant de bidegré (k — 1,k —1) qui
dépend contintiment de x tel que xps = py + dd°R,. En prenant l'image
inverse par f™ et en intégrant contre v, on obtient ainsi

In(x, %) = [(dd“p, A" (") Ry) | < [[9lle2 || Ryl 16k-1(f", w) A",

ot I(x, ¥) := | [ x o fduy — cyey).

Il nous reste a expliciter un tel courant R,, car celui-ci n’est pas du
tout unique, contrairement au cas de la dimension 1. La théorie de Hodge
fournit des opérateurs 9*,0",G qui permettent de résoudre canoniquement
Popérateur dd® (voir [GH]). Dans la pratique, il s’agit d’intégrer contre un
noyau K (z,y) tel que dd°K = [A]—6, ou [A] désigne le courant d’intégration
sur la diagonale de X2, et 0 est une forme différentielle lisse fermée cohomo-
logue a [A]. Nous renvoyouns le lecteur & [BGS] pour une étude systématique
de ce type de noyau, et a la preuve de la Proposition 2.1 de [DS 4] pour
une application dans un contexte dynamique : il y est montré notamment
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qu’on peut décomposer le noyau K = K7 — K5 en une différence de formes
positives, K; > 0. Le courant I, est obtenu en intégrant contre K,

Ry(z) = K(z,y) N IxW)is(y) — pp(y)l-
yeX

Il se décompose en R, = R — R2 en suivant la décomposition K = K; — K».
On obtient ainsi 'encadrement

- / Ki(e,y) A s(y) < Ri() < x| / K2, 9) A iy (w).

L’estimation de la vitesse de mélange résulte alors de ||Ry || < C||x||z~. O

Remarques 3.2 Lorsque f est un endomorphisme holomorphe de P, ce
résultat est di a J.-E.Fornaess et N.Sibony [F'S 3]. La méthode que nous
proposons est intéressante également dans ce cas : elle évite le recours a des
propriétés fines et techniques de théorie du pluripotentiel.

T.-C.Dinh et N.Sibony donnent dans [DS 1,8,9] une preuve différente
de Uestimation de la vitesse de mélange. Ils démontrent également que la
mesure [ty mélange a tout ordre, et qu’elle est méme K-mélangeante (voir
[CES] pour les définitions et [DS 1] pour une preuve).

Il est probable que (f, X) soit en fait conjugué au décalage de Bernoulli
sur X symboles. Cela a été démontré par D.Heicklen, C.Hoffman [HH] et
J.-Y.Briend [Br] lorsque f est un endomorphisme holomorphe de P* (voir
également [Buz]).

3.2 Propriétés ergodiques de i

Soit, comme précédemment, f : X — X une transformation dont le degré
topologique Ax(f) domine strictement tous les autres degrés dynamiques.

Théoréeme 3.3 Sous les hypothéses précédentes,
1. la mesure piy est l'unique mesure d’entropie mazimale ;

2. elle est hyperbolique, ses exposants de Lyapunov vérifient

1
X122 Xk 2 5 g Ae(f)/ A1 (f) > 0;
3. les points périodiques répulsifs s’équidistribuent selon py.

Autrement dit la conjecture est vérifiée lorsque [ = k. Ce résultat est da
a J.-Y.Briend et J.Duval lorsque f est un endomorphisme holomorphe de
P* [BrD 1,2]. Le cas méromorphe est traité dans [G 5], [DS 3,4].

L’idée centrale de la démonstration est de construire et controler beau-
coup de branches inverses de f”, en suivant une méthode initiée par M.Lyubich
en dimension 1 [Ly] (voir section 1.4) et généralisée par J.-Y.Briend et
J.Duval [BrD 2] en dimension supérieure. Le lemme clef est le suivant :
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Lemme 3.4 Soit V;, = Uézlfj (Cy), ot Cy désigne l'ensemble critique de f.
Fizons e > 0 et 1 < 6 < A/ Ap_1(f). Alors il existe | € N et C > 1 tels
que pour toute boule B qui évite Vj, on peut construire au moins (1 — g)\"
branches inverses f; " de f" sur B, n > 1, avec

diam(f;"B) < C6~/2.

La méthode de démonstration est tres proche du cas des endomorphismes
holomorphes traité par J.-Y.Briend et J.Duval. Nous 'avons esquissée dans
la section 1.4 dans le cas de la dimension 1 en utilisant des arguments qui
passent en dimension supérieure. Nous renvoyons le lecteur a I’article original
[BrD 2] ainsi qu’a 'exposé de X.Buff au séminaire Bourbaki [Buf 2] pour
plus de détails sur le cas holomorphe.

La présence de points d’indétermination rend les détails techniques plus
compliqués dans le cas méromorphe. Il est par exemple délicat d’estimer
certaines intégrales qui, dans le cas holomorphe, se calculent directement en
cohomologie (voir Lemme 1.5 dans [G5] pour une illustration). Nous ren-
voyouns le lecteur a [G 5], [DS 1,3,4] pour les détails et nous nous contentons
de donner ici la preuve du Lemme 3.4.

Preuwve du Lemme 3.4. Fixonse > 0et 1 < § < A/Ap—1(f). Fixons également
I =1c >>1 (la valeur sera précisée plus loin) et B = B(p,r) une boule t.q.
BNV, =0.

Construction des branches inverses. Nous allons construire des branches
inverses f; " de f" sur B par récurrence.

Etape | (initialisation). Comme B ne rencontre pas les valeurs critiques
de f' il y a Al branches inverses f;l bien définies de f! sur B. On note
B b= fi_lB leurs images.

FEtape l+1.Si B; ! ne rencontre pas les valeurs critiques V7 de f, on peut
définir A nouvelles branches inverses de f sur B;” L Lorsque B, : rencontre V1,
il faut mesurer de quelle fagon : on diminue pour cela légerement le rayon de
B et on poursuit la contruction des branches inverses si fi_l(gl+1§) NV =0,
ol g, :=1— Z?:lj_Q. Lorsque f;l(glﬂﬁ) NVy # 0, il vient fl(B;l NVi)N
o1+1B # 0, ¢’est & dire que I’ensemble analytique Z; := fl(B;l NV7) pénetre
de fagon consistante a l'intérieur de la boule B. Fixons z € Z; tel que
B(z,172r) C B. Alors B(z;,172r)N Z; est un sous-ensemble analytique sans
bord de dimension s = dim¢ Vi de B(z, l*27'). Comme Z; a un nombre de
Lelong positif au point z;, il vient

Cl (Tlf2)23 < /

Z] A < /[le;l AV AW,
B(z;,l72r)

pour une constante C'; > 0 uniforme. Or

> [utstaviinet < [0 Awt < G+,
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ou £ > 0 peut étre choisi arbitrairement petit et Co > 0 est une constante
qui ne dépend que de €’ > 0. Observons que As(f) < Ag_1(f) (cf Théoreme
2.4.a). Dans la suite on ajuste la valeur de ¢’ de sorte que § = [Ap_1(f) +
g’]/X > 1. il résulte des inégalités précédentes que

8i | f7 (011 B) N Vi # 0} < Cal D=\

Si 1 est choisi suffisamment grand, le nombre des préimages B, ! qui ren-
contrent V7 de fagon consistante est donc négligeable par rapport au nombre
total A! de préimages. On a donc fabriqué A*1[1 — C’3l4(k_1)6_l] préimages
de 1 sur g1 B.

Etape n. On procede ensuite par récurrence pour construire des préimages
f™ de f™ sur g, B, i.e. en diminuant & chaque étape légérement le rayon de

K3
la boule B(p,r) de départ. A 1’étape n, on a donc construit au moins

n—1
dp o= X" 1= Cs > 1HEDTH > A (1 - £/2)
j=l

branches inverses f; " qui sont toutes bien définies sur la boule B’ = B(p, ')
de rayon

0o<r' =r 1—Z:j*2 < 9nT,
j=l

arbitrairement proche de 7, si on choisit initialement [ suffisamment grand.

Diameétre des images. Nous souhaitons a présent estimer le diametre des
préimages de la boule B’ = B(p,r’). Pour cela nous allons trancher B’ par
des disques holomorphes locaux Ay passant par p et estimer les diametres
diamf; " (Ap) pour beaucoup de 6.

Soit W’ une (k — 1,k — 1)-forme positive fermée & coefficients dans L' (X)
qui est lisse dans X \ {p} et telle que

W' —/ [Ag]ldv(0) dans B’,
fepk—1

ol v désigne la mesure de Fubini-Study sur Iensemble P*~! des droites
locales passant par p. On peut construire une telle forme w’ en considérant
I’éclatement de X au point p ou, a la main, en posant

W' = [Awy + dd°(x log dist(-,p)]" " .

Ici y désigne une fonction de troncature telle que y = 1 dans 2B’ et
xlogdist(-,p) € C*(X \ {p}), et w1 > 0 est une (1,1)-forme lisse fermée
telle que w1 = 0 dans B’ et w; > 0 hors de B’. On choisit A >> 1 de
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sorte que la positivité de Aw; compense la négativité de dd“[x log dist(-, p)].
Observons que

0< Z/ (f7™) Aw < / (f™)*w' Aw < Cyid A",
i ! X

Il s’ensuit qu’au moins (1 —e)A™ des branches inverses f; " sont telles que

/Aire(fi_"Ag)dy(H) —/ (fiM)ew Aw < 2704(5_”.

/ g

On note I7 I'ensemble de ces branches inverses et, pour ¢ € I,
4C.
A} = {0 € PM1 / Aire(f; " Ay) < 45‘”} .
€

J.Y .Briend et J.Duval montrent dans [BrD 2] que 'estimation d’aire im-
plique, quitte & légérement diminuer la taille de la boule B’, un controle de
diametre,

diam(f; "Ag) < C507 /2, 6 € A,

pour une constante C5 > 0 indépendante de n. Or v(A}') > 1/2, en par-
ticulier A7 est de capacité projective > 1/2. Un résultat de N.Sibony et
P.M.Wong [SW] implique alors

1
diam (fi_"2A9) < C56~™2, pour tout 0 € PF1.

L’estimation du diametre de f; " B” en résulte, B” = B’/2. Nous renvoyons
le lecteur a [GZ 1] (Théoreme 6.3) pour la définition et quelques propriétés
de la capacité projective. O

Remarque 3.5 La preuve ci-dessus est une version légérement modifiée de
celle du Lemme 3.3 de [G 5], qui suppose la variété ambiante projective
(ce qui permet Uutilisation du Théoréme de Bezout, comme dans ’approche
de J.Y.Briend et J.Duval [BrD 2]). On peut s’affranchir de U’hypothése de
projectivité comme cela a €té observé par T.C.Dinh et N.Sibony dans le cadre
des applications d’allure polynomiale [DS 1].

3.3 Exemples

3.3.1 Endomorphismes holomorphes

Il y a beaucoup d’endomorphismes holomorphes f sur ’espace projectif
complexe P*. Tls s’écrivent en coordonnées homogenes f = [Py : --- : Py, ot
les P; sont des polynomes homogenes premiers entre eux de degré d € N*,
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avec ﬂé?zo(Pj = 0) = {0}. Ils vérifient \;(f) = &/, 0 < j < k et sont donc de
grand degré topologique dés que d > 2.

Ce sont les seuls exemples “intéressants” d’endomorphismes holomorphes
de grand degré topologique sur les surfaces kdhlériennes compactes :

Théoréme 3.6 Soit X une surface kahlérienne compacte, et f : X — X un
endomorphisme holomorphe tel que \1(f) # Aa(f). Alors on est dans l'une
des situations suivantes :

~ soit X =P?;

— soit X est un tore;

— soit f est un automorphisme d’entropie positive ;

— soit f préserve une fibration et Xo(f) > A1 (f).

Nous renvoyons le lecteur au texte de S.Cantat [Ca 4] et & [Fu], [Na],
pour une preuve de ce résultat.

Corollaire 3.7 Les seuls endomorphismes holomorphes tels que Ai(f) >
A2(f) > 2 sont ceux des tores.

On peut par contre fabriquer de nombreux exemples de transformations
méromorphes telles que A\ (f) # Ao(f) sur les surfaces rationnelles et les
surfaces de dimension de Kodaira nulle.

Remarque 3.8 Les endomorphismes holomorphes non inversibles des sur-
faces ont été étudiés par de nombreux auteurs (voir [Fuf, [Na]). Ils vérifient
tous Xo(f) = M (f)?, a Uexception d’un produit direct de deux fractions ra-
tionnelles de degrés distincts sur P* x P*. Si le modéle minimal est différent
de P2, I’endomorphisme (ou son carré) préserve une fibration rationnelle :
c’est donc un produit croisé, dont la dynamique est une version fibrée de
la dynamique unidimensionnelle. Il en est de méme d’un endomorphisme
dans un éclaté X de P? : pour que le relevé de f : P? — P? soit un endo-
morphisme de X, il faut que f préserve le pinceau de droites issues du point
auquel on éclate. En conclusion, les seuls endomorphismes holomorphes non
inversibles véritablement intéressants sont ceux de P2/

Nous étudierons la dynamique des endomorphismes holomorphes inver-
sibles (automorphismes) au chapitre 4..

3.3.2 Endomorphismes polynomiaux de CF

Les endomorphismes polynomiaux de C* de la forme

f(zla . .,Zk) = (Pl(zl)7p2(21722)7 . 'apk‘(zla . 'azk‘))a
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ou les P; sont des polyndmes de degré d; > 2 en z; s’étendent en des
transformations méromorphes de P* telles que

Ai(f) = max d; ---d;; en particulier A\g(f) > max A;(f).
11 <--<4p 7<k—1

Ces endomorphismes ont été abondamment étudiés (voir [ He], [Se], [J 1,2],
[FaG]), notamment en dimension deux : I’analyse de leur dynamique est en
effet simplifiée par le fait que ces produits croisés préservent les feuilletages
linéaires {z1 = c1,...,2; = ¢;}.

I1 est montré en particulier dans [FaG| que la mesure d’entropie maximale
py peut étre exprimée comme un produit extérieur

By = dd°Gy N\ - -+ AN dd°GYy,

ou G est une fonction plurisousharmonique continue dans CF telle que
G1 o f = MGy, G4 est une fonction de Green partielle définie uniquement
sur le support de dd°G1 qui vérifie Gy o f = %Gg, etc. L’intérét de cette
construction réside dans le fait que ’on sait controler le module de continuité
des fonctions G; (dans 'esprit de la Proposition 1.2, voir [DG]) et que cela
donne par exemple des informations sur la dimension de Hausdorff du sup-
port de la mesure jy. Lorsque f : CF — CF g’%tend en un endomorphisme
holomorphe de P, on obtient en fait G; = --- = G}, et la construction est
due a J.E.Fornaess, N.Sibony [FS 2] et J.H.Hubbard, P.Papadopol [HP 1].
Lorsque 'extension de f a des points d’indétermination a I’infini, on obtient
(dd°G1)* = 0 dans C* et il devient nécessaire de considérer des fonctions de
Green partielles.

La construction de fonctions de Green partielles a été étendue [G 1] a des
endomorphismes polynomiaux de C? qui ne sont pas des produits croisés.
Cette approche a été généralisée en dimension supérieure dans [DS 2.

Les applications concernées sont cependant d’un type particulier : il faut
un controle précis de la croissance de f sur le support du courant dd°Gh,
ce qui n’est pas toujours possible (voir [DiDS]). On s’en rend déja compte
en considérant les endomorphismes polynomiaux f = (P;, P») quadratiques
de C?, i.e. ceux tels que max(deg Py, deg P») = 2. Ils sont classifiés dans [G
3], & conjugaison pres, en fonction de leurs degrés dynamiques (A1, A2) : on
obtient cing familles telles que Ao > A1 et quatre possibilités pour les couples
de degrés (A1, \2),

(vV/2,2), <1+2\/5,2>, (2,3), et (2,4).

Nous renvoyons le lecteur au Théoreme 2.1 de [G 3] pour plus de détails.
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3.3.3 La méthode de Newton
Si 'on souhaite trouver les racines du systeme d’équations polynomiales
w=P(z) et z=Qw),

ou P, sont des polynomes de degré p,q > 2, il est naturel d’utiliser la
méthode de Newton qui consiste a itérer I’application rationnelle f définie
pour (z,w) € C? par

(2= e ] (807

C’est un probleme mentionné par J.E.Fornaess et N.Sibony dans [F'S 4], qui
a été étudié par J.-H.Hubbard et P.Papadopol [HP 2]. Ces derniers montrent
que f induit une transformation 1-stable de P? telle que

M) =r(f)=p+a—1 et X(f) =pg > A\(f),

et entament une étude systématique de la dynamique de f.

Le Théoreme 3.1 fournit une mesure canonique iy d’entropie maximale
= log A2(f) qui ne charge pas les ensembles pluripolaires. En particulier
iy ne charge pas les points d’indétermination : cela répond a une question
d’A.Russsakovskii et B.Shiffman [RS]. On trouvera dans [HP 2] une preuve
géométrique tres élégante de ce dernier point, due a A.Douady.

3.3.4 Variétés non rationnelles

Rappelons qu’une variété projective X de dimension k est dite unira-
tionnelle s’il existe une application méromorphe dominante ® : P¥ — X.
Lorsque dim¢ X < 2, toutes les variétés unirationnelles sont en fait ration-
nelles (Théoreme de Castelnuovo, voir [Bea]). Ce n’est plus vrai en dimen-
sion > 3 : V.A Iskovskikh et Yu.A.Manin [IM] ont montré que les quartiques
lisses de P* sont des variétés unirationnelles dont le groupe des transforma-
tions birationnelles est fini. Elles ne sont donc pas rationnelles. On peut
vérifier qu’elles n’admettent pas d’endomorphisme holomorphe non inver-
sible (voir[ARV]), bien qu’elles admettent de nombreuses transformations
méromorphes dynamiquement intéressants, comme le montre ’exemple sui-
vant, di & F.Campana, qui est mentionné dans [DS 1].

Exemple 3.9 Soit X une wvariété projective : on peut la plonger dans un
espace projectif PN puis projeter sur un k-plan générique : autrement dit
on dispose toujours d’une application méromorphe dominante p : X — PF.
Supposons que X est unirationnelle, on firte ® : P¥ — X une application
méromorphe dominante. Soit alors g : P¥ — P* une transformation ration-
nelle. Elle induit des transformations méromorphes sur X,

f:=®o¢g’op, oujeN.
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1l résulte de la Proposition 2.6 qu’il existe C'x > 1 telle que pour tout j € N,
et pour tout 1 <1 <k,

N (f) < C%ri(®)ri(p)ri(g”).

Or pour | =k, on obtient bien sir A\p(f) = M\e(®)Ai(p)Ae(g)?. On en déduit
que si g a un grand degré topologique —i.e. si \p(g) domine tous les autres
degrés topologiques—, alors \,(f) domine tous les autres degrés dynamiques
de f, pourvu que j soit choisi assez grand.

3.4 Autres développements

Nous concentrons nos efforts dans ce mémoire sur la construction d’une
mesure d’entropie maximale, et cherchons a établir quelques unes de ses
propriétés ergodiques, en relation avec la conjecture énoncée dans l’'intro-
duction. Il y a bien entendu de nombreuses autres directions de recherche :
on peut s’intéresser a des propriétés plus fines de cette méme mesure (dimen-
sion, régularité), ou étudier d’autres mesures qui rendent mieux compte de
la géométrie des ensembles de Julia (mesures conformes). On peut également
s’intéresser a la facon dont tous ces objets dépendent d’'un parametre. Nous
passons en revue dans cette section quelques unes des directions qui ont été
en partie explorées.

3.4.1 Dimension et exposants de Lyapunov

Nous avons mentionné a plusieurs reprises qu’il existe un lien entre la
régularité des potentiels de la mesure jf et la dimension ponctuelle de celle-
ci. Rappelons que la dimension de Hausdorff de iy est

dim(py) := inf{dimg(Y) /Y borélien tel que ps(Y) =1},

ou dimy (V') désigne la dimension de Hausdorff du borélien Y. La dimension
ponctuelle supérieure de py au point p est

[log ps B, r)} ‘

m(,uf,p) := lim sup log

r—0
On définit de facon analogue la dimension ponctuelle inférieure dim(u s, p).
Nous renvoyons le lecteur au livre de Y.Pesin [Pe] pour plus de renseigne-
ments sur ces notions. Il résulte de la Proposition 1.2 et du Corollaire 1.4
que, lorsque k =1,

log A
Xtop (f)

dim(pz,p) > , pour tout point p € X
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en particulier dim(us) > log A/ xtop(f). C’est le “principe de distribution de
masse” (voir [Pe] p43). On peut en fait raffiner ces estimations et obtenir la
formule de F.Ledrappier [L], A.Manning [Ma] et R.Mane [Mn];

log A
x(ty)

dim(py) =

Cette formule a été partiellement généralisée en dimension supérieure, dans
le cadre des transformations de grand degré topologique (voir [BiDeM],
[DiD]). T.C.Dinh et C.Dupont [DiD] obtiennent notamment I’encadrement

>y x5 (i) = log A (f)
x1(ker)

log A\i.(f)
Xa(per)

<dim(pus) < 2k — , (3.2)

ot x1(pf) >+ > xr(py) désignent les exposants de Lyapunov de .

Nous avons vu (Théoreme 3.3.2) que ceux-ci sont tous au moins égaux
& $1og Ae(f)/Ae—1(f). Il est naturel de s’intéresser au cas extrémal ol les
exposants sont minimaux, i.e. lorsque

Xa(g) =+ = xuliag) = 5 los I F) Mo ()]

C’est un probléme qui a été étudié par plusieurs auteurs (voir par exemple
[L], [Z], [BeL], [BeD], [Ca 3]). Les résultats obtenus jusqu’ici nous incitent &
poser la question suivante :

Question 3.10 Soit f: X — X une transformation méromorphe de grand
degré topologique, \i(f) > maxj<y_1 Aj(f). Les propriétés suivantes sont-
elles équivalentes ¢

1. Les exposants de Lyapunov de jiy sont tous égauz a % log A\t (f)/ Me—1(f)-

2. La dimension de Hausdorff de puy est égale a 2k et les degrés dyna-
miques vérifient \;j(f) = M (f)7.

3. La mesure py est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue et les degrés dynamiques vérifient \j(f) = M (f)7.

4. f est un exemple de Latteés.

Une transformation méromorphe est un exemple de Lattes s’il existe
un tore complexe compact A de dimension k, un groupe fini G d’automor-
phismes de A et une dilatation affine F' de A tels que

1. F passe au quotient en un endomorphisme de la variété A/G;
2. il existe une application birationnelle 7 : X — A/G t.q. mo f = Fom.

Le lecteur trouvera dans [Mi 2] une classification complete des exemples de
Lattes en dimension 1. A.Zdunik [Z] a montré dans ce contexte que la réponse
a la question 3.10 est positive. C.Dupont donne dans [Dup] une classification
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partielle des exemples de Lattes en dimension deux. C.Dupont, F.Berteloot
et J.-J.Loeb ont donné une réponse positive a la question 3.10 lorsque f
est un endomorphisme holomorphe de Iespace projectif complexe X = PF
(voir [BeL], [BeD], [Dup 2]). Leur travail a été généralisé par S.Cantat [Ca
3] au cas des transformations méromorphes des surfaces. La question reste
donc ouverte pour les transformations méromorphes en dimension > 3. Nous
donnons ci-dessous quelques indications qui permettent de justifier la partie
la plus simple de ces équivalences.

Eléments de réponse. Supposons pour commencer que les exposants de Lya-
punov sont minimaux. Il résulte alors de I'inégalité de Ruelle-Margulis que,

k

klog(Ae/Ae—1) =2 xj = log A = hyu, (f)- (3.3)
j=1

Ainsi log A\p—1 < (1 — 1/k)log Ak, ce que l'on peut réécrire

1 1
log Ag—1 =log A1—1/k) kr1/k1 < (1 - k) log A + z log Ao, (3.4)

puisque Ao(f) = 1. Or I'application j +— log\;(f) est concave (Théoreme
2.4.a). Il y a donc égalité dans toutes les inégalités précédentes : I’égalité
dans (3.4) implique que A\;(f) = A1 (f)’ pour tout 0 < j < k, et 1'égalité
dans (3.3) implique — par les travaux de F.Ledrappier [L] — que pus est
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous avons donc
obtenu I'implication (1) = (3) de la question 3.10.

L’implication (3) = (2) est évidente. Nous montrons a présent que (2) =
(1). Comme py est de dimension maximale 2k, la majoration dans (3.2)
montre que 22?21 X; = log Ag, donc py est absolument continue par rap-
port & la mesure de Lebesgue. La relation algébrique A;(f) = A1(f)’ montre
que les exposants de Lyapunov sont tous minorés par %log A1(f), donc
2 2?21 X; = klog A1 = log A. Toutes ces inégalités sont donc des égalités,
en particulier les exposants de Lyapunov sont tous égaux a %log Al =
$10g A/ A1

Lorsque f est un exemple de Lattes, les assertions (1),(2),(3) sont trivia-
lement vérifiées. La partie difficile consiste & montrer la réciproque a cette
derniere implication. Nous renvoyons le lecteur au texte de S.Cantat [Ca 4]
(ainsi qu’aux articles originaux) pour plus de détails. O

Remarque 3.11 La preuve de S.Cantat [Ca 3] s’appuie en partie sur la
classification de Kodaira des surfaces et ne passe donc pas en dimension
supérieure. Notons que Uhypothése algébrique \;(f) = Mi(f)’ est essen-
tielle : S.Cantat donne un exemple d’une transformation méromorphe sur
une surface K3 dont la mesure py est lisse, mais qui ne provient pas d’un
endomorphisme affine d’un tore (voir Théoréme C dans [Ca 3]).
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Rappelons que la dimension de Hausdorff de iy est en général différente
de la dimension de Hausdorff de son support : pour un polynéme f(z) =
At ay_ 92224 - +ag de degré A > 2, on obtient (Proposition 1.16)

log A log A <1

dim(pur) = = <
(k) X(kp)  10g A+ (=0 Grlc)

alors que I'ensemble de Julia J; = Suppps peut étre de dimension de Haus-
dorff égale a 2 (voir [Shi]). Mentionnons a ce sujet que X.Buff et A.Chéritat
[BuC] ont exhibé de nombreux exemples de polynémes quadratiques pour
lesquels J; est de mesure de Lebesgue strictement positive.

Si I'on s’intéresse a des propriétés géométriques fines du support de i,
il faut donc étudier d’autres mesures invariantes que py : c’est un des objets
du formalisme thermodynamique et nous renvoyons le lecteur a [Zi], [DPU]
pour quelques résultats dans cette direction (en dimension 1).

3.4.2 Théoréme limite centrale

Certains auteurs se sont intéressés aux propriétés stochastiques satis-
faites par le couple (f, uif). Si ¢ est une fonction mesurable de M vers R, les
fonctions Xj, = ¢ o f* forment une suite de variables aléatoires sur l’espace
probabilisé (M, uu¢) ; on s’attache alors a décrire le comportement asympto-
tique des sommes de Birkhoff

N—-1
Sn=Y_ X;.
=0

L’approche principale consiste a comparer ce comportement a celui d’une
suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Par
exemple, I'ergodicité de py et le théoreme ergodique de Birkhoff assurent
que les X}, satisfont la loi des grands nombres : des que ¢ est intégrable, les
moyennes Sy (z)/N tendent ps-presque sirement vers la constante | M PApy.
Poussant ’analyse un cran plus loin, il convient de déterminer si la suite
X} satisfait un théoreme limite centrale. On suppose donc que ¢ a une
moyenne nulle et que son carré est intégrable, puis on dit que ¢ satisfait le
théoréeme limite centrale s’il existe un réel strictement positif o tel que

) 1 1 —t2
Nl—lg—loo oy {x, \/—NSN(:L‘) € A} = \/%U/Aexp <M) dt,
pour tout intervalle de nombres réels A.

A ce stade il devient nécessaire de faire des hypotheses de régularité sur
la fonction . Pour s’en convaincre, commencons par quelques remarques. Si
'on additionne & ¢ un cobord v o f — 1, ot ¢ appartient & L2(M, puf), ceci
ne change pas le fait que ¢ satisfasse ou non le théoréme limite centrale, ni
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la valeur de 0. D’autre part, les cobords ¥ o f — 1) forment un sous-espace
dense de l’espace de Hilbert L2(M, i) des fonctions de carré sommable et
de moyenne nulle. Or un théoréme de Burton et Denker [BuD] assure que si
4 est une mesure invariante, ergodique et non atomique, il existe toujours
au moins un élément ¢ de L3(M, u) qui satisfait le théoréme limite centrale.
Il s’ensuit que les éléments de L3(M, u #) qui satisfont le théoréme limite
centrale forment un sous-espace dense de L3(M, piy).

A l'opposé, on dispose du théoréme suivant de Volny [Vo] montrant qu’il
existe toujours un sous-ensemble Gs-dense de fonctions dans LE(M, ) pour
lesquelles les moyennes de Birkhoff suivent des lois arbitraires :

Théoréme 3.12 (Volny) Soit (M, f,u) un systéeme dynamique probabi-

lisé, ergodique et sans atome. Il existe un Gg-dense £ C L%(M7 w) tel que

pour tout ¢ € & et pour toute mesure de probabilité v sur R satisfaisant

Jptdv(t) =0 et [ t2dv(t) = 1, il existe une suite N; tendant vers Uinfini
. N;

telle que la loi de TS Comverge vers v.

i

Le cadre général des fonctions de carré sommable est donc trop vaste
en général. On s’attend cependant a ce que le théoreme limite centrale soit
valable si la fonction ¢ est suffisamment réguliere et si la dynamique de f
est suffisamment mélangeante. C’est le cas lorsque f est une transformation
dilatante d'une variété compacte, si ¢ est holdérienne et si 4 = vy est la me-
sure de probabilité f-invariante qui est absolument continue par rapport a la
mesure de Lebesgue (voir [Vi]). C’est également le cas pour les transforma-
tions méromorphes de grand degré topologique (=transformations “cohomo-
logiquement dilatantes”) , (f, yf), comme I'ont montré S.Cantat-S.Leborgne
[CL] (cas des endomorphismes holomorphes de P¥) et T.C.Dinh et N.Sibony
[DS 9] (cas général).

Théoréme 3.13 Soient M une variété projective complexe et f : M —
M une transformation rationnelle cohomologiquement dilatante. Soit & une
fonction holdérienne sur M dont lintégrale vis-a-vis de py est nulle. Ou
bien & est un cobord, ou bien la suite de variables aléatoires (& o f7) satisfait
un théoréme limite centrale : il existe un réel strictement positif o tel que

1 Y 1 2
lim T —— ofi(z)e Ay = /ex <> dt
N—+oco H ‘/Njglf f ( ) 2mo Ja P 202

pour tout intervalle de nombres réels A.
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3.4.3 Ensemble exceptionnel

Il résulte du Lemme 3.4 que si un point a n’appartient pas a I’ensemble
posteritique PC(f) = Uj>1f7(Cy), alors

1 . 1
M= D —ay (3.5)
fr(p)=a

ou g, désigne la masse de Dirac au point p. On appelle ensemble exceptionnel
&; l'ensemble des points a pour lesquels la convergence (3.5) n’a pas lieu.

Lorsque k£ = 1, il résulte du Lemme 1.9 et du Théoreme 1.10 que &; est
un ensemble fini constitué d’au plus deux points. Lorsque k£ > 2, I’ensemble
&y n’est plus nécessairement algébrique car il contient ’orbite des points sur
lesquels une courbe est contractée (voir Remarque 6.5 dans [G 3]). Plusieurs
auteurs se sont cependant intéressés a la caractérisation de I'ensemble &
lorsque f : P¥ — P* est un endomorphisme holomorphe :

— J.E.Fornaess et N.Sibony ont montré [F'S 3] que £ est un ensemble

pluripolaire ;

— J.Y.Briend et J.Duval ont montré [BrD 2] que &£ est un ensemble
algébrique, et que c’est le plus grand sous-ensemble algébrique totale-
ment invariant ;

— C.Favre et M.Jonsson ont entrepris dans [FaJ 1] une étude fine de
I'ensemble &£y lorsque k = 2.

On s’attend dans ce dernier cas & ce que le nombre de points totalement
invariants (i.e. les composantes 5;2 de dimension 0 de &) soit au plus égal a
3. E.Amerik et F.Campana ont obtenu dans [AC 1] la majoration f EJQ <9.
T.C.Dinh et N.Sibony montrent dans [DS 1], corollaire 3.2.8, que 5]9 <3

lorsque f : P? — P? provient d’un endomorphisme polynomial de C2.

3.4.4 Espace des parametres

Il est intéressant d’étudier la fagon dont les objets construits jusqu’ici
(mesure (i f, exposants X (i), ensemble de Julia, etc) dépendent de la trans-
formation f.

Lorsque f = f; : P! — P! est une famille de fractions rationnelles de
degré X > 2 qui dépend holomorphiquement d’un parametre t € M — M une
variété complexe de dimension m —, nous avons observé dans la section 1.3
que l'exposant de Lyapunov x(uy,) est une fonction plurisousharmonique et
Hélder-continue du parametre t. L’étude des mesures de bifurcation (dd®x)™
fait 'objet de plusieurs travaux récents (voir [DeM], [BaBe|, [DuF]). Lorsque
fi(2) = 22 +t est la famille des polynomes quadratiques (m = 1), la mesure
dd€x est précisément la mesure d’équilibre de ’ensemble de Mandelbrot qui
a été abondamment étudiée (voir [CG], [Mi 1]).
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3.5 Généralisations

La dynamique des endomorphismes transcendants de C* est un sujet dif-
ficile qui nécessite 'utilisation de techniques différentes de celles présentées
dans ce mémoire. Il y a cependant une situation intermédiaire entre le monde
des endomorphismes polynomiaux et celui des endomorphismes transcen-
dants de C* de grand degré topologique : c’est celui des applications d’allure
polynomiale étudiées par T.C.Dinh et N.Sibony dans [DS 1].

Définition 3.14 Soit V un owvert connexe de CF (ou d'une variété de
Stein) et U CC V' un ouvert relativement compact. On appelle application
d’allure polynomiale toute application

f:U —V holomorphe, propre,
de degré topologique \ > 2.

Ces applications ont été introduites en dimension 1 par A.Douady et
J.H.Hubbard [DH]. Dans ce cas elles sont conjuguées, dans un voisinage de
I’ensemble de Julia rempli

Kf = ﬁnzoffn(V),

a un polynome de degré A. Ce n’est plus vrai en dimension supérieure comme
Pont observé T.C.Dinh et N.Sibony (voir Exemple 3.4.11 dans [DS 1]). Ces
derniers ont mené a bien une étude systématique de la dynamique de ces
applications. Ils obtiennent notamment :

Théoréme 3.15 Soit f : U — V une application d’allure polynomiale. 1
eriste une mesure de probabilité invariante piy a support dans 0Ky telle que

1 Y\ *
Ain(f)yﬁlu'fﬁ

pour toute mesure de probabilité lisse v dans V.
La mesure puy est mélangeante, d’entropie mazrimale = log \.

Notons que I'image inverse f*r d’une mesure de probabilité v (pas nécessai-
rement lisse) est bien définie par dualité car f est une application propre qui
est un revétement ramifié : si x est une fonction continue a support compact
dans U, alors

fax(@) = > x()

fy)=z

est une fonction continue & support compact dans f~'U ¢ U cC V. On
compte ici les préimages avec multiplicité.
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Esquisse de preuve. Soit v une mesure de probabilité lisse dans V. La conver-
gence de A7"(f")*v est équivalente a la convergence de A7"(f™).x dans
L'(v), pour toute fonction test x (fonction lisse & support compact). Or une
telle fonction peut s’écrire comme différence de deux fonctions psh bornées.
11 suffit donc d’établir la convergence de A" (f™).p, pour toute fonction ¢
psh bornée (bornée au voisinage de K suffit bien sur).

L’observation de T.C.Dinh et N.Sibony qui est la clef de ce résultat (cf
Lemme 3.2.2, [DS 1]) est que le principe du maximum garantit une telle
convergence. Plus précisément, si ¢ est une fonction psh dans V telle que
AL fp > 4, alors

1
sup ) > sup — fxp > sup,
U v oA v

donc 9 est constante.

Appliquons ceci a la convergence de la suite ¢, := A\7"(f").p. Comme
¢ est bornée, la suite (¢,,) est uniformément bornée par ||¢||r~. On peut
donc extraire une sous-suite convergente (¢, ) qui converge dans L'(v) vers
une valeur d’adhérence . Montrons que 1 est constante, égale a c, =
(limsup ¢p)*, ou (+)* désigne la régularisation supérieure, ce qui assurera
¢on — ¢, dans L'(v). Posons vy := (limsupy)*. Alors ¢g = c, est
constante, par le principe du maximum car A7'f.g > . Si ¢ # Cop,
alors il existe € > 0 tel que ¢ < ¢, —2¢ sur U, donc ¢, < ¢, — ¢ sur f~u,
par le lemme de Hartogs. Mais alors ¢p4n; < ¢, —€ pour tout p > 1, donc
Yy < ¢, — €, contradiction. Notons que I'ensemble {z / limsup pp(x) < ¢y}
est pluripolaire, il y a donc convergence presque partout (pour la la mesure
de Lebesgue) de la suite ¢, () vers c,. Nous verrons plus loin (Lemme 3.14)
que la suite (,,) converge vers ¢, dans L?(ig).

Il résulte de I’analyse précédente que si x est une fonction test quel-
conque, alors X, := A"(f™).x converge presque partout et dans L' (v) vers
une limite ¢, qui dépend linéairement de . Il s’ensuit que

y X o = BmAT (") v, X)

est une mesure de probabilité bien définie. Elle ne dépend pas du choix de
v puisque X, converge presque partout vers c,. Si on part d’'une mesure v a
support compact dans V'\ U, on obtient que Supp py C 0Kj.

Observons que f*uy = Apy. Pour montrer le mélange, il faut vérifier que
si x, 1 sont des fonctions test, alors

Iy := (x o f", py) — cycy, OUcy = /Xdﬂfv Cyp = /wdﬂf'

La relation fonctionnelle f*us = Ay permet de rééerire I, sous la forme

= {xatg, ), avee 2= (7).
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Il résulte du lemme de Hartogs (voir Lemme 3.14 ci-dessous) que 1, converge
vers ¢y, dans L?(pr). On en déduit la convergence annoncée.

Il reste a vérifier que p5 est d’entropie maximale. On introduit les degrés
dynamiques

A(f) = limsup[él(f”,w)]l/”, ou §(f,w) := / P TEA W

n—-4o00 U
et A\x(f) = A est le degré topologique de f. La majoration de M.Gromov
(voir Théoreme 2.8) et le principe variationnel donnent hy,,(f) < hiop(f) <
maxi<j<i log Aj(f). Or A = A\, (f) domine tous les autres degrés dynamiques.
En effet comme V est Stein on peut choisir une forme de Kéahler w qui s’écrit
w = dd“®, ou P est une fonction lisse strictement psh. Comme A\™"(f").®
converge vers cg, il vient

Sp_1(fw) = /U(f”)*ddcfb AR = o(\P),

car A7"(f™).dd“® converge faiblement vers 0. Les autres degrés dynamiques
se majorent de facon similaire (voir corollaire 3.3.4, [DS 1]). Ainsi

by (f) < huop(f) < log A.

La minoration hy, (f) > log A est une conséquence de ce que ¢ est de jaco-
bien constant = A et ne charge pas les valeurs critiques de f (voir Proposition
2.9, ainsi que le Théoreme 2.3.1.(2) dans [DS 1)). O

Lemme 3.16 Soit ¢ une fonction psh bornée dans U. Alors o, := X" (f") e
converge dans L*(uy) vers ¢, = [ pduy.

Preuve. Fixons € > 0 et posons §5, := {|¢, —cy| > €}. Le lemme de Hartogs
assure que ¢y, < ¢, + €2 pour n assez grand, d’ott 5, := {¢, < ¢, —}. On
a donc pour n > ne >> 1,

1 1
pp(€27) < - / lon — cpldpy < e+ - /[cga +e% — pnlduy = 2e,

car [ @pdp § = ¢,. Comme la suite (¢,,) est uniformément bornée (||py,||f <
[lollLe), on en déduit

/ [on = colduy < €+ 2ellp||L~,
d’ou le résultat. O
Remarque 3.17 T.C.Dinh et N.Sibony montrent que la convergence de

AT(f")wp vers ¢, dans L?(uy) implique que pg est K-mélangeante (voir
Proposition 2.2.2, [DS 1]).
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Une difficulté importante, comme dans le cas des transformations méro-
morphes, est de montrer que u ¢ n’est pas trop singuliere, par exemple qu’elle
integre les fonctions psh. Ce n’est pas toujours le cas comme le montre
I'exemple suivant (Exemple 3.10.3 dans [DS 1]).

Exemple 3.18 Considérons f : (z,w) € C? — (3z,Q(w)) € C2, ot Q est
un polynéme de degré A > 2. Soit

Vi = {(z,w) € C? /2|, jw| < R} .

Alors f : Ugr := f~'Wg — Vg définit, pour R >> 1 assez grand, une
application d’allure polynomiale telle que puy est portée par le sous-ensemble
analytique (z = 0) : en particulier log|z| ¢ L'(uy).

Dans cet exemple, on a A;_1(f) = A. T.C.Dinh et N.Sibony montrent
(corollaire 3.9.9, [DS 1]) que l'inégalité Ap_1(f) > A = A\x(f) est une condi-
tion nécessaire pour que p s integre les fonctions psh (“us est PLB”) et que la
condition “uy est PLB” est stable par petites perturbations (corollaire 3.9.7,
[DS 1). En particulier les petites perturbations f. d’'un endomorphisme po-
lynomial f : C¥ — C* qui s’étend holomorphiquement & P* définissent des
applications d’allure polynomiale f. : f=1Vg — Vg pour R >> 1 telles que
iy est PLB.

Sous une telle condition T.C.Dinh et N.Sibony établissent les principales
propriétés ergodiques de la mesure py :

— ses exposants de Lyapunov sont strictement positifs, > %log A Ak—1;

— les points périodiques répulsifs s’équidistribuent selon p ;

— il y a décroissance exponentielle des coefficients de corrélation.

Nous renvoyons le lecteur a [DS 1] pour la preuve de ces résultats.

Ces auteurs ont également étudié [DS 8| des probléemes d’équidistribution
pour les correspondances méromorphes. Une correspondance méromorphe

L'y
T T
N
X IR X

est la donnée d'un graphe I';, sous-ensemble analytique de X 2 et de deux
projections holomorphes surjectives my,ms. Lorsque m; est génériquement
injective (i.e. injective hors d’un sous-ensemble analytique propre), on re-
trouve la notion de transformation méromorphe. On peut définir des degrés
dynamiques associés a une telle correspondance et montrer 1’existence d’une
mesure canonique gy lorsque la correspondance a un grand degré topolo-
gique (voir corollaire 5.3, [DS 8§]).

T.C.Dinh et N.Sibony obtiennent aussi des résultats d’équidistribution
généraux qui s’appliquent aussi bien au cas des transformations méromorphes
qu’a celui de l'itération aléatoire (voir Théoreme 1.2, [DS §]).
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Chapitre 4

Petit degré topologique en
dimension deux

Nous supposons ici que X est une surface (dimec X =2) et f : X — X est
une transformation méromorphe de petit degré topologique, A1(f) > Aa(f).

Lorsque f est un automorphisme polynomial de C? (dont on considere
I'extension méromorphe & X = P2?), I'hypothése d’hyperbolicité cohomolo-
gique A1 (f) > Aa(f) = 1 garantit que f est conjuguée a une composée d’ap-
plications de Hénon complexes (travaux de S.Friedland et J.Milnor [FrM]).
E.Bedford et N.Sibony [BS 1] ont construit dans ce cadre la mesure ca-
nonique invariante py, et E.Bedford, M.Lyubich et J.Smillie ont établi la
conjecture dans deux articles fondateurs [BLS 1,2].

Lorsque f est un automorphisme d’une surface projective compacte (pas
de point d’indétermination et A2(f) = 1), S.Cantat a établi la conjecture
dans [Ca 1]. Un aspect non trivial de cette étude est d’exhiber des exemples :
le lecteur trouvera dans [Ca 4] de nombreuses constructions et références.

Lorsque f est une application birationnelle (A2(f) = 1 avec points d’indé-
termination), la conjecture a été démontrée dans de nombreux cas, mais
pas en toute généralité : citons notamment les travaux de J.Diller-C.Favre
[DF], E.Bedford-J.Diller [BDi 1,2], et R.Dujardin [Du 5]. La non inversibilité,
A1 (f) > Xa(f) > 2, rajoute encore quelques difficultés, mais des progres ont
été réalisés récemment dans [DDG].

La stratégie, qui s’inspire fortement de [BLS 1,2], est la suivante :

— on essaie, par un changement biméromorphe de coordonnées, de se
ramener a un “bon modele”, sur lequel 'action linéaire induite par f
en cohomologie est compatible avec la dynamique;

— I'hypothese A1(f) > Ao(f) = 1 permet alors de construire un (1,1)-
courant positif fermé canonique T, f*-invariant; tandis que 1’hy-
pothese A1 (f) > Aa(f) permet de construire un (1, 1)-courant positif
fermé fi-invariant T~ ;

— la mesure canonique est alors uy =TT AT, si tant est qu’on arrive
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a définir ce produit (on multiplie des distributions);

— on établit des propriétés d’extrémalité de T+, T~. Elles correspondent
a des propriétés d’ergodicité de puy ;

— on établit des propriétés de laminarité de T, T~ (ils sont localement
somme de courants d’intégration sur des disques holomorphes), pour
montrer que py a une structure de produit local ;

— on essaie d’identifier les disques locaux de T+ /T~ & des morceaux de
variétés stables/instables, pour estimer les exposants de Lyapunov de
ff, son entropie, et construire des points selles.

Comme nous allons le voir, la présence de points d’indétermination,
(leurs propriétés de récurrence) rend chacune de ces étapes tres délicate.

4.1 Bon modele

Le premier probleme auquel nous sommes confrontés est celui du calcul
effectif du degré dynamique A (f), qui est défini par une limite —contrairement
a Aa(f). Il se peut tres bien par exemple que r1(f) soit plus grand que le
degré topologique \o(f), bien que \o(f) > A1(f). Plus sérieusement, nous
n’avons pas seulement besoin de connaitre la valeur de A;(f) pour la com-
parer a celle de Ao(f), mais, lorsque A1(f) > A2(f), il est important de
controler la croissance de la norme ||(f?)*|| sur HY1(X,R) (cf section 2.3) :
est-ce que la croissance est de 1'ordre de A1(f)"™, ou bien fait-elle apparaitre
également des termes polynomiaux n°\;(f)™? Nous nous proposons dans
cette section d’apporter des éléments de réponse a ces questions.

Définition 4.1 On dit que f : X — X est 1-stable si l'action linéaire
induite par f* sur HY1(X,R) est compatible avec la dynamique, i.e. si pour
tout n € N, on a ()" = (f*)".

Considérons I’endomorphisme polynomial de C?,
f:(zw) € C*s (2w + 1,2+ cg) € C2

C’est un endomorphisme birationnel de C2, i.e. son degré topologique Aa(f)
est égal & 1. On peut calculer a la main A(f) = 1+—2‘/5, mais nous allons
retrouver cette valeur d’une autre facon. On peut considérer ’extension
méromorphe de I’endomorphisme f a n’importe quelle compactification lisse
de C?. Notons g : P? — P? son extension & P2. Elle induit une action linéaire
g* sur I'espace H%!(P? C) ~ C qui est engendré par la classe d'une droite
projective L. On vérifie que g*L ~ 2L et (¢?)*L ~ 3L, donc g n’est pas
1-stable.

Considérons a présent h : P! x P! — P! xP! I’extension méromorphe de f
aPLx P! Elle induit une action linéaire h* sur I'espace HY (P! x P!, C) ~ C?
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qui est engendré par la classe d’une droite verticale L, = (z = 0) et celle
d’une droite horizontale L,, = (w = 0). On obtient

h*L,~ L,+ Ly et h*Ly ~ L,

donc Paction de h* est donnée, dans la base (L., L,,) par la matrice Ay =

11
[ 10 ] L’application h est 1-stable (voir le critére 4.4), ce qui assure

1+5

M (f) = M(g) = M(h) = r1(h) = rayon spectral de A, = 5

Cela résulte de 'observation élémentaire suivante.
Observation 4.2 Si f: X — X est 1-stable, alors ri(f) = A\i(f).

Comme A (f) est invariant par conjugaison biméromorphe, il est naturel
de se demander si ’on peut toujours effectuer un changement biméromorphe
de coordonnées — et donc remplacer X par une varié¢té biméromorphiquement
équivalente X — de telle sorte que la transformation f induite par f sur X
soit 1-stable. Ce n’est pas toujours possible, sans condition sur les degrés
dynamiques, comme ’a montré C.Favre dans [Fa 2] en analysant le cas
des transformations toriques de dimension 2 : il existe des transformations
toriques qui ne peuvent jamais étre rendues 1-stables. Les transformations
concernées vérifient \a(f) = A1(f)? > A1 (f), ce qui motive la

Question 4.3 Soit f: X — X une transformation telle que A1(f) > Xa(f).
Peut-on effectuer un changement bzmeromorphe de coordonnées ™ : X — X
de sorte que la transformation f =710 fom: X — X soit 1-stable ?

On dispose d’un critere algébrique simple pour détecter la 1-stabilité,
comme 'ont observé J.E.Fornaess et N.Sibony lorsque X est un espace pro-
jectif complexe [F'S 4].

Proposition 4.4 Une transformation f: X — X méromorphe est 1-stable
si et seulement si aucune courbe C n’est contractée par un itéré f™ sur un
point d’indétermination.

Preuve. Supposons qu’'une courbe C est contractée par f" sur un point
p € Iy. On peut supposer, quitte a changer f en f", que n = 1. Soit w
une forme de Kéahler. Alors f*w est un courant positif fermé de bidegré
(1,1) sur X qui a un nombre de Lelong positif au point p. Il s’ensuit que
f*(f*w) est un courant qui charge la courbe C. Or (f?)*w est par définition
une forme différentielle a coefficients localement intégrables : elle coincide
presque partout avec f*(f*w) mais ne charge pas la courbe C. On en déduit
que les classes de cohomologie f*(f*{w}) et (f?)*{w} sont différentes.
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Réciproquement supposons qu’aucune courbe n’est contractée sur un
point d’indétermination. Alors les ensembles f~"(Iy) sont tous de codimen-
sion > 2. Soit 6 une forme différentielle lisse fermée de bidegré (1,1). Par
définition, f*(f*0) et (f*)*0 coincident hors de Iy U f~'I;. Comme les en-
sembles de codimension > 2 sont négligeables pour les courants de bidegré
(1,1), on en déduit que ces formes coincident partout. Ainsi (f*)% = (f?)*
et on montre de méme que (f*)" = (f™)* pour tout n. O

Dans I’exemple polynomial f(z,w) = (2w + ¢1, 2z + c2) vu plus haut, les
points d’indétermination sont situés dans le diviseur a l’infini. Les seules
courbes qui peuvent étre contractées sur un point d’indétermination sont les
composantes irréductibles de ce diviseur. On vérifie ainsi que h(w = o00) =
(z = 00) et h(z = 00) = (00,00), or le point (00, 00) est un point fixe qui
n’est pas un point d’indétermination pour h, donc h est 1-stable.

Ce critere est également facile a vérifier sur les surfaces de dimension
de Kodaira nulle. On a vu a la section 2.4.2 que si X est une surface mini-
male de dimension de Kodaira nulle, alors f est non-ramifiée. Or les seules
courbes susceptibles d’étre contractées sur un point d’indétermination sont
les courbes de I’ensemble critique. Comme celui-ci est vide, on en déduit
I’assertion suivante :

Proposition 4.5 Si kod(X) = 0, alors on peut supposer que f est 1-stable
en travaillant sur le modéle minimal de X .

Le cas des surfaces rationnelles est plus délicat. Nous disposons toutefois
du résultat suivant de J.Diller et C.Favre [DF] :

Théoréme 4.6 Si \o(f) = 1, alors on peut, quitte a conjuguer par une
application biméromorphe, supposer que f est 1-stable.

La preuve (voir Théoreme 0.1 dans [DF]) utilise de fagon cruciale le fait
que f est birationnelle : dans ce cas f peut s’écrire comme une composition
d’éclatements et de contractions. Le cas général, 2 < \o(f) < A1 (f), semble
beaucoup plus difficile. Notons qu’une avancée significative a été réalisée par
C.Favre et M.Jonsson lorsque f provient d’'un endomorphisme polynomial
de C? (voir [FaJ 3]).

4.2 Analyse spectrale

Dans toute la suite du chapitre 4, nous supposons que f : X — X est
une transformation 1l-stable telle que Ai(f) > Aa(f). Nous allons en tirer
des conséquences sur le spectre des actions linéaires induites par f*, fi sur
HYY(X,R). On note dans la suite A := A;(f). Comme f est l-stable, il
résulte de la section précédente que A\ = r1(f) est égal au rayon spectral de
'action linéaire induite par f* sur H'(X,R).
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L’action f, : HM'(X,R) — H''(X,R) est duale de celle de f*, car on est
en dimension deux. En particulier (f,)" = (f™). pour tout n € N. Comme le
cone Hi’elf(X, R) est dual du cone H;éif(X, R), qui est préservé par f*, fi,
on en déduit que le cone nef est également préservé par f* et f,.

Lorsque X = P! x P!, il s’ensuit que les actions linéaires f*, f, sont
données par des matrices a coefficients entiers naturels dans la base {z = 0},
{w = 0} de HY}(X,R). Il résulte alors du Théoréme de Perron-Frobénius
que A = r1(f) est une valeur propre de f*, f. et admet un vecteur propre
dans H ielf (X,R), comme cela a été observé dans [FaG]. Cest en fait vrai en

toute généralité comme 1'ont montré J.Diller et C.Favre dans [DF].

Théoréeme 4.7 Soit f : X — X une transformation méromorphe 1-stable
telle que A :== Ai(f) > Xa(f). Alors il existe une (1,1)-classe nef non nulle
at (resp. a) telle que f*a™ = Aay (resp. fea~ = Xa~ ); en particulier le
rayon spectral A :=r1(f) = A1 (f) est une valeur propre de f*, f.. De plus

1. la valeur propre A est une racine simple du polynome caractéristique

de f*. Les autres valeurs propres sont de module < \/Aa(f) < A;

2. les vecteurs propres nef a*, a~ vérifient ot - a” > 0.

Esquisse de preuve. Observons que H Tll’elf(X ,IR) est un cone strict, c’est a dire

Hrll’elf(X, R)N —H}L’elf(X, R) = (. Comme l'intérieur de Hi;}f(X, R) est non-
vide (c’est le cone de Kéhler), il résulte du Théoreme de Perron-Frobénius
que le rayon spectral A = A\(f) = r1(f) de f* sur HY1 (X, R) est une valeur
propre qui posseéde un vecteur propre o dans H }wlf (X,R).

Supposons dans un premier temps que f est holomorphe. Dans ce cas
les opérateurs f. et f* vérifient f.f*(-) = A2(f)(). On en déduit que pour
toutes (1,1)-classes «, 3, on a

(ffa, f78) = Xa(f)(ev, B). (4.1)

En appliquant cette relation & o = 3 = o, on obtient (a™)? = 0, puisque
Aa(f) < Mi(f) < Ai(f)?. Supposons qu’il existe une classe 3 non nulle telle
que f*3 = A\3+ca™. En appliquant (4.1) aux classes « = a™ et 3, on obtient
de méme (o', 3) = 0. Une nouvelle application de (4.1) avec a = (3 donne
enfin 3% = 0. La forme d’intersection est donc non-négative sur I’espace
vectoriel engendré par at et §. Il résulte alors du Théoréme de l'indice de
Hodge (voir [BPV]) que [ est nécessairement proportionnelle & at : cela
démontre que A\ est une valeur propre simple du polynome caractéristique
de f*. Par dualité il en est de méme pour f..

Soit & présent ¢t une valeur propre (complexe) de f* différente de \ et 3
un vecteur propre associé. En appliquant a nouveau (4.1) successivement a
a = 3, puis & a = o et 3, on obtient que soit t2 = Xo(f), soit t = Aa(f)/A,
soit 82 = (a™, 3) = 0. Mais ce dernier cas n’est pas admissible car il implique
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3 proportionnelle & o™ —par le Théoréme de I'indice de Hodge—, contredisant
le fait que ¢ est distincte de A. On en déduit que [t < /A2(f).

Il résulte a nouveau du Théoreme de l'indice de Hodge que les classes
at et a~ s’intersectent positivement.

Lorsque f est seulement méromorphe, il faut remplacer l'identité (4.1)
par une identité plus compliquée, mais qui va jouer le méme role. C’est la
formule d’aller-retour que nous rappelons ci-dessous. L’analyse des spectres
de f*, fi se fait de fagon analogue en utilisant la positivité de la forme
quadratique hermitienne ). Nous renvoyons le lecteur & [DF] pour les détails
techniques. O

Proposition 4.8 (Formule d’aller-retour) Il existe une forme quadra-
tique hermitienne Q > 0 sur HY (X, C) telle que

<f*a7f*6> = )‘Z(f)<a7ﬁ> + Q(Oé,ﬂ)

pour toutes les classes o, 3 € HV(X,C). De plus Q(a,at) = 0 si et seule-
ment si (o, f(p)) = 0 pour tout point d’indétermination p € Iy.

Esquisse de preuve. La formule résulte d’un calcul explicite de f, f*«. En pas-
sant par le graphe X &£ T ¥ ™5 X de lapplication f, on décompose le calcul
en deux temps : la projection 7 étant holomorphe, on a (m2).m5y = X2(f)y
pour toute classe v € HY1(X,C). Pour comprendre ’action de la projection
w1 qui est une composée d’éclatements de points, il suffit d’observer que
' mey = v+ (v, E)Y{E} pour un éclatement 7 dont on a noté E le diviseur
exceptionnel. Nous renvoyons a [DF] (corollaire 3.4) pour plus de détails. O

Il résulte de cette analyse que la trace des opérateurs (f™)* croit comme
A1(f)" —a une constante multiplicative pres. On obtient donc une majo-
ration précise du nombre de points périodiques (voir section 2.3). Il nous
faut maintenant établir une minoration de ce nombre en créant beaucoup
—environ A1(f)"— de points périodiques selles d’ordre n. La stratégie est a
présent de construire un (1,1)-courant fermé positif 7% (resp. T~) tel que
{T+} = at (resp. {T™} = a™) et f¥*TT = XTIt (vesp. fi,T~ = NT7).
Comme les classes at et a~ s’intersectent positivement, on peut espérer
donner un sens au produit d’intersection py = T AT~ qui produira alors
une mesure dynamiquement intéressante.

4.3 Courants invariants

Rappelons que dans toute la suite du chapitre 4, f : X — X est une
transformation méromorphe 1-stable telle que A := A1 (f) > A2(f). Soit w
une forme de Kiahler sur X. Soit a™ € H 7}L’elf(X ,R) (resp. &™) une classe non-
nulle telle que f*a™ = Aa™t (resp. fea™ = Aa™). Il résulte du Théoreme 4.7
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que les classes a™, @~ sont uniques & une constante multiplicative preés. On
normalise les classes a™,a~, {w} en imposant

at-a” =at {u}=a {w} =1

4.3.1 Le courant f*-invariant canonique

Théoréme 4.9 Il existe un unique courant positif fermé T+ de bidegré
(1,1) sur X tel que f*TT = \TT, {T*T} =at et
1

E(f”)*w — T,

FEsquisse de preuve. Soit 81 une forme lisse fermée de bidegré (1,1) sur X
dont la classe de cohomologie est égale & a*. L’invariance f*a™ = la™ se
traduit, grace au dd°-lemma de la théorie de Hodge (voir [GH] p 149), par

1
3 0 =07 +ddyT, (4.2)

ou v € LY(X,R) est une fonction lisse hors de I f, qui peut avoir des
singularités logarithmiques aux points d’indétermination.

Comme f est 1-stable, on peut prendre le pull-back de cette équation par
les itérés f™ de f. La relation de compatibilité (f™)* = (f*)" donne alors

1

n—1
1 n\xg+ _ g+ c + » +._§: + J
ﬁ(f)a =0 +ddgn70ugn _Oﬁfy Of'

J:

La difficulté consiste & montrer que la suite (g;7) converge dans L*(X).

Nous affirmons que la fonction v* est majorée sur X. Lorsque la forme
0% est semi-positive, la fonction v est quasiplurisousharmonique (qpsh),
i.e. localement différence d’une fonction psh (un potentiel local du courant
positif A\=1f*0F) et d'une fonction lisse (potentiel local de 67) ; elle est donc
bien majorée dans ce cas. La semi-positivité de 1 est une hypothese forte
sur la positivité de la classe o™ que 'on peut toutefois vérifier lorsque X est
une surface rationnelle minimale. Dans le cas général, nous allons montrer
que la fonction y* o 1 est qpsh sur le graphe désingularisé r ¢- Sil'on tire
en arriere par 7 1’équation (4.2), il vient

1 1
dd(yTom) = Xﬁ((m)*w;eﬂ — ot = X[ﬂ'é‘@*‘ + R] —mi0t,  (4.3)
ol R = mj(m)«n—netn = m30". Comme 71 est une composition d’éclatements,
on vérifie que R est un courant positif, supporté par le diviseur exceptionnel
de 7 : c’est une formule de “pull-push” (appliquer la formule d’aller-retour
a m;1). Nous renvoyons le lecteur & [DG] pour plus de détails. 1'égalité (3.3)
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exprime donc dd°(y" o my) comme la somme d’un courant positif et d’une
forme lisse. La fonction 4" o 7 est ainsi qpsh, donc majorée sur r f, d’ou
~T est majorée sur X.

Quitte a retrancher une constante, on peut donc supposer que sup y vt =
0. Cela permet d’exprimer la suite g comme une suite décroissante de
fonctions presque-gpsh. On montre alors par des arguments classiques que
la limite n’est pas identiquement —oo, notons la g. Ainsi

1
SO T = 0 - ddg

Le reste des assertions s’ensuit aisément. Nous renvoyons le lecteur aux
articles cités ci-dessous pour plus de détails. O

Remarque 4.10 La construction du courant T™ est due a N.Sibony [S]
pour une transformation rationnelle quelconque de X = P? [S]. Certains cas
particuliers avaient €té traités précédemment par J.E.Fornaess et N.Sibony
dans [FS 2,3,4]. Le cas général énoncé ici a été récemment démontré par
J.Diller et lauteur dans [DG].

Observons que le courant T est canonique en ce sens que si 0 est n’im-
porte quelle forme lisse fermée de bidegré (1, 1), alors

1
F(f”)*@ — It avecc= {0} -a .

Plus généralement on peut s’intéresser a la convergence de A™"( f™)*6 lorsque
6 est un (1,1)-courant positif fermé (voir la discussion qui précede le Théoreme
4.12). Nous traitons ici un cas simple d’équidistribution (et renvoyons le lec-
teur & [RS], [S] pour des résultats d’équidistribution plus généraux).

Proposition 4.11 Supposons X = P2. Alors

1 *

Sy — T
pour presque toute droite projective L € (P?)*.

Preuve. Notons v* la mesure de Fubini-Study sur 'ensemble (P?)* des droites
projectives de P2. La formule de Crofton (voir [Ci]) permet d’exprimer la
forme de Kéahler w de Fubini-Study,

w :/ [Loldv*(a)
ac(P?)*

comme une moyenne de courants d’intégration sur les droites projectives
L, C P2, Cela se traduit, au niveau des potentiels, par [L,] = w + ddp,, otl

A
©wqlz] = log [M] <0, avec / Yq[z]dv*(a) = —1.
[Iz[ - I]al] a€(B2)*
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Pour montrer la convergence de A\™"(f™)*[L,] vers T, il suffit donc de
montrer que A\~ "p, o f* converge vers 0 dans L' (P?). Posons

=3 ula) %)—/ L o ldv),

= [2]P? X

ott v désigne la forme volume de Fubini-Study sur P2. Alors v est intégrable.
En effet, c’est une limite croissante de fonctions positives (¢, < 0) telle que

/a ooy, VOO = /{Zew /GE(W ATy o LAV (@)du]

n>0

= Z)\_” < +00.

n>0

En particulier ¢ est finie presque partout, donc v, (a) — 0 presque partout,
d’otut A(f™)*[Ly] — T, v*-presque partout. 0

4.3.2 Propriétés d’extrémalité

Il est naturel de se demander s’il existe d’autres courants invariants :
peut-on décrire le cone des courants positifs fermés S de bidegré (1,1) tels
que f*S = AS§7 C’est 'analogue, dans le contexte des transformations de
petit degré topologique, du probleme de la caractérisation des points excep-
tionnels pour les transformations de grand degré topologique.

L’analyse du spectre de f* (Théoréme 4.7) montre que la classe {S} d’un
tel courant est proportionnelle & a™. On a donc S = T + dd“pg, pour une
constante ¢ > 0 et une fonction gqpsh pg € L'(X) uniquement déterminée si
on impose supy ¢s = 0. Ainsi

1 T\ * _i n\*n+ C 1
F(f)S—c)\n(f)H +dd ()\n

psof ")
Il s’agit donc de savoir a quelle condition la suite A™"pg o f™ converge vers
0 dans L'(X) pour pouvoir conclure (ou non) & la convergence de la suite

“n(f™)*S vers ¢T'". Plusieurs auteurs se sont intéressés a cette question
(voir [BS 2|, [FS 1,2,34], [HP 1], [Dil 1], [RS], [S], [FaJ 1]). Une solution
complete a ce probleme a été obtenue par C.Favre et 'auteur [FaG] dans le
cas des transformations birationnelles. La principale technique — développée
par C.Favre dans sa theése — consiste a mettre au point des estimées de
volume via un controéle asymptotique des multiplicité locales (voir Théoréme
1.7 et Lemme 1.9), qui permettent de controler la convergence de la suite
A g o f dans D'esprit de la preuve du Théoreme 1.10.

Nous n’explicitons pas ces résultats ici et renvoyons le lecteur aux articles

originaux. Nous considérons uniquement le cas, plus simple, ou le courant S
est dominé par 7.
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Notons 7 le cone des courants positifs fermés de bidegré (1,1) sur X, et
Ty« le sous-cone des courants S € 7 tels que f*S = AS.

Théoréme 4.12 Si 0 < S <TT, alors \™"(f")*S — T't, c={S}-a".
En particulier T est extrémal dans le cone Ty« des courants f*-invariants.
Si Ma(f) =1, alors T™ est un point extrémal du cone T .

Nous verrons un peu plus loin qu’il s’agit 1a de propriétés de nature
ergodiques du courant 7.

Esquisse de preuve. Lorsque le courant S est dominé par 7", ses potentiels
sont au moins aussi réguliers que ceux de T". Cela se traduit par I'inégalité
or+ < ps < 0. Or pp+ differe de g7 d’une constante additive, donc par
construction

A orr o ff 2 A "g o f" — 0 dans L'(X).

On en déduit que A\™"pg o f — 0, et donc A\™"(f™)*S — T'*.

En particulier si S € 7;« est un courant invariant tel que 0 < S < T'F,
alors S = ¢I'" donc le courant T est un point extrémal du cone T+

Lorsque A2(f) = 1, on peut raffiner le résultat de convergence ci-dessus
pour le rendre uniforme par rapport & .S. Plus précisément soit S € 7 tel
que 0 < S < TT. Le courant T vérifie f*T'T = AT donc également
STt = ()Tt = AT dans X \ Cp—1, ont Cp-1 désigne Densemble
critique de f~1. Les courants positifs fermés S; := N (f7).S sont donc bien
définis et dominés par T dans X \ C;-1. On note encore S; leur extension
triviale a travers Cy-1 : ce sont & nouveau des éléments de 7 (Théoreme
d’extension de Skoda [Sk]) dominés par Tt. Ils vérifient A\~7(f7)*S; = S
dans X, donc S; est cohomologue a cf, 0 < ¢ < 1, et on peut appliquer
le raisonnement ci-dessus pour conclure a S = A7I(f/)*S; — T, donc
S =T, c’est & dire que T est un point extrémal du cone 7. O

Remarque 4.13 Ce résultat est di a J.E.Fornaess et N.Sibony [FS 3]
lorsque f est une application de Hénon complexe.

4.3.3 Laminarité

Lorsque f est un difféomorphisme holomorphe d’Anosov, le courant 7'
est un cycle feuilleté associé au feuilletage holomorphe stable. Dans notre
contexte de non hyperbolicité uniforme, il faut remplacer la notion de cycle
feuilleté par une notion plus faible, introduite par E.Bedford, M.Lyubich et
J.Smillie dans [BLS 1].

Définition 4.14 Un courant T est dit uniformément laminaire s’ peut
étre localement décrit par une moyenne de courants d’intégration sur des
graphes disjoints. Un courant T est dit laminaire s’il peut étre approché
par une suite croissante de courants localement uniformément laminaires.
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Ces auteurs ont démontré que T'" est laminaire lorsque f est une appli-
cation de Hénon complexe [BLS 1], [BS 3]. Leur approche a été généralisée
au cas des automorphismes des surfaces projectives par S.Cantat [Ca 1],
puis a celui des transformations méromorphes des surfaces projectives par
R.Dujardin [Du 1]. Enfin H.deThelin [DeT 1] a traité le cas des surfaces
ké&hlériennes non projectives :

Théoréeme 4.15 Le courant Tt est laminaire.

Esquisse de preuve. On va supposer pour simplifier que X = P2 et A\y(f) = 1.
Soit L C P? une droite projective générique. Il résulte de la Proposition 4.11
que A7"(f™")*[L] — T*. Posons C,, := f~™L. Ce sont des courbes singuliéres
de degré d,, = A" et de genre 1 car f‘z" : L ~ P! — (C, est une résolution
(non minimale) des singularités de C,,.

L’idée est que si I'on projette C,, sur une droite générique P! de P?, alors
on peut espérer écrire localement C, comme un graphe au dessus de P'. 11
faut bien stur se placer hors des singularités et éviter également les points o
Cp est tangente a la projection. Nous allons dénombrer ceux-ci.

Commencons par les points singuliers de C,,. Notons n,(C,) le nombre
de composantes irréductibles locales de C,, au point x. Soit 7 : Cn — Cp, une
résolution minimale des singularités de C,. Alors

Z ny(C,) = mnombre de points de 7~ (SingC,)
zeSing(Crn)
< #f"(SingCp) N L < Crit(f7") - L,

si l'on choisit L de sorte qu'elle évite I'ensemble dénombrable U;>ols-;.
Comme ’ensemble critique Crit(f~") est de degré 3\™ — 3, on en déduit

> na(Co) <B3XT =3 =0(dn).
z€Sing(Cn)

Soit m, : P2\ {p} :— P! la projection holomorphe sur une droite P!, issue
d'un point générique p. On découpe P! en morceaux @ (“carrés”) de petit
diametre < r (donc d’aire < 72), formant une subdivison Q de P!. Soit I' une
composante connexe de C, N~ 1(Q). On dit que T est une bonne composante
si ¢’est un graphe au dessus de @ (i.e. m, : I' = @ est un homéomorphisme),
et que c’est une mauvaise composante sinon. Observons que les mauvaises
composantes sont celles qui contiennent un point singulier de C,, ou un point
x en lequel la droite (pz) est tangente a C,. On peut controler le nombre
de ces derniers en utilisant la formule de Hurwitz, appliquée a ’application
Ti=TpOop: C, — P ot p: C, — C, est une résolution des singularités de
Cp. On obtient (voir Proposition 3.3 de [Du 1)),

f{mauvaises composantes} < 4g,, + 4d,, + Z n.(Cp) = O(dy),
z€Sing(Crn)
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ou g, désigne le genre de Cn (il vaut 1 ici). Considérons alors

Tom = di S Y <= dln[cn].

" QeQTb.c.

Le courant Tg,, est uniformément laminaire (car les bonnes composantes
b.c. sont des graphes) et presque égal a T), puisque

0 < (T — Ton, mpwpr) < Cr?, (4.4)

ou wpr désigne la forme de Fubini-Study sur la droite de projection.

Soit Tg une valeur d’adhérence de la suite T ,,. Un argument de familles
normales permet de montrer que T est uniformément laminaire. En raffi-
nant la subdivision Q (donc en faisant tendre r vers 0), on obtient une suite
croissante de courants uniformément laminaires de masses uniformément
bornées. Soit T, la limite croissante de ces courants. Il résulte de (4.4) que

<Too; TF;(U[[D1> = <T+, ﬂ;wP1>.

Pour un choix générique de p, cela implique T+ = T,,. Nous renvoyons le
lecteur & [Du 1] pour plus de détails. O

Remarque 4.16 Le résultat énoncé par R.Dujardin dans [Du 1] fait inter-
venir une hypothése technique (H) qui est superflue (voir [DDG]).

Lorsque X n’est pas projective, on ne peut pas utiliser de projection sur
une courbe comme nous l'avons esquissé. Il faut faire une analyse locale.
Celle-ci a été menée a bien par H.deThelin dans [DeT 1], ot la théorie
d’Ahlfors remplace la formule de Hurwitz. Cependant ’estimation (4.4) de
la masse de T — Tg est moins précise que dans le cas projectif. Cela pose
probléme lorsque l'on souhaite intersecter géométriquement deux tels cou-
rants (voir paragraphe 4.4.3)..

4.3.4 Courants f,-invariants

Nous souhaitons a présent construire un courant f,-invariant 7~ qui va
jouer un role analogue & celui de 7. Lorsque Ao(f) = 1, il suffit d’appliquer
la construction précédente & f~!. Lorsque Aa(f) > 2, certaines difficultés
techniques supplémentaires apparaissent, résolues dans [DDG] :

Théoreme 4.17 Il existe un unique courant positif fermé T~ de bidegré
(1,1) sur X tel que f,T- =X, {T "} =a et

(o — T
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Esquisse de preuve. La construction est tout & fait analogue a celle de 7.
Le point de départ est encore le dd“-lemma, qui donne ici

n—1 1

1 n - — c — - . j
ﬁ(f )*0 =40 + dd g, , avec g, = ZO ﬁ(fj)*’ﬁ,
]:

pour une fonction v~ € L'(X,R). Comme dans la preuve du Théoreme 4.9,
la difficulté est de montrer que la fonction v~ est essentiellement majorée,
ce que nous obtenons dans [DDG] en montrant que la classe o~ peut-étre
représentée par un courant positif fermé qui admet un potentiel borné. On
peut alors supposer que v~ est négative, et on obtient une suite décroissante
de potentiels (g, ) qui converge dans L!(X).

Certains cas particuliers sont plus faciles a traiter : lorsque X est une
surface rationnelle minimale, la classe o~ est semi-positive et la construction
de T~ est obtenue dans |G 1]. Lorsque kod(X) = 0, on peut contourner la
difficulté en utilisant une forme volume invariante. On travaille dans ce cas
sur un modele minimal. On suppose pour simplifier que Kx = 0 (en réalité
12K x = 0) : il existe alors une 2-forme holomorphe 7 sur X —essentiellement
unique— qui ne s’annule nulle part. La forme f*n est une 2-forme holomorphe
dans X'\ I qui se prolonge de fagon holomorphe & travers I, car codimcly >
2. On a donc f*n = (n, avec ¢ € C. Soit alors v :=in A7 : c’est une forme
volume sur X telle que f*v = |[¢|?v. On a donc [¢|? = X2(f) et f*v = Xao(f)v.
On en déduit la convergence de g, dans L!(v), car

Z/\j/\f]w |dv Z( )/]7 ldv < 400,

j=>0

puisque A = A\ (f) > Aa(f). O

Il serait intéressant de caractériser ’ensemble des courants fy-invariants,
mais nous ne disposons pas d’estimées de volume pour les images réciproques
lorsque A2(f) > 2. Lorsque Aao(f) =1, f. = (f~1)* et on peut appliquer les
résultats de la section 4.3.2. Le courant T~ jouit cependant d’une propriété
ergodique forte, qui s’apparente au mélange [DDG] :

Théoréme 4.18 Le courant T est extrémal dans le cone Ty, des courants
fr-invariants. Si kod(X) =0 et (a=)% =0, alors T~ est un point extrémal
du cone T.

Preuve. La preuve de I'extrémalité de T~ dans le cone 7y, des (1, 1)-courants
positifs fermés S tels que f..S = AS est analogue a celle du Théoréeme 4.12.

Supposons a présent que X est de dimension de Kodaira nulle et que
(a™)? = 0. Soit S un courant positif fermé de bidegré (1,1) tel que 0 <
S < T7. 1l s’agit de montrer que S est proportionnel a T~. L’hypothese
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(a™)? = 0 assure que a~ est une classe extrémale dans Hrll’elf(X ,R) (donc
S est cohomologue a cf~, 0 < ¢ < 1), et que c’est un vecteur propre pour
lopérateur f*,
A2 1
ol = —a” et — o =«
Cela résulte de la formule d’aller-retour et nous renvoyons le lecteur a [DDG]

pour plus de détails. Posons
_ Moo Moo
T, = ﬁ(fj) T et Sj:= F(fj) S
2 2
Les courants T}~ et S; sont encore cohomologues a 67, cf~ et vérifient

(f]) =T et %(fj)*SjES

Nous allons montrer que la suite de courants positifs (A= (f7)..S;) converge
vers ¢1'~, ce qui assurera S = c¢I'~.
Posons R; := 7 — S; > 0 et fixons uj,vj, w; € LY(X) telles que

T; =0 +dd°uj, Sj=cl~ +ddvj, et Rj=(1—c)0” +ddw;.

On normalise les fonctions u;, v;, w; par [y ujdv = [y vjdv = [ wjdv = 0.
Comme la normalisation est linéaire, on a u; = v; + w;j. Cette normali-
sation implique également que les suites (u;), (v;), (w;) sont relativement
compactes dans L!'(X) (voir [GZ 1]), en particulier ces suites sont toutes
uniformément majorées sur X.

11 résulte de ’égalité )\*j(fj)*Tj_ =T~ et de 'invariance de v que

- L. -
uj = F(f])*uj =g —yg; — 0dans LY(X).

L’inégalité u; — C < v; < C donne ainsi

. AJ 1 )\]
iy = O < S (f)e; < O

d’ott 7 := A7 (f7),v; — 0. Il s’ensuit que

S = XTI(f9).S; _Jhgl (AT ()07 + dd°(v;)] = T

O

Remarquons que la condition (a~)% = 0 est vérifiée lorsque f est holo-
morphe (voir preuve du Théoreme 4.7).
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4.4 La mesure canonique

Dans toute la suite du chapitre 4, nous supposons que f : X — X
est une transformation méromorphe 1-stable telle que A := A\ (f) > Aa2(f).
Nous avons contruit deux courants positifs canoniques invariants 7', T~ qui
représentent les classes de cohomologie o, a~. Rappelons que nous avons
normalisé ces classes et imposé

at-am ={TT} {T"} =1

4.4.1 Définition pluripotentialiste

Nous souhaitons a présent définir une mesure invariante ¢ en considérant
le produit d’intersection py := T AT ™. On ne peut pas toujours donner un
sens & un tel produit : les courants T+ sont des formes différentielles & coef-
ficients distributions, et il n’est pas toujours possible de définir le produit de
deux distributions. On y arrive cependant lorsque les potentiels ¢g* de TF
ne sont pas trop singuliers (voir [BT], [De]). Lorsque gt est intégrable par
rapport & la mesure trace de 7, on peut ainsi définir le courant g™ 7~ et
poser

pf = OF AT~ +dd(g7T™).
Notons que cette définition est symétrique au sens ot g* € LY(T7) si et
seulement si g~ € L'(T1), comme on le vérifie en intégrant par parties,

/g+T_/\w—/ g_T+/\w+/[g+0_—g_9+]/\w.
X X X

Nous ne connaissons a ’heure actuelle aucun exemple pour lequel cette
condition n’est pas vérifiée. Cela justifie la

Question 4.19 A-t-on toujours gt € LY (T~ Aw) ?

En supposant cette condition satisfaite, nous montrons, en collaboration
avec J.Diller dans [DG], que la mesure py est une mesure de probabilité
qui ne charge pas les courbes complexes : c’est donc une mesure invariante,
fspty = py, comme on peut le voir en approximant py par les mesures a
densité g, == A2 f7) 0T A (f).0".

Il reste & déterminer quand cette condition est effectivement satisfaite.
C’est une motivation de larticle [DG] qui fait le point sur les propriétés de
régularité des fonctions de Green dynamiques g*. Lorsque f est holomorphe,
ces fonctions sont holderiennes (méme preuve que pour la Proposition 1.2)
et la condition est donc satisfaite. Nous avons vu cependant au paragraphe
3.3.1 que de tels endomorphismes sont rares (voir corollaire 3.7).

Lorsque f est seulement méromorphe, les points d’indétermination ont
tendance & créer des singularités logarithmiques. Or il peut y en avoir beau-
coup (Exemple 4.35). Il faut donc s’intéresser a des notions de régularité
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plus faibles. Si les fonctions g sont de gradient L?, alors g7 € L' (T~ Aw).
En effet, on peut supposer g™ < 0 et I'inégalité de Cauchy-Schwarz implique

0 < /){(—g+)T_ Aw=0(1)+ /ng+ ANd°g” ANw (4.5)

1/2 1/2
< (/ dgt ANdgT A w> (/ dg= Ndg™ A w) < 4o0. (4.6)

Nous analysons cette condition dans [DG]. Elle n’est pas toujours satisfaite
lorsque X est rationnelle (voir Exemple 4.36). Lorsque kod(X) =0, on a le
résultat suivant [DDG].

Proposition 4.20 Si kod(X) = 0 alors Vg~ € L*(X).

Preuve. Rappelons que nous travaillons ici sur le modele minimal. Dans ce
cas f est non-ramifiée, donc 1-stable (Proposition 4.5). De plus 'opérateur
f+« préserve 'ensemble des fonctions continues. Il s’ensuit que la fonction v~
de la preuve du Théoreme 4.17 est en réalité continue, et que la suite de
fonctions continues (g,,) converge uniformément vers g~ .

On vérifie aisément que le gradient d’une fonction quasiplurisousharmo-
nique bornée (en particulier continue) est dans L?(X). (]

Dans un article récent [BDi 2], E.Bedford et J.Diller ont étudié une
condition légerement plus forte qui leur permet de mener & bien une partie
de I’étude dynamique des transformations birationnelles.

Définition 4.21 La transformation f vérifie la condition (BD) si la fonc-
tion g~ est finie en tout point d’indétermination de f.

Il s’avere que cette condition est symétrique en f/f~1. Elle implique
que les fonctions g% sont de gradient L2, et méme un peu plus (voir [BDi
2], [DG]). Les différentes conditions rencontrées jusqu’a présent peuvent s’in-
terpréter en termes de propriétés de récurrence des points d’indétermination :

— [ est 1-stable ssi logdist(/;-1, f~"If) > —oo pour tout n > 1;
— Vgt € L? ssi D>t A logdist(Ij-1, f~"1f) > —00;
— [ satisfait la condition (BD) ssi } 0, A™" log dist(I;-1, f~" ) > —oo0.

Lorsque f est l-stable, I’ensemble d’indétermination itéré Is» est égal a
Iy U i U f —ntly ¢- Les conditions de régularité ci-dessus mesurent
donc a quelle vitesse les ensembles Iy et I;—n» se rapprochent I'un de I'autre.
Nous renvoyons le lecteur a [BDi 2], [DG], [DDG] pour la justification de ces
équivalences et la preuve du résultat suivant :

Proposition 4.22 Si f vérifie la condition (BD) alors log ||Df]| € L*(uy).
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Si kod(X) = 0 alors f vérifie la condition (BD).

Si f : P2 — P? est birationnelle et vérifie (BD), alors fa := Ao f est
birationnelle et vérifie (BD) pour toute matrice A € PGL(3,C) hors d’un
ensemble pluripolaire de PGL(3,C).

Nous verrons plus loin (Exemple 4.36) des exemples de transformations
birationnelles 1-stables de P? qui ne satisfont pas la condition (BD).

4.4.2 Ergodicité

Dans toute la suite nous supposons que g* € LY(T~ A w).

Théoréme 4.23 La mesure puy est ergodique.
Si T~ est un courant extrémal, alors 1y mélange.

Remarque 4.24 Ce résultat a été établi pour les applications de Hénon
complexes par E.Bedford et J.Smillie [BS 2]. La preuve indiquée ci-dessous
reprend les simplifications apportées par J.E.Fornaess et N.Sibony dans [FS
3] et par Uauteur et N.Sibony dans [GS].

Notons que g est mélangeante lorsque Aa(f) = 1. Nous indiquerons au
paragraphe 5.1.1 comment montrer que iy est toujours faiblement mélangeante.

Esquisse de preuve. Supposons T~ extrémal et montrons que py mélange.
Soit x, ¥ des fonctions test. On ne perd rien en supposant que 0 < y < 1. 11
s’agit de montrer que

/ Xt o frdiy — exey,
X
ot ¢, = [ xdpuyg, ¢y = [dps. On observe que
/ b o frdug = AT AT = WTH A (). (G T)).

11 s’agit donc de montrer que la suite de mesures (u,) converge faiblement
vers la mesure c,jir, olt

1
pn =R, ANTT, avec R, := V(f”)*(fo).

Les courants R,, sont des courants positifs non-fermés qui sont dominés par
T—. On montre que leur bord tend en masse vers 0 (voir Lemme 4.25 ci-
dessous). Il s’ensuit que toute valeur d’adhérence R = lim R,,, de la suite
(Ry,) est un courant positif fermé dominé par 7. Comme 7'~ est extrémal,
il vient R = cgT~. Or on calcule

cr=(R,07) = lim (R, ,07)=c,,

n; ——+00
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d’out cp est indépendante de R. C’est donc que la suite (R,) converge en
fait vers le courant ¢, 1.

Si T était une forme lisse, on en déduirait immédiatement que p, =
R, AT converge vers ¢, T~ A TT. Ce n'est pas le cas, mais T est trés
bien approché par les formes 9} = A7(f1)*0F . j étant fixé, on obtient
R, A 9}" — e, I~ /\0;4r car 9;’ est lisse (hors d’un nombre fini de points), puis
on montre que R, A (T+ — 0;“) tend vers 0 uniformément par rapport a n,
lorsque j tend vers +oo (voir la preuve du Théoréeme 4.1 dans [GS] pour les
détails).

Lorsque T~ est seulement extrémal dans le cone 7y, des courants f,-
invariants, on peut reprendre les arguments ci-dessus en remplacant par-
tout p, par ul, :=n"1 Z;.L;& wj et Ry, par Rl :=n~! Z?;ol R;. Les valeurs
d’adhérences de la suite (R),) sont des courants positifs fermés invariants,
car fuRj = ARj11. On en déduit la convergence de R), vers ¢, T, puis celle
de p, vers ¢yfif, ce qui montre que py est ergodique. U

Pour faire fonctionner la méthode précédente, il est nécessaire de controler
la masse des courants dR,, et dd°R,,. C’est I'objet du lemme suivant démontré
par E.Bedford et J.Smillie lorsque f est une application de Hénon complexe
(voir Lemme 1.2 dans [BS 2]) et qui se généralise aisément & notre cadre.

Lemme 4.25 On a ||dR,|| = O(A"™2) et ||dd°R,|| = O(A~").

L’estimation de la vitesse de mélange est plus délicate que dans le cas des
transformations de grand degré topologique. Elle a été obtenue par T.C.Dinh
[Di 2] pour les applications de Hénon complexes.

Théoréme 4.26 Soit f : C2 — C? une application de Hénon complexe de
degré X :== A\ (f) > 1. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que pour toute
fonction o, € C%(C2,R) et pour tout n € N,

\/wwwww—(/wmﬁ(/ww&]s&%ﬂwmﬁww.

Notons que la vitesse de mélange n’est pas connue dans le cadre plus
général des transformations birationnelles qui vérifient la condition (BD).

4.4.3 Définition géométrique

Pour pousser plus avant ’étude des propriétés ergodiques de la mesure
fif, il est nécessaire de donner une interprétation géométrico-dynamique de
celle-ci. Nous supposons pour simplifier dans la suite que Ay(f) = 1. Dans
ce cas les courants T et T~ sont laminaires (Théoréme 4.15).

Si ST, S~ sont deux courants uniformément laminaires, localement décrits
par une moyenne sur des disques

st = [ada* ().
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on peut définit leur intersection géométrique par

STAS = / / [AF A A Tdv (a)dv (b).

On vérifie que cette définition coincide avec la définition pluripotentialiste
(voir Théoréme 3.1 dans [Du 2)).

Lorsque les courants ST, S~ sont seulement laminaires, on définit leur in-
tersection géométrique STAS™ comme limite des intersections géométriques
de leurs approximants uniforméments laminaires. Malheureusement cette
définition ne coincide pas toujours avec la définition pluripotentialiste (voir
le second paragraphe de [Du 2] pour des exemples). Lorsqu’on a un controle
quantitatif de ’approximation de ST par des courants uniformément lami-
naires (comme c’est le cas dans le Théoreme 4.15, cf (4.4)), on peut espérer
montrer que les deux notions de produit extérieur coincident.

R.Dujardin justifie cette attente dans [Du 2,4,5] en démontrant :

Théoréme 4.27 Supposons X projective. Si f vérifie la condition (BD)
alors les courants T et T~ s’intersectent géométriquement.

Esquisse de preuve. On approxime TF par des courants Tri qui sont uni-
formément laminaires associés a une subdivison @ en cubes @ de taille r,
de telle sorte que la masse des différences satisfait

N +
|T% - TF|| < Or?, ou TF = Z Ty -
QeQ

Il s’agit d’estimer la masse de la différence entre T A T~ (définition pluri-
potentialiste) et >, Tg ATg (intersection géométrique).

Quitte a légerement bouger la subdivision Q, on peut supposer que la
mesure 77 AT~ ne charge pas le bord des cubes Q. Soit x une fonction test
qui s’annule pres du bord des cubes et est identique a 1 dans la plus grande
partie de @ (les dérivées d’ordre 1 de x explosent donc comme C/r, lorsque
r — 0). Il nous faut montrer que la quantité

/XX(T+AT—TJAT;)ZZ/QX(WAT—TgATQ)
Q

tend vers 0 lorsque r — 0. Comme Y est a support compact dans chaque
cube @, on peut traiter les intégrales séparément. Par symétrie il suffit de
controler la masse de 7" A (T~ — Tjy) dans Q. Or T" = dd°G™ dans Q,

pour un potentiel local G* qui est de gradient L? par rapport & T~ (c’est
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la propriété (BD)). L’inégalité de Cauchy-Schwarz implique alors
/deCG+ ANT™ =Tg) = —/dx NA°GT N (T = Tp)

(/ dGT NGt N (T~ — TQ)>1/2 (/ dxy Ndx N (T~ — TQ)>1/2

1/2
C </dG+ ANdGT A (T~ — Té)) .

IN

IA

Lorsque » — 0, T, 0 croit vers T~ et cette derniere intégrale converge vers 0
(il suffit d’approximer dG* par une suite de formes lisses dans L2(77)) . O

4.5 Propriétés ergodiques de ji;

Nous testons ici la conjecture dans I'une des deux situations suivantes :

1. Hypothéses : kod(X) = —o0, A2(f) = 1 et condition (BD). Ainsi,
— on peut supposer que f est 1-stable (Théoreme 4.6) ;
— on sait construire les courants invariants 7%, T~ (Théoréme 4.9) ;
— ils sont extrémaux et laminaires (Théoremes 4.12 et 4.15) ;
— la mesure pug := T AT~ est bien définie (voir (4.6)), mélangeante

(Théoréme 4.23) et géométrique (Théoreme 4.27);

— les exposants de Lyapunov de p ¢ sont bien définis (Proposition 4.22).
La conjecture a été démontrée dans ce contexte par E.Bedford, M.Lyubich
et J.Smillie lorsque f est une application de Hénon complexe [BLS
1,2] et partiellement démontrée par E.Bedford, J.Diller [BDi 2], et
R.Dujardin [Du 5] sous ces hypothéses.

2. Hypothéses : kod(X) = 0 et X est projective. Ainsi

— f est 1-stable si on travaille sur le modele minimal (Proposition 4.5) ;

— on sait construire les courants T, T~ (Théorémes 4.9 et 4.17) ;

— T7 est laminaire, T~ est extrémal si (a~)%2 = 0 (Th. 4.15 et 4.18);

— la condition (BD) est toujours satisfaite (Proposition 4.22), donc
pr =TT AT~ est bien définie, ergodique (et méme mélangeante si
(a™)? = 0, Théoréme 4.23), et géométrique (Théoreme 4.27) ;

— les exposants de Lyapunov de p ¢ sont bien définis (Proposition 4.22).

La conjecture a été démontrée dans ce contexte par S.Cantat [Ca 1]

lorsque Ao(f) = 1 — c’est a dire lorsque f et un automorphisme —, et

partiellement démontrée dans [DDG] lorsque Ao(f) > 2.

4.5.1 Lamination stable

Tout courant laminaire 7" (voir définition 4.14) est localement représentable
T= / [An]dr(a) (4.7)
acA
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par une moyenne sur une famille de disques holomorphes A,. En général on
ne peut pas lui associer une structure laminaire convenable (voir [Du 1,2,4]
pour des exemples), mais c’est possible lorque le courant T est fortement
approzimable (i.e. redevable de I'estimée quantitative (4.4)) : c’est le résultat
principal de [Du 4] qui assure que si £ est une réunion de disques A, (on
dit que L est une boite de flot), alors £ a une structure de lamination
plongée et Tj, est uniformément laminaire. Il s’ensuit que 7], induit une
mesure transverse invariante par holonomie qui est ergodique lorsque 7' est
extrémal (voir Théoréme 2.4 dans [Du 5]).

Lorsque T' = T est le courant canonique f*-invariant, il résulte du
Théoréme 4.15 que T est fortement approximable. Nous montrons 3 présent
que les disques A} intervenant dans la représentation laminaire de 7 (on
parle de disques subordonnés & T+) sont des morceaux de variétés stables.

Soit 7 une union finie de disques holomorphes transverses a une boite de
flot £. La théorie du slicing assure que la mesure T"E/\ [7] est bien définie pour
un choix générique de 7. On note T A7 la mesure induite sur la transversale
7 (elle est invariante par holonomie). Le lemme suivant, di & R.Dujardin
[Du 5], est ’analogue dans ce contexte du lemme de Briend-Duval-Lyubich
(Lemme 3.4).

Lemme 4.28 Soit £L = {Af,t € 7} une boite de flot subordonnée a T et T
transverse a L. Pour tout € > 0, il existe C. > 0 et une transversale 7. C T
tels que ||TT AT|| > (1 —e)||TT AT|| et

C.n?
A

Aire(f"Af) < Vte 1., VneN

Esquisse de preuve. Quitte a légérement bouger 7, on peut supposer que L
ne rencontre pas CyUIy. Dans ce cas f(L£) est une boite de flot pour T'F et fr
est transverse & f(L), car f est localement biholomorphe et f, T+ = A~1T+
dans X \ (Cy U Iy). On en déduit

f(TTAT) = £L,TYA fr=X"1TT A fr.

Quitte & enlever un ensemble de 7-mesure nulle, on peut supposer que 7
ne rencontre pas Up>o (I »UCsn ). On a donc comme précédemment (™), (T A
7) = AT A f7. Deux “disques” f"A #-nt, € peuvent se rencontrer qu’en
un nombre fini de points lorsque t1 # to varient dans f"r. Il s’ensuit que
pour tout n € N,

[ Aives (AT A g7 < T =1,
t

Comme THA "1 = A*(f")(TTAT) et (f7)*(Airef™(Aj-ny)) = Aire(f"Ay),
on en déduit

/ Aire(fPAN(T A 7)(t) < A
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La plupart des disques A; ont donc une aire qui décroit en A~ sous itération
de f. Nous renvoyons au Lemme 3.2 de [Du 5], pour plus de détails. O

4.5.2 Exposants de Lyapunov

Il résulte du lemme précédent que le plus grand exposant de Lyapunov
Xt (uy) de py vérifie Pestimation attendue (voir Théoréme 4.6 de [Du 5]),

1
X" (pg) = 5 log A > 0.

Lorsque f est birationnel, on en déduit bien str la majoration x~(ur)
—%log)\ < 0, en intervertissant les roles de f, f~!. Lorsque 2 < Xao(f)
A1(f) = A, il faut donner un argument supplémentaire pour controler x = (u ).
En voici un lorsque X est de dimension de Kodaira nulle [DDG].

<
<

Proposition 4.29 Si kod(X) = 0 alors

X (pp) + X () = % log Aa(f).

En particulier, lorsque X est projective,
_ 1 1
X7 (11g) < —5 logDa ()] < 0 < Slog M (f) < xH ().

FEsquisse de preuve. Rappelons que lorsque X est de dimension de Kodaira
nulle, il existe une forme volume v de jacobien constant, f*v = Aa(f)v. Elle
est définie a I’aide d’une 2-forme holomorphe 7 telle que f*n = (n, ou ( € C
est tel que |¢|> = Xa(f) (voir la preuve du Théoréme 4.17). Soit € X un
point p¢-générique. Il résulte du Théoreme de récurrence de Poincaré que
f™(x) est arbitrairement proche de x pour une infinité de n € N. L’invariance
de la forme n assure que pour ces indices,

%loglJaC(f")(ﬂc)\ ~ log (.

Or le Théoreme de réduction d’Oseledec-Pesin (voir [KH]) assure que
pour un point py-générique, on a

XH(ag) X (11g) = log | Jac( /") ()]

Légalité X+ (uus) + x~ (ug) = log|¢| = 3 log|A2(f)| s’ensuit.
Lorsque X est projective, il résulte de I’estimation y™ > %log)\ que le
plus petit exposant de Lyapunov x~ () est majoré par —% log A/ X2(f). O
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Remarque 4.30 La démonstration montre en fait que la formule x(p) +
X () = %log Xo(f) est valable pour toute mesure invariante ergodique fi.
Lorsqu’on Uapplique a une combinaison linéaire de masses de Dirac équidistri-
buées selon un cycle périodique, on en déduit que le produit des valeurs
propres est €gal a la racine carrée du degré topologique : il ne peut donc y
avoir ni cycle attractif, ni domaine de Siegel lorsque le degré topologique est
> 2 (comparer avec [M 1]). Il s’ensuit également que l’ensemble de Fatou

est vide dans une telle situation.

4.5.3 Entropie et point selles

Le Lemme 4.28 permet d’interpréter les disques A?E subordonnés & T+
comme des disques stables/instables. Il résulte du Théoreme 4.27 que iy a
une structure de produit local par rapport aux variétés stables/instables.
Des arguments classiques permettent alors de montrer que p s est d’entropie
maximale log A (voir Théoreme 4.6 dans [Du 5]) et que les points périodiques
selles s’équidistribuent selon jiy (voir [BLS 2] et Théoreme 5.4 dans [Du 5]).

4.6 Exemples

4.6.1 Endomorphismes polynomiaux de C?

Les automorphismes polynomiaux de C? ont été classifiés par S.Friedland
et J.Milnor dans [FrM].

Théoréme 4.31 Soit f : C2 — C? un automorphisme polynomial de C? qui
est cohomologiquement hyperbolique. Alors f est conjugué a une application
de Hénon complexe, i.e. une composition finie d’automorphismes de la forme

h:(z,w) e C?— (P(z) —aw,z) € C?, a #0,
o, P est un polynome de degré d > 2.

La preuve s’appuie sur le Théoreme de Jung qui décrit la structure
du groupe des automorphismes polynomiaux de C2. Une preuve simple et
élégante en a été donnée par S.Lamy dans [La 1]. La dynamique des appli-
cations de Hénon complexes a été abondamment étudiée, notamment par
E.Bedford, J.Smillie [BS 1-3], M.Lyubich [BLS 1,2], J.H.Hubbard et ses co-
auteurs [Hu], [HOV 1,2], [HPV], N.Sibony et J.E.Fornaess [F'S 1-4].

Il est naturel de vouloir considérer d’autres classes d’exemples. On peut
s’intéresser aux endomorphismes polynomiaux birationnels (I'inverse n’est
pas nécessairement polynomial) comme dans [FaGJ, mais la structure de ce
semi-groupe est encore mal comprise (voir [Da], [SY]). On peut au contraire
vouloir conserver le caractere propre des automorphismes, mais autoriser
un degré topologique plus grand. S.Lamy a partiellement classifié dans [La
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2] les endomorphismes polynomiaux propres de C? de degré topologique
2 : ils sont conjugués a 7 o h, ol h est un automorphisme polynomial de
C? et 7(z,w) = (2%,w). Il serait intéressant de pousser plus avant cette

classification et d’étudier la dynamique de ces applications.

L’auteur a étudié dans [G 3] la dynamique des endomorphismes poly-
nomiaux quadratiques de C? —i.e. ceux qui induisent une transformation
méromorphe de P? tel que r1(f) = 2. On obtient dans ce cas le

Théoréme 4.32 Soit f : (z,w) € C? — (P(z,w),Q(z,w)) € C* un endo-
morphisme polynomial quadratique de C? (i.e. P,Q sont des polynémes de
degré < 2) tel que A\ (f) > Xa(f). Alors f s’écrit, aprés conjugaison par un
automorphisme polynomial de C?, sous l'une des deux formes suivantes :
1. f(z,w) = (w+e,zw+), ote,d € C. Dans ce cas f est 1-stable dans
P! x P! et on obtient \1(f) = #, Xo(f)=1;
2. f(z,w) = (w+e, wlw—az]+bz+c), ot a,b,c,d € C avec (a,b) # (0,0).
Dans ce cas f est 1-stable dans P? et on obtient A1 (f) =2, \a(f) = 1.

Observons que ces endomorphismes sont birationnels et qu’ils vérifient la
condition (BD) sur P! x P! (classe 1) ou sur P? (classe 2). Plus généralement,
si f:C? — C? est un endomorphisme polynomial tel que A1(f) > A2(f), il
est naturel de se demander si f vérifie la condition (BD) dans une compac-
tification adéquate. Nous proposons une question plus précise.

Question 4.33 Soit f : C2 — C? un endomorphisme polynomial tel que
A (f) > A2(f). Peut-on trouver une compactification X = C2U Dy, de C?
telle que f s’étende en une transformation de X avec

(1) J™M(X \ Ifm) = qoo est un point fize superattractif de f?
Ici m désigne le nombre de composantes irréductibles du diviseur Do.

I résulte immédiatement de (1) que f™ est 1-stable dans X et vérifie
la condition (BD), puisque f~"(Iym) C Ipm. La condition (f) a été vérifiée
dans [FaG] pour les transformations birationnelles de C? qui sont engendrées
par les automorphismes polynomiaux de C? et par l'application (z,y)
(z,zy). Il y a certes des endomorphismes birationnels polynomiaux qui ne
sont pas de ce type (cf [Da]), mais tous les exemples que nous connaissons
(voir par exemple ceux explicités dans [SY]) vérifient également (f) dans
une compactification adéquate. Voici une observation qui motive également
la Question 4.33.

Proposition 4.34 Soit f : C?> — C? un endomorphisme polynomial tel que
A1(f) > Xa(f). Supposons que f admette une extension méromorphe 1-stable
a P? = C?2 U Loo. Alors la droite & Uinfini Lo est contractée par f sur un
point fixe superattractif goo.
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Preuve. Notons f = (P, Q) les composantes polynomiales de f dans C2,
avec A = max(deg P,deg @) : c’est le rayon spectral r1(f) de 'extension
méromorphe de f & P2. L’ensemble d’indétermination I ¢ de f est localisé
a linfini. La seule droite qui puisse étre contractée par f sur un point
d’indétermination est la droite L... Puisque f est 1-stable dans P2, soit
celle-ci est contractée sur un point ¢, qui n’est pas d’indétermination (dans
ce cas c’est un point fixe superattractif), soit Lo, n’est pas contractée : nous
allons voir que cela entraine \o(f) > A = A\ (f).

Supposons donc que Lo, n’est pas contractée. Alors les parties homogenes
de plus haut degré Py, @) de P, Q) se décomposent en Py, = R-Aet Q) = R-B,
ou A, B sont des polynémes homogenes premiers entre eux de degré d > 1,
et (R=0)N Lo = Iy. Nous allons montrer que Aa(f) > Ad.

Soit L, L’ deux droites projectives génériques. Alors L - L' est un point
générique de C? et \a(f) est le nombre de préimages de ce point, c’est &
dire le cardinal de f~Y(L) N f~1(L’) dans C2. On peut estimer ce cardinal &
l'aide du produit d’intersection f*[L] A f*[L'] : celui-ci est de masse totale
A? dans P2, qui se répartit en A\2(f) masses de Dirac en des points de C2, et
A2—Xa(f) masses de Dirac aux points d’indétermination de f (localisés & 1'in-
fini). Comme Iapplication fo := fiz. est de degré d > 1, la courbe YL
intersecte Lo, en d points qui ne sont pas des points d’indétermination. Si on
choisit pour L’ une petite perturbation de Lo, on déduit de la relation d’in-
variance f*[Loo] = A[Loo] que les courbes f~1(L) et f~1(L') s’intersectent
en au moins \d points dans C2. O

La proposition ci-dessus indique également une marche & suivre pour
trouver une compactification 1-stable d’un endomorphisme polynomial f
de C? : on commence par considérer son extension méromorphe & P? =
C? U Ly. Si f ne contracte pas la droite Lo, alors f est 1-stable dans P2
et Aa(f) > M (f). Si f contracte Lo, sur un point g qui n’est pas un point
d’indétermination, alors f est 1-stable dans P? et vérifie la condition (BD).
Sinon f(Loo \ If) = m € Iy : on éclate alors au point m et on analyse le
comportement de la transformation induite dans I’éclaté...

C.Favre et M.Jonsson ont appliqué leur analyse de ’arbre des valuations
[FaJ 2] dans le cadre décrit ici et ont réalisé des progres substantiels en
direction d’une réponse positive a la Question 4.33 (voir [FaJ 3]).

4.6.2 Transformations rationnelles pathologiques

Nous présentons a présent quelques exemples de transformations ration-
nelles qui illustrent la difficulté qu’il peut y avoir a controler la dynamique
pres des points d’indétermination.

Exemple 4.35 Considérons le tore Y = E x E, ou E = C/Z[(] est la
courbe elliptique associée & une racine primitive de l'unité ¢ d’ordre 3,4 ou
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6. La matrice
Ao [ 1 d+2

>

préserve le réseau A = Z[(] x Z[C]. Elle induit donc un endomorphisme
holomorphe g : Y — Y tel que

2
Aa(g) =4 et M(g) = (‘”H\/W) Al

9)-

Soit o 1Y — Y l’homothétie de rapport (, et soit f : X — X la transforma-
tion induite par g sur la surface rationnelle X obtenue en désingularisant
le quotient Y/{(0), i.e. en éclatant aux points fizes de o. Soit a un tel point
fize. Comme g est de degré topologique \a(g) > 2, g~ (a) contient d’autres
préimages que les points fives de o. Chaque point de g~'(a) \ Fix (o) corres-
pond, dans X, a un point d’indétermination de f. Comme les g-préimages
de tout point s’équidistribuent selon la mesure de Lebesgue vy du tore Y,
lensemble (97" (a))nen est dense dans Y. On en déduit que I’ensemble

I7° = U f "I est dense dans X.
neN

Observons que f est 1-stable : comme g ne contracte aucune courbe, il
en est de méme de f, qui vérifie donc le critére de la Proposition 4.4.

C.Favre a donné dans [Fa 1] des exemples de transformations biration-
nelles 1-stables de P2 qui ne vérifient pas la condition (BD) (voir également
Exemple 5 dans [B]) : ce sont des exemples qui admettent une droite inva-
riante L sur laquelle f est conjuguée a une rotation tres irrationnelle. Cette
construction a été généralisée dans [DG| pour obtenir des exemples simi-
laires (trois droites invariantes), pour lesquels il est possible de vérifier la
condition g7 € LY (T~ Aw) :

Exemple 4.36 Soit (a,b,c) € C? et f = fupe : P2 — P? défini par
flz :y: 2] = [bex(—cx + acy + 2) : acy(x — ay + abz) : abz(bcx + y — bz)].

On vérifie que f est une transformation birationnelle de P? telle que f~! =
fa—1p-1.-1. Observons que les droites (x = 0),(y = 0),(z = 0) sont inva-
riantes par f,f~! et contiennent tous les points d’indétermination des f™,
n € Z. On calcule par exemple

It ={la:1:0);[0:b:1];[1:0:¢]}.

Fizons b= —2e*™ ¢ =1/2 et a = i. On vérifie dans ce cas que f est 1-
stable sur P? et g~ est finie auz deur points d’indétermination [0: b : 1],[1 :
0: c|]. L’action de f sur la droite (z = 0) est celle d’une rotation d’angle 6.
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Or les points [i : 1: 0] € Iy et [~i:1:0] € Iy-1 sont sur un méme cercle
invariant. Lorsque 0 est choisi judicieusement, 'orbite négative {f~"[i: 1:
0], n € N} du point [i : 1 : 0] passe parfois trés prés de [—i : 1: 0], de sorte
que g~ ([i : 1:0]) = —oo. La condition (BD) n’est donc pas satisfaite. Il est
montré cependant dans [DG] que g~ € L*(T™).

4.6.3 Exemples provenant de la Physique

De nombreuses applications birationnelles interviennent en Physique en
relation avec la théorie des systeémes intégrables (voir [BTR], [GNR] pour
un survol récent). La famille

T +a
r—1

fa(x7y):<y ,m+a—1>,a€R,

est constituée d’applications birationnelles du plan R? qui préservent l'aire
(elle préservent une 2-forme méromorphe) et sont réversibles ( f, est conjugée
a f, 1 par une involution). Elles ont été étudiées numériquement par de nom-
breux auteurs (voir [Ab], [BoM]). C.Favre et J.Diller [DF], puis E.Bedford
et J.Diller [BDi 1] ont montré comment les méthodes d’analyse et géométrie
complexe permettent d’étudier la dynamique de telles applications : elles
vérifient notamment la condition (BD), lorsqu’on considere leur complexifi-
cation et compactification & P! x P!. On dispose donc d’une mesure d’en-
tropie maximale s1. E.Bedford et J.Diller montrent [BDi 1], lorsque a < 0,
a # —1, que la mesure py est a support dans R2) et que (f, pif) est conjugué
a (o,v), ou o est le sous-décalage du nombre d’or et v désigne son unique
mesure d’entropie maximale.

Le lecteur trouvera dans [BDi 3] une étude analogue pour une famille &
deux parametres d’applications birationnelles.

Notons également que de nombreuses transformations rationnelles in-
terviennent (comme opérateurs de renormalisation) dans l'analyse spec-
trale d’opérateurs différentiels (Laplace, Schrodinger,...) sur des structures
modeles self-similaires. On pourra consulter [Sa] & ce sujet.
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Chapitre 5

Dimension supérieure

Il est peut-étre utile de préciser la stratégie que nous proposons pour
démontrer la conjecture énoncée dans 'introduction.

Définition 5.1 Soitl € [1,k]. On dit que f : X — X est [-stable si laction
linéaire induite par f* sur HI’Z(X, R) est compatible avec la dynamique, i.e.
st (f™)* = (f*)" pour tout n € N.

Supposons que le degré dynamique A := A\;(f) domine strictement tous

les autres degrés dynamiques. On peut alors procéder de la facon suivante :

— on cherche un modeéle X birationnellement équivalent a X, sur le-

quel f induit une transformation l-stable. Sur ce modele A = r;(f) =
Te—1(fe);

— on essaie de montrer que A est une valeur propre “distinguée” pour
les actions linéaires induites f* : HY(X,R) — HY(X,R) et f, :
HEU=U(X R) — HFLF=LH(X R) (voir Définition 5.3). On note a €
H;’slef(X, R)et a™ € H;:S;lj;k_l(X, R) des vecteurs propres associés a A\,
lorsque ces cones sont invariants ;

— on cherche a construire des courants invariants canoniques TZJF,T el
avec {Tl+} =a™,{T,_,} = a, puis & établir des propriétés d’extrémalité
et de laminarité de ces courants;

— on cherche enfin a définir py = Tl+ ATy, et a établir ses principales
propriétés ergodiques.

Lorsque [ = k, toute application est k-stable, sur n’importe quel modele.
L’analyse spectrale est tres simple puisque H k’k(X ,R) ~ R. De plus il n’est
pas nécessaire d’intersecter de courants, car T,j est déja de bidegré maximal.
Ceci explique en partie pourquoi le cas de grand degré topologique, traité
au chapitre 3, est un peu plus simple.

Lorsque I < k — 1, il y a plusieurs difficultés a surmonter, comme nous
I’avons vu au chapitre 4, lorsque la variété X est de dimension deux. Nous
nous intéressons a présent aux transformations de petit degré topologique en
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dimension supérieure. C’est une source de difficultés nouvelles et il semble
raisonnable, dans un premier temps, de limiter le champ d’investigations a
des classes significatives d’exemples. Nous en considérons dans ce chapitre
deux grandes familles :

— les automorphismes cohomologiquement hyperboliques : ils sont au-
tomatiquement l-stables et la construction de courants invariants est
simplifiée par I'absence de points d’indétermination. C’est une direc-
tion défrichée récemment par T.-C.Dinh et N.Sibony dans [DS 5,6];

— les endomorphismes polynomiaux de C* qui induisent une transforma-
tion l-stable sur X = P* : la géométrie est plus simple et les points
d’indétermination sont confinés dans I’hyperplan a l'infini. C’est la di-
rection de recherche adoptée dans [BP],[S],[GS],[CoG], [G 6], [DS 2,7].

5.1 Pourquoi la dimension supérieure ?

Vues les difficultés que nous avons rencontrées au chapitre 4 dans I’étude
dynamique des transformations des surfaces, on peut étre sceptique a 1’'idée
d’attaquer cette question en dimension supérieure. Il y a pourtant de nom-
breuses raisons qui justifient cette étude, comme nous I’expliquons & présent.

5.1.1 Transformations produits

C’est une astuce classique dans le monde des systemes dynamiques d’établir
des propriétés ergodiques fines d’un endomorphisme f : X — X en étudiant
des propriétés — a priori — plus grossieres de I’endomorphisme produit

Fof:(zy) e X (fx),fly) € X>.

Si gy est une mesure de probabilité invariante pour f, alors v¢(z,y) =
pf(x) @ pr(y) est une mesure de probabilité invariante pour f ® f, et on a
par exemple le résultat suivant :

Proposition 5.2 la mesure vy est ergodique si et seulement si piy est fai-
blement mélangeante.

Rappelons que py est dite faiblement mélangeante si pour toute paire
de boréliens A, B C X, il existe un ensemble J = J(A, B) C N de densité
nulle dans N tel que lim j(4 g)ygn—+oo H(f"A N B) = pu(A)u(B). Lorsque
J(A, B) = (), on retrouve la propriété de mélange fort. Nous renvoyons le lec-
teur a [W] (Théoreme 1.24 p 46), pour une preuve de ce résultat élémentaire.

Observons a présent que la conjecture énoncée dans l'introduction est
stable par passage au produit f ® f. Cela résulte notamment du Théoreme
2.4.b :si \(f) > maxjz Aj(f), alors Ay (f @ f) = [N(f)]? > maxzo \j(f @
f). 1l résulte de plus des inégalités de concavité 2.4.a que

B e Ja® ) ()
Aai=t(f & F) = MlH)di=alf), done =7 cme = ST )
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et de méme Ao (f ® f)/Aa1(f @ f) = Ni(f)/N41(f). Nous laissons le soin
au lecteur de vérifier comment les autres invariants (exposants de Lyapunov,
entropie, courants invariants, etc) se comportent par passage au produit.

Lorsque l'on sait construire une mesure canonique invariante py pour
f, Il suffit ainsi, d’apres la Proposition 5.2, de montrer 'ergodicité de (f ®
[, kg ® py) pour obtenir le mélange faible.

Dans un esprit similaire, T.C.Dinh a récemment obtenu [Di 2] une es-
timation de la décroissance des corrélations pour les applications de Hénon
complexes f : C2 — C? en étudiant les propriétés ergodiques de ’endomor-
phisme produit (f, f~!): C* — C*.

5.1.2 Réduction au cas polynomial

Soit f : P¥ — P* une transformation rationnelle. On peut lui asso-
cier canoniquement une transformation F : P**1 — P*1 qui a les mémes
caractéristiques dynamiques que f, et dont la restriction & CF+1 est po-
lynomiale. Plus précisément, rappelons que f s’écrit en coordonnées ho-
mogenes flzg: -+ : 2] = [Po(2) : - -+ : Pg(2)], ou les P; sont des polyndmes
homogenes premiers entre eux de degré r := r1(f). Ils sont uniquement
déterminés a une constante multiplicative pres. L’endomorphisme polyno-
mial F: z € CF i (Py(2),..., Py(2)) € C**! rend le diagramme suivant

commutatif,

Pt L pk

] T

(Ck—i-l)* i} ((Ck—i-l)*

Il s’étend en une transformation rationnelle de P**! F[z : ] = [Py(2) :
<o+ 1 Py(2) : t7], ot I'on a noté (¢ = 0) I'’hyperplan & Uinfini, P*+1 = CF1 U
(t = 0). L’ensemble d’indétermination Ir est localisé dans I'hyperplan a
I'infini, et vérifie Ir = Iy si l'on considere que f agit sur (¢t = 0) ~ Pk .
la transformation f peut ainsi étre considéré comme la restriction de F' a
(t = 0). Observons que F définit ainsi une transformation 1-stable de P*+!
tel que A\ (F') = r1(F) = r. On suppose bien str r > 2. Plus généralement,

Ajr1(F) =rX;(f), pour 0 <j <k.

Cela se vérifie aisément grace au Théoreme 2.4, si I’'on considere la transfor-
mation produit induite par F sur P*x P!, ([z],t) € PFxP! — (f[z],t") € PFx
PL. 11 résulte en effet de 2.4.b que \j41(F) = max(rX;(f); \j+1(f)). Mais les
inégalités de concavité 2.4.a montrent par ailleurs que Aj11(f) < A (f)A;(f)
< rXi(f), dott Aj1(F) = rA;(f). Il s’ensuit que \;(f) domine strictement
tous les autres degrés dynamiques de f si et seulement si A\j;11(F') domine
strictement tous les degrés \;(F'), j # [+ 1.

Une mesure F-invariante pp induit une mesure f-invariante, p := mypp.
Tout cycle f-périodique d’ordre n ayant [ valeurs propres de module plus
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grand que 1 et k — [ valeurs propres de module plus petit que 1 [un cycle
selle de type (I,k — 1)] induit r cycles selles d’ordre n pour F et de type
(I+1,k—1) : il suffit de relever un tel cycle dans C**1 et de faire agir dessus
la multiplication par une racine primitive de I’équation (" = 1.

Les exposants de Lyapunov de (f,ur) et (F,ur) sont également reliés

les uns aux autres de facon tres simple : I'un des exposants x;(up) est égal
a logr, les autres prennent exactement les mémes valeurs que les x;(jtf), en
particulier Zfié Xj(pr) =logr + 25:1 X ()
Conclusion. Pour comprendre la dynamique des applications rationnelles
f : P — PF notamment pour établir la conjecture, il suffit — au prix
d’une augmentation artificielle de la dimension — de considérer ceux qui
sont induits par un endomorphisme polynomial de C¥.

5.1.3 Dynamique a parametre

Nous avons mentionné (voir paragraphe 3.4.3) qu’il est intéressant d’étudier
la dynamique de famille de transformations ( f;)iear qui dépendent holomor-
phiquement d’un parametre t € M. Lorsque la variété M est un ouvert de
Zariski d’une variété projective, on peut étudier en famille la dynamique des
applications f; en considérant la transformation F(x,t) = (fi(x),t).

Considérons par exemple le cas d’endomorphismes polynomiaux f; :
C* — C* qui dépendent polynomialement d’un parametre t € C™. Alors

F:(z,t) € CH™ s (fi(2),t) e CEH™

est un endomorphisme polynomial de CF+™ qui préserve les feuilletages
(t; = constante) : c’est un produit croisé. On peut considérer son exten-
sion méromorphe — notée encore F' — & P¥ ou & toute compactification lisse
de C*. L’endomorphisme F' n’est pas cohomologiquement hyperbolique mais
on peut cependant étudier les courants dynamiques qui interviennent en bi-
degré (p,p), p < k, et en déduire des informations sur la dynamique de f;.
Par exemple la fonction de Green dynamique de F,

GF(Z, t) = lim

1
log™ ||F™(z,t

coincide avec la fonction de Green dynamique de f,

Gy (z) == lim

1 en
Jim e log® |7l

Des résultats de régularité (resp. plurisousharmonicité) de (z,t) — Gp(z,t)
(dans I'esprit de la Proposition 1.2, voir [DG]) donnent donc des informations
sur la continuité (resp. plurisousharmonicité) de ¢t — Gy,.
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5.2 Automorphismes

Nous testons ici la stratégie proposée ci-dessus dans le cas ou f : X —
X est un automorphisme cohomologiquement hyperbolique, i.e. Iy = 0,
Ak(f) =1 et on note A := A\(f) > max; Aj(f). Comme f est holomorphe,
f est [-stable sur X. Nous montrons que A est une valeur propre distinguée
de l'opérateur f*: H\(X,C) — HY(X,C) lorsque dim¢ X < 3.

Nous en déduisons la construction de courants invariants canoniques Tfr
et T),_,, et d'une mesure de probabilité invariante py = TZJr ATy, dont
nous montrons qu’elle est mélangeante et d’entropie maximale lorsque X
est projective.

Ce probléeme a été étudié par T.C.Dinh et N.Sibony dans [DS 6], en
suivant une méthode originale, qui fournit des informations sur la dimen-
sion de Hausdorff du support de pir. Nous esquissons leur approche dans le
paragraphe 5.2.3

5.2.1 Analyse spectrale

Soit f : X — X un endomorphisme holomorphe. Nous allons tester la
condition suivante :

Définition 5.3 L’endomorphisme f satisfait la condition Spec(f,1) si \;(f)
est une valeur propre simple de Uopérateur f* : HY(X,C) — HY(X,C) qui
domine strictement toutes les autres valeurs propres de cet opérateur.

Notons que la condition Spec(f,k) est trivialement vérifiée. Nous avons
vu que la condition Spec(f,1) est vérifiée en dimension deux lorsque \a(f) <
A1 (f)? (Théoréme 4.7). Cest encore vrai en dimension supérieure :

Proposition 5.4 Soit f : X — X un endomorphisme holomorphe tel que

Xo(f) < M (f)2. Alors f vérifie la condition Spec(f,1) et toute valeur propre

¢ # M(f) de Vopérateur f* : HY(X,C) — HY (X, C) est telle que |¢] <
A2(f) < Aul(f)-

Preuve. Comme f est holomorphe, A\i(f) = r1(f) est le rayon spectral de
I'action linéaire f* : H“!(X,C) — H%'(X,C). Le cone Hi’elf(X, R) étant
préservé, il existe une classe nef a™ # 0 telle que f*a™ = A\ (f)a™.

Observons que a™ A a®™ = 0, sinon f*(a® Aa™) = A\ (f)%2at Aat et
donc A\ (f)? < Aa(f), contredisant notre hypothese. Supposons que f*3 =
A (f)B +eat pour une classe 8 € HH(X,C) et e € C. Alors f*(BAat) =
AM(f)2B A at, donec BAat = 0. De méme A 3 = 0. Il résulte alors des
relations bilinéaires de Hodge-Riemann (voir [GH]) que /3 est proportionnelle
a a™. Cela montre que \i(f) est une valeur propre simple.

Soit ¢ € C une valeur propre de f*: HY(X,C) — HY(X,C) et B #0
un vecteur propre associé. Si B A at # 0 alors f*(BAat) = (f)BA QT
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implique [¢] < X2(f)/A1(f) < /A2(f). Supposons & présent S A at = 0. Si
B A B =0, il résulte de I'analyse précédente que 3 est proportionnel & o
et donc ¢ = A\i(f). Lorsque ¢ # Ai(f) on a donc B A B # 0; dans ce cas
fBAB =B A B implique [¢] < \/A2(f)- U

En appliquant 1’analyse précédente & f~!, lorsque f est inversible, on
obtient que f vérifie la condition Spec(f,k-1) si A\x_2(f) < Ax_1(f)%. Cela
regle le cas des automorphismes des variétés de dimension trois :

Proposition 5.5 Tout automorphisme f cohomologiquement hyperbolique
d’une variété de dimension 3 vérifie la condition Spec(f,1), 1 tel que \i(f) >

max;j Aj(f)-

Nous pensons qu’un résultat similaire a lieu lorsque dim¢ X > 4. Notons
qu’il se peut que f ne vérifie pas la condition Spec(f,j), j < !—1, mais c’est
bien la condition Spec(f,1) qui importe.

Exemple 5.6 Soit X = C¥/A un tore complexe compact de dimension k >
1. Soit f = fa: X — X un endomorphisme induit par z € CF — A-z € CF,
ot A € GL(k,C) préserve le réseau A.

On note {a1,...,ax} = Spec(A) les valeurs propres de la matrice A
rangées par ordre décroissant, |ai| > ... > |ag|. L’endomorphisme f est
cohomologiquement hyperbolique si et seulement si aucune valeur propre a;
n’est de module 1 (voir Ezemple 2.18). Soit | € [1,k| tel que |a;| > 1 > |aj41]
(avec la convention ap+1 = 0). Alors

J
() =T 1eil?, done M(f) > max i ().

=1

L’endomorphisme f vérifie la condition Spec(f,1) : soit (n;) une base de 1-
formes holomorphes sur X trigonalisant Uaction de f* sur H"°(X,C) = CF,

i = aim; +emi—1, €€ {0,1}, 1 <i < k.

Alors N(f) est une valeur propre simple de f* : HY(X,C) — HY(X,C)
associée au vecteur propre N1 AML A ... AN A7, et toute autre valeur propre
est de module strictement plus petit.

Notons que l’endomorphisme f ne vérifie pas nécessairement la condition
Spec(f,g), 3 <1 —1 : on peut avoir par exemple |a1| = |az| > 1.

Supposons a présent que f vérifie la condition Spec(f,1), [ tel que \;(f) >
max;z Aj(f). Comme f* préserve le cone H;?’;ef(X, C), on en déduit l'exis-
tence d’une classe at € HY (X, C) — unique a constante multiplicative pres

psef
— telle que f*a™ = \;(f)a™. Par dualité de Serre, on a un résultat analogue

pour l'action duale f, : HFUE={(X C) — HFLF{(X C). On normalise
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(X,C),a” € H,M(X,C)

) . . 1l
alors le choix des classes invariantes ot € H” nef

psef
et d'une classe de Kihler {w} € H»'(X,R) en imposant

ot o =at {WF =0 {W =1

Le point important ici est que la canonicité de o™, a~ assure que le produit
at-a~ est strictement positif : il suffit de vérifier que A= (f")*{w'} converge
vers un multiple strictement positif de ™.

Une autre conséquence intéressante de la condition Spec(f,]) est liée a
I'extrémalité des courants invariants que nous construisons un peu plus loin.

Proposition 5.7 Si f vérifie la condition Spec(f,1), alors a™ est une classe

extrémale dans le cone H"' (X,R).

psef

Preuve. Soit n € H;)’slef
a. Nous devons montrer que 7 est proportionnelle & a™. Une telle classe se
décompose enn = cat+> 7 7, 000 < ¢ < 1 et les classes 7; appartiennent
aux sous-espaces caractéristiques de f* : H*(X,C) — HY (X, C) associés &

la valeur propre ¢;, || < Ai(f). Comme f, f*1 = \g(f)7, il vient

(X,R) une classe pseudoeffective telle que 0 < n <

. (DN
™) il = n™ Gl | et [[(f")amil] = ™ < 2 [I7ill.
1
Or la suite de classes pseudoeffectives A" A, "(f™).n est dominée par a™,
c’est donc que 7; = 0 pour tout 1. O

5.2.2 La mesure canonique

Nous construisons ici une mesure canonique invariante lorsque f : X —
X est un automorphisme cohomologiquement hyperbolique qui vérifie la
condition Spec(f,1), I tel que N;(f) > max; A;(f) (par exemple lorsque
dimg X = 3). On fixe dans la suite o € H, (X,R), a~ € Hy, " (X, R)
et w une forme de Kéahler telles que

(fHraf=xaT et o - {fF N =a" {}=a" -0 =1

Construction des courants invariants. Soit " une forme lisse fermée de
bidegré (I,1) qui représente a™. Soit R* une forme lisse de bidegré (I—1,1—1)
telle que A1 f*01 = 01 + dd°R*. Quitte & changer RT en R + Cw!™!, on
peut supposer que 0 < Rt < Cw!~!. La positivité des formes et des courants
peut étre ici interprétée au sens faible ou fort, cela n’a pas d’importance (voir
[De] pour les définitions et propriétés de base des courants positifs). On itere
alors cette équation fonctionnelle en prenant son image inverse par f”, ce
qui donne

n—1

1 .
V(f")*e+ =0 +dd°R}, R} :=> —(f/)'R*".
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La suite (R,)" est une suite croissante de formes différentielles positives qui
converge au sens des courants car sa masse est uniformément majorée :

1 ‘
IRl = [ R A< OS Sha(fw) < o
X N
j=0
car A = N(f) > N_1(f). On en déduit que la suite A="(f")*0" converge au
sens des courants vers un courant fermé de bidegré (I,1),

TV = 6" +dd°RY,, avec RL, => A7/ (f))*R* >0.

o0
Jj=0

Notons que le courant Tl+ est invariant, f"‘TlJr = )\Tl+, et positif car limite de
la suite de formes positives A™"(f")*w!, comme on le vérifie en décomposant
{w!'} dans une base qui trigonalise I’action de f* sur H%(X,C) : on utilise
ici de fagon décisive la condition Spec(f,l). Plus généralement, si © est une
(1,1)-forme lisse fermée, alors

%(f”)*@ — I}t avec ¢={0}-a .

On construit de méme un courant positif fermé T}, de bidegré (k —1,k —1)
tel que fi1),_, = XTI} _,,
T, , =0 +dd°Ry, Ry :=Y —(f )R >0,

Y -
>0

ou 0~ est une (k — 1, k —)-forme lisse fermée représentant a~ et R~ > 0 est
une (k —1— 1,k — [ — 1)-forme lisse telle que A\~1(f~1)*0~ = 6~ + dd°R~ :
on utilise ici 'hypothese A = N(f) > Ay1(f). Rappelons que A = \(f)
domine strictement tous les autres degrés dynamiques si et seulement si
A (f) > max[A\—1(f), \i+1(f)]. Cela résulte des inégalités de concavité 2.4.a.

L’existence de potentiels positifs Rfo > 0 assure, comme dans le Théoreme
3.1, de bonnes propriétés d’intégrabilité des courants Tﬁ, T ;-

Lemme 5.8 Soit T' un courant positif fermé de bidegré (p,p) sur X qui
admet la décomposition T = 0 + dd°R, ou 0 est une (p,p)-forme lisse et R
est un (p—1,p—1)-courant positif. Alors toute fonction quasiplurisoushar-
monique est intégrable par rapport & la mesure trace T A wF=P.

Preuve. C’est I'observation déja faite au Théoreme 3.1.1 : soit ¢ une fonction

gpsh sur X ; quitte a translater et dilater ¢, on peut supposer que ¢ <0 et
dd®p > —w. Une intégration par parties donne alors

OS/(—@)T/\wkp = /(—Lp)ﬁ/\wkp—i-/ R A (=dd°p) AwFP
b's X X

/(—gp)@/\wk_p—i-/ RAWFPH < 400,
X X

IN
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car les fonctions gpsh sont intégrables par rapport aux mesures lisses.  [J

Voici une conséquence importante de la condition Spec(f,1) :

Théoreme 5.9 Le courant Tl+ (resp. T),_,;) est un point extrémal du cone
convexe des courants positifs fermés de bidegré (1,1) (resp. (k— 1,k —1)).

La preuve est dans le méme esprit que celle du Théoreme 4.18. 1l faut
commencer par s’assurer que tout courant positif fermé dominé par Tl+
est cohomologue & un multiple de a™ (c’est le contenu de la Proposition
5.7), puis mettre en place un résultat de convergence uniforme des images
inverses (resp. directes) normalisées. Ce dernier point est plus délicat lorsque
[ > 2, car les potentiels des courants de bidegré (I,1) ne sont pas uniques.
Nous renvoyons le lecteur au Théoreme 4.1 de [DS 6] pour une preuve (voir
également [G 6], [DS 7] pour un contexte proche).

Construction de jy. Nous définissons a présent la mesure invariante ca-
nonique py = Tl+ ATy, : il est possible de donner un sens a ce produit

d’intersection car les courants Tﬁ,ka_l sont tres bien approximés par les
formes lisses A~"(f£7)*0F.

Proposition 5.10 Les suites de mesures
Afn(fn)*ng /\T]g__lv Tl—i- A)\fn(ffn)*ef et Aan(fn)*wl A (ffn)*wkfl

convergent toutes vers une méme mesure de probabilité jiy.

Preuve. Posons 0 = A7"(fX")*0%, p, = 05 AT, et v, = 05 A0,
Observons que p, = 07 AT, +dd°(R;f ANT,_,). Or R, AT}, est une suite
croissante de courants positifs dont la masse est uniformément bornée,

n—1 ;
1 . S (f7
R AT SCE:M/X(fj)*wl—l/\Tk—l/\wgc’ZM<+oo_
=0

M\
J=0
On en déduit que p, converge vers une mesure py telle que
1 .
gt AT ._ * —
py = 0" AT+ dd°(S), avec S = ;) GV R AT >0,
J>

Observons que p, — v, = dd°(0;F A dion A (f)R7), or

o A xR < 0y ) g

jzn jzn
donc les suites v, et p, ont la méme limite. Les autres suites se traitent
de facon similaire. En particulier la mesure limite p; est une mesure de
probabilité, car limite des mesures positives lisses A™27%(f?)*w! A (f ") wh !
dont la masse tend vers 1. O
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Théoreme 5.11 La mesure jiy est une mesure invariante mélangeante qui
intégre les fonctions qpsh. Elle est d’entropie mazximale si X est projective,

htop(f) = huf (f) = log )‘l(f)

Preuve. Observons que fyit, = fint1, donc la mesure py est invariante. Elle
se décompose en

=0T A0 +dd°([Cw' + 0T ARy + S) — Cw AT, + Cwl NGO,

ot1 S est un courant positif et C' > 0 est choisie de sorte que la forme Cw! 4607+
soit positive. Il résulte alors d’une double application du Lemme 5.8 que les
mesures 07 AT, et [Cw! + 0] A0~ +dd°([Cw'0T] A Ry, + ) integrent les
fonctions gpsh. Il en est donc de méme de .

Le mélange, comme dans le Théoreme 4.23, est une conséquence de
Iextrémalité des courants T;", T}, (Théoreme 5.9).

L’entropie de pif est majorée par hio,(f) = log Ni(f) d’apres le principe
variationnel et le Théoreme 2.8. La minoration s’appuie sur les travaux de
Y.Yomdin (voir [Sm], [BS 2] pour une utilisation de ces travaux dans le
contexte des applications de Hénon complexes, et le Théoreme 3.2 de [G 6]
pour la dimension supérieure). U

Bilan. Soit f : X — X un automorphisme cohomologiquement hyperbo-
lique sur une variété projective de dimension trois. Quitte a changer f en
f~1, nous pouvons supposer que A := A;(f) est le degré dynamique do-
minant. Alors f vérifie la condition Spec(f,1) (Proposition 5.4), donc la
demi-droite canonique RTa™ est extrémale (Proposition 5.7). On sait donc
construire des courants invariants canoniques Tfr , T,y extrémaux (Théoreme
5.9), et une mesure de probabilité invariante canonique qui est mélangeante
et d’entropie maximale (Théoreme 5.11). Il reste & estimer ses exposants
de Lyapunov (indiquons le tout récent travail [DeT 5] qui donne cette es-
timation lorsque 'on sait calculer l'entropie métrique) et préciser la na-
ture des points selles de f. Cela passe vraisemblablement par une meilleure
compréhension de la nature géométrique des courants T1+ , T, dans l'esprit
de ce qui a été exposé en dimension deux (voir paragraphe 4.3.3). Les travaux
récents de T.C.Dinh [Di 1] et H.deThelin [DeT 4] vont dans ce sens. Notons
enfin que le lemme 4.28 de R.Dujardin est valable en toute dimension.

5.2.3 L’approche de Dinh-Sibony

Soit f : X — X un automorphisme cohomologiquement hyperbolique
d’une variété kahlérienne compacte. Nous supposons pour simplifier I’expo-
sition que X est de dimension trois. Quitte & changer f en f~!, on peut
donc supposer que

A= (70 = X)) > M) > 1
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Il résulte de la Proposition 5.4 que A est une valeur propre distinguée de
l'opérateur f, : HY(X,C) — HY!(X,C). Nous avons construit précédemment
des courants invariants canoniques T} et T de bidegrés respectifs (1, 1), (2, 2),
et montré que la mesure py := T, A T2+ est dynamiquement intéressante.

Nous indiquons a présent quelques éléments de ’approche de T.C.Dinh
et N.Sibony [DS 6] qui permet de montrer que /5 ne charge pas les ensembles
de petite dimension de Hausdorff. Précisons que cette approche fonctionne
en toute dimension.

L’idée de la méthode est de construire par récurrence sur p, des courants
positifs fermés invariants 7' = T A Sp de bidegré (p + 1,p + 1), en partant
d’un courant positif fermé invariant 7' de bidegré (p,p). A chaque étape, le
courant St est invariant, de bidegré (1, 1), fermé, a potentiels holdériens, et
tel que T'A St est positif. Le point de départ (p = 1) est le courant T3, celui
d’arrivée (p = k — 1) est la mesure fiy.

Il s’agit donc de faire de ’analyse sur un courant positif fermé invariant
T. Cela nécessite de controler 'action des opérateurs f*, f, sur les espaces
de cohomologie de tels courants : on introduit

N'"T,R) :={a € H"(X,R) /a A {T} = 0 dans HPT'PT1(X R)}.

On introduit également NI}’I(T, R) le sous-espace constitué des classes o =
{S} qui peuvent étre représentées par un courant (non nécessairement po-
sitif) ayant un potentiel v-holdérien. On considere alors les espaces

HY"(T,R) .= H"(X,R)/NYY(T,R) et H(T,R) := H"(X,R)/N} (T, R).

Lorsque T est invariant, f*T = AT, Ap > 0, Popérateur f* préserve
NLY(T,R) et Ny' (T, R) et induit donc un opérateur sur les espaces H (T, R),
HYYT,R).

Définition 5.12 Soit T un courant positif fermé de bidegré (p,p) qui est
f-tnvariant, f*T = AT, Ap > 0. Soit | un entier tel que 0 <[+ p < k.
Le '™ degré dynamique de T est

1/n
N(f,T) :=liminf [/ T A (f7)* Wt Awh—Pt
X

n—-+o00

Observons que N (f,T) = A\(f) lorsque T est de bidegré (0,0). En général
on a seulement une inégalité : on montre comme au Théoréme 2.4 que

L N(f,T) < (f);
2. (. T) < M(f,T)
3. Me—p(£.T) = A7
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Lorsque T =T, ,p=1et k=3, il vient Ay = A;(f~!)~! et on obtient
MFTP 2 X(f,T) =" = () > 1,

donc Ai(f,Ty) > 1 : c’est la condition qui va permettre (cf Théoreme
5.13) de construire un courant ST; courant de bidegré (1,1) & potentiels
holdériens, tel que

T =T ANSp- > 0et T A f*Sp— = M(f, T7)TT A Sy

Autrement dit, le courant S, est positif et f-invariant uniquement par
1

“restriction” au courant T . Observons que 7" est un courant positif fermé
invariant de bidegré (2,2), avec

M TY) o M)
MENED S NG

car f est cohomologiquement hyperbolique. On en déduit

<1,

M(fT) =5 > 1.

Une nouvelle application du Théoreme 5.13 permet alors d’obtenir la
mesure de probabilité invariante

oy ::T,/\ST/:Tf/\STl—/\ST/EO.

Celle-ci ne charge pas les ensembles de petite dimension de Hausdorff, car
chacun des courants 7], STf’ St est a potentiels holdériens (voir corollaire
1.4). La canonicité des constructions permet de montrer qu’il s’agit bien de
la mesure construite en 5.2.2.

Il reste a établir ’existence des courants St, ce que nous faisons a présent.
On fixe w une forme de Kahler sur X.

Théoréme 5.13 Soit T un courant positif fermé de bidegré (p,p) sur X,
1<p<k—1, qui est invariant, f*T = AT avec Ar > 0.

Si M (f,T) > 1 alors il existe un entier lp € N et un courant fermé Sp
de bidegré (1,1) a potentiels holdériens tels que

1 & 1 . .
_ - 7\ * R
T A nE le/\l(f,T)j(f)w —T:=TASp,

=1

ot T est un courant positif fermé non nul de bidegré (p+1,p+1). Le courant
St est invariant sur T, au sens ou

TN f*ST =TA )\1(f, T)ST.
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Notons que le courant Sp n’est pas nécessairement positif, mais que
T = T A Sy Dest. Le produit d’intersection est bien défini car S est & po-
tentiels v-Holder, donc bornés [BT]. L’exposant v > 0 est, comme dans
la Proposition 1.2, contr6lé par le rapport log Ai(f,T)/Xtop(f). Observons
enfin que le courant T est lui aussi invariant,

5T = ApA (f, T)T.

Lorsque p = k — 1, T est donc une mesure invariante car M(T) =
Me—p(f, T) = A7' (égalité 3. de la page précédente).

Esquisse de preuve. Soit [ le plus grand entier tel que les classes {w}, f*{w},
-, (fH*{w} soient linéairement indépendantes dans H.'(T,R). On note
E le sous-espace engendré par ces classes : il est stable sous l'action de
Popérateur f*, et le rayon spectral de f*: E — FE est égal a A;(f,T). L’en-
tier I de ’énoncé correspond a la non-diagonalisibilité de cette action (la
norme de ( f")TE croit comme n'T A1 (f,T)"). Nous supposons pour simplifier
Pexposition que [ = 0, donc Iy = 0 et f*{w} = A (f, T)w.

Il existe donc R un (1, 1)-courant positif fermé a potentiels holdériens et
u : X — R une fonction holdérienne, tels que

1

—ffw=w+ddu+ R, avec T AR =0.
M)

En appliquant 'opérateur (f?~1)* & cette equation fonctionnelle on obtient

n—1
1
—— ([")'w=wt+ddup+R,, TAR, =0, et u,:= Z
— A1

1 .
M (f, T guel”

— M, T)

On montre, comme dans la Proposition 1.2 que la suite (u,) converge uni-
formément vers une fonction holdérienne uo,, €t on pose

St = w + ddUso.

Observons que St n’est a priori ni positif, ni invariant (on n’a aucun controle
sur les termes d’erreurs R, ), mais T :=T A Sr est positif, comme limite de
courants positifs, et invariant (le terme d’erreur s’annulant sur 7).

Lorsque I > 1, il est nécessaire de considérer des moyennes de Césaro.
La construction de Sp procede de la méme idée, mais les détails techniques
sont plus délicats et nous renvoyons le lecteur a la Proposition 2.4 et au
Théoreme 3.1 de [DS 6] pour plus de détails. O

5.3 Endomorphismes polynomiaux de C*

Nous considérons ici le cas des transformation rationnelles qui sont I-
stables sur l’espace projectif complexe P*. Quitte & travailler dans P**1,
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il suffit de considérer le cas d’endomorphismes qui sont polynomiaux dans
une carte affine (voir paragraphe 5.1.2). Nous commencgons par considérer
le cas des automorphismes. Les techniques mises en jeu sont proches de
celles esquissées précédemment, nous nous contentons donc d’énoncer les
principaux résultats et donnons quelques exemples.

5.3.1 Automorphismes réguliers

N.Sibony a introduit dans [S] une classe d’exemples dynamiquement
intéressants qui contient les automorphismes étudiés par E.Bedford et V.Pam-
buccian dans [BP].

Définition 5.14 Soit f : C* — CF un automorphisme polynomial non af-
fine. On dit que f est régulier lorsque lextension méromorphe de f & PF
vérifie Ip N 11 = 0.

Il s’agit d’une généralisation pluridimensionnelle des applications de Hénon
complexes : celles-ci correspondent précisément aux automorphismes réguliers
lorsque k& = 2. On vérifie (voir [S]) que

— f induit une transformation [-stable de P*, avec | = dim¢ I 1+ 1

~ N =M sil<j<let Nj(f) = M1(f)¥ T sil<j<k En

particulier le degré N/(f) = M (f)! = Me—1(f)*~! domine strictement
tous les autres degrés dynamiques ;

— il existe des courants invariants canoniques Tl+, T)._; qui admettent des

potentiels suffisamment réguliers pour pouvoir définir leur intersection
potentialiste py = Tl+ Ny,

Exemple 5.15 Considérons l’endomorphisme de CF défini par

flzt, o 2k) = (Po—1(21, 00 20—1) + Qg2 -, Pi(21) + a2z2, a121),

ot a; € C* et les Pj sont des polynomes de degré d > 2 tels que degzj P; =d.
On vérifie que f est un automorphisme de CF. Son extension méromorphe a
P¥ — encore notée f — est telle que Ip = (21 = -+ = 251 =t = 0) est réduit
a un point qui n’appartient pas a Iy-1 = {z, =t = 0}. Ici (t = 0) désigne
Uhyperplan a Uinfini. Ainsi [ est régulier avec dans ce cas | = k — 1.

En intervertissant les roles de f, f~', on obtient des exemples tels que
I = k — 1. Pour fabriquer des exemples tels que 2 < | < k — 2, lorsque
k > 4, on peut utiliser l’observation suivante : soit f; : Ck — CFi, i =1,2,
des automorphismes réguliers de C* avec A\i(f1) = M(f2). Posons l; =
1+ dimg I,-1. Alors le produit direct f = f1 X fa définit un automorphisme

polynomial régulier de CF, k = ki + ko, tel que dim¢ Ip-v =10 +1—1

Théoréme 5.16 Soit f : C¥ — CF un automorphisme polynomial régulier.
Alors la mesure pip := Tl+ NT,_; est mélangeante et d’entropie mazimale,

huy () = hiop(f) = log Mi(f) > 0.
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Ce résultat est établi par 'auteur dans [G 6]. Le mélange découle comme
pour le Théoreme 4.23 de I'extrémalité des courants Tl+, T,._,- Notons que
cette propriété d’extrémalité a été démontrée indépendamment par T.-C.Dinh
et N.Sibony [DS 7].

Il est naturel de se demander si tous les automorphismes polynomiaux
cohomologiquement hyperboliques sont -conjugués a- des automorphismes
réguliers. C’est le cas en dimension 2 (voir [FrM]). Ce n’est plus vrai en
dimension supérieure. On peut s’en rendre compte en analysant les auto-
morphismes quadratiques de C? qui ont été partiellement classifiés par J.-
E.Fornaess et H.-Wu [FW]|, [Mae] (voir Proposition 5.23 ci-apres).

5.3.2 Automorphismes faiblement réguliers
Soit f : C*¥ — CF un automorphisme polynomial. On note
Xp= Mt =0)\I),

ot (t = 0) désigne I'hyperplan & l'infini, P¥ = C* U (¢ = 0). La notion
suivante est introduite dans [GS] :

Définition 5.17 On dit que f est faiblement régulier si Iy N Xy = 0.

Tout automorphisme régulier est faiblement régulier car dans ce cas
Xy = Iy~ (voir Proposition 2.5.3 dans [S]). Un produit direct d’automor-
phismes réguliers f1, fa (resp. faiblement réguliers) est un automorphisme
faiblement régulier (mais il n’est régulier que lorsque A1 (f1) = A1(f2)).

On vérifie dans ce cas (voir section 2 dans [GS]) que

— f induit une transformation [-stable sur P* avec | = dim¢ X r+1;

— l'ensemble X est un attracteur;

— il existe un courant invariant Tfr canonique tel que f*TlJr =N(f )Tl+ ;

— dimc Iy =k — 1 — 2, donc N (f) = A (f)! mais A1 (f) < A ()L

Théoréme 5.18 Soit f un automorphisme polynomial faiblement régulier
de C* tel que \(f) > Ny1(f), [ = dime Xy + 1. Alors il eviste un courant
positif fermé T, de bidegré (k — 1,k —1), tel que f, T, , = NT,_, et

1 _ _
V(fn)*wk ' — Ty
ol w désigne la forme de Fubini-Study sur P*.

Remarque 5.19 Ce résultat, obtenu dans [GS] sous des hypothéses non-
optimales, est démontré dans [G 6] dans le cas général.

Notons que Uhypothése \i(f) > Ni+1(f) entraine, grace aux inégalités de
concavité 2.4.a, que N\(f) domine strictement tous les autres degrés dyna-
miques. Observons également que cette hypothése est toujours satisfaite pour
les automorphismes quadratiques de C® (voir Proposition 5.23).
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Comme X est un attracteur, le courant 7, ;, admet de bons potentiels.
Plus précisément, il résulte de sa construction qu’on peut I’écrire

T, ,=0+4dd(1y),

ot O est une forme lisse fermée de bidegré (k — I, k —1) qui est cohomologue
a whl | et 72 est un courant de bidegré (k —1 — 1,k — [ — 1) qui peut
étre choisi positif hors d’un voisinage arbitrairement petit de 'attracteur
Xy. C’est I'analogue de la construction faite au paragraphe 5.2.2 : la condi-
tion Spec(f,]) est ici trivialement vérifiée puisque H*(X,C) = C, mais le
prix a payer de cette simplification cohomologique est la présence de points
d’indétermination.

On peut montrer [G 6] que le courant T}, est extrémal et que la mesure
py == T;" AT, est bien définie (variante du Lemme 5.8). Le calcul de
I'entropie de py s’avere délicat en général. Lorsque [y est f —Lattirant, la
mesure iy est a support compact dans Ck, ce qui simplifie son étude. Nous
obtenons ainsi [G 6] :

Théoréme 5.20 Soit f : CF — CF un automorphisme faiblement régulier.
Supposons \(f) > Niy1(f) et que Uensemble I est un attracteur pour f1.

Alors la mesure jiy = Tﬁ AT, _,; est une mesure de probabilité invariante
qui ne charge pas les hypersurfaces. C’est une mesure mélangeante d’entropie
maximale,

hus () = hiop(f) = log Mi(f)-

Nous renvoyons le lecteur aux Théorémes 3.1 et 3.2 dans [G 6] pour
une démonstration de ce résultat. Nous pensons qu’il n’est pas nécessaire de
supposer que l’ensemble I est un attracteur.

Question 5.21 FEst-ce que les résultats du Théoréeme 5.20 subsistent lorsque
Iy n'est pas un attracteur ?

On vérifie (cf Théoreme 4.1 de [CoG]) que I'ensemble I est souvent,
mais pas toujours, f~'-attirant pour les automorphismes polynomiaux qua-
dratiques de C? dont les degrés dynamiques sont deux & deux distincts, i.e.
qui sont cohomologiquement hyperboliques.

5.3.3 Le cas des endomorphismes

La plupart des résultats précédents s’étendent au cas des endomorphismes
polynomiaux non inversibles de C* qui sont faiblement réguliers, moyennant
une hypothese technique sur I’ensemble critique (hypothese (H4) dans [G 6]).

L’extrémalité de T)_; est connue uniquement dans le cone des courants
positifs invariants (Théoréme 2.6 dans [G 6]); celle-ci entraine Iergodicité
de la mesure py (c’est I'analogue du Théoreme 4.23), et on peut établir le
mélange faible en considérant ’automorphisme produit f ® f.
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I est probable que T} _; soit fortement extrémal. La difficulté a le prouver
résulte de la mauvaise compréhension que nous avons des courants de bidegré
(k—1,k—1), lorsque kK —1 > 1. Lorsque k — 1 = 1 et kK = 2, le courant
T, , est effectivement fortement extrémal comme il est montré dans [G 1],
Théoreme 5.2 : dans le cas de bidegré (1, 1), les potentiels des courants sont
des fonctions (uniques a constante additive pres), ce qui facilite énormément
leur analyse dynamique.

Nous renvoyons le lecteur a [G 6] pour la formulation précise des résultats.

5.4 Exemples

5.4.1 Automorphismes cohomologiquement hyperboliques

Le tore complexe X = (C/Z[i])*, k > 2, admet de nombreux auto-
morphismes d’entropie positive, induits par une matrice A € GL(k,Z). Les
automorphismes cohomologiquement hyperboliques sont ceux pour lesquels
la matrice A n’a aucune valeur propre de module 1 (automorphismes d’Ano-
sov). On vérifie aisément que \;(f) > max; A;(f) est une valeur propre dis-
tinguée de l'opérateur f* : H*(X,C) — H(X,C) (condition Spec(f,])) :
la stratégie proposée pour construire py fonctionne donc bien dans ce cas.
Nous renvoyons le lecteur & I’Appendix de [GV] pour la classification des
automorphismes d’entropie positive sur les tores complexes compacts de di-
mension deux.

B.Mazur donne dans [Maz] des exemples d’automorphisme d’entropie
positive sur certaines surfaces K 3. Sa construction fonctionne en toute di-
mension comme ’ont observé T.C.Dinh et N.Sibony [DS 6].

Exemple 5.22 Soit P(2°,...,2F) un polynéme multihomogéne de multi-

degré (2,...,2) en 2° = (x0,10),. .., 2" = (21, yp), i.e. tel que

P(Xo2°, ..., \p2h) = M- N2P(R0, .. ., 2%), pour tout Ao, ..., A\, € C*.

Un tel polynome définit une hypersurface X de dimension k et de multidegré
(2,...,2) dans Uespace (P)*+1 =Pl x ... x PL. Cette hypersurface est une
variété de Calabi- Yau lisse pour un choix générique de P. Considérons

m: X C (IP’l)kJrl — (]P’l)k

la projection parallelement a la i¢ coordonnée. C’est un revétement holo-
morphe de degré 2 sur (Pl)k, qui permet de définir o; : X — X involution
holomorphe qui échange les deux préimages de m;. Soit enfin

fi=o0po00c10---00;: X — X.

Alors f est un automorphisme cohomologiquement hyperbolique. On trouvera
une preuve de ce fait dans [Ca 1], lorsque k = 2.

Le lecteur trouvera d’autres exemples dans [BK 3], [Ca 1,4], [Ke], [M 3].
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5.4.2 Automorphismes polynomiaux de C3

Les automorphismes polynomiaux quadratiques de C? ont été classifiés
par J.E.Fornaess et H-Wu dans [FW] (voir également [Mae]). Cette classifi-
cation a été précisée dans [CoG] :

Proposition 5.23 Soit f : C2 — C? un automorphisme polynomial qua-
dratique cohomologiquement hyperbolique. Alors aprés conjugaison, et quitte
a changer f en f~1 ou f2, on obtient que

~ f est 1-stable dans P? et \i(f) > max;z1 A;(f) ;

— f est soit réqulier, soit faiblement régulier.

Notons que pour un automorphisme polynomial de C3, on a A3(f) = 1
et A\2(f) = M (f~1). Les automorphismes cohomologiquement hyperboliques
sont donc ceux tels que A1 (f) # A1 (f~1).

Nous renvoyons le lecteur au Théoreme 4.1 de [CoG] pour une preuve
ainsi qu'un énoncé plus précis. Ce résultat montre qu’il est nécessaire de
considérer la notion plus générale d’automorphisme faiblement régulier et
que les automorphismes quadratiques de C3 vérifient les hypotheéses du
Théoreme 5.18. La plupart vérifient également ’hypotheése supplémentaire
du Théoreme 5.20, mais pas tous comme le montre I’exemple suivant.

Exemple 5.24 Considérons
f(z,y,2) € C*— (zy + az, x> + by, z) € C3,

o a,b € C*. C’est un automorphisme quadratique de C* On vérifie aisément
que Uinverse f~1 de f satisfait les hypothéses du Théoréme 5.18 : f~1 est
faiblement régulier avec I =1, A\1(f~1) =3 > Xa(f~1) = M (f) = 2. Cepen-
dant I;-1 n’est pas toujours f-attirant. En effet la droite (v = 2z = 0) est
mvariante,

£(0,y,0) = (0,by,0), f(0,y,0) = (0,b~'y,0).

Elle rencontre Uhyperplan a linfini en un point qui est a la fois d’indétermina-
tion pour f et pour f~1. Il s’ensuit que Iy—1 nest pas f-attirant si [b] < 1.
On vérifie aisément que I;—1 est f-attirant lorsque [b| > 1.

Le lecteur intéressé trouvera dans [BP], [S], [G 1,3,6], [GS], [CoG], [DS
2] d’autres exemples d’automorphismes et d’endomorphismes polynomiaux
de CF qui sont cohomologiquement hyperboliques et satisfont les hypotheses
supplémentaires des résultats énoncés plus haut.
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