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CHAPITRE 1

HAUTEURS SUR LESPACE PROJECTIF

La méthode de « descente infinie » initiée par Pierre de FERMAT (1601-1665) dans
I’étude des équations diophantiennes repose sur trois piliers :

— une notion de taille d'une solution d'une telle équation;

— a partir d'une solution donnée, la construction d'une solution de taille moindre;;

— le fait que ces tailles — usuellement des nombres entiers — ne peuvent diminuer
indéfiniment.

Cette méthode a permis a FERMAT d’établir des résultats négatifs, par exemple I'inexis-
tence de triangles rectangles a cotés entiers dont l'aire soit un carré parfait, probleme
qui se ramene a «’équation de Fermat » de degré 4. Elle intervient aussi dans la dé-
monstration par Ernst KUMMER (1810-1893) du grand théoreme de FERMAT pour les
nombres premiers réguliers". Plus remarquablement peut-étre, elle a aussi permi de
prouver des résultats positifs ; pensons par exemple ala démonstration (1747) de Leon-
hard EULER (1707-1783) que tout nombre premier congru a 1 modulo 4 est somme de
deux carrés (un théoreme annoncé par FERMAT lui-méme en 1640).

Cette méthode a deux avatars modernes. Le premier, la théorie des hauteurs, aux-
quelles ce texte est consacré, est une version géométrisée de la notion de taille d'une
solution d'une équation diophantienne. Elle fut développée a la fin des années 40 par
André WEIL (1906-1998) et Douglas Goeffrey NORTHCOTT (1916-2005). C’est en effet
I'un des deux ingrédients de la preuve du théoreme de MORDELL-WEIL selon lequel
les points rationnels d'une variété abélienne définie sur un corps de nombres forment
un groupe abélien de type fini (voir par exemple SERRE (1997)). NORTHCOTT utilisa
ce concept de hauteur pour établir des propriétés arithmétiques de certains systémes
dynamiques; nous y reviendrons amplement.

Lautre ingrédient de la démonstration du théoreme de MORDELL-WEIL résulte du
théoreme de finitude de HERMITE-MINKOWSKI en théorie algébrique des nombres et

(UCe sont les nombres premiers p qui ne divisent pas le numérateur d'un des nombres de Ber-
noulli By, By, ..., Bp-3, ou plus conceptuellement, les nombres premiers p tel que le groupe des classes
d’idéaux du corps cyclotomique Q({p) soit d’ordre premier a p.
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d’un argument de cohomologie galoisienne. Son élaboration moderne, variétés de des-
cente, lois de réciprocité et principes local-global, sort largement du cadre de cet article.
Je renvoie au survol 1992 de J.-L. COLLIOT-THELENE pour une premiére introduction.

Revenons aux hauteurs. Dans les applications modernes a I’arithmétique, il est sou-
vent utile, voire crucial, d’assouplir le strict point de vue « équationnel » des classiques
pour mieux exploiter les propriétés géométriques des objets étudiés. On est ainsi plu-
tot amené a définir la hauteur d'un point de I'espace projectif, voire d'une variété pro-
jective, et a étudier le comportement de cette hauteur par des morphismes de varié-
tés algébriques. Il faudra étendre les définitions naives que I'on peut adopter pour les
nombres entiers au cas des nombres algébriques. Nous commencons cependant ce
cours par le cas des points rationnels : il fait déja apparaitre les idées principales tout
en évitant les complications dues a la théorie algébrique des nombres.

§1.1. Hauteur d’'un point rationnel

1.1/1. Définition

Soit donc k un entier naturel et notons P 'espace projectif de dimension k. Voyons-
le comme schéma, c’est-a-dire comme la donnée, pour tout anneau A, de ’ensemble
P¥(A) de ses points a coordonnées dans A. De fait, nous n’aurons besoin pour I'instant
que du cas o1 A est un corps F : alors, PF(F) n'est autre que 'ensemble des droites
vectorielles de 'espace F¥*1. Un élément x € P¥(F) possede ainsi k + 1 coordonnées
(xo,..., Xx) non toutes nulles — celles d'un vecteur directeur quelconque de la droite
correspondante — bien définies a un facteur multiplicatif non nul pres. Si (xy, ..., Xk)
est un élément non nul de F¥*! on notera [xo:---: x] le point correspondant de Pk(F);
nous dirons que (xy, ..., Xx) en sont des coordonnées homogenes.

Considérons dans ce numéro le cas du corps Q des nombres rationnels. Soit ainsi
x un point de P¥(Q) — on parle de point rationnel. Parmi la multiplicité de ses coor-
données homogenes, on peut en choisir certaines plus particulierement. Il est en effet
loisible de multiplier les x; par un dénominateur commun; ce sont alors des entiers
relatifs. On les divise alors par leur plus grand diviseur commun, de sorte a obtenir
une famille (xp,...,x;) de coordonnées homogenes formée d’entiers relatifs premiers
entre eux dans leur ensemble. Observons alors que deux telles familles ne définissent
le méme point que si elles different 'une I'autre par multiplication par +1.

Cela montre la correction de la définition suivante :

DEFINITION 1.1.1. — Soit x = [xp : -- : X}] un point de Pk(Q), dont les coordonnées
homogenes sont des entiers premiers entre eux dans leur ensemble. On appelle hauteur
exponentielle de x le nombre entier H(x) = max(|xyl,...,|xx|). La hauteur logarithmique
de x est définie par la formule

h(x) =log H(x) = logmax(|xol,..., | xk]).
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Les deux notions de hauteurs, exponentielle et logarithmique, ont leur intérét sui-
vant les contextes. Dans ce texte, nous appellerons tout simplement hauteur la hauteur
logarithmique.

De la définition résulte immédiatement une propriété de finitude, facile mais fon-
damentale.

PROPOSITION 1.1.2. — Pour tout nombreréel B, I'ensemble des points de Pk(Q) de hau-
teur au plus B est fini.

Démonstration. — En effet, un tel point est déterminé par le choix de k + 1 entiers
relatifs (xg, ..., Xx), non tous nuls, et vérifiant | x;| < e® pour tout i. Iln'y a qu'un nombre
fini de telles familles d’entiers, d’ol1 la proposition. O

Il est en fait possible, voir SCHANUEL (1979), d’établir le comportement asympto-
tique du nombre N(B) de points de P¥(Q) de hauteur au plus B — il est commode ici
de considérer la hauteur exponentielle. On trouve

k . _ 2k k+1
card{xe P*(Q); H(x) < B} = —((k+ 1)B ,
ou ¢ désigne la fonction zéta de RIEMANN. On doit a Yuri MANIN d’avoir entrevu
comment cette asymptotique peut se généraliser a des variétés plus générales. L'ex-
posant k + 1 doit par exemple étre interprété comme l'ordre du podle de la forme
différentielle d(x;/xo) A -+ A d(xi/ Xo) sur P* le long de I'hyperplan d’équation xy = 0.
Je renvoie a PEYRE (2002) pour une introduction a ce theme.

1.1/2. Irrationalité des points prépériodiques

Venons-en maintenant au théme de ces Etats de la recherche et considérons un
systéme dynamique polynomial sur P¥, c’est-a-dire une application f de P dans
lui-méme qui applique un point x de coordonnées homogenes [xp : --- : xi] sur le
point f(x) dont des coordonnées homogenes sont

[fo(x0,--rxK) : filx, .-y X)) 1o+t fre (X0, .-, X101,

ol les f; sont des polynomes a coefficients dans Q (pour le moment). Pour que la dé-
finition fasse sens et définisse un endomorphisme de l'espace projectif, il est nécessaire
et suffisant que les polynoémes f; soient homogenes de méme degré, disons d, et qu’ils
n’‘aient pas de zéro commun dans Pk, Par 13, nous entendons sans zéro commun non
seulement dans Pk(Q), mais aussi dans P¥(C), condition bien plus forte. Ils sont alors
sans facteur commun. Nous dirons pour abréger que f est un endomorphisme de P* et
que d est son degré.

PROPOSITION 1.1.3 (Northcott). — Soit f: P* — P¥ un endomorphisme de degré d
de PF. Il existe alors un nombre réel ¢ (ne dépendant que de f) tel que tout point
x € P¥(Q) satisfasse les inégalités

dh(x)—c< h(f(x)) <dh(x)+c.
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Démonstration. — 1l est loisible de multiplier les polynémes f; par un dénominateur
commun de leurs coefficients; ce sont alors des polynomes a coefficients dans Z.

Considérons I'énoncé suivant : pour tout polynéme g € Z[Xy, ..., Xi], supposé ho-
mogene de degré d, il existe un nombre réel c(g) tel que I'on ait

(1.1.4) |g(x0, ..., x1)| < c(g) max(Ixol, ..., |xk)?.

Le cas d'un monome est évident; par récurrence sur le nombre de monomes de g, le
cas général en résulte grace a I'inégalité triangulaire.

Soit x un point de P*(Q) de coordonnées homogenes [xp : -+ - : Xi], supposées entiéres
et premieres entre elles. Le point f(x) a pour coordonnées homogenes la famille [ f;(x) :
-1 fr(x)]. Celles-ci sont entieres mais pas forcément premiéres entre elles; notons
donc 6 leur pgcd (supposé > 1). On a alors

h(f (x)) =logmax (| fo(x)/8|,...,| fi(x)/6])
<logmax(| fo(0)|,..., | fr(X)]
<logmax(c(fp),..., c(fx)) + dlogmax(|xpl,..., | xk|)
<c+dh(x),

ol ¢ = logmax; c(f;).

Lautre inégalité est plus subtile. Comme les f; sont sans zéro commun dans P¥(C),
leur seul zéro commun dans C**! est (0, ...,0). Un polynome g sur C**! qui s’annule 1a
ol les f; s'annulent simultanément n’est pas nécessairement une combinaison des f;.
Toutefois, le théoréme des zéros de HILBERT entraine que c’est le cas d'une puissance
de g:

THEOREME 1.1.5 (Théoréme des zéros de Hilbert). — Soit F un corps algébrique-
ment clos, soit Py,...,P, des polynomes en k variables a coefficients dans F. Soit
P € F[Xy,...,Xk] un polynéme qui sannule en tout point x = (xy,...,Xx) de F* tel
que Py (x) = --- = Py(x). 1l existe alors un entier m > 1 et des polynomes Qy,...,Q, €
KX,..., X tels quer =PiQ1+:-+PyQy.

De plus, si les coefficients des polynémes P, Py,...,P, appartiennent a un sous-
corps Fy de F, on peut choisir les polynémes Q; de sorte que leurs coefficients appar-
tiennent a .

Enfin, si les polynomes P et Py,...,P, sont homogenes, on peut choisir les poly-
némes Q; homogenes.

Démonstration. — La premiére partie de 'énoncé est le théoreme classique dont le
lecteur trouvera une démonstration dans tout livre d’algebre commutative élémen-
taire.

Les deux ajouts s’en déduisent en considérant une base de F comme Fy-espace vec-
toriel et les composantes homogeénes des polynomes Q);. O

Appliquons ceci aux polynomes X;, pour 0 < j < k. Il existe donc un entier ¢ et des
polyndme g;; a coefficients rationnels tels que X lt = Z;C:o fi&ij- Quitte a Oter de g;; les
termes de degrés autres que ¢ — d, on peut supposer que chaque g;; est homogene de
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degré ¢ — d. Soit D un dénominateur commun des coefficients des polynomes g;;. La
relation

k
(1.1.6) Dx! =) fi(x)Dg;;(x)

i=0
et I'inégalité (1.1.4) appliquée aux polyndmes Dg;; entraine une majoration de la
forme

Dixil" < cymax(| ()], ..., | fi(x) ) max(ixol, ..., |xx) 74,
ol ¢; est un nombre entier. De 1a en resulte I'inégalité
max(|xol, ..., 1xe))’ < comax(| (x|, ..., | fi(x) ) max(ixol, ..., |xx) ™7
puis
dlogmax(|xol,..., |xk) < 3 +logmax(|fo(xX)|, ..., | fi(x)]).

Comme les x; sont premiers entre eux, la relation (1.1.6) implique que le pged des f;(x)
divise D. A fortiori, d < D et

dh(x) < c3+log D +logmax(| fo(x)/8,..., | fie(x)/8]) < ca + h(f (x)),
ainsi qu’il fallait démontrer. O

Apres cette démonstration, insistons sur le fait que I'inégalité de gauche — la mino-
ration de la hauteur de I'image de x — a requis le théoreme des zéros de HILBERT et
donc I'hypothése que les polynomes f; sont sans zéro commun dans P¥(C). La seule
absence de zéro commun dans P¥(Q) n’aurait pas une telle conséquence algébrique et
ne permettrait pas d’établir la minoration voulue, voir par exemple I'’exercice 2.3.1 du
chapitre 2 pour un contre-exemple explicite.

On doit a NORTHCOTT NORTHCOTT (1950) d’avoir mis en évidence I'importante pro-
priété de finitude énoncée dans la prop. 1.1.2, précisément en vue de la conséquence
suivante.

Etant donné un systéme dynamique f: X — X d'un ensemble X, nous dirons qu'un
point x € X est périodique pour f s'il existe un entier n tel que f”(x) = x, ot f" désigne
le n-ieme itéré fo---o f de f. Nous dirons qu'un point x est prépériodique si'un de
ses itérés est périodique; cela revient exactement a dire que l'orbite {x, f(x), f 2(x),...
de x est un ensemble fini.

COROLLAIRE 1.1.7 (Northcott). — Soit f: P* — P* un endomorphisme de degré d a
coefficients rationnels. Supposons d > 2. 1l existe un nombre réel m(f) tel que pour tout
point x de PX(Q) qui est prépériodique pour f, cest-a-dire ceux dont l'ensemble des ité-
rés soit un ensemble fini, on ait h(x) < m(f). En particulier, il n’y a dans P*(Q) quun
nombre fini de points prépériodiques pour f.

Démonstration. — Dire que x est prépériodique signifie que I'ensemble {x, f (x), f 2(x),...
est fini, donc qu'il existe des entiers n > 0 et p > 1 tels que f"(x) = f"*P¥). Concernant
les itérés de f, 'encadrement de la prop. 1.1.3 entraine par récurrence I'inégalité

n n

< n < n
d—1 \h(f (X))\d h(x)+Cd_1,

d"h(x)-c
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valable pour tout entier n > 0 et tout point x € P*(Q). Posons y = f”(x). On a donc
fry=yet

1
h(x) < —h <h .
O S ph+eo= Shn+eo—
De méme,
By < = h(FPO) + = < = h(y) +
X 5, c X c ’
M T S S T L S
d’ou
h(y) < CL
Vs Ca-ne
Finalement, la hauteur de tout point prépériodique x € P¥(Q) vérifie
2d-1
h(x) < c————,
(x) c( d-1?
ce qui démontre le corollaire. O

On pourra observer que la borne obtenue pour la hauteur d'un point prépériodique
est assez explicite. Outre le degré d, elle fait intervenir les coefficients de I'endomor-
phisme f via la constante c de la proposition 1.1.3. Expliciter cette derniére constante
est possible, mais subtil : s'il est évident d’expliciter la majoration fournie par cette pro-
position, la minoration repose sur 'utilisation du théoréme des zéros de Hilbert dont
les premieres versions effectives n’'ont été démontrées que dans la fin des années 1980
(voir TEISSIER (1990) pour un survol de ce probleme).

1.1/3. Hauteur normalisée

Bien d’autres fonctions que la fonction & introduite ici sont d'une utilité compa-
rable pour I'arithmétique. Notons par exemple que le choix d'un autre systeme de co-
ordonnées sur I'espace projectif (c’est-a-dire la composition avec une homographie)
fournirait une autre fonction hauteur #’, certes telle que h’' — h est bornée en vertu de
la proposition 1.1.3. La situation des systemes dynamiques fournit une variante tres
commode de la hauteur, systématisée par CALL & SILVERMAN (1993) mais dont le prin-
cipe remonte a NERON et TATE.

Avant de continuer, observons l'exemple simple du systéme dynamique sur P!
donné par I'élévation des coordonnées homogenes a la puissance d, autrement dit
flxo : x1]) = [xg : xld], soit encore fy = Xg et fi = de. Les points prépériodiques
dans P!(C) sont les points [0 : 1], [1 : 0], ainsi que les points de coordonnées homo-
genes [1: ], ou ¢ est une racine de I'unité. Parmi ces points, seuls [0: 1], [1: 0], [1:1]
et [1: —1] sont rationnels. Observons aussi que I'inégalité reliant i(x) et h(f(x)) est
dans ce cas une égalité :

h(xg - x) = dh((xo: x1)).
En modifiant 1égerement la hauteur, nous allons généraliser cette égalité.

PROPOSITION 1.1.8. — Soit f : P¥ — P* un endomorphisme de l'espace projectif donné
par des polynémes homogenes de degré d sans zéro commun dans P*(C). Supposons
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d > 2. Il existe alors une unique fonction h: P¥(Q) — R relle que h— h soit bornée et telle
que h(f (x)) = dh(x) pour tout x € P*(Q).

Démonstration. — Munissons 1'espace des fonctions bornées de P*(Q) dans R de la
norme uniforme et munissons I'espace affine E des fonctions telles que ¢ — h soit bor-
née de la distance induite. C’est un espace métrique complet. L'application T: ¢ —
é(po f estlinéaire et applique E dans lui-méme, car T'(h) — h est bornée. Cette applica-
tion est contractante, de constante de Lipschitz au plus 1/d < 1. Elle posséde donc un
unique point fixe dans E. O

La fonction h est appelée hauteur normalisée. Notons la formule
. S | i
(1.1.9) h(x) = nh—IEoﬁh(f (x)).

La démonstration directe de la convergence de la la limite permet de donner une dé-
monstration d’apparence un peu plus constructive de la proposition précédente (mais
essentiellement identique). La hauteur normalisée vérifie les propriétés suivantes :

PrROPOSITION 1.1.10. — a) ona fz(x) = 0 pour tout x € P"(Q) N
b) un pointx € Pk(Q) vérifie h(x) = 0 si et seulement s'il est prépériodique;
c) pour tout nombre réel B, 'ensemble des points x € P¥(Q) tels que h(x) < B est fini.

Démonstration. — La propriété c) résulte immédiatement de la propriété analogue
pour % et de ce que i — h est bornée. Comme F est positive ou nulle, la propriété a) est
manifeste sur la formule (1.1.9) ci-dessus. Elle se déduit aussi, ainsi que la propriété b),
de I'assertion de finitude.

Soit en effet x € Pk(Q). Ona ﬁ( f(x) = d”ﬁ(x). Si x est prépériodique, il existe des
entiers 7 > 0 et p > 1 tels que f"(x) = f"*P(x). Par suite, d"h(x) = d"*Ph(x), d’oit
h(x)=0card > 2. Inversement, si h(x) <0, les termes de la suite ((f"(x)) forment un
ensemble de points de hauteur normalisée négative ou nulle, donc fini d’apres ¢). 1l
existe donc des entiers n > 0 et p > 1 tels que f"(x) = f""P(x). Autrement dit, x est
prépériodique et f2(x) = 0. O

Tels qu’énoncés ci-dessus, c’est-a-dire restreints au cas du corps des nombres ra-
tionnels, les résultats précédents ne sont pas suffisants. Concernant par exemple les
points prépériodiques, ils ne donnent des renseignements que sur ceux qui possedent
un systeme de coordonnées homogenes rationnelles, et ceux-ci sont en nombre fini
d’apres le théoreme de finitude. Pourtant, ainsi que le montre I'’exemple du systeme
dynamique sur P! donné par I'élévation des coordonnées a la puissance d, I'ensemble
des points prépériodiques (a coordonnées homogeénes complexes, voire algébriques)
est infini. Ainsi que nous le verrons plus bas, il est méme dense pour la topologie de
Zariski (prop. 2.2.1 du chapitre 2). De plus, les énoncés précédents ne concernent que
I'espace projectif et il convient d’établir les propriétés générales des hauteurs et d'en
dégager les applications aux systemes dynamiques polynomiaux d'une variété algé-
brique arbitraire.
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§1.2. Hauteur d’'un point algébrique

Dans ce paragraphe, j'explique comment définir la hauteur d'un point de I'espace
projectif dont un systeme de coordonnées homogeénes est formé de nombres algé-
briques.

1.2/1. Quelques rappels de théorie algébrique des nombres

Notons Q le corps des nombres algébriques : par définition, c’est 'ensemble des
nombres complexes qui sont annulés par un polynome unitaire a coefficients ration-
nels. Un tel nombre complexe est annulé par un polynéme unitaire de degré minimal :
son polyndme minimal; ce polynome est irréductible et son degré est appelé degré du
nombre algébrique.

On appellera corps de nombres un sous-corps K de C qui est de fimension finie
comme Q-espace vectoriel ; cette dimension est aussi appelée degré et notée [K : Q].
Un tel corps K est en fait constitué de nombres algébriques (si x € K, le polynéme mi-
nimal de 'endomorphisme Q-linéaire de multiplication par x dans K annule x).

Si a est un nombre algébrique de degré d, le sous-anneau Ql[a] engendré par a
dans C est une Q-algebre isomorphe a Q[X]/(P), ou P est le polyndbme minimal de a.
Par suite, Q[a] est un Q-espace vectoriel de dimension d, et aussi un corps. C’est donc
un corps de nombres. Plus généralement, si a,, ..., a, sont des nombres algébriques,
le sous-corps de C, Q(ay,..., a;), qu’ils engendrent est un corps de nombres. En fait,
tout corps de nombres K est de la forme Q(a) pour un certain élément a (théoreme de
l'élément primitif). Notons P le polynome minimal de a; son degré est le degré de K.
Comme P est irréductible (et Q de caractéristique zéro), ses racines complexes sont
deux a deux distinctes; notons-les ay,...,ap. Ce sont les conjugués de a (qui est 'un
d’entre eux).

Pour tout i € {1,..., D}, il existe un unique homomorphisme de corps o;: K — C qui
applique a sur a;. En outre, tout homomorphisme de corps de K dans C est de cette
forme. Rappelons si besoin est qu'un tel homomorphisme est injectif; on dira que c’est
un plongement de K dans C. Si L est un sous-corps de K de degré d, chacun des d
plongements de L dans C se prolonge en exactement D/d plongements de K dans C.
(Lentier D/d est égal ala dimension [K : L] de K comme L-espace vectoriel.)

Un entier algébrique est un nombre algébrique qui est annulé par un polynéme uni-
taire a coefficients entiers; il revient au méme d’exiger que son polyn6me minimal soit
a coefficients entiers. Notons que si x est une racine du polynome a coefficients entiers
P=ayX%+---+ay, avec ay # 0, alors

0= ag_lP(x) = (aox)d + agal(aox)d_1 +oo 4 a(‘f_lad,
ce qui montre que dypx est un entier algébrique. Lensemble des entiers algébriques est
un sous-anneau de Q dont Q estle corps des fractions. Si ai, ..., a, sont des entiers algé-
briques, le sous-anneau qu'’ils engendrent dans C, Z[a,, ..., a,], est un Z-module libre
de rang fini, égal au degré de Q(a,...,a;). Si K est un corps de nombres, I’ensemble
des entiers algébriques appartenant a K est de cette forme; on le notera Zg.
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Soit K un corps de nombres. La norme d'un élément a de K, notée Ng(a), voire
N(a) s’il n'y a pas d’ambiguité sur K, est définie comme le déterminant de I'’endomor-
phisme Q-linéaire de K donné par la multiplication par a. Il y a plusieurs facons de la
calculer.

Soit d’abord P le polynéme minimal de a et d son degré. Soit (x,..., x;) une base
de K vu comme Q(a)-espace vectoriel. Alors, la famille (aixj), pour0<i<d—-1et
1 < j < r, est une base de K sur Q. En particulier, D = dr. Dans cette base, la mul-
tiplication par a est diagonale par blocs, chacun étant la matrice compagnon Cp du
polynome P. On a ainsi N(a) = (detCp)". Le déterminant de Cp est égal au produit des
racines complexes de P; ces racines ne sont autres que les conjugués a, ..., a; de a. Si
(o), pour 1< i< d,désigne la famille des plongements de Q(a) dans C, on a donc

d
Na=([]oi@) = [] ow.
i=1

0: K—C

Supposons de plus que a soit un entier algébrique non nul. Alors, aZg est un sous-
Z-module de rang D de K. D’apres le théoreme des diviseurs élémentaires, il existe
une Z-base de Zg, disons (xi,...,xp), et des nombres entiers u,,...,up tels que
(U xy,..., upxp) soit une Z-base de aZyx. Comme le déterminant de la matrice de pas-
sage d'une Z-base de Zk a une autre est égal a +1, le déterminant de la multiplication
par a est égal au produit u; ... up, oual’opposé. D’autre part, v ... up apparait comme
le cardinal du Z-module — en fait de 'anneau — quotient Zg/aZg. D’ou la seconde
formule,

N(a) = xcard(Zg/aZy).

Si I est un idéal non nul de Zg, 'anneau quotient Zg /I est fini (si a € I, 'anneau Zg /I
est un quotient de 'anneau Zg/(a)) ; par définition, son cardinal est appelée la norme
de I. La formule précédente pour N(a) se généralise en N(al) = |N(a)| N(I), pour a € Zg
et J un idéal de Z.

Si L est un corps de nombres qui contient K et a un élément de K, on a Nz(a) =
NK(a)5, ou 6 = [L: K] désigne le quotient du degré de L par celui de K. Plus géné-
ralement, si I est un idéal non nul de Zg, I'idéal IZ; de Z; est de norme NK(D‘s. (Si
I=a1Zx+---+ a;Zk, notons que IZ; = ayZp+ -+ a,Zy.)

1.2/2. Définition de la hauteur

Soit x un point de Pk(ﬁ) et soit [xp : -+ : xx] des coordonnées homogenes de x, ou
x; € Q pour tout i. Soit K un corps de nombres contenant les x; ; notons D le degré
de K et 0y,...,0p les D homomorphismes de K dans C. Quitte a multiplier les x; par
un méme entier naturel non nul, on peut supposer que ce sont des entiers algébriques,
donc des éléments de Zx. On définit alors la hauteur de x par |'expression

1 12
(1.2.1)  hx) = —BlogNK(xOZK+-~-+ xeZy) + 5 Y logmax(|o j(xp)],... |0 (x)])
s
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La correction de cette définition dépend de deux vérifications supplémentaires : 1'in-
dépendance vis a vis du choix du corps de nombres K et des coordonnées homo-
genes X, ..., Xg. Notons hg(xp, ..., xx) le membre de droite de 'équation (1.2.1) et com-
mencons par démontrer qu’il ne dépend pas du choix d'un systéme de coordonnées
homogenes. Si (x;, ..., x;) est un second systeme de coordonnées homogenes définis-
sant le point x, sujettes aux conditions x; € Zx pour tout i, il existe un élément u € K*
tel que x; = ux; pour tout i. Ecrivons u comme une fraction a/b d’éléments de Zg, on
voit quel'on a bx; = ax; pour tout i.
Notons alors que

Nk (axoZk +---+ axgZg) = |Ng(a@)| Nk (XoZg + - -+ + Xk Zk)

et

D D D
Y logmax(|oj(axo)|,...|oj(axp)) = Y_logloj(@)|+ )_logmax(|o ;(x0)],...|oj(xi)])

J=1 j=1 j=1

D
=1log|Nk(a)| + )_ logmax(|o j (x0)],...|oj (xp)|).
j=1
Par suite, hx(axo,...,axi) = hix(xp,..., xr). De méme, hK(bx(’),...,bx;C) = hK(x(’),...,x;C),
d’otu I'indépendance par rapport au choix des coordonnées homogeénes.

La démonstration de I'indépendance de la hauteur par rapport au choix du corps
de nombres est plus simple. Si K et K’ sont des corps de nombres contenant chacun
un systeme de coordonnées homogenes du point x, le corps L engendré par ces deux
corps en est un également, qui contient a la fois K et K'.

Soit E le degré de L; c’est un multiple de D. De fait, la restriction a K d'un homomor-
phisme o: L — C est un plongement de K dans C et chacun des D plongements de K
dans C s’étend d’exactement E/D manieres distinctes en un plongement de E dans C.
Par conséquent, dans la formule définissant hy (xp, ..., Xt), la somme

Y. logmax(lo(xo)l, ..., |0 (x¢)])
o: L—C
reprend E/D fois chaque terme de la somme correspondante sur le corps K. Compte
tenu des facteurs de normalisation 1/D et 1/E, ces parties des deux formules donnent
le méme résultat. La démonstration de I'égalité hi(xy, ..., xx) = hr(xo,..., Xx) est donc
déterminée, compte tenu de I'égalité de normes d’idéaux

N (%oZp + -+ xxZ1) = Nx(oZg + -+ - + x5 Zi) F'P.

Une conséquence de la formule définissant la hauteur est son invariance sous
I'action du groupe de Galois Gal(Q/Q). On définit en effet une action de Gal(Q/Q)
sur P”(a) en posant o(x) = [o(xp) : --- : 0(xx)] pour tout point x € Pk(a), de coordon-
nées homohenes [xg : - : x| dans Q.

PROPOSITION 1.2.2. — Pour tout x € P¥(Q) et tout automorphisme a € Gal(Q/Q), on a
h(a(x) = h(x).
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Démonstration. — Soit x un point de PX(Q) et soit K une extension galoisienne de Q
contenant un systeme [xp : --- : x| de coordonnées homogenes de x. Par définition, K
est stable par tout automorphisme «a € Gal(a/ Q) et a|x est un automorphisme de K,
ainsi que de son anneau d’entiers Zg. Il en résulte que 'idéal xpZx + - - - + xxZx a méme
norme que son image a(xg)Zg + - -+ + a(xx)Zg par a. De méme, les plongements de K
dans C sont tous obtenus par composition d'un plongement fixe par les éléments de
Gal(K/Q). Par conséquent, les termes des sommes

Y logmax(|o(xo)l,...,lo(xK))) et Y logmax(lo(a(xp))l,...,lo(alxp)))
o: K—C o: K—C
ne different que par I'ordre. La proposition en résulte. O

Les paragraphes suivants donnent des variantes de la définition de la hauteur, ainsi
que des exemples.

1.2/3. Propriété de Bézout pour les nombres algébriques

Il n’est pas vrai que I'anneau des nombres algébriques Z soit un anneau principal.
Ce n'est en effet méme pas un anneau noethérien : I'idéal I de Z formé des éléments
dont une puissance est un multiple de 2 n’est par exemple pas de type fini. Montrons
par 'absurde qu'il n’est pas principal : soit a € I tel que I = (a). Comme 21/ € [, 21/™
est multiple de a. Comme 2("~D/™ = 2/21/m p’est pas multiple de 2 dans Z, a™ ! n’est
pas multiple de 2. Comme m est arbitraire, aucune puissance de a n’est multiple de 2,
ce qui est absurde.

En revanche, il est vrai que les idéaux de type fini de Z sont principaux. Cela résulte
de ce que le groupe des classes d'idéaux d'un anneau d’entiers de corps de nombres
est de torsion. Par suite, quitte a considérer une extension convenable L de K, on peut
choisir les coordonnées homogenes [xg : --- : x;] d'un point x de P¥(K) comme suit :
ce sont des éléments de Z; et I'idéal xoZy + -+ + xxZ; de Z est égal a Z;. Dans la for-
mule (1.2.1), cela fait disparaitre le premier terme.

1.2/4. Valuations et hauteurs

Les idéaux d'un anneau d’entiers de corps de nombres ne sont pas toujours faciles
a manipuler, notamment parce qu’ils ne sont pas nécessairement principaux. Le pre-
mier terme de la hauteur qui met en jeu la norme d'un idéal est parfois malcommode.
Dans ce paragraphe, nous I’écrivons comme une somme de termes formellement ana-
logues au second terme, mais ou apparaissent d’autres corps que le corps des nombres
complexes.

DEFINITION 1.2.3. — Soit F un corps. Une valeur absolue sur F est une application
|-| : F — Ry qui vérifie les propriétés suivantes : pour tous a et b dans F,

a) |lab| = |al|b| (multiplicativité) ;
b) la+ bl < lal+|b| (inégalité triangulaire) ;
¢ lal =0 équivauta a=0.
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Pour la théorie algébrique des nombres, la classification des valeurs absolues sur Q
est d'une importance capitale. Donnons-en des exemples. Il y a déja la restriction a Q
de la valeur absolue usuelle. qu’on note parfois |-|o, pour la distinguer de celles que je
bient6t définir. Notons que cette valeur absolue ||, est archimédienne, car pour tout
a€Q* ettout M > 0, il existe n € N tel que |nal > M (axiome d’Archimede).

D’autre part, soit p un nombre premier. Tout nombre rationnel non nul a s’écrit de
manieére unique sous la forme p”u, avec n € Z, et u € Q est le quotient de deux entiers
relatifs premiers a p. Posons alors |al, = p~"". Posons aussi, comme il se doit, |0| p=0.
Cela définit une valeur absolue sur Q que I’on appelle la valeur absolue p-adique. Seule
I'inégalité triangulaire n’est pas évidente; écrivons donc a = p”Z—,,, eth= pmbi,',, avec n,
meZ, a,a' b, b'" des nombres entiers premiers a p. Supposons aussi, ce qui est
loisible, n < m. Alors,

!/ !/ 11,01 m-—ni,! L
a _. b ab’+ ba
a+b= pn Z 4 pm n= |- ,n p
a// bN a//b/l
Dans cette derniere fraction, le dénominateur est premier a p, mais pas forcément le

. , . /
numérateur. Par suite, a + b s’écrit sous la forme p° % avec s > n et
la+bl,=p° <p " =max(p”",p~") =max(al,,|bl,).

Ainsi, |-|,, vérifie une inégalité plus forte que I'inégalité triangulaire : on dit que c’est
une valeur absolue ultramétrique. En particulier, pour tout a € Q et tout n € N*, |nal p <
lal, : cete valuation ne vérifie pas I'axiome d’Archimede.

THEOREME 1.2.4 (Ostrowski). — Les valeurs absolues sur le corps Q des nombres ra-
tionnels sont les suivantes :

— la valeur absolue dite triviale pour laquelle |0l =0 et |a| =1 sia #0;

— les puissances |-|5,, pour tout nombre réel s > 1, de la valeur absolue archimé-
dienne;
et, pour tout nombre premier p,

— les puissances |-|3,, pour tout nombre réel s > 0, de la valeur absolue p-adique.

Une valeur absolue sur un corps définit une distance et donc une topologie. Deux va-
leurs absolues définissent la méme topologie si et seulement sil'une est une puissance
(non nulle) de 'autre. La valeur absolue triviale fournit la topologie discrete. Par suite,
dans la liste ci-dessus, on ne s'intéressera qu’aux valeurs absolues p-adiques standard
et a la valeur absolue archimédienne standard. Elles sont reliées par la formule du pro-
duit, qui n’est autre qu'une reformulation de la décomposition en facteurs premiers.

PROPOSITION 1.2.5. — Pour tout a€ Q*, |al[1,lal, =1.

Démonstration. — Soit a = €[], p"» la décomposition en facteurs premiers de a, avec
€ € {~1,+1} et ny, € Z pour tout nombre premier p, presque tous étant nuls. Alors, pour
tout nombre premier p,onalal, = p~ ", tandis que |alo, =] p p"?. Le produit de toutes
ces quantités est bien égal a 1. O
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Fixons une valeur absolue |-| sur Q. Si K est un corps de nombres, il y a en général
plusieurs facons d’étendre la valeur absolue donnée en une valeur absolue sur Q.
Prenons par exemple la valeur absolue archimédienne et le corps K = Q(v/2). Du point
de vue algébrique, indépendamment de l'ordre usuel sur les nombres réels, v/2 et
—v/2 sont indissociables; on peut donc prolonger la valeur absolue de deux facons
différentes, en posant |a+ bv2|._ = |a+ bv2| ou |a+ bv2|. =|a-bv2|, pour aet b
dans Q.

Toujours dans le cas de la valeur absolue archimédienne, mais dans le cas d'un
corps de nombres K général, les différentes extensions a K de la valeur absolue ar-
chimédienne de Q correspondent exactement aux valeurs absolues |-|, définies par
lal, = |o(a)l, ou o parcourt 'ensemble des plongements de K dans C. (Deux plonge-
ments conjugués définissent la méme valeur absolue.)

Dansle cas des valeurs absolues p-adiques, un corps, que 'on note Cy, joue le méme
role que C pour la valeur absolue archimédienne. Observons que R est le complété du
groupe abélien Q pour la topologie définie par la valeur absolue archimédienne, qu’il
est muni d’'une valeur absolue (celle que tout le monde connait, la seule qui étend celle
de Q) et que C est sa cloture algébrique, muni de |'unique valeur absolue qui étend la
valeur absolue archimédienne sur R.

Si p est un nombre premier, on commence par définir le complété Q, de Q pour
la topologie définie par la valeur absolue p-adique. C’est un corps et sa topologie est
compatible avec la structure de corps. Ensuite, on considére une cloture algébrique
Q_p de Qp : comme Q, est complet, on démontre que Q_p posséde une unique valeur
absolue, toujours notée ||, qui étend la valeur absolue p-adique sur Q. Ce corps n'est
cependant pas complet pour la topologie p-adique — on note alors C;, son complété
muni de la valeur absolue ||, qui étend la valeur absolue p-adique. C’est un corps
complet par construction, et algébriquement clos par théoreme.

Si K est un corps de nombres, les extensions a K de la valeur absolue p-adique sur Q
sont de la forme a — |o(a)l,, ot o décrit 'ensemble des plongements de K dans C,,.

(Uimage d’'un tel plongement est bien stir contenue dans Gp et deux plongements qui

different par composition d'un automorphisme de Q_p fournissent la méme valeur ab-
solue.)

PROPOSITION 1.2.6. — Soit K un corps de nombres et soit x € P*(K) un point de coor-
données homogenes [xy : -+ : Xi] (appartenant a K). Alors,

1
(1.2.7) h(x)=—— 3 ) logmax(|g(xo)l,,...,10(xp)l ).

(K Q] p<ooo: K—Cy

La sommation sur « p < oo » signifie que I'on somme sur les nombres premiers p et
sur un symbole supplémentaire oo, avec C, = C. Dans la formule précédente, on peut
aussi regrouper les termes selon les valeurs absolues induites sur le corps K par les
plongements qui indexent cette somme.

Notons ainsi Mg I'ensemble des valeurs absolues sur K qui étendent une des valeurs
absolues p-adique ou archimédienne sur K. Un élément de My est appelé place du
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corps K. Pour chaque valeur absolue |-|, € Mk, soit p, le nombre premier ou l'infini
correspondant a la valeur absolue induite sur le sous-corps Q de K et soit £, le nombre
de plongements o de K dans C,, induisant cette valeur absolue sur K, autrement dit
tels que I'on ait | x|, = lo(x)1p, pour tout x € K.

Avec les notations de la proposition, on a ainsi

(1.2.8) h(x) = Y e,logmax(Ixoly,..., [xkl,).

1
[K : Q] veMg

Sous-jacent a la véracité de la formule précédente est le fait que le membre de droite
ne dépend pas du choix des coordonnées homogeénes définissant le point. De méme
que I'énoncé analogue avec la premiere définition de la hauteur découlait d'une rela-
tion entre la norme d’'un élément et ses valeurs absolues archimédiennes, cela résulte
de la formule du produit qui relie toutes les valeurs absolues d'un élément non nul
d’un corps de nombres : pour tout a € K*,

(1.2.9) [T1a=11 II lo@l,=1.

veMg p<ooo: K—Cp

En fait, le facteur indexé par p dans I'’équation précédente est donné par

[ lo@l,=INk@l,,
0K—Cp
ol Ng(a) est la norme de a. Cela rameéne la formule du produit dans le corps de
nombres K a celle, déja mentionnée (prop. 1.2.5), dans le corps des nombres ration-
nels.

1.2/5. Mesure de Mahler et hauteur

Considérons ici le cas de la droite projective P!. Notons oo le point de coordonnées
homogenes [0 : 1]. Un point x de P'(Q) a deux coordonnées homogenes [xp : x1]; si
X # 00, Xp # 0 et & = x;/x est un élément de Q. Dire que x € P1(K), pour un sous-
corps K de C, signifie exactement que ¢ € K.

La hauteur du point oo est égale a 0. Si ¢ est un nombre algébrique, on note (abusive-
ment) h(¢) la hauteur du point [1 : ¢] et on dit aussi que c’est la hauteur de ¢. Montrons
comment elle est reliée au polyndme minimal de ¢. Il nous faut tout d’abord rappe-
ler une définition : La mesure de Mahler d'un polynéme P € C[X] est donnée par la
formule

1 .
(1.2.10) M(P):exp(f log|P(e*™)| dt|.
0

PROPOSITION 1.2.11. — Soit ¢ un nombre algébrique, soit P son polynome minimal et
soit d son degré. On a

1
h($) = ElogM(P).

Démonstration. — Par définition

1
h@=h1:&D== ) ) logmax(l,lo()l,),

d :
p<ooo: K—Cp
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ou la somme est sur 'ensemble des nombres premiers et le symbole co; notons /(<)
la somme correspondante, de sorte que h(¢) =} p<o0 Fp(S).

Posons P = ayX% +--- + a,. Nous allons d’abord montrer que pour tout nombre pre-
mier p, on a hy($) = —dloglaolp. Notons en effet ¢y,...,¢4 les racines de P dans C,,.
Ce ne sont autres que les images de ¢ par les différents plongements du corps Q(¢)
dans C,. Supposons, ce qui est loisible, que Ig‘llp > Ifglp = > Ifdlp et soit r le plus
grand entier tel que |¢;[, = ¢11,. Les relations coefficients-racines s’écrivent

ag
—= ) &by
aO i1<...<ik

et entrainent la majoration

Ay

d
<IE1lp- 18kl p < [ [ max(, I€;1,).
p i=1

Pour k = r, cette inégalité est une égalité car le terme ¢; ..., est de valeur absolue
strictement supérieure a tous les autres. Par suite,

d
max(ldgl,,...,|aaqlp) = laol, [ | max(1,1&;1,).
i=1

Enfin, comme les coefficients ay, ..., a; sont premiers entre eux, I'un d’entre eux n’est
pas multiple de p et le membre de gauche de I'égalité précédente est égal a 1.

Passons maintenant au terme h.,. D’apres la formule de JENSEN, on a, pour tout
aeC,

1 . 0 ilal<1;
f log|e®™ — a| dt =logmax(1, |al) = ” @
0 logla| sinon.

Par conséquent,

d
logM(P) =loglagl + Y_logmax(l, |¢;]) = loglagl + dhoo(£).
j=1

On a donc finalement
dh() = ) —loglagl,+logM(P) =1logM(P)

psoo

compte tenu de la formule du produit (prop. 1.2.5). O
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§1.3. Fonctorialité

Ce paragraphe explique le comportement de la hauteur sous I'effet d'un morphisme.

1.3/1. Exemples

Commencons par des exemples trés simples.

Soit S: Pk x P — pkm+k+m e plongement de Segre, associant au couple (x, y) de
points de coordonnées homogenes [Xo : -~ : xi] et [} : -+- : Y] le point de Pkm+k+m
dont un systeme de coordonnées homogenes est la famille (x;y;), indexée par I'en-
semble des couples (i, j) tels que 0 < i < ket 0 < j < m, disons ordonnée par |'ordre
lexicographique.

Pour toute valeur absolue || sur un corps F, tout (xop,...,X;) € F k+l et tout
(Yo,---» Ym) € F™1, on a évidemment

max |x;y;| = max |x;| max |y;|.

0<i<k 0<i<k  0<j<m
0<j<m

La définition de la hauteur par la formule (1.2.7) entraine alors I'égalité
(1.3.1) h(S(x,y)) = h(x) + h(y), pourtoutxe€ P*(Q) et tout y e P™(Q).

Le plongement de Veronese de degré d, V;: P¥ — PX| associe 4 un point x de co-

ordonnées homogenes [xp : --- : x¢] le point V;(x) dont un systeme de coordonnées

homogenes est donné par la famille des mon6émes xgo ...x,ff’c , ou (dy,...,dy) parcourt

toutes les suites d’entiers naturels de somme d. Iy a (k;d) telles suites, d'olt K =

(kzd) — 1. Pour toute valeur absolue sur un corps F et tout (xp, ..., X;) € Fk+1 ona

d d d
‘xod"...xkk = |%0l% ... || % < max(|xol, ..., | Y,

I’égalité étant atteinte lorsque d, = d et | x| maximal. On a ainsi
(1.3.2) h(V4(x)) =dh(x) pourtout xe Pk(a).

Considérons enfin la projection linéaire p: PX --» P qui applique un point x de
coordonnées homogenes [xp : -+ : xi] sur le point p(x) de coordonnées homogenes
[Xo0:--:Xm,m], met k étant des entiers tels que 1 < m < k. Son domaine de définition est
exactement le complémentaire du sous-espace projectif E défini par 'annulation des
m+ 1 premieres coordonnées homogenes. Pour x ¢ E, I'inégalité évidente

max(|xol,...,|1%ml) < max(Ixol, ..., [xkl)
entraine I'inégalité
(1.3.3) h(p(x)) < h(x) pour tout x € (P"\ E)(Q).

En revanche, notons qu’il n’y a pas d’'inégalité dans I'autre sens. Par exemple, considé-
rons la projection p de P? dans P! donnée par p([xo: X1 : X2]) = [Xo: X1]; pour x=[1:0:
n], avec n€Z*, on a h(x) =log|n| et h(p(x)) = h([1:0]) =0.
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1.3/2. Comportement par morphisme

PROPOSITION 1.3.4. — Soit f : PK ——3 P™ une application rationnelle définie par m+1
polynomes (fy,..., fn) en n+ 1 variables, a coefficients dans Q homogenes de degré d et
sans facteur commun. Notons Z le lieu d’'indétermination de f, lieu des zéros communs
dansP" des polynomes fy,..., fm.

a) 1l existe un nombre réel c, tel que pour tout x € (P*\ 2)(Q), h(f (x)) < dh(x) + ci.
b) Pour toute sous-variété fermée X deP* qui ne rencontre pas Z, il existe un nombre
réel cx tel que h(f (x)) > dh(x) — cx pour tout x € X(Q).

Démonstration. — Démontrons d’abord a).

Observons d’abord le lemme suivant : soit F un corps muni d'une valeur absolue et
soit ¢ un polynd6me homogeéne de degré d a coefficients dans F. Il existe un nombre
réel C tel que pour tout corps valué K contenant F et dont la valuation prolonge celle
de F et toute famille (xy, ..., x;) d’éléments de K,

lp(xo,..., xp)| < Cmax(xol,..., |xkN?.

Cela est évident pour un monome et s’en déduit, grace a I'inégalité triangulaire, par
récurrence sur le nombre de mondmes de ¢. Si la valeur absolue |-| est ultramétrique,
on peut en outre choisir pour C le maximum des valeurs absolues des monémes qui
constituent ¢.

Soit maintenant F un corps de nombres contenant les coefficients des polynomes f;.
Quitte a multiplier les polynémes f; par un méme entier non nul, on peut en outre sup-
poser que les coefficients des f; sont des entiers algébriques. Par conséquent, pour tout
nombre premier p, les valeurs absolues p-adiques de ces coefficients sont au plus 1 et
I'on aura, pour tout corps de nombres K contenant F, tout nombre premier p, tout
plongement o: K — C, et tout x = (xp,..., Xx) € K*+1 Tinégalité

max(|o(f5(0)],, .-, [0 (fin(0)] ) < max(o ()1, -, 100 ) .

Pour les valeurs absolues archimédiennes, il existe de méme, pour tout plongement
0¢o: F — Cun nombre réel C;, > 0 tel que I'on ait

max(|o(fo ()|, | (Fn(0)] ) < Coymax(10 (x0)loo -+, 10 () loo)

pour tout corps de nombres K qui contient F, tout plongement o: K — C qui pro-
longe o et tout élément (xp, ..., xi) € K<+,

Soit K un corps de nombres contenant F et soit x un point de P¥(K) ; choisissons-
lui un systeme de coordonnées homogenes [xy : --- : xx] dans K. Supposons que f soit
défini en x, c’est-a-dire que fy(x),..., f;(x) ne soient pas tous nuls. La définition de la
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hauteur implique alors la majoration

h(f(x) = h((fo(x): - fm ()]

1
- [K:Ql p;oooz I(Z—»Cplogmaxqa(ﬁ)(m”p“”’ |U(fm(x))|p)

1

< dlogmax(|o(xp)l|,,...,l0(xK)],)
K:Ql p;ngcp gmax(oolly...lotxilly
1
+ Y. (logCo, + dlogmax(lo(Xo)log - - -, [0 (X))
[K:Ql ;. k¢
<dh(lxg:---:x¢]) + max logC,.
o: F—C

L'assertion a) ainsi démontrée, passons a la seconde partie de la proposition. Soit
(Pj) une famille de polyndmes homogenes a coefficients dans Q définissant la sous-
variété X. La sous-variété de P définie par les polynomes P; d’une part et fy,..., fin
d’autre part est égale a X N Z, donc est vide. D’apres le théoréme des zéros de Hilbert,
dans sa version homogene, I'idéal (Pj, f;) engendré par ces polyndmes contient une
puissance de I'idéal (X, ..., Xy). Il existe ainsi un entier ¢ et, pour tout n € {0,..., k} des
polynomes G, et H;, tels que

m
X,tl = ZPjGjn + ZoﬁHm
J 1=

Il est loisible de supposer les polynomes G, et H;;, homogenes, quitte a ne conserver
que les monomes de G, de degré ¢ — deg(P;) et ceux de H;,, de degré ¢ —d.

Pour tout point x = [xp: -+ : x¢] de X(ﬁ), on a alors

m m
X =3 Pix)Gjn(x)+ ) fi(x)Hin(x) =Y fi(x)Hin(x)
j i=0 i=0
puisque, par hypothése, P;(x) = 0 pour tout j. Soit N un nombre entier non nul tel que
les coefficients des polynomes NH;, soient entiers algébriques, éléments d'un corps
de nombres F contenant aussi les coefficients des f;.
Par un argument similaire au a), on en déduit que pour tout corps de nombres K
contenant F, tout nombre premier p, tout plongement de K dans C,, et tout point
[Xo:---: xx] € X(F), on ait la majoration

INo (xp)], < max(|o(fo ()] ,,-.., | (fin(x))] ) max(1o (Hin () ).

Alors,

NI, o ()], < max(jo ()| -, [0 (fin(0)] ) max(lo (), .., 1o (k)7

d’ot1 une majoration

max(|o (%), -, |0 ()| ) < INI, max(o ()], -, [0 (frn(0)] ).
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Pour les valeurs absolues archimédiennes, il existe de méme un nombre réel C > 0
tel que

mMax(o(%0)loo - -, 10 (%) loo)? < CINIZ max(|o (o (x)] - |0 (Fn ()],
pour tout corps de nombres K contenant F, tout point x =[xy : -+ : Xx] € X(K) et tout
plongement de K dans C

Mettant bout a bout ces inégalités, on obtient

dh(lxo:---: x¢]) <logC+ Y log|NI,!

psoo

1
+

Y Y logmax(lg(fo@aD] .., |0 (fn )] )-

(K:Ql p<ooo: K—Cp

Autrement dit, d h(x) <logC + h(f (x)), ainsi qu'’il fallait démontrer. O

1.3/3. Hauteurs, plongements, fibrés en droites

Considérons maintenant une variété projective X, définie sur Q. A tout plongement
¢ de X dans un espace projectif P¥ est associée une fonction hauteur sur X (6), définie
par hy(x) = hpe(@(x)) pour x € X (Q), oit hpr désigne la hauteur sur P¥(Q) construite
précédemment. Cette définition ne requiert que le fait que ¢ soit une application ré-
guliere et s’étend donc verbatim aux morphismes ¢ de X dans un espace projectif. En
fait, nous allons voir que h, ne dépend essentiellement que du fibré en droites ¢* 0 (1)
sur X déduit du fibré tautologique &'(1) sur I'espace projectif.

LEMME 1.3.5. — Soit X une variété projective définie sur Q. Soitp: X — PX ety: X —
P des morphismes de X dans des espaces projectifs. Si ¢* O (1) et w* (1) sont iso-
morphes, la différence hy, — hy, des hauteurs associées a ¢ ety est une fonction bornée

sur X (6).

Démonstration. — Notons .Z le fibré en droites ¢* (1) ; par construction, il est en-
gendré par ses sections globales et définit un morphisme a de X dans ’espace projec-
tif P* associé a une base de 'espace vectoriel de ses sections globales — c’est le mor-
phisme fourni par le systéme linéaire complet associé a .Z. 1l existe alors des applica-
tions rationnelles définies par des polyndmes homogenes de degré 1, ¢': PS --» P¥ et
w': PS--s P telles que ¢ = ¢'oca ety = ¢ oa. En outre, le lieu d'indétermination de ¢’
et ¥’ ne rencontre pas a(X). (De maniére équivalente, les images réciproques par ¢
et ¥ du systeme linéaire des hyperplans de Pk, resp. P, sont, par définition de .Z,
des sous-systemes linéaires de celui associé a .Z, et sont sans point-base.) D’apres la
prop. 1.3.4, la fonction hps — hpi o ¢’ est bornée sur a(X) (6), de méme que la fonction
hps — hpm o', Par conséquent,

hy—hy = hpro@' ca—hpmoy'oa

est bornée sur X(Q). O
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Soit .% I'espace vectoriel des fonctions de X(Q) dans R et soit .%;, son sous-espace
vectoriel constitué des fonctions bornées. Notons . (X) I'’ensemble des morphismes
de X dans un espace projectif et Pic(X) le groupe abélien des classes d’isomorphisme
de fibrés en droites sur X.

A ¢ € ./ (X), nous pouvons associer d'une part la fonction hy,, ou plutot sa classe
[hy] modulo %, et d’autre part la classe d’'isomorphisme [¢* ¢ (1)] du fibré en droite
¢*0(1) sur X. D’apres le lemme ci-dessus, [hy] ne dépend que de [¢* O(1)]. Plus pré-
cisément, on a le théoreme :

THEOREME 1.3.6. — Il existe un unique homomorphisme de groupes 1 de Pic(X)
dans F | #y,, noté £ — 1.y, qui, pour tout morphisme ¢ de X dans un espace projectif,
applique la classe d’isomorphisme du fibré en droites ¢* € (1)] sur la classe de la fonction
hy, modulo I'espace F, des fonctions bornées sur X (6).

Démonstration. — Un tel homomorphisme est prescrit sur les classes de fibrés en
droites de la forme ¢* &'(1), ol ¢ est un morphisme, a fortiori sur les fibrés en droites
tres amples qui sont de cette forme en prenant pour ¢ un plongement. Comme tout
élément de Pic(X) est la différence de deux classes de fibrés en droites tres amples, il
n’y a au plus qu'un tel homomorphisme.

Notons Pic* (X) le sous-monoide de Pic(X) formé des classes de diviseurs engen-
drés par leurs sections globales. Ce sont exactement les images réciproques du fais-
ceau (1) par un morphisme de X dans un espace projectif. D’apres le lemme ci-
dessus, il existe donc une unique application de Pic* (X) dans .%/.%,, qui associe a la
classe de ¢* O'(1) celle de la fonction hy, pour tout morphisme ¢ de X dans un espace
projectif. Notons D — np cette application.

Montrons qu’elle est additive. Soit donc ¢ et ¥ des morphismes de X dans des es-
paces projectif P* et P™ et considérons la composition

a: XM’ Pk x Pm i Pkm+k+m’

ou S désigne le plongement de Segre. Le comportement du morphisme de Segre vis
a vis des hauteurs implique I'égalité h, = hy, + hy. D’autre part, le fait qu'il soit défini
par des polyndmes homogenes de bidegré (1,1) implique que S*&'(1) est isomorphe
au produit tensoriel externe des deux fibrés &'(1). Par suite, a* (1) est isomorphe au
produit tensoriel 9* (1)@ y™* O (1). Si D et E désignent les classes de ¢* &' (1) ety™* O'(1),
np+E est doncla classe de hy = hy + hy, laquelle est la somme des classes np et ng.
Lexistence d'un homomorphisme de groupes 7: Pic(V) — % /.7, vérifiant les pro-
priétés exigées par le théoreme résulte maintenant d'un argument élémentaire de dif-
férence. O

Soit X une variété projective définie sur Q et soit . un fibré en droites sur X. On
appellera hauteur relative i £ toute fonction de X(Q) dans R dont la classe modulo
les fonctions bornées est égale a n . Deux telles fonctions different d'une fonction
bornée. Si .Z est ample (ou plus généralement engendré par ses sections globales),
toute hauteur relative a . est minorée.

Une conséquence de la construction est la propriété suivante :
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PROPOSITION 1.3.7. — Soit f: X — Y un morphisme de variétés algébriques définies
sur Q, soit ./ un fibré en droites sur Y. Pour toute hauteur h_y relative a # surY,
h 4 o f est une hauteur relative a f* .# surX.

Démonstration. — Par un argument de différence, il suffit de traiter le cas d'un fibré
tres ample. On peut donc supposer qu’il existe un plongement ¢ de Y dans un espace
projectif tel que .Z = ¢* O (1). Alors, ¥ = @ o f est un morphisme de X dans un espace
projectif et 'on a w* 0 (1) = f*.# . Par définition, hy = hyo f est donc une hauteur
relative a f*.#. Comme h , est une hauteur relative a .#, h_, — h,, est une fonction

bornée, ce qui implique que h 4 o f — hy, est bornée sur X Q. O

§1.4. Finitude

Le théoréme principal de ce paragraphe généralise la proposition 1.1.2.

THEOREME 1.4.1. — Pour tout entier d > 1 et tout nombre réel B, I'ensemble des points
x € PX(Q) définis sur un corps de nombres de degré au plus d et dont la hauteur est au
plus B est fini.

Quelques commentaires sur |’expression « définis sur un corps de nombres de degré
au plus d » et sur le corps de définition d’'un point de I'espace projectif. Soit x € P¥(Q)
et soit [xp : -+ : x¢] un systéme de coordonnées homogénes de x, dans Q. Dire que x est
défini sur un corps de nombres K signifie que x € P¥(K), autrement dit que x admet
un systeme [ : --- : ] de coordonnées homogenes dans K. De la proportionalité des
deux systémes résulte que x est défini sur K si et seulement si x;/x; € K pour tout
couple (i, j) d’éléments de {0,..., k} tels que x; # 0. Dit autrement, si, disons xp # 0, le
corps Q(x;/xo,...,Xr/ xp) est le plus petit corps de nombres sur lequel x soit défini. On
I'appelle le corps de définition de x et on le note Q(x).

La théorie de Galois fournit une autre fagcon de voir ce corps. Le groupe Gal(Q/Q) des
automorphismes de Q agit sur P¥(Q) via, rappelons-le, sur son action sur les coordon-
nées homogenes : sio € Gal(ﬁ/Q) etx=1[xp: - -:X] € P”(ﬁ), ox)=[o(xy) :- - :0(xp)].
Le stabilisateur du point x est exactement le sous-groupe Gal(Q/Q(x)) de Gal(Q/Q).
Notons d le degré du corps Q(x) et soit 01,...,04 une famille de représentants de
Gal(Q/Q) modulo Gal(Q/Q(x)). (Leurs restrictions au corps Q(x) sont exactement les
d homomorphismes de corps de Q(x) dans 6.) Lorbite de x sous Gal(a/ Q) est alors
formée des d points 01(x),...,04(x), que 'on appelle les conjugués de x.

Démonstration. — Pour tout couple (i, j) d’éléments de {0, ..., k}, notons p; j la projec-
tion de P¥ sur P! donnée par [xg: -+ : xx] — [X; : x;j] ; elle est définie hors du sous-espace
projectif P; ; de codimension 2 donné par I'annulation des coordonnées homogenes x;
et x;.

Sixe (P"\P;j) (Q), on adémontré que h(pi;j(x)) < h(x). Enoutre, p;;(x) est défini sur
Q(x), ainsi qu’il résulte de la description du corps de définition d'un point de I'’espace
projectif rappelée ci-dessus.
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Supposons établi le théoreme lorsque n = 1; alors, 'ensemble des projections
pij(x), pour x € Pk (6) défini sur un corps de degré au plus d et de hauteur au plus B,
est fini. Autrement dit, les quotients x;/x; ne peuvent prendre qu'un nombre fini de
valeurs possibles, d’ot la finitude annoncée.

Il reste 2 montrer le cas 7 = 1. Introduisons un morphisme 6 de (P1)¢ dans P? don-
née par

O(x - x1, . (£ = (2902 24,

ou les z; sont définis par la relation
a . : d ,
[T+ T =Y 2,17,
i=1 j=0

ou T est une indéterminée. En d’autres termes, on a, pour j € {0,..., d},

L y D
Zj= xgl...xgd,
e:{1,..,d}—{0,1}
£1+---+8d=j

versions homogenes des fonctions symétriques élémentaires puisque

4 Y gl gl
<0 i1<'~-<ij
ot €0 = 10 /0.
Le fibré en droite 8* ¢'(1) est isomorphe au produit tensoriel externe des fibrés ¢'(1)
sur chacune des copies de P!, car 6 est définie par des formes de multidegré (1,...,1).
Il en résulte qu’a une fonction bornée pres,

d
> h(x) = h@W,..., x'P))
i=1

pour tout (x, ..., x(¥) e PL(Q)4.

Soit maintenant x € P1(6) dont le corps de définition Q(x) est de degré d. Notons
xM,...,x¥ les éléments de son orbite sous Gal(Q/Q) et appliquons la relation au d-
uplet [x] = (xV,..., x'¥). Comme la hauteur est invariante sous Gal(Q/Q) (prop. 1.2.2)
il en résulte I'’exitence d'un nombre réel c tel que

dh(x)—c < h(0([x])) < dh(x) +c,

pour x € P1(Q).

Le point important est que 6([x]) est, par construction méme, invariant sous
Gal(Q/Q). C’est donc un point de P4(Q) de hauteur au plus dh(x) < dB+ c. (De
fait, lorsque xy # 0, O([x]) n’est autre que la collection des coefficients du polynéme
minimal de x;/xg.)

Comme I'ensemble des points de P4(Q) de hauteur au plus dB est fini (proposi-
tion 1.1.2), 'ensemble des O([x]), pour x € P! (Q) de hauteur au plus B et définis sur
une extension de degré d de Q est fini. U'application 6 n'est pas injective mais ses
fibres ont cardinal au plus d!. En effet, la connaissance de (z,..., z;) détermine celle
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de (EW,...,&@) al'ordre prés : ce sont les opposés des inverses des racines du poly-
nome } z; TJ. Plus précisément, la connaissance de 0([x]), c’est-a-dire, si xy # 0, du
polynéome minimal de x;/xy, détermine x € p! (6) aun choix parmi d pres : celui d'une
racine de ce polynome de degré d.

Par conséquent, 'ensemble des points x € P'(Q) de hauteur au plus B et définis sur
une extension de degré d de Q est fini, ce qu'’il fallait démontrer. O

COROLLAIRE 1.4.2. — Soit X une variété projective sur Q et soit & un fibré en droites
ample sur X. Notons hy une hauteur relative a £ sur X. Pour tout entier d et tout
nombre réel B, I'ensemble des points x € X(Q) définis sur une extension de degré au
plus d et de hauteur au plus B est fini.

Démonstration. — Par définition, il existe un entier m > 1 tel que Z®™ soit tres
ample, c’est-a-dire isomorphe au fibré en droite ¢* &'(1), ol ¢ est un plongement de X
dans un espace projectif P¥. Par construction de la machine des hauteurs, mhgy — hy

est une fonction bornée sur X(Q). Comme ¢ est injectif, on voit que I’assertion résulte
de I’énoncé de finitude sur P¥. O

§1.5. Hauteurs locales et fonctions de Green

La formule (1.2.7) qui définit la hauteur d'un point de |’espace projectif a coefficients
dans un corps de nombres K est une somme indexée sur les différents plongements
de K dans les corps Cp, ol p parcourt I'ensemble des nombres premier et co. Ce-
pendant, chacun de ces termes n’est pas une fonction sur I'espace projectif car ils dé-
pendent du choix des coordonnées homogeénes; seule leur somme n'en dépend plus,
en vertu de la formule du produit.

La théorie des fonctions de Green permet d’exprimer la hauteur d'un point comme
somme de termes locaux (« hauteurs locales ») bien définis.

1.5/1. Définition

Soit K un corps valué complet et algébriquement clos, soit X une variété projective
définie sur K et soit D un diviseur de Cartier effectif sur X. (Rappelons qu’il s’agit d'un
sous-schéma fermé qui est localement définie par une équation non-diviseur de zéro.)

On appelle fonction de Greenrelativement a D sur X toute fonction continue Ap: (X\
D)(K) — R qui vérifie les propriétés suivantes :

— si D est tres ample, il existe un plongement de X dans un espace projectif P” tel
que D = X n Hy, ou Hy = {xy = 0}, et tel que la fonction donnée par

| X0l
maX(|x0|)---y|xn|)

x— Ap(x) +log

s’étende (de maniere unique car X \ D(K) est dense dans X(K)) en une fonction conti-
nue et bornée sur X(K).
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— si D = E - F est la différence de deux diviseurs tres amples, il existe des fonctions
de Green Ag et Ar relativement a E et F comme ci-dessus telles que Ap = Ag — A sur
X\ (EuF)(K).

LEMME 1.5.1. — Lensemble des fonctions de Green relativement a un diviseur de
Cartier D est un espace affine sous l'espace vectoriel des fonctions continues et bornées
sur X(K).

Démonstration. — Soit D et E des diviseurs tres amples et soit Ap, Ar des fonctions de
Green définies par des plongements ¢ et . On vérifie que la composition de (¢, y) et
d’'un plongement de Segre S définit la fonction Ap+Ag, a une fonction continue bornée
pres.

Par un argument élémentaire, il suffit alors de démontrer que la différence de deux
hauteurs locales associées a un diviseur trés ample s’étend en une fonction continue
bornée sur X(K). Soit ¢: X — P" et ¢: X — P"" des plongements tels que D = ¢* Hy =
w* Hy, ou Hy est’hyperplan d’équation xy = 0 dans P”, resp. d’équation yy = 0 dans P™.
En particulier, ces deux plongements sont associés a un plongement a: X — P* défini
par le systeme linéaire complet associé a D composés avec des projections linéaires
@' et ' dont les centres ne rencontrent pas a(X). Par hypothese, ¢; — 1 s'annule
identiquement sur a(X). En outre, les formes linéaires (¢y, ..., ¢},) définissant ¢', resp.
[w'0:---: )] définissant ¥’ ne s’annulent pas simultanément sur a(X). Il en résulte
que l'application
max(jpp ()|, ¢l W
max(|[y,(0)],- - [¥h ()]
est bien définie — numérateur et dénominateur sont homogenes — et continue
sur a(X). Si K est localement compact, en I'occurrence si K = C, elle est alors bornée.

Dans le cas général, il faut une fois de plus utiliser le théoreme des zéros de Hilbert.
L'existence d'une majoration

p:y=I[y:-:ysl—log

max(|(3)],..., [, ()]) < emax(|yol, ..., | ys))

est évidente. Soit (P;) une famille de polyndomes homogenes définissant a/(X). La fa-
mille (Pj,l[/’l.) n‘ayant pas de zéro commun, il existe des polyndmes Q; et H;y, et un
entier ¢ tels que

m
t
Vi =2 QjkPj+ ) vw;Hi.

k i=0
On peut supposer ces polyndmes homogenes ; les polynomes H;; sont homogenes de
degré ¢ — 1. De cela découle une majoration Par suite, il existe un nombre réel c tel que

t
|| <cmax(lw{)(y)l,...,Iw’m(y)l)rril%XIHik(y)l.

Comme Hj estde degré t—1, il existe en outre une majoration |Hik(y) | < max(|y0| e |ys|) =1
Finalement, on en déduit une minoration

max(|yo ()], .., [Win(]) = ¢ max(|yo|,..., |ys])-
Le fait que u soit bornée est alors évident. O
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PROPOSITION 1.5.2. — Soit X une variété projective sur K, soit D et E des diviseurs de
Cartier sur X et soit Ap, Ag des fonctions de Green pour D et E respectivement. Alors, les
fonctions Ap + Ag et Ap — A sont les restrictions a X \ (D U E)(K) de fonctions de Green
pour D + E et D — E respectivement.

Démonstration. — Compte tenu de la définition, il suffit de traiter le cas de D + E
sous I'hypothése que D et E sont trés amples, associés a des plongements ¢: X — P*
et y: X — P tels que D est défini par xp = 0 dans ¢(X) et E est défini par yp =0
dans v (X). Considérons la composition a de (¢, ) et du plongement de Segre S: P¥ x
P — pkmk+m qonné par S([xo: -+ xkl, (Vo i+ Yml) = [X0Yo : -+ : Xk Ym]. Dans a(X),
I'équation zy = 0 définit le diviseur de Cartier D+ E. L'assertion résulte alors de I'égalité

| %030] o | x0] |0l
max(|x; y;|) max(|x;|) max(|y;|)’

log

valable pour tout couple de points (x, y) € P¥(K) x P™(K) tels que xp Z0 et o #0. O

PROPOSITION 1.5.3. — Soit f: X — Y un morphisme entre variétés projectives sur K,
soit D un diviseur de Cartier sur X, soit E un diviseur de Cartier sur Y. On suppose que
D = f*E. Si Ag est une fonction de Green relativement a E sur Y, alors Ago f est une
fonction de Green relativement a D sur X.

Démonstration. — 1l suffit de traiter le cas ol E est tres ample, associé a un plonge-
ment ¢ de Y dans P™ et tel que E soit défini par I'équation y, = 0 dans y(Y). Soit D’
un diviseur de Cartier trés ample sur X, associé a un plongement ¢ de X dans P* de
sorte que D' soit défini par I'équation xy = 0 dans ¢(X). Introduisons alors la compo-
sition a de (¢, o f): X — PX x P et du plongement de Segre vers PX"*+k+m _(C’est un
plongement et 'équation zy = 0 définit D' + f*E = D' + D dans a(X). Pour x € X de

coordonnées homogenes [xp : ---: xi] et d'images y = f(x) = [y : - : ym] dans Y et
z=a(x)=[20: " Zem+keml dans P+ o1 4 alors
log 2l _jgg 1@l |0l '
max(|z;|) max(|x;[) max(|y;|)

Si Apy est une fonction de Green pour D', il en résulte que Ay + Ao f est une fonction
de Green pour D'+ f* E; par conséquent, Ago f estune fonction de Green pour E.?) [

1.5/2. Cas du corps C

Le fibré en droites &'(D) a pour sections locales les fonctions méromorphes f ayant
au plus D comme pole, c’est-a-dire telles que div(f) + D soit effectif. Si D est effectif, la
fonction réguliere constante 1 définit en particulier une section globale de ce fibré en
droites que 'on note 1p et dont le diviseur n’est autre que D.

Supposons que le corps valué soit le corps des nombres complexes. Soit X une va-
riété projective complexe, soit D un diviseur de Cartier de X et soit Ap: (X\ D)(C) — R
une fonction continue. Pour que Ap soit une hauteur locale relativement a D, il faut

@Voir I'exercice 1.6.11 pour un point de détail nécessaire 2 une preuve compléte.
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et il suffit qu'il existe un recouvrement ouvert fini (Uy,..., Uy) tel que D soit défini par
une équation f; sur U; et que la fonction Ap+log | fi | s’étende en une fonction continue
sur U;. [l revient ainsi au méme d’exiger qu'’il existe une métrique hermitienne continue
sur le fibré en droites &'(D) telle que log|1pll = Ap.

Notons par exemple que la métrique hermitienne de référence que nous avons choi-
sie sur le fibré ¢/(1) de I'espace projectif P¥ est donnée par la formule

lapxo + -+ + apxil
max(|xpl,...,|xkl)

laoXo +--- + apXill ([xp : -+ : xk]) =

Ce n’est pas tout a fait la métrique de Fubini-Study, laquelle est donnée par

lapxo + -+ + apxil
(%012 + -+ + | xx|H)112

laoXo +---+ apXpll ([xp : -+ : X)) =

On voit que I'on peut ainsi définir la notion de fonction de Green €’*°, parallelement a
celle de métrique hermitienne ¢°.

La formule classique dd‘log|z| ~248, = 0 en une variable, ou la formule de Poincaré-
Lelong dd‘log | f | BEY) div(f) = 0 entrainent que dd°gp+6 p est une forme différentielle
de type (1,1), lisse, pourvu que gp soit une fonction de Green €*°. On a noté ép le
courant d’intégration sur D, défini, au choix, ou bien par intégration des formes sur la
partie lisse de D, ou bien par résolution des singularités. C’est un courant positif fermé
sur X, de bidegré (1,1).

On retrouve alors la définition standard en géométrie d’Arakelov telle que posée
par GILLET & SOULE (1990).

DEFINITION 1.5.4. — Soit X une variété projective complexe (lisse) et soit Z une sous-
variété integre de X de codimension p. On appelle courant de Green pour Z tout courant
gz sur X(C) tel que dd°gy + 6 7 soit une forme lisse de type (p, p).

Revenons aux fonctions de Green associées a un diviseur D. Soit gp une telle fonc-
tion de Green, supposons-la lisse, ou au moins de classe %?, de sorte qu’est définie la
forme différentielle wp = dd°gp + 6 p.

Alors A¥ wp est une forme de type (k, k) sur X(C) alaquelle on associe naturellement
une mesure sur X(C).

On vérifie par une nouvelle application de la formule de Poincaré-Lelong que cette
forme wp et cette mesure A\*wp ne dépendent du couple (D, gp) que par I'intermé-
diaire du fibré hermitien qu’il définit. Elles coincident d’ailleurs avec la forme de Chern
de ce fibré hermitien et sa puissance extérieure maximale.

Dans le cas d'un corps p-adique, la situation est plus délicate pour un certain
nombre de raisons :

- Cp, n'est pas localement compact;

— l'opérateur aux dérivées partielles dd® n’existe pas, pas plus d’ailleurs que les cou-
rants;

— les mesures naturelles n’existent pas.
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La théorie de ZHANG (1995b) fournit néanmoins une bonne notion de métrique
p-adique. On résout (simultanément) ces trois problemes a l'aide de la théorie
des espaces analytiques introduits par BERKOVICH (1990), cf. GUBLER (1998, 2003)
et CHAMBERT-LOIR (2006).

1.5/3. Décomposition de la hauteur en termes locaux

Soit X une variété projective sur un corps de nombres K et soit D un diviseur de
Cartier sur X. Il s’agit d’écrire la hauteur d’'un point de X(Q) qui n’appartient pas a D,
relativement au fibré ¢'(D), comme une somme de termes locaux indexée par I'en-
semble Mg des places de K.

Si v estune place de K, nous noterons C, le corps valué complet algébriquement clos
C ou C;, correspondant et £, le nombre de plongements de K dans C, qui induisent
cette valeur absolue. Ladhérence K, de K dans C, est un corps valué complet (égal
a R, Qp pour p un nombre premier, ou une extension finie d'un de ces corps). Nous
noterons K, la cléture algébrique de K, dans C,.

Soit v une place de K. Soit g, une fonction de Green sur X(C,) relativement a D
(nous dirons aussi que g, est une fonction de Green v-adique). On définit une hauteur
locale relativement 4 D de la fagon suivante. Soit P € (X \ D)(K,) ; soit n son degré sur K
et soit Py,..., P, ses conjugués dans X(C,). On pose

n
R(P) ==Y gu(Py.
niz1

Si D est effectif et tres ample, nous dirons qu'une famille (g,) de fonctions de Green
v-adiques relativement a D, indexée par '’ensemble My des places de K est élémentai-
rement admissible si pour presque toute place v, g, est définie par un méme plonge-
ment (défini sur K) de X dans un espace projectif dont D est une section hyperplane.
Dans le cas général, D est la différence Er de deux diviseurs effectifs trés amples et
nous dirons qu'une famille (g,) est admissible sil’'on a g, = gg,, — §ry pour tout v, ou
(8E,v)v et (gr )y sont des familles élémentairement admissibles de fonctions de Green
pour E et F respectivement.

Le lemme suivant, dont la démonstration est laissée au lecteur, montre que 'en-
semble des familles admissibles de fonctions de Green est stable par les opérations
standard de la géométrie algébrique.

LEMME 1.5.5. — Soit X une variété algébrique projective sur un corps de nombres K.

a) Soit (g,) et (g]) des familles de fonctions de Green (élémentairement) admissible
relativement a des diviseurs D et D'. La famille (g, + g|) est une fonction de Green (élé-
mentairement) admissible relativement a D+ D'.

b) Soit X' une variété algébrique projective, integre, définie sur K, soit f: X' — X un
morphisme et soit D un diviseur sur X tel que f(X') ¢ D. Si (g,) est une famille de fonc-
tions de Green (élémentairement) admissible relativement a D, (g, © f) est une famille
de fonctions de Green (élémentairement) admissible relativement au diviseur f*D.
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PROPOSITION 1.5.6. — Soit D un diviseur de Cartier sur X, soit hp une hauteur pour D
et soit (g,) une famille admissible de fonctions de Green pour le diviseur D. Alors, la série
h(x) = Y yemy €vhy(x) est une somme finie pour tout x € (X \ D) (6) ; de plus, h— hp est
bornée sur (X \ D)(Q).

Démonstration. — Par linéarité, on se ramene au cas ou le diviseur D est trés ample
et ou (g,) est une famille élémentairement admissible de fonctions de Green. Soit
¢: X — P¥ un plongement de X dans un espace projectif dont D est la section hyper-
plane {X; = 0} et définissant presque toutes les fonctions de Green. Pour toute place v
et tout point x € (X \ D)(C,), le point ¢(x) a des coordonnées homogenes [xp : ... : Xi]
avec xp # 0; posons alors

|x0|v
max(|xgly,..., Xkl

gY(x) = gy(x) +log

Par définition, pour toute place v, la fonction gS est bornée, et est identiquement nulle
pour presque toute place v.

Soit alors K’ un corps de nombres contenant K et soit x € (X \ D)(K'), de conjugués
xD, . x™ sur K. Si ¢(x) a pour coordonnées homogenes [xp : ...: x|, onadonc xp #0
et

1
hy(x) = hpr(p(x)) =

Y, Y. logmax(lo(xo)l,...,lo(xp)l,)

[K/ : Q] p<ooo: K’%Cp

1 lo (%)
=— lo
[K':Q] pgzoog: Krz_.cp gmauc(la(x())l,...,Io(xk)lp)
1 n

= - (g (') — g (x™)
n(K: Q] ;U§4K & &v

1 L 0 (i) 1 - (1)
== U(x )+— (x )
n(K:Q] ;yeXA:/[Kg n[K: Q] vg:/IKi:z‘igv

1 < 0,.() 1 7
= (x )+— h (x)
niK:Ql ;,,%Kg” [K:Ql U,§4K Y

La proposition résulte alors de ce que la premiere somme est bornée indépendamment
de x. O

1.5/4. La hauteur détermine les fonctions de Green

Soit X une variété algébrique projective sur un corps de nombres, soit D un diviseur
de Cartier sur X et soit hp une hauteur pour D. Il est naturel de se demander dans
quelle mesure hp détermine D. Suivant qu'on se donne hp exactement, ou a O(1), la
réponse est fournie par le résultat suivant.

THEOREME 1.5.7. — Soit X une variété projective lisse sur un corps de nombres K ; soit
D un diviseur de Cartier sur X et soit hp une hauteur pour D.
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a) Supposons que hp soit bornée; alors la classe de D est de torsion dans le groupe
de Picard de X : il existe un entier n et une fonction rationnelle f sur X telle que nD =
div(f).

b) Supposons que hp posséde une décomposition en somme de termes locaux, don-
nés par une famille admissible (g,) de fonctions de Green pour le diviseur D. Si hp est
constante, chacune des fonctions g, est constante.

Ce théoreme est di a A. NERON pour la premieére partie, voir SERRE (1997), §2.9
et3.11, eta AGBOOLA & PAPPAS (2000) pour la seconde. (dans cet article, il est d’ailleurs
observé qu'’il suffit de supposer X normale dans I'énoncé du théoreme). La seconde
partie est tout particulierement intéressante dans les contextes ou I’on dispose de fa-
milles admissibles canoniques de fonctions de Green, en particulier celui des systemes
dynamiques (voir KAWAGUCHI & SILVERMAN (2007 a)).

§1.6. Exercices

Exercice 1.6.1. — Soit £ un nombre algébrique, soit d son degré et soit P = agX% +--- +
ag le polyn6me minimal. on note H(P) = max(|ayl,...,|a4l). On rappelle que la hau-
teur h(¢) de ¢ est par définition celle du point de coordonnées homogeénes [1:¢] de Pl
Soit P = ayX? + --- + ay un polynome a coefficients complexes de degré d. On note
H(P) = max(|ap,...,|aql).
a) Montrer que I'on a I'inégalité

279H(P) <M(P) < Vd +1H(P).

b) En déduire que pour deux polynémes P; et P,, a coefficients complexes, on a

(1.6.2) H(P)H(P,) <29V d+1H(P, Py)
g d
(1.6.3) H(P1P) < 2°(1+ 2 )H(PH(Py),

oud= deg(Ple).
¢) Si P est le polynéme minimal d'un nombre algébrique ¢, montrer que la hau-
teur h(¢) est encadrée comme suit :

1 1 1
—logH(P)—log2 < h(é) < —=logH(P) + —log(d +1).
dog (P) —log ©) dOg (P) 5d og( )
Exercice 1.6.4. — Soit f € 6(1‘) une fraction rationnelle non constante; on I'écrit P/Q

oi1 P et Q € Q[¢] sont des polynémes premiers entre eux et on pose d = max(deg B, degQ).
Montrer que I'on a
h(f (&)
im =
h@—oco  h()

Exercice 1.6.5. — Soit ¢ un entier algébrique de degré d; on note ¢y, ...,¢4 ses conju-
gués dans Cet, pour n€N, S, = ijl E;? la n-ieme somme de Newton. On pose aussi

1(&) =max(|&q],...,1¢qD)
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a) Montrer que pour tout entier n, S, est un entier relatif qui vérifie |S,| < du(é)”.
(Utiliser le théoreme sur les fonctions symétriques.)

b) Soit p un nombre entier tel que S, = Sy, pour 1 < n < d; montrer que ¢ est une
racine de I'unité (ou ¢ =0).

¢) Montrer que pour tout nombre premier p, Sy, et SP sont congrus a S, modulo p.
(Observer que les coefficients du polynome symétrique X} +--- + X — (X + -+ + Xz)?
sont multiples de p.)

d) On suppose que ¢ # 0 et que ¢ n’est pas une racine de I'unité; on va montrer que
w(é) = el ded”, Supposons par I'absurde que l'ingalité inverse soit vraie et soit p un
nombre preier tel que 2ed < p < 4ed (il en existe d’apres le théoréme de Tchébitcheff
— postulat de BERTRAND). Montrer que | Sy, — S,| < p pour 1 < n < d, puis que S, =
Sppour 1 < n < d. En déduire que ¢ est une racine de I'unité.

e) Sous la méme hypothése que d), montrer que h(¢) > 1/4ed3. Pour d’autres résul-
tats dans la méme veine, voir I'exercice 2.3.5 du chapitre 2, ainsi par exemple que le
livre de WALDSCHMIDT (2000).

Exercice 1.6.6. — Soit p: P2 -—-» P! la projection linéaire donnée par p([xy : x; :
X2]) = [xp : x1], d'unique point d’indétermination Q = [0 : 0 : 1]. Soit X une courbe
de P?, d’équation homogene f(xy,x1,X2) = 0. On suppose que X ne contient pas le
point Q. Déterminez (en fonctions des coefficients de f) un nombre réel cx tel que
|n(p(x)) — h(x)| < cx pour tout x € X(Q).

Exercice 1.6.7. — Soit f: P> -—-» P! une application rationnelle donnée par trois poly-
nomes (fo, f1, f2) de méme degré d sans facteur commun. Son lieu d'indétermination Z
est un ensemble fini de points. Si X est une courbe de P?, supposée lisse ou au moins
lisse en tout point de X N Z, la restriction de f a X\ (X n Z) s’étend en un unique mor-
phisme f de X dans P'.

a) Le degré d de f est inférieur ou égal a d, en fait égal 2 d — card(X N Z) (cardinal
compté avec multiplicités). Pour que d = d, il faut et il suffit que X ne rencontre pas Z.

b) 1l existe un nombre réel cx tel que pour tout x € X(Q), |Jh(x) - h(f(x))| < cx.

Exercice 1.6.8. — Soit X une variété projective et soit D un diviseur de Cartier effectif
sur X. Soit hp une hauteur relative au fibré en droites O (D) sur X. Il existe un nombre
réel c tel que hp(x) > ¢ pour tout x € X(Q) tel que x & D.

Exercice 1.6.9. Soit X une variété projective et soit .Z un fibré en droites sur X. Soit
B le lieu des zéros communs de toutes les sections des puissances de .. (Dire que
B = @ signifie donc qu'une puissance de .Z est engendrée par ses sections globales.)
Soit h ¢ une hauteur relative a .Z sur X. Il existe un nombre réel c tel que ho(x) > ¢
pour tout x € X(Q) qui n’appartient pas a B.

Exercice 1.6.10. — Soit .Z un fibré en droites sur X tel qu’il existe un fibré en droites
ample ./# de sorte que . ® .# ! soit effectif. Il existe un fermé de Zariski strict Z de X
hors duquel la propriété de finitude pour la hauteur & ¢ est vérifiée.
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Exercice 1.6.11. — Le résultat suivant était implicite dans la démonstration des énon-
cés de base sur les fonctions de Green.

Soit X une variété projective sur un corps K, valué et algébriquement clos et soit D
un diviseur de Cartier sur X. Soit A une fonction d’'un ouvert U de X \ D(K) dans R; on
suppose que U est dense dans X(K).

On suppose que pour tout point x € X(K), il existe un diviseur de Cartier tres
ample E ne contenant pas x et une fonction de Green Ag pour E tels que la fonction
A+ Ap s’étende (nécessairement uniquement, car U est dense) en une fonction de
Green pour D + E. Alors A s’étend uniquement en une fonction de Green pour D.






CHAPITRE 2

SYSTEMES DYNAMIQUES D’ORIGINE ARITHMETIQUE

§2.1. Systémes dynamiques polarisés

2.1/1. La définition et quelques exemples

Par définition, un systeme dynamique polarisé est la donnée d’'une variété projec-
tive X (pas forcément lisse), d'un endomorphisme f de X et d'un fibré en droites ample
& sur X tel que f*.% soitisomorphe a une puissance . ¢ de .Z, ot1 d est un entier su-
périeur ou égal a?2.

L'entier d, que ZHANG (2006) propose d’appeler le poids de (X, f,.Z), est relié au
degré de f par la formule deg(f) = d™¥. On a en effet

d’ot1 'assertion en divisant par c; ((£)%™X qui n’est pas nul puisque .Z est ample.

Comme I'a noté SERRE (1960), I’action d'un tel endomorphisme sur la cohomologie
de X obéit a «'analogue kihlérien des conjectures de Weil ».) Supposant X lisse, 'en-
domorphisme f* du groupe de cohomologie singuliere H/ (X, C) est diagonalisable et
ses valeurs propres sont toutes de valeur absolue archimédienne d’//2. En particulier,
tous les degrés dynamiques de f (définis comme les rayons spectraux de f* agissant
sur la cohomologie singuliére, voir les articles de CANTAT et GUEDJ) sont strictement
dominés par le dernier, égal a d*. Létude des systemes dynamiques polarisés apparait
ainsi comme un cas particulier des études plus spécifiquement dynamiques exposées
dans ce volume.

Nous avons déja donné I'exemple de I'espace projectif P* et d’'un endomorphisme f
défini par une famille (fy, ..., fi) de polynomes homogenes de degré d sans zéro com-
mun autre que (0,...,0). On a en effet f*&'(1) = O(d). Les sous-variétés de Pk qui sont
stables par f fournissent de méme un systeme dynamique polarisé. Par un résultat
de FAKHRUDDIN (2003), c’est en fait le cas général :

(ULa conjecture de Weil en question est 'hypothése de Riemann pour les variétés algébriques sur les
corps finis : elle concerne le cas ou1 X est une variété algébrique projective lisse sur un corps fini de car-
dinal g et f est'’endomorphisme de Frobenius donné par I'élévation des coordonnées a la puissance q.
Son poids est g.
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PROPOSITION 2.1.1 (Fakhruddin). — Soit (X, f,.Z) un systeme dynamique polarisé
défini sur un corps infini.?) Il existe un plongement projectif . de X dans un espace pro-
jectif P¥ tel que 1* ©'(1) soit isomorphe a une puissance de £, et un endomorphisme F
de degré d de P tels que For=1o f.

(Dans ce qui suit, remplacer .Z par une puissance sera souvent inoffensif.)

2.1.2. Systemes dynamiques abéliens. — Les variétés abéliennes fournissent des
exemples fondamentaux de systemes dynamiques. Considérons une variété abé-
lienne X sur un corps F, c’est-a-dire une variété projective munie d'une structure
de groupe algébrique. Pour tout entier n, la multiplication par n, notée [n], définit
un endomorphisme de X. Le théoréme du cube, voir par exemple MUMFORD (1974),
entraine que pour tout fibré en droites symétrique .7, le fibré en droites [n]*.Z est
isomorphe a .% n*,

Plus généralement, on appellera systeme dynamique abélien un systeme dynamique
de la forme (X, f), ou X est une variété abélienne et f: X — X un endomorphisme
de la variété algébrique X, c’est-a-dire la composition d'un endomorphisme ¢ de X
comme variété abélienne et d'une translation par un point xy de X. Lorsque ¢ —id est
surjectif, ce qui sera le cas si X est simple et ¢ # id (ou, plus généralement si pour toute
sous-variété abélienne Y # 0 de X, a|y # idy), alors le systétme dynamique (X, f) est
conjugué au systeme (X, ¢).

Il convient d’observer qu'un systeme dynamique abélien n’est en général pas pola-
risé, par exemple lorsque X est un produit X; x X, et que f = f; x f> est donné par la
multiplication par deux entiers n; et n, distincts sur chacun des facteurs.

2.1.3. Systemes dynamiques toriques. — Soit d un entier tel que d > 2. On définit un
systeme dynamique sur I’espace projectif P¥ en posant f([xo:---: x¢]) = (xgl Teees x,‘f).
C’est un systéme polarisé car f* (1) = €(d) ; il est de poids d. Soit G 'ouvert de P¥ ot1
aucune coordonnée homogeéne ne s’annule; si 'on fixe la coordonnée homogene x
égale a 1, on voit que G est isomorphe au tore algébrique (Gm)*, oit Gy, = Al \ {0} est le
groupe multiplicatif.

De la sorte, P¥ apparait comme une compactification de G, compactification qui
n’est pas du tout arbitraire car la multiplication de G, a savoir 'application m: GxG —
G qui définit la structure de groupe sur (an), s'étend en une action de G sur P¥, donnée
par (u,x) — [Xp:uyxy:---: UpXpl siu=(uy,...,up) eGetx=[xp:: xxl € Pk,

Plus généralement, on appelle variété torique une variété X, disons projective et
lisse, contenant un tore algébrique G comme ouvert dense, de sorte que la multipli-
cation de G s’étende en un morphisme de G x X dans X. Le complémentaire de G
dans X est alors un diviseur D, d’ailleurs un diviseur canonique(g) de X. Pour tout en-
tier d > 2, 'endomorphisme u — u? de G s’étend en un morphisme f: X — X pour
lequel f*Ox(D) = Ox(dD). On obtient de la sorte un systeme dynamique polarisé de

@ Cette hypothése, reprise de FAKHRUDDIN (2003), n’est probablement pas nécessaire pour le présent
énoncé.
®)C’est-a-dire le diviseur d'une k-forme différentielle méromorphe, oi1 k est la dimension de X, suppo-
sée lisse.
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poids d, si ce n'est que Ox (D) n'est pas forcément ample — il appartient néanmoins
a l'intérieur du cone effectif de X.¥ De tels systéemes dynamiques seront appelés to-
riques.

Observons que pour u € C, la suite (u?"),, ne prend qu’au plus une fois chaque va-
leur si u n’est pas une racine de I'unité, et ne prend qu'un nombre fini de valeurs sinon.
Autrement dit, les points prépériodiques de ces systemes dynamiques qui sont conte-
nus dans G s’identifient aux k-uplets (u;,..., ux) de racines de 'unité.

Lorsque X = P¥, observons d’ores et déja une remarquable propriété de la hauteur
naturelle vis a vis de ces endomorphismes :

LEMME 2.1.4. — Pourx=[xy:---:x] €PK(Q) etdeN, ona
R xfD) = dh(lxo: - xx)).

Démonstration. — Cela résulte immédiatement de la définition de la hauteur,
compte-tenu du fait que pour tout corps valué K et toute famille (x,...,x;) d’élé-
ments de K,
max(1xo|?, ..., 1x¢|%) = max(|xol,..., |xk)?.
]

C’est un premier exemple, d’ailleurs fondamental, de hauteur normalisée par rap-
port a un systeme dynamique.

Les systemes dynamiques toriques ou abéliens ne sont pas les plus intéressants du
strict point de vue de la théorie des systemes dynamiques; en revanche, les questions
arithmétiques qu’ils suscitent sont souvent fondamentales.

2.1.5. Eléments de classification. — Soit (X, f,.£) un systtme dynamique polarisé.
Supposons que X soit lisse et géométriquement connexe. D’apres le lemme 4.1 de FA-
KHRUDDIN (2003), voir aussi CANTAT (2003), la dimension de Kodaira d’une telle va-
riété X est négative ou nulle. Supposons que kod(X) = 0. Alors, une puissance du fibré
canonique de X est trivial, et en caractéristique 0, on peut démontrer que (X, f) est
déduit d'un systeme dynamique abélien (X', f') par passage au quotient par l'action
d’un groupe fini agissant sans point fixe sur X’. La démonstration utilise un théoréme
de BEAUVILLE (1983), voir aussi BOGOMOLOV (1974a,b), reposant sur la solution de YAU
(1978) a la conjecture de CALABI, a savoir I'existence d'une métrique kdhlérienne Ricci
plate sur X.

La classification en dimension 2 est essentiellement due a NAKAYAMA (2002) (voir
aussi FUJIMOTO (2002), ainsi que FUJIMOTO & NAKAYAMA (2005) pour ’analogue non
kdhlérien) et fait1’objet d’'une proposition (prop. 2.3.1) de ZHANG (2006), article de syn-
theése sur le theme de cette conférence et dont je recommande la lecture. Les surfaces
qui portent un systeme dynamique polarisé sont :

— les surfaces abéliennes;

@De toutes facons, la théorie des variétés toriques montre que I'image inverse par f de tout diviseur E
est linéairement équivalente a dE ; les constructions ci-dessous ne dépendent pas substantiellement du
choix d'un diviseur ample E.



40 CHAPITRE 2. SYSTEMES DYNAMIQUES D’ORIGINE ARITHMETIQUE

— les surfaces hyperelliptiques possédant une revétement étale par le produit de
deux courbes elliptiques;

— les surfaces toriques;

— les surfaces réglées sur une courbe elliptique associées, soit a un fibré de rang 2
de la forme & & ., ot .# soit, ou bien de torsion, ou bien de degré non nul, soit a un
fibré indécomposable de degré impair.

Citons enfin un résultat de BEAUVILLE (2001), reposant sur des idées de AMERIK et al.
(1999), selon lequel une hypersurface lisse de degré au moins 3 de ’espace projectif de
dimension au moins 3 n'admet aucun endomorphisme de degré > 1.

Pour plus de détails, je renvoie a I'article de Serge CANTAT dans ce volume.

2.1/2. Hauteur normalisée

Soit (X, f,.Z) un systeme dynamique polarisé défini sur 6 Notons d 'entier > 2 tel
que f*.& =~ £,

Le but de ce paragraphe est de définir, suivant CALL & SILVERMAN (1993), une hau-
teur canonique relative au fibré en droites .Z.

Les résultats qui suivent sont des généralisations directes des propositions corres-
pondants du §1.1. Leur démonstration est identique.

PROPOSITION 2.1.6. — (Rappelons que d > 2.) Il existe une unique hauteur relative
a?, hy: X(Q)— Rtelle que ho(f (x)) = dhg(x) pour tout x € X(Q).

Démonstration. — Notons E I'espace affine des hauteurs relatives a . sur X(Q) ; son
espace vectoriel directeur est I'espace .%;, des fonctions bornées de X(Q) dans R. Mu-
nissons .%;, de la norme uniforme et I'espace affine E de la distance induite. C’est un
espace métrique complet.

Lapplication T: ¢ — é(po f estlinéaire et applique E dans lui-méme. En effet, si h
est une hauteur relative a .7, ho f est une hauteur relative a f*.Z (prop. 1.3.7) donc
ho f —dh est bornée. Par suite, T(f) = éh o f est une hauteur relative a .Z sur X.

Cette application T est contractante, de constante de Lipschitz au plus 1/d < 1. Elle
possede donc un unique point fixe dans E. O

La fonction h & dont la proposition précédente affirme I'existence et 'unicité est
appelée hauteur normalisée, ou hauteur canonique. On a aussi la formule

. 1
(2.1.7) hy(x) = ,}ilgoﬁh(f"(x”’

pour toute hauteur h relative a . sur X. La hauteur normalisée vérifie les propriétés
suivantes :

PROPOSITION 2.1.8. — ) Onahy(x) >0 pour tout x € X(Q) ;

b) un point x € X(Q) vérifie hy (x) = 0 si et seulement s'il est prépériodique;

c) pour tout nombre entier D et tout nombre réel B, 'ensemble de points x € X(Q) de
degré au plus D et tels que hy(x)<B est fini.
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Démonstration. — La propriété c) résulte immédiatement de ce que h & est une hau-
teur relative a un fibré en droites ample sur X et du corollaire 1.4.2. Comme les hau-
teurs relatives a un fibré en droite ample sont minorées, la propriété a) est manifeste
sur la formule (2.1.7) ci-dessus. Comme au §1.1, elle se déduit aussi, ainsi que la pro-
priété b), de I'assertion de finitude.

Soit en effet x € X(Q). On a A(f"(x)) = d"h(x). Si x est preperlodlque il existe des
entiers n > 0 et p > 1 tels que f"(x) = f"*P(x). Par suite, d"hy(x) = d"Phy(x), d ol
h «(x) car d > 2. Inversement, si h #(x) <0, les termes de la suite (f"(x)) forment un
ensemble de points de hauteur normalisée au plus B, tous définis sur le corps Q(x);
un tel ensemble est fini d’apres c). 1l existe donc des entiers n > 0 et p > 1 tels que
f™(x) = f™P(x). Autrement dit, x est prépériodique et h & (x) =0. O

Voici une conséquence remarquable de la proposition précédente, due a NORTH-
COTT (1950).

COROLLAIRE 2.1.9. — Soit (X, f,-Z) un systéme dynamique polarisé défini sur un
corps de nombres K. Pour tout entier D, les points de X(Q) qui sont prépériodiques et
dont le degré est au plus D forment un ensemble fini.

Il convient de remarquer ici que, sous les hypothéses du théoréme, I'ensemble des
points de X(Q) qui sont périodiques est dense dans X pour la topologie de Zariski (pro-
position 2.2.1). [l y en est a fortiori de méme de I'ensemble des points prépériodiques.

D’autre part, lorsque X = P! et f est 'endomorphisme [x : y] — (x4 : yd] pour d
un entier > 2, la hauteur normalisée n’est autre que la hauteur naturelle sur Pl. Les
points prépériodiques pour ce systeme dynamique sont [0: 1], [1:0] et les points [1:¢]
ou ¢ € C est une racine de 'unité. Modulo I'identification entre hauteur d’'un point
[1:¢] et mesure de Mahler M(P) du polynéme minimal P de ¢, on en déduit le théo-
réeme suivant, dont la premiere partie est essentiellement due a KRONECKER. Voir aussi
I'exercice 1.6.5 pour une version effective.

COROLLAIRE 2.1.10. — Soit P un polynome irréductible a coefficient rationnels.

a) SiM(P) =0, les racines de P sont des racines de l'unité ou 0.
b) Lorsque n — oo, le degré du corps engendré sur Q par une racine primitive n-ieme
de l'unité tend vers l'infini.

En fait, toutes les racines primitives n-iemes de 'unité sont conjuguées sur Q
(GAUSS) puisque le polynome cyclotomique @, est irréductible. Comme l'indicatrice
d’EULER ¢(n) tend vers l'infini avec n, cela redonne la seconde assertion. La pre-
miere assertion peut également étre précisée en disant qu'un polyndéme irréductible
P € Q[X] tel que M(P) = 0 est, au signe pres, ou bien égal a X, ou bien égal a un
polyndme cyclotomique.
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2.1/3. Normalisation des hauteurs locales

On a étudié au paragraphe 1.5 les décompositions de la hauteur d'un point en
somme de termes locaux, indexés par les places de K. Dans le cas d'un systéeme dyna-
mique polarisé, il est naturel de se demander si la hauteur normalisée est justiciable
d’'une telle décomposition dont chaque terme serait plus ou moins canonique.

Revenons donc a la théorie des hauteurs locales en nous placant sur un corps K,
supposé valué complet et algébriquement clos. Soit X une variété projective sur K,
f: X — K un endomorphisme de X et soit D un diviseur de Cartier sur X tel que f*D
soit linéairement équivalent a dD, ou d est un entier > 2. Autrement dit, dans le cas ou
D estample, (X, f, 0(D)) est un systéme dynamique polarisé.

Il y a deux fagons pour définir une fonction de Green canonique relativement a D.
La premiere, due a CALL & SILVERMAN (1993), procéde d'un raisonnement au niveau
des fonctions; la seconde, due a ZHANG (1995b), construit des métriques canoniques.
Je mélange ici les deux points de vue, les espaces affines des fonctions de Green pour
un diviseur D n’étant que I'image par log|-| du torseur des métriques hermitiennes
continues sur &'(D).

PROPOSITION 2.1.11. — Soita € K(X) tel que f*D = dD + div(a). Il existe une unique
fonction de Green gp relativement a D telle que

gp(f(x)) =dgpx)—logla(x)|

pour tout x € X(K) qui nappartient ni a D nia f*D.

Démonstration. — Si g est une fonction de Green pour D, T(g) = é(go f +loglal) en
est une autre. Lapplication g — T'(g) est contractante, de constante de Lipschitz au
plus 1/d < 1. Elle admet donc un unique point fixe dans I’ensemble des fonctions de
Green pour D. O

Exemple 2.1.12. — Supposons que D soit la section hyperplane Xy, = 0 de 'espace
projectif X = P¥. D’apres la structure des endomorphismes de 'espace projectif, il
existe des polynomes (Fy, ..., Fx) de K[Xy,..., Xi], homogenes de degré d et sans zéro
commun non trivial dans K, tels que f([xo: -~ : x¢]) = [Fo(x) : -+ : Fx(x)], pour tout
point [xg : -+ : x¢] de PX. Notons F = (Fy, ..., Fr) 'endomorphisme de I'’espace affine de
dimension k+1 quireléve f. Pour n > 0, notons F" = (F¢,..., F!) le n-ieme itéré de f;
il releve f”. En outre, les polynomes F]?’ (pour 0 < j < j) sont de degré d” et sans zéro
commun non trivial.

Comme D est le diviseur des zéros de la « fonction » xy, f*D est celui de Fy;
notant « la fraction rationnelle Fo(x)/xgi, on a f*D = dD + div(a). La fonction
g = —log(lxpl/ max(|xpl,...,|xx])) est une fonction de Green pour D; toute autre
fonction de Green en differe d'une fonction continue. La démonstration itérative du
théoreme du point fixe montre que la fonction de Green canonique pour g est la limite
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des fonctions de Green
1 1 1
gn(x) = —ﬁgof”(x) + ﬁlog|aof”_1| ot glogla(x)l

1 | )] 11 R
=-—7Iog - n am - d
max(| i (x)|,.... [P ) =1 d™ 7 | Eml x|

dl’l

1
= ﬁlogmax(|Fé’(x)|,...,|F,?(x)|)—log|x0|.
Pour tout x = (xyp,..., Xx) non nul, posons

1
Gn(x) = d—logmax(|F0”(x)| oo |[FR D).

n

Les calculs qui précedent entrainent que G, converge vers une fonction G définie sur le
complémentaire de I'origine dans I'espace affine et vérifiant les propriétés suivantes :

G(Ax) =log|A|l+ G(x), G(F(x)) =dG(x).

OnI'appelle la fonction de Green homogene; elle est reliée a la fonction de Green cano-
nique pour le diviseur D par la relation gp(x) = G(x) —log|xo|.

Supposons K = C. Alors, G est plurisousharmonique dans C¥*1\ {0} et est plurihar-
monique sur 'image réciproque de ’ensemble de Fatou de f ; voir SIBONY (1999), §1.6.
Lorsque K est un corps ultramétrique, KAWAGUCHI & SILVERMAN (2007b) démontrent
que G est localement constante sur I'image réciproque de '’ensemble de Fatou de f.

Le théoreme suivant affirme que ces fonctions de Green normalisées forment une
famille admissible, donc donnent lieu comme anoncé a une décomposition de la hau-
teur d'un point en somme de termes locaux.

THEOREME 2.1.13. — Soit(X, f,.Z) un systeme dynamique polarisé défini sur un corps

de nombres K. Soit D un diviseur tel que ¥ ~ O(D) et soit a € K(X) tel que f*D =

dD+div(a). Pour toute place v de K, notons §, la fonction de Green sur le corps C,, pour

le diviseur D, normalisée relativement a a, ainsi que h, la hauteur locale associée.
Alors, la famille (§,) est admissible et, pour tout x € (X \ D) (6), ona

ho() =Y ehy(x).

veMg

(Comme au paragraphe 1.5, si v est une place de K, on note ¢, le nombre de plon-
gements du corps K dans C, qui induisent la valeur absolue correspondant a v.)

Démonstration. — La famille (g,) de fonctions de Green normalisées est obtenue en
itérant a partir d'une famille admissible (g?) fixée I'opérateur T: (g,) — (%(g,, of+
log|al,). D’apres le lemme 1.5.5, cet opérateur applique une famille admissible de
fonctions de Green sur une autre famille admissible. Plus précisément, d’apreés cette
proposition, cet opérateur fixe presque toutes les composantes g,. Autrement dit, on a
&, = g° pour presque toute place v. Cela démontre précisément que la famille (g,) est
admissible.
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Notons /' la somme des hauteurs locales associées; d’apres la proposition 1.5.6,
c’est la restriction au complémentaire de D d’'une hauteur pour ce diviseur. Pour mon-
trer que c’est bien la hauteur normalisée, il suffit donc de vérifier I'équation fonction-
nelle qui la caractérise.

Soit v une place de K. Pour tout point x € X(C,) tel que x ¢ D et f(x) € D, on a
& (f(x)) =dg,(x)—logla(x)|,. Par suite, si P € X(K), on a donc

A ~ ].
hy(f (P)) = dhy(P) — ———=1ogN; .
»(f (P)) v(P) KP) Kl 0g Nk (p)/k (@ (X))
En sommant ces égalités et en utilisant la formule du produit, on en déduit h'(f(P)) =
dh' (P), ce qu'il fallait démontrer. O

2.1/4. Hauteurs locales sur C et mesures canoniques

Conservons les notations du paragraphe précédent en supposant de plus que K =C
et que D est un diviseur ample.

Il possede alors une fonction de Green de classe ¢*°, gp, dont la forme associée
wp = dd°gp+0dp estune forme de Kdhler. La mesure (wp)" est positive, de masse totale
égale a I'auto-intersection (D)” de D (si D est une section hyperplane, ce n’est autre
que le degré de X).

La démonstration du théoreme du point fixe de Picard fait intervenir les itérés
T*(gp) de gp sous l'opérateur T et montre leur convergence vers la fonction de
Green gp, unique solution de T'(gp) = &p. Notons que 'on a
1 1

1
dd°‘T(gp)+06p = Eddc(gDOf) +6p+ d5div(a) = Ef*wD-

Autrement dit, la forme associée a T(gp) est encore de Kdhler. Un argument stan-
dard de courants positifs de masse bornée entraine que dd‘gp + dp est un courant
positif fermé sur X, qu’'on note @p. C’est la limite des formes positives de type (1,1),
ﬁ( 5 *wp. En outre, la suite des mesures (d~*(f k)*wl”)) k converge vers une mesure,
notée (@p)" sur X(C). Cette derniere écriture (@p)” est rendue licite par la théorie des
produits de courants positifs fermés localement donnés par le dd° d’'une fonction psh
continue, telle que décrite dans DEMAILLY (1993).

On appelle mesure canonique associée au systeme dynamique polarisé (X, f,.Z) la
mesure de probabilité (@p)"/(D)". Dans le cas des variétés abéliennes, cette mesure
canonique est la mesure de Haar normalisée. Dans le cas d'un systéme dynamique to-
rique, par exemple P” muni de I'endomorphisme donné par I’élévation des coordon-
nées homogenes a une méme puissance d > 2, il s’agit de méme de la mesure de Haar
normalisée du sous-groupe compact maximal (S')” de (C*)".

Pour plus de détails et des exemples plus intéressants du point de vue de la théorie
des systemes dynamiques, je renvoie aux articles de CANTAT et GUED]J dans ce volume.

Une propriété topologique de ces mesures aura des conséquences importantes plus
bas: elles ne chargent pas les sous-ensembles algébriques stricts (et plus généralement
les sous-ensembles pluripolaires), cf. 'article de GUEDJ, théoréme 3.1. En particulier,
leur support est dense pour la topologie de Zariski. Ce dernier fait est facile a constater
dans les deux exemples (abéliens et toriques) explicités ci-dessus.
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2.1/5. Extensions

La construction de hauteurs normalisées peut étre étendue de plusieurs manieres.

1) Par additivité des hauteurs relativement a des fibrés en droites, on peut définir
une hauteur relativement a un élément de Pic(X) ®zR. Lintérét est que cet ensemble
peut contenir de nouvelles classes vérifiant des propriétés permettant 'application des
idées évoquées ci-dessus.

C’est ainsi que sur certaines surfaces K3, SILVERMAN (1991), CALL & SILVERMAN
(1993), et, a leur suite, BILLARD (1997), construisent une hauteur normalisée pour
I'action d’automorphismes. Leur construction a été généralisée dans KAWAGUCHI
(2005) au cas des automorphismes d'une surface projective X dont le premier degré
dynamique A est > 1 (c’est-a-dire, d’aprés GROMOV (2003)® et YOMDIN (1987), dont
I'entropie topologique est strictement positive). Dans tous les cas, il s’agit d’établir
I'existence de deux diviseurs a coefficients rationnels D, et D_ vérifiant f*(D,) ~ AD,
et f*(D_) ~ A"'D_. Suivant CANTAT (2001), cela se démontre en considérant l'ac-
tion de f sur les espaces vectoriels H"!(X,R) et Pic(X)g, en notant que cette action
préserve Pic(X), la forme d’intersection et le cone des diviseurs nef ('adhérence du
cone ample). On démontre (voir MCMULLEN (2002)) que les valeurs propres sont des
nombres de Salem : A est un nombre algébrique, A~! en est un conjugué et tous les
autres conjugués sont de module 1.

IIs en déduisent des théoremes de finitude pour les points prépériodiques de de-
gré donné sur X. Dans le cas général de KAWAGUCHI (2005), il s’agit seulement d'une
hauteur relative a un fibré en droites big et nef ; il apparait ainsi une sous-variété ex-
ceptionnelle, les points prépériodiques de laquelle on ne peut rien dire. ©

2) En général, il n'y a pas de hauteur normalisée pour I'action d’'une application
rationnelle, pas plus que de théoreme de finitude pour les points prépériodiques,
cf. 'exercice 2.3.1. Un certain nombre d’auteurs, SILVERMAN (1994), DENIS (1995),
MARCELLO (2003), KAWAGUCHI (2004), ont étudié tout particuliecrement le cas des
automorphsimes polynomiaux de I'espace affine. (Ceux-ci définissent des automor-
phismes birationnels de ’espace projectif auxquels la théorie précédente ne s’étend
pas a priori.) Considérons un automorphisme f du plan affine A2. Il est donné par
deux polyndmes; notons d(f) le maximum de leurs degrés. Le n-ieme itéré f” de f
possede de méme un degré et 'on définit le degré dynamique 6(f) de f comme la
limite de d(f™'". Cette limite existe et vérifie 1 <5(f) < d(f).

Le cas 6 (f) = d(f) correspond aux automorphismes réguliers pour lesquels les lieux
d’indétermination dans P? de f et de f~! ne se rencontrent pas. Lorsque §(f) > 2, KA-
WAGUCHI (2004) montre I'existence d’une fonction 7 sur A2(Q) vérifiant les propriétés
suivantes, ou & désigne la restriction a A?Z de la hauteur sur P2.

®)Bien que publié en 2003, cet article fondamental date de 1977.

©®FEtant donné un endomorphisme f de P?> de degré d > 2, éclatons un point fixe de f en lequel la
différentielle de f estl'identité. On obtient une surface X’ sur laquelle f s’étend en un endomorphisme
qui laisse invariant point par point le diviseur exceptionnel.
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a) il existe des constantes a > 1 et b > 0 telles que pour tout x € A2 (6), %h(x) -b<
h(x)<ah(x)+b; A )
b) pour tout x € A>(Q), h(f (x)) + h(f~1(x)) = (6 + %) h(x).

La premiére propriété implique que A?(Q) n’a qu'un nombre fini de points de degré
borné et de hauteur bornée. La seconde propriété entraine que les points prépério-
diques sont exactement les points de hauteur nulle.

3) Plus généralement, le contexte des correspondances peut donner lieu a des varia-
tions intéressantes.

§2.2. Quelques conjectures

Soit (X, f,-Z) un systéme dynamique polarisé défini sur un corps de nombres K. Soit
d > 2 l'entier tel que [*.£ =¥ ®d Soit h  la hauteur normalisée sur X (6) associée
alX, f,.

Je décris dans ce paragraphe quelques unes des conjectures concernant I’arithmé-
tique des systemes dynamiques polynomiaux. La plupart de ces énoncés ont fait I'ob-
jet d'une étude approfondie depuis les années 1970, au moins dans le cas des systémes
dynamiques abéliens.

2.2/1. Rareté des points prépériodiques dans une sous-variété

PROPOSITION 2.2.1. — Lensemble des points de X qui sont périodiques pour [ est
dense dans X pour la topologie de Zariski.

Démonstration. — Lorsque X est une variété complexe lisse, on peut en donner une
démonstration en utilisant les résultats de théorie ergodique démontrés dans les notes
de GUEDJ de ce volume.?

Soit V 'adhérence de I'’ensemble des points périodiques de f pour la topologie de
Zariski, c’est-a-dire le plus petit ensemble algébrique de X qui contient les points pé-
riodiques. Lensemble V(C) est fermé dans X(C) et contient les points périodiques;
il contient donc I'’adhérence de ces points pour la topologie usuelle. D’aprés le théo-
réme 3.3 de cet article, les points périodiques (répulsifs) de f s’équidistribuent selon
la mesure canonique ¢ sur X(C) associée a f. A fortiori, V(C) contient le support de
la mesure u¢. Comme cette mesure ne charge pas les parties fermées strictes pour la
topologie de Zariski (loc. cit., théoreme 3.1), V(C) = X(C) et V = X.

FAKHRUDDIN (2003), faisant usage de résultats fondamentaux de HRUSHOVSKI
(2004), en donne une démonstration algébrique par réduction au cas ou le corps de
base est la cloture algébrique d'un corps fini. Il s’agit de montrer que le complémen-
taire d'une hypersurface Y de X contient un point prépériodique, voire périodique.
Voici le principe de la démonstration.

(¥ Comme nous I'avons rappelé au début de ce chapitre, les différents degrés dynamiques d’un systéme
dynamique polarisé sont dominés par le dernier, cf. SERRE (1960).
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Considérons un « modele » du systeme dynamique polarisé (X, f,.Z) et de Y sur un
anneau A qui est une Z-algebre de type fini. Une facon de procéder est d’utiliser la
prop. 2.1.1, c’est-a-dire de considérer X comme une sous-variété invariante par un sys-
teme dynamique d’'un espace projectif PV et de définir A comme '’anneau engendré
par les coefficients, d'une part des polyndémes (fy,..., fy) qui définissent ce systeme
dynamique et d’autre part d'un systéme d’équations des variétés X et Y. Il convient
d’adjoindre a cet anneau l'inverse du résultant des polynémes homogenes fj,..., fn,
pour que ces polynémes définissent bien un endomorphisme de I’espace projectif PZX
sur A. On peut supposer que Y est la trace d'une section hyperplane de PY, quitte a
agrandir Y de sorte qu’il est défini par une forme linéaire, et a ajoindre a A I'inverse
d’un coefficient non nul de cette forme.

On obtient de la sorte un systeme dynamique polarisé (X, f) sur A ainsi qu'une sec-
tion hyperplane Y de X.

Soit m un idéal maximal de A et soit x son corps résiduel. D’apres le théoreme des
zéros de Hilbert, x est un corps fini. Notons X, fi, Y« les objets sur le corps x dé-
duits de X, f et Y par réduction modulo m. Si x est un point de X (x), défini sur le
corps fini x(x), tous les itérés de x sont aussi définis sur x(x). Par conséquent, 'or-
bite de x est finie et x est prépériodique. Il existe en particulier des points prépério-
diques de Xy (k) qui n'appartiennent pas a Y. (C’est ici qu’intervient éventuellement
le théoreme de HRUSHOVSKI (2004) : il affirme que cet ensemble contient des points
périodiques pourvu que le cardinal de x soit choisi assez grand.) Soit x un tel point;
supposons f"(x) = f"*P(x) pour p > n > 0, et soit Z le sous-schéma de X défini par la
coincidence de f" et f"*P.

Admettons pour l'instant que chaque composante irréductible de Z se surjecte
sur Spec A. 1l existe alors un point ¢ dans Z dont I'image est le point générique
de Spec A et dont x est une spécialisation. Un tel point n’appartient pas a Y et définit
un point prépériodique de X, voire périodique si I'on peut prendre n = 0, d’ou la
proposition.

Pour démontrer le fait admis, commencons par observer que Z est fini sur Spec A. En effet, sur Z,
les fibrés en droites (f"*P) « 0'(1) et (f"™)* (1) sont isomorphes, donc &(d"*P) = £'(d"), ce qui en-
traine que le fibré en droites &(d"(d” — 1))|z est trivial. Comme il est relativement trés ample sur A,
Z est affine sur A, c’est donc un schéma fini sur Spec A. Mais Z, égal a l'intersection de la diagonale
de X x 4X et de 'image de X par le couple (f", f"*P), est I'intersection de deux sous-schémas de dimen-
sion dim X + dim A dans un schéma régulier de dimension 2dim X + dim A. Par conséquent, ses compo-
santes irréductibles sont de dimension au moins dim A, c¢f. SERRE (2000), p. 110, théoréme 3. Comme
le morphisme Z — Spec A est fini, elles sont de dimension exactement dim A. D’aprés le théoreme de
constructibilité de CHEVALLEY, I'image d’une telle composante irréductible domine Spec A; par pro-

preté des morphismes finis, I'image d'une telle composante irréductible est fermée dans Spec A, donc
égale a Spec A. O

Plus généralement, soit Y une sous-variété de X qui est prépériodique, c’est-a-
dire telle que la suite de sous-variétés (f"(Y)) n'ait qu'un nombre fini de termes
distincts. Soit 7 et p des entiers, avec p > 0, tels que f"(Y) = f™*P(Y). Alors la sous-
variété Y, = f"(Y) est stable par f?, et (Y, fP,Z|y,) est un systtme dynamique
polarisé, de poids d*. Lensemble des points périodiques de f contenus dans Y,
est donc dense dans Y;, pour la topologie de Zariski. Comme f": Y — Y, est fini et



48 CHAPITRE 2. SYSTEMES DYNAMIQUES D’ORIGINE ARITHMETIQUE

surjectif, I'ensemble des points périodiques de f contenus dans Y est aussi dense
dans Y pour la topologie de Zariski.
Il est tentant de faire la conjecture inverse.

CONJECTURE 2.2.2. — Soit (X, f,-£) un systéeme dynamique polarisé sur un corps al-
gébriquement clos de caractéristique zéro. Soit Y une sous-variété irréductible de X et
soit Yy l'adhérence, pour la topologie de Zariski, de l'ensemble des points prépériodiques
de X qui appartiennent a Y. Est-il vrai que les composantes irréductibles de Yy sont des
sous-variétés prépériodiques ?

En d’autres termes, si Y n’est pas elle-méme prépériodique, est-il vrai que ses points
prépériodiques sont contenus dans une réunion finie de sous-variétés strictes de Y.

Remarquons aussi qu’il s’agit d'une conjecture géométrique. Toutefois, des argu-
ments de spécialisation standard permettent de supposer que ce systeme dynamique
est défini sur un corps de nombres.

L'ensemble des cas connus est mince, essentiellement les systémes toriques et abé-
liens, mais a chaque fois la démonstration des théoremes fut spectaculaire.

2.2.3. Systemes dynamiques abéliens. — Le cas ou X est un systéme dynamique abé-
lien, f étant I'endomorphisme de multiplication par un entier > 2, a été conjecturé
par MANIN et MUMFORD, semble-t-il motivés par |'ex-conjecture de MORDELL. Elle a
été démontrée pour la premiére fois par RAYNAUD (1983a,b) (démonstration de nature
arithmétique, p-adique). Dans ce cas, les variétés prépériodiques sont plutot appe-
lées « sous-variétés de torsion » : il s’agit en effet des translatées des sous-variétés abé-
liennes de X par un point de torsion, cf. par exemple HINDRY (1988), lemme 10 (et, dans
un cas voisin, le lemme 2.2.5 ci-dessous). Citons aussi les preuves de PINK & ROESSLER
(2002, 2004) utilisant aussi des énoncés arithmétiques difficiles dus a SERRE, qui inter-
viennent aussi dans la solution donnée par HINDRY (1988), ainsi que la démonstration
assez élémentaire de ROESSLER (2005), inspirées par celle de HRUSHOVSKI (2001) qui,
elle, fait intervenir la théorie des modeles.

2.2.4. Systemes dynamiques toriques. — Le cas des systemes dynamiques toriques est
assez similaire (certaines des références ci-dessus traitent d’ailleurs simultanément les
deux cas). Commencons par énumérer les sous-variétés invariantes dans le cas ou X =
Pk et flxg:-:x¢]) = [xgZ T x,‘j]. Le cas général s’y ramene via la géométrie des
variétés toriques. Rappelons que le tore GI’; agit sur X par (uy,...,ug) - [xo: - : xxl =
[x0:urxy:e 2 UpXy].

LEMME 2.2.5. — Soit V une sous-variété irréductible de P*, rencontrant GX,, telle quil
existe un point a € Gr’; telle que f(V) c a- V. Alors V est un translaté d’'un sous-tore
de GE , par un point de torsion dans le cas particulier oit o = 1.

Démonstration d’'apres PINK & ROESSLER (2002). — Soit G le stabilisateur de V'; c’est
le sous-groupe de GX, formé des u = (uy,..., ux) € GX, tels que u- x € V pour tout x € V.

Supposons d’abord que G = {1}. Alors, les d* sous-variétés u - V, oll u parcourt les
points de GX tels que u = a~!, sont disjointes et contenues dans f~!(V). Comme le
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degré de f est d*, ces sous-variétés décrivent exactement les composantes irréduc-
tibles de f~1(V). Le cycle f*(V) est somme des cycles u- V; si deg désigne le degré
d’'une sous-variété de I’espace projectif, on a alors deg(f_l(V)) = dk deg(V). D’autre
part, comme f: P¥ — PFest de poids d, le degré du cycle f* (V) est égal a d4™V deg(D).
On a donc dim V = k et V = P¥. Comme le stabilisateur de V est trivial, k = 0 et V = {1}
est un point de torsion.

Dans le cas général, GX /G est un tore Gg. Par construction, I'image de (VN GkK)/G
dans ce tore Gfli a un stabilisateur trivial et est stable par I'élévation a la puissance d.
Son adhérence V' dans PX' vérifie les hypothéses dulemme. Par suite, V/G est un point,
et V est un translaté de G, c’est-a-dire V = - G. Comme V est irréductible, G est un
sous-tore de G~

Alors, f(V) = B%G=aB-G.Sia =1, B! € G. Par «compleéte réductibilité des tores »,
on peut alors écrire GK = G- G, o1 G est un sous-tore; écrivons 8 = yy’ avec y € G et
y' € G'.On a V = y'G et I'égalité f41 = y?1(y")9-! entraine que y’ est un point de
torsion. O

Pour donner une idées des méthodes galoisiennes qui interviennent dans une ap-
proche de ce genre de questions, nous donnons maintenant la démonstration, due
a THARA, SERRE et TATE, du cas d’une courbe dans P2. Notre exposition reprend LANG
(1983), p. 160 ainsi que la présentation d’ HINDRY (1988).

PROPOSITION 2.2.6. — Soit V une courbe irréductible du plan projectif complexe qui
contient une infinité de points de torsion de G%,. Alors V est l'adhérence dans P> d'un
translaté d’un sous-tore de G2, par un point de torsion de G2,.

De maniere plus explicite, VN G2, possede alors une équation de la forme X¢ Yb=u,
ol (a, b) estun couple d’entiers relatifs premiers entre eux et z est une racine de I'unité.

Démonstration. — Si V aune équation F = 0 dans P? et o est un automorphisme de C,
on note V? la courbe de P> d’équation FY = 0 obtenue en appliquant o aux coefficients
de F.Six=[xp:x1:x2] € V,le point 0(x) = [0(xg) : 0(x1) : 0(x2)] appartienta V7.

Soit Kj le sous-corps de C engendré par les racines de 'unité; montrons que V est
définie sur K;. Soit F € C[Xj, X7, X»] une équation homogene de V dont un des coeffi-
cients est égal a 1; montrons que tous les autres coefficients de F appartiennent a K.

Soit o un automorphisme de C qui fixe K;. Pour tout point de torsion u = [1: u; : up]
appartenanta V, o(u) = [1:0(w) : 0(up)] appartienta V? ; comme o(u) = u, ue Von
V. Par hypothese, Vet V? ont une infinité de points d’intersection. D’apres le théoréeme
de Bézout, V? = V. Les formes F et F’ sont alors proportionnelles, donc égales car un
des coefficients de F est égal a 1. Par suite, F € K;[Xp, Xj, Xo].

Il existe donc une racine de 'unité a tel que les coefficients de F appartiennent
a Q(a); posons K = Q(a) et m = [Q(a) : Q]. Pour la fin de la démonstration, nous allons
supposer par 'absurde que V n’est pas un translaté d'un sous-tore et majorer 1’ordre
d’un point de torsion appartenanta V.

Soit u un point de torsion de V et soit n son ordre. Soit ¢ une racine de l'unité
d’ordre n; comme [Q(¢) : Q] = ¢(n), £ possede au moins ¢(n)/m conjugués sur K,
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donc u possede au moins ¢(n)/ m conjugués sur K qui sont autant de points de tor-
sion d’ordre 7 situés sur V.

D’apres le théoreme des nombres premiers, il existe un nombre réel ¢; > 0 (indé-
pendant de n) et un nombre premier p ne divisant pas n tel que p” < ¢ logn. Soit p
un tel nombre premier. Il existe un automorphisme o; de C tel que o;(¢) = &7 alors
o = o est un automorphisme de C tel que o ({) =¢ et o(u) = u?, o1 d = p™. Par suite,
o € Aut(C/K).

Notons V; I'image réciproque de V par ’élévation des coordonnées a la puissance d ;
onaue V;:siF e K[Xy,X;,Xo] estune forme qui définit Vet u=[1:u; : up],

Fu'y=FQ,uf, ud) = F(1,0(w),0(uz)) = F (1,0 (1), 0 (u2)) = 0 (F()) = 0,

donc u € V;n V. Cela vaut aussi des ¢(n)/m conjugués qu’on en avait déduit. Comme
V est supposé ne pas étre une sous-variété de torsion, V n’est pas une composante
irréductible de V;. D’apres le théoreme de Bézout, on a donc

% Lcard(Vyn V) < (deg Vy)(degV) < dz(deg V)2,

Par suite,
¢(n) < md?(deg V)? < mc, (deg V)?(log n)* = ¢, (log n)*.

Comme ¢(n) > n'/? lorsque n tend vers l'infini, cette inégalité implique que 1'ordre

d’'un point de torsion situé sur V est borné. Il n'y a donc qu'un nombre fini de tels
points de torsion. O

2.2/2. Minoration de la hauteur d’un point qui n’est pas prépériodique

Les points prépériodiques sont de hauteur nulle, et inversement. Mais que peut va-
loir la hauteur d’un point qui n’est pas prépériodique ? D’apres le théoreme de finitude
de Northcott, elle est strictement positive, et peut étre arbitrairement grande. Elle peut
aussi étre arbitrairement petite. Soit x € X(Q) un point qui n’est pas prépériodique ; dé-
finissons une suite de points (x,) en posant xy = x et ou, pour tout 7, x,+1 € X (6) est
un antécédent de x, par f. Cette suite est bien définie car I'endomorphisme f est fini
et surjectif. Pour tout n, on a fzg (f(xp) =dhgy(x,),dou

hoy(xp) = %ﬁg(x).

Cependant, en méme temps que la hauteur de x,, décroit, le corps sur lequel ce point
est défini est susceptible de croitre. En effet, comme f est de degré d49™X, il faut, pour
déterminer x,,.1, résoudre une équation de degré d9™X. Cette équation n'est peut-
étre pas irréductible, autrement dit le degré de I'extension [K(x;,+1) : K(x,)] n'est pas
forcément égal 2 d4™ X, C’est par exemple le cas si X est un produit X’ x X", f = (f', f")
et £ =2"K.Z", et que la premiere coordonnée x’ du point x est un point fixe de f.
On peut alors choisir x; de la forme (x(’), x)) et le degré de I'extension [K(xp+1) : K(xp)]
est au plus égal a d4imX",

On espere néanmoins qu'’il est toujours au moins égal a d, du moins en moyenne.
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CONJECTURE 2.2.7. — Existe-t-il un nombre réel ¢ > 0 tel que pour tout point x € X(Q)
qui n'est pas prépériodique,

La premiére apparition de cette conjecture concerne la hauteur naturelle sur P! sous
la forme d’un probléme dans LEHMER (1933) : Pour € > 0, trouver un polyndme unitaire
P a coefficients entiers dont la mesure de Mahler vérifie 1 < exp(deg(P)M(P)) <1+¢; il
ajoute : « Whether or not the problem has a solution for € < 0,176, we do not know. » Et
nous ne savons toujours pas! Le meilleur résultat connu dans ce cas est di a DOBRO-
WOLSKI (1979) ; citons-en une version un peu affaiblie :

PROPOSITION 2.2.8. — Pour tout € > 0, il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que pour tout
nombre algébrique ¢ qui n'est ni nul ni une racine de l'unité, on ait

c

h(é§) > ——.
©2Qa:qre

Dans le cas de I'espace projectif P* et de ’endomorphisme f: [xp: -+ : xx] — [xg Dl

xfcl], pour lequel la hauteur naturelle est une hauteur canonique, AMOROSO & DAVID
(2003) ont étendu les méthodes de DOBROWOLSKI (1979). Par ailleurs, DAVID & HIN-
DRY (2000) ont traité le cas des variétés abéliennes a multiplication complexe, générali-
sant un théoréme de LAURENT (1983) qui concernait les courbes elliptiques a multipli-
cation complexe. Ces résultats impliquent immédiatement des théoremes analogues
pour leurs quotients, comme les endomorphismes de Lattes ou de Tchébychev de P!,

Tant DOBROWOLSKI (1979) que les extensions qui s’en inspirent utilisent de maniére
cruciale que pour beaucoup de nombres premiers p, on peut trouver un endomor-
phisme du systeme dynamique qui est « congru modulo p» al’application polynomiale
donnée par I'élévation des coordonnées a la puissance p (ou a un de ses itérés). Dans le
cas du probleme de LEHMER classique, cet endomorphisme n’est autre que I'applica-
tion [xp : x1] — [xé’ : xf ], cette congruence apparaissant par le biais du petit théoréeme
de FERMAT.

En revanche, cette méthode ne peut pas s’étendre a un systéme dynamique géné-
ral, méme sur P!. En effet, si f et g sont deux fractions rationnelles de degrés > 2 qui
commutent, et telles qu’aucun itéré de f n’est égal a aucun itéré de g, alors (P!, f) est
un endomorphisme déja traité, c’est-a-dire I'élévation a la puissance d, un endomor-
phisme de Tchébychev, ou un endomorphisme de Lattés. C’est, a la suite de premiers
travaux de FATOU et JULIA, le théoreme de RITT (1923) et EREMENKO (1989), cf. le §7
des notes de MILNOR (2006).

Dans le cas d'un systeme dynamique abélien général, défini sur un corps de
nombres K, MASSER (1984) a démontré une inégalité plus faible, du type : si x € X (6)
n’est pas prépériodique,

c

]:l 2 T~ o~
AT
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ol c et k sont des constantes explicites. De telles estimations, pourtant bien plus faibles
que celle prédite par la conjecture 2.2.7, ne semblent pas connues pour un systeme
dynamique polarisé arbitraire, méme en dimension 1.

2.2/3. Dénombrement des points prépériodiques

Supposons encore que le systeme dynamique (X, f,.Z) soit défini sur un corps de
nombres K. Les points prépériodiques de X qui sont définis sur K sont en nombre fini,
d’apres le cor. 2.1.9. Est-il possible de controler effectivement ce nombre de points?
Précisément :

CONJECTURE 2.2.9. — Est-il possible de borner le nombre de points K-rationnels
de X qui sont prépériodiques en termes uniquement de [K : Ql, de dimX, de d et
de ¢, ((L)4mX 2

D’apreés le théoreme de plongement de Fakhruddin (prop. 2.1.1), il suffit en fait de
démontrer le cas ot X est un espace projectif et £ = ' (1). C’est d’ailleurs dans ce cas
particulier que MORTON & SILVERMAN (1994) avaient énoncé cette conjecture.

Commencons par donner quelques cas particuliers qui ’ont motivée.

2.2.10. Systemes dynamiques abéliens. — Le cas des systemes dynamiques toriques
étant un exercice facile, supposons que X est une variété abélienne principalement
polarisée et f lamultiplication par 2 dans X. Les points prépériodiques pour f sont alors
les points de torsion de X, c’est-a-dire ceux dont un multiple non nul est nul. En effet,
x € X(Q) est prépériodique, c’est-a-dire si f”(x) = f**P(x), avec n >0 et p >0, on a
2" x =2"*Px,d’ot12"(2P-1)x = 0 et x est de torsion. Inversement, si x est annulé par un
entier N > 0, écrivons N = 2" m, o1 m est impair. Alors, 2 est inversible dans I’anneau
fini Z/ mZ, et il existe un entier p > 0 tel que 2” =1 (mod m). Alors, 2"*Px =2"x et x
est prépériodique.

Dire que X est principalement polarisée par .Z signifie exactement que c; (£)4mX =
(dim X)!. Si de plus .Z est symétrique, ce qu’on peut supposer, alors f*.% =~ #®* donc
(X, f,-%) est de poids 4. La conjecture revient donc a savoir si le nombre de points de
torsion de X qui sont K-rationnels peut étre majoré par une constante qui ne dépende
que de k et du degré [K : Q].

La question est déja remarquablement difficile! Lorsque k = 1, c’est-a-dire pour les
courbes elliptiques, elle a été résolue par MAZUR (1977) lorsque K = Q et en général,
apres quelques résultats intermédiaires, par MEREL (1996) ; pour k > 2, elle est encore
ouverte.

De maniere analogue aux résultats partiels de FLEXOR & OESTERLE (1990) en di-
rection du théoreme de MEREL (1996), il y a des résultats partiels, fournissant une
constante ¢ dépendant du corps K, et non seulement du degré [K : Q]. Leur démons-
tration fait intervenir des rudiments de dynamique p-adique. Je renvoie 8 MORTON &
SILVERMAN (1994).
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2.2/4. Discrétion des points d'une sous-variété qui ne sont pas prépériodiques

La conjecture suivante fait intervenir la hauteur normalisée. On suppose donc que
le systeme dynamique polarisé (X, f,.%) est défini sur un corps de nombres.

Si Y est une sous-variété prépériodique de X, on a vu que Y contient des points
prépériodiques, et méme qu’ils sont denses pour la topologie de Zariski. La hauteur
normalisée prend donc la valeur 0 sur Y (Q). Méme si I'on exclut les points prépério-
diques, elle prend des valeurs arbitrairement petites car on peut toujours considérer la
pré-orbite d'un point, qui est formée de points de hauteurs tendant vers 0. Une ques-
tion naturelle, posée par BOGOMOLOV (1980) lorsque X est la jacobienne d’'une courbe
de genre au moins 2 et Y cette courbe, plongée de facon standard, consiste a se de-
mander si ce phénomene est la seule raison pour laquelle la hauteur normalisée peut
prendre des valeurs arbitrairement petites sur Y.

CONJECTURE 2.2.11. — Soit Y une sous-variété de X. Lensemble des sous-variétés pré-
périodiques de (X, ) contenues dans Y n'a qu'un nombre fini d'éléments maximaux;

notons Y* leur complémentaire dans Y. De plus, inf hy(x)>0.
xeY*(Q)

Remarquablement, les cas particuliers dans lesquels I'une ou l'autre des conjec-
tures 2.2.2 et 2.2.11 sont prouvées sont précisément les mémes.

Le cas des variétés toriques fut démontré d’abord par ZHANG (1995a) par des tech-
niques de géométrie d’Arakelov combinées au résultat d'IHARA, SERRE et TATE expliqué
plus haut. II fut reprouvé par BILU (1997) comme corollaire d'un théoréme d’équidis-
tribution. Nous expliquerons sa démonstration au §3.4 du chapitre 3.

Le cas d’un systeme dynamique abélien est un théoréeme de ZHANG (1998), apres
que ULLMO (1998) eut traité le cas d'une courbe dans sa jaobienne.

La conjecture 2.2.11 est aussi vraie pour les produits de tels systemes dynamiques
d’apres CHAMBERT-LOIR (2000), voir aussi DAVID & PHILIPPON (1998, 1999, 2000,
2002); AMOROSO & DAVID (2003, 2004, 2006) pour une nouvelle démonstration des
cas précédents, ainsi que celui des variétés semi-abéliennes générales qui ne rentre
pas tout a fait dans le contexte des systemes dynamiques polarisés. Notons que ces
derniers auteurs démontrent un énoncé effectif : pourvu que Y ne soit pas translaté
d'une sous-variété semi-abélienne, ils fournissent une valeur explicite pour c, ne
dépendant que de la géométrie de X et Y.

Elle est aussi valable pour les quotients de tels systtmes dynamiques (Lattes et
autres). Enfin, MIMAR (1997) a traité quelques cas de systemes dynamiques a variables
séparées dans P! x P!, c’est-a-dire de la forme (x, y) — (f(x),g(y)), ol f et g sont deux
fractions rationnelles de méme degré.

2.2/5. Equidistribution vers la mesure canonique des suites de points dont la hau-
teur normalisée tend vers 0

Soit K un corps de nombres sur lequel le systeme dynamique polarisé (X, f ,-Z) est
défini. Tout point x € X(Q) définit une mesure de probabilité discrete sur X(C), no-
tée 6 : c’est la moyenne des masses de Dirac aux [K(x) : K] conjugués de x.
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CONJECTURE 2.2.12. — Soit (x,) une suite de points de X(Q) vérifiant les deux hypo-
theses suivantes :

(i) pour toute sous-variété prépériodique Y C X, il n'existe qu'un nombre fini d’en-
tiers n telsque x, € Y ;
(i) la suite (h(x,)) des hauteurs normalisées des x,, tend vers 0.

Est-il vrai que la suite (0 x,) converge vers la mesure canonique I ¢ sur X(C) ?

Faisons quelques commentaires au travers de deux exemples.

a) Supposons par exemple que X = P! et que f(x) = x?; alors les points prépério-
diques sont 0, co et les racines de I'unité, la hauteur normalisée h o n'est autre que la
hauteur usuelle et la mesure canonique (1 ¢ est la mesure d’intégration sur le cercle
unité. La condition i ¢ (x,) — 0 est en particulier vérifiée si I'on prend pour x, une
racine de I'unité, toutes distinctes entre elles. Si x,, est d’ordre d,;, c’est une racine du
polyndme cyclotomique @4, , dont on sait qu’il est irréductible de degré ¢(d,) (nombre
d’entiers entre 1 et d,, qui sont premiers a d,). Les conjugués de x, sont ainsi les autres
racines primitives d,-iémes de 'unité. Si par exemple d,, est un nombre premier, les
conjugués de x, sont les exp(2ikn/d,, pour 1 < k < d, — 1. Lorsque d,, tend vers I'in-
fini (toujours en étant un nombre premier) la mesure 6, correspond a des sommes
de Riemann sur le cercle (a 'oubli négligeable pres d’'une masse de Dirac en 1 divisée
par d,) et converge ainsi vers la mesure de Haar normalisée sur S'.

Inversement, la conjecture 2.2.12 appliquée a cet exemple indique que les racines
de I'unité sont de grand degré, sorte de version quantitative du théoréeme affirmant
I'irréductibilité des polynomes cyclotomiques.

b) Prenant toujours des points périodiques sur X = P!, f étant alors arbitraires, cette
conjecture est un analogue arithmétique d'un énoncé d’équidistribution classique en
théorie des systemes dynamiques di a BROLIN (1965) et LYUBICH (1983), ot 'on rem-
place la mesure 6y, par la moyenne des masses de Dirac aux points périodiques ré-
pulsifs d’ordre d,, tendant vers I'infini. Comme pour les racines de I'unité, la conjec-
ture 2.2.12 implique que ces points périodiques répulsifs se répartissent en relative-
ment peu d’orbites galoisiennes, toutes proches de la mesure d’équilibre.

c) En théorie des systemes dynamiques, on peut aussi considérer, au lieu de 6,
le nuage des itérés inverses f~"(xy) d'un point initial xy. De fait, si f(x,+1) = X, pour
tout n, on a ﬁg(xn) = ﬁg (x9)/d", donc la condition (ii) de la conjecture 2.2.12 est sa-
tisfaite. La encore, cette conjecture tend a affirmer que le nuage f~"(xp) se répartit en
relativement peu d’orbites galoisiennes, toutes proches de la mesure d’équilibre.

d) Incidemment, il ne semble pas facile de produire une suite (x,) de points véri-
fiant la condition /¢ (x,) — 0 sans combiner les deux approches précédentes — points
périodiques et préimages itérées.

PROPOSITION 2.2.13. — La conjecture 2.2.12 implique la conjecture 2.2.11.

Démonstration. — Soit Y une sous-variété irréductible de X qui n’est pas prépério-
dique.
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Commencons par montrer qu’il n’existe dans Y qu'un nombre fini de sous-variétés
prépériodiques maximales. Dans le cas contraire, on pourrait en effet construire une
suite (Y},) de sous-variétés irréductibles prépériodiques de X contenues dans Y, telle
que pour tout n, Y, ne soit pas contenue dans la réunion de Yi,..., Y,_; et telle que
toute sous-variété prépériodique de (X, f) qui est contenue dans Y soit contenue dans
I'une des Yj,.

Alors Y, n (Y U---U Y;,_1) est un fermé de Zariski strict de Y,,; il existe donc un
point y, € ¥,(Q) qui est prépériodique mais qui n’appartient pas a Y, si m < n. On
a Lo (y,) = 0. Supposant la conjecture 2.2.12 vérifiée, la suite de mesures discrete (& V)
converge vers la mesure canonique i sur X(C). Mais comme y, € Y pour tout n,
les supports des mesures (9,,) sont contenus dans la partie fermée Y (C) de X(C). Par
suite, le support de leur mesure limite est lui-aussi contenu dans Y (C). La contradic-
tion vient de ce que la mesure [i » ne charge pas les sous-ensembles algébriques stricts
(théoreme 3.1 du texte de GUED]J, voir aussi plus haut, paragraphe 2.1/4).

Cela démontre que la réunion Y; des sous-variétés prépériodiques de (X, f) qui sont
contenues dans Y est une partie fermée de Y. On a Yy # Y puisque Y n’est pas prépé-
riodique. Supposons que /¢ (x) prenne des valeurs arbitrairement petites lorsque x €
Y (Q) mais y ¢ Y;. Soit (y,,) une suite de points de Y (Q) n’appartenant pas a Y; telle que
h «(yn) — 0. Comme précédemment, la contradiction apparait en considérant la suite
de mesures (6(yy)) supportées par Y (C) : cette suite converge en effet vers la mesure
canonique (i ¢, donc son support est contenu dans Y (C) bien qu'’il soit Zariski-dense
dans X (C). O

La géométrie d’Arakelov fournit une voie d’attaque de cette conjecture d’équidis-
tribution, qui s’est d’ailleurs avérée remarquablement efficace. Elle consiste en le
théoreme d’équidistribution ci-dessous, dii aux travaux successifs de SZPIRO et al.
(1997), AUTISSIER (2001) puis pour finir YUAN (2006), voir aussi BILU (1997); RUMELY
(1999); CHAMBERT-LOIR (2000, 2006); BAKER (2006); BAKER & RUMELY (2006); FAVRE &
RIVERA-LETELIER (2006) pour des démonstrations alternatives (lorsque X = P!) et des
variantes, notamment p-adiques.

THEOREME 2.2.14 (Yuan). — Soit (x,) une suite de points de X(Q) vérifiant les deux
hypotheses suivantes :

(i) pour toute sous-variété Y C X, il n'existe qu'un nombre fini d’'entiers n tels que
Xp€Y;
(ii) la suite (hy(x,)) des hauteurs normalisées des x,, tend vers 0.

Alors, la suite (6,) converge vers la mesure canonique [i ¢ sur X(C).

§’il m’est impossible de décrire succinctement la démonstration du théoréeme de
Yuan, je consacre le chapitre 3 de ce texte a la démonstration, d’aprés BAKER (2006),
du théoreme 2.2.14 lorsque X est la droite projective. J'y exposerai aussi la démons-
tration, due a BIiLU (1997), de la conjecture d’équidistribution 2.2.12 pour les systemes
dynamiques toriques.
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§2.3. Exercices

Exercice 2.3.1. — a) On définit une application rationnelle o de P? dans lui-méme en
associant a un point de coordonnées homogenes [x : y : z] le point de coordonnées
homogenes [yz: zx : xy]. Cette application est définie des qu’au moins deux des co-
ordonnées x, y, z ne sont pas nulles, c’est-a-dire en dehors de la réunion E des trois
axes de coordonnées. Cette application est de degré 2 mais pour tout x € P>(Q) oi1 ¢
est définie, on a 0 o o(x) = x — c’est une involution (« involution de CREMONA »). En
particulier, tout point de P?\ E est prépériodique.

b) Soit u = [¢; : 5 : £3] un automorphisme linéaire de P2 et posons T = ulogou.
C’est encore une involution rationnelle de P2, définie par des polyndémes [F) : F> : F3]
de degré 2. Si le groupe de Galois Gal(Q/Q), agissant sur les coefficients des formes
linéaires ¢;, permute ces trois formes linéaires, alors les polynomes F; définissant T
sont a coefficients rationnels.

c) Le lieu d’'indétermination E’ de 7 est I'image réciproque par u de la réunion des
trois axes de coordonnées. Déterminer un automorphisme u de sorte que E' N P?>(Q)
soit vide. Alors, les polynomes F; n'ont pas de zéro commun dans P?(Q) sans pour
autant que l'inégalité de la prop. 1.1.3 du chapitre 1 soit valide. Pourquoi cela ne
contredit-il pas cette proposition ?

Exercice 2.3.2 (KAWAGUCHI (1999)). — Soit f: X — X un endomorphisme d'une va-
riété projective et soit . un fibré en droite ample sur X. On suppose que f*.Z ®
#~1 est ample. Alors, il existe un nombre réel ¢ > 0 tel que pour tout point x € X(Q)
qui est prépériodique pour f, he(x) < c. Par conséquent, le théoréeme 2.1.9 s’étend
a ce contexte (un peu) plus général. (Montrer qu'il existe un entier n > 1 (f*.Z ®
LY e £ 1 est ample. En déduire qu’il existe un nombre réel a tel que h (f(x) =
(1++)hy(x) — a pour tout x € X(Q).)

Exercice 2.3.3 (LEWIS (1972)). — Par linéarité, on étend la notion de hauteur aux 0-
cycles (c’est-a-dire aux combinaisons linéaires formelles de points). Soit f et g des
endomorphismes d'un espace projectif P” tels que deg(f) > deg(g).

a) Montrer qu'’il existe une unique hauteur h relative au fibré ¢'(1) sur P” telle que
fz(f*g*x) = deg(f)fz(x) pour tout x € P”(ﬁ). (Dans cette formule, f, et g* désigne les
applications déduites de f et g au niveau des 0-cycles, voir FULTON (1998), chapitre 1.)

b) Soit X une partie de P"(Q) stable par Gal(Q/K) telle que g|x est injective et g(X) c
f(X). Montrer que les éléments de X sont de hauteur bornée.

¢) En déduire que pour tout corps de nombres K, il n'y a pas de partie infinie X c
P"(K) tels que g|x soit injective et g(X) c f(X).

Exercice 2.3.4 (POONEN (1999)). — Soit f: X — X un endomorphisme d’une va-
riété projective et soit . un fibré en droite ample sur X. Soit & une fonction
hauteur pour .. On suppose qu’il existe des nombres réels a > 1 et b tel que
h(f(x)) > ah(x) — b pour tout x € X(Q).

a) Montrer qu'’il existe des nombres réels ¢ > 1 et M > 0 tels que 'on ait h(f(x)) >
ch(x) pour tout x tel que h(x) > M.
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b) Pour tout point x € X(Q) qui n’est pas prépériodique, la suite (h(f"(x))) tend vers
I'infini.

c) Pour x € X(a), on note N(x) le plus petit entier n tel que h(f"(x)) > M, s’il en
existe, ou +oo sinon. On dit qu'une suite (x;) de points de X(Q) est de petite hauteur si
la suite (N (xy)) tend vers I'infini.

Supposons qu'il existe une hauteur canonique / associée a f, c’est-a-dire une fonc-
tion & sur X(Q) telle que /2 — h soit bornée et que fz(f(x)) = Ah(x) pour tout x € X(Q).
Montrer que A > 1. Montrer qu’'une suite (xi) est de petite hauteur si et seulement si
fz(xk) — 0 (d’ou la terminologie!).

Exercice 2.3.5. — Cet exercice propose quelques cas (plus ou moins) faciles du pro-
bleme de Lehmer. Soit £ un nombre algébrique qui n’est ni nul ni une racine de l'unité ;
soit P son polyndme minimal. On rappelle que la mesure de Mahler de P est égale a
exp(h($)[Q(S) : Q).

a) Si ¢ n'est pas un entier algébrique, de méme que son inverse, alors M(P) > 2.

b) Si & est totalement réel, c’est-a-dire si toutes les racines de P sont réelles, alors

M(P) > (15)"%; SCHINZEL (1974/75). Démonstration de HOHN & SKORUPPA (1993) :

pour x € R, observer I'inégalité

1+v5
max(L, |x[) > x|/ |x 1/x|1/2‘/§(T\/—)”2,
Exercice 2.3.6. — a) Soit M un espace métrique et soit u, v deux applications conti-

nues contractantes de M dans M. Si u et v commutent, leurs points fixes respectifs
coincident.

b) Soit X une variété algébrique projective, soit f et g des endomorphismes de X,
soit . un fibré en droites sur X et d, e des entiers > 2 tels que f*.¥ ~ ¥®% et g* & ~
Z®¢.Si f et g commutent, les hauteurs normalisées relatives a . associées a f et g
coincident.

Cela s’applique notamment aux systemes dynamiques toriques et abéliens.

Exercice 2.3.7. — Soit (X, f,.Z) un systeme dynamique torique et soit G le tore sous-
jacent.

a) Soit K un corps de nombres; soit 7 le cardinal du groupes des racines de I'unité
contenues dans K. Montrer que ¢(n) < [K : Q]; en déduire que n est majoré par une
constante ne dépendant que de [K : Q].

b) Soit X une variété torique projective lisse de dimension k, soit G le tore sous-
jacent a X et soit f 'endomorphisme de X qui prolonge I'endomorphisme u — u?
de G. Montrer que les composantes irréductibles du diviseur D = X \ G sont stables
par f et sont encore des systémes dynamiques toriques. Majorer en terme de ¢, (£)*
le nombre de ces composantes.

¢) Montrer que la restriction de la conjecture 2.2.9 a la classe des systemes dyna-
miques toriques est vraie.

Exercice 2.3.8. — Soit X une variété projective sur un corps K, munie de deux endo-
morphismes f et g. On suppose que le systtme dynamique (X x X, f x f) vérifie la
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conjecture 2.2.2. On fait enfin 'hypothése qu'il existe un ensemble Z de points de X,
dense dans X pour la topologie de Zariski, tel que pour tout z € Z, z et g(z) soient
prépériodiques pour f.

a) En appliquantI’énoncé de la conjecture 2.2.2 au graphe I'y de g dans X x X, mon-
trer qu'il existe des entiers a et b, avec a > 0, tels que fPg f*= f**Pg.

b) Soit k un entier au moins égal a 2 et soit @ un élément non nul de K. Démontrer
qu'un polyndéme P € K[X,---, X,] qui vérifie une équation de la forme P(xk, ... ,X,lf) =
aPX)* na qu'un seul mondme.

¢) On revient au contexte de I'exercice en supposant que X = P” et que f est I'élé-
vation des coordonnées a une certaine puissance k > 2, de sorte que les points de X
qui sont prépériodiques pour f sont les points a coordonnées racines de I'unité. Mon-
trer qu’il existe des mondémes Gy,...,G, et des racines de I'unité {y,...,(,, tels que
glxp:---:x,]) =[CoGo(x):+++:{,Gp(x)]; voir aussi KAWAGUCHI & SILVERMAN (2007 a).



CHAPITRE 3

EQUIDISTRIBUTION SUR LA DROITE PROJECTIVE

Le but de ce chapitre est d’exposer la démonstration de la conjecture d’équidistri-
bution des points de petite hauteur pour les systemes dynamiques sur la droite pro-
jective. Cette conjecture a été démontrée par AUTISSIER (2001) par des techniques de
géométrie d’Arakelov, mais le cas de la droite projective munie de la hauteur naturelle
(un systeme dynamique torique) est dt a BILU (1997). La méthode utilisée par Bilu
a été étendue au cas général dans BAKER & RUMELY (2006) (voir aussi BAKER & HSIA
(2005) pour les systémes dynamiques polynomiaux) et indépendamment par FAVRE &
RIVERA-LETELIER (2006), ces derniers auteurs établissant en outre une borne pour la
vitesse de convergence.

La version que je donne ici est issue de BAKER & RUMELY (2006) avec quelques sim-
plifications que permettent un résultat de BAKER (2006) et 'emploi de techniques I?
classiques en théorie du potentiel.

§3.1. Fonctions de Green

Dans toute cette section, on se donne un corps valué C, qui est ou bien le corps C
des nombres complexes, ou bien le corps C,, pour un nombre premier p. On note ||
la valeur absolue de C,. Soit f un endomorphisme de degré d de la droite projective,
donné par deux polyndmes homogenes (U, V) en deux variables X et Y a coefficients
dans C,, sans zéro commun dans C% autre que (0, 0).

La n-ieme itérée de f est donnée par deux polynomes homogenes (U, V;,) de de-
gré d". En fait, ces polyndmes obéissent aux relations de récurrence

Un1 (X, Y)=UUn(X, Y), Vu(X,Y)) = Uy (UX, Y), V(X, Y)),
Vi (X, Y) = V(Un(X,Y), Va(X, Y)) = V,(UX, Y), VX, Y)).

IIs sont de degré d” et sans zéro commun autre que (0, 0).

Soit cole point [1: 0] de P!. Le diviseur f*oo est défini par I'équation V = 0. On a ainsi
f*oo = doo+div(V/Y%). Notons A, la fonction de Green normalisée pour le diviseur co
et la fraction rationnelle V(X, Y)/ Y%,
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3.1/1. Ensemble de Julia rempli

LEMME 3.1.1. — Pour rout (x,y) € C?, la limite suivante
. 1
(3.1.2) Ay(x,y) = ,}ggoﬁlogmaX(lUn(x,y) | Va(x, 1))

existe. En fait, on a
Ay(x,y) = Ay([x: y]) +1og|y|
pour tout (x,y) € C tel que y # 0.

Démonstration. — Lorsque (x, y) = (0,0), la suite qui définit A, est constante de va-
leur —oco. Nous allons montrer qu’elle converge en tout autre point vers un nombre
réel.
Comme U et V sont sans zéro commun, on déduit du théoréme des zéros de Hilbert
I'existence d'un encadrement
-1 d d
(3.1.3) ¢, max(|x|,|y])* <max(|U(x,y) )

V(x,y)|) < cymax(|x|,|y])

M

valable pour tout couple (x,y) € C, x C, distinct de (0,0). (La méthode a été exposée
plusieurs fois déja, par exemple dans la preuve de la proposition 1.3.4.) On en déduit
que

1
dr

logmax (U, (x, y)|, | Va(x, )|) = logmax (|Up+1(x, Y|, | Vis1 (2, ) |)

)

dn+1

est majorée uniformément par un multiple de d~". La convergence normale de la suite
en résulte. Sa limite est une fonction continue sur CZU \ {(0,0)} et la fonction

(x, ) — Ay(x, y) —logmax(|x|,|y])

est bornée sur C2 \ {(0,0)}. En particulier, A, est bornée sur tout domaine de C? de la
forme

a<max(|x|,|y) <b,

ol a et b sont des nombres réels strictement positifs.

Par construction, ona A, (U(x, y), V(x,y)) = dA,(x,y). De plus, pour u € Cj et (x,y) €
C, x C, distinct de (0,0), on a A, (ux,uy) =loglul, + A,(x,y). Par suite, 'application
(x,y) — Ay(x,y)—log |y| définit, par passage au quotient, une application ¢, continue,
de P*(C,)\{oo} dans R. Lensemble des [x : y] € P'(C,) tels que | y| < | x| estun voisinage
du pointoo = [1:0]; en un tel point [x: y] avec y # 0,

M

—— . T Ae(x ) -1 )
[+ [y (e Togmadial D)

e(x:y)=Ay(x,y) —log|y| =—log

Par suite, ¢ est une fonction de Green pour le diviseur oo.
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Les relations

e(f(x:yD)=@(Ux,y): V(x, )]
= A, (U(x, ), V(x,y) —log|V(x,y)|,

= dA,(x,y) —log|V(x, )|,
Vix,y)
=dp([x:y]) —log dy
y v
montrent qu’elle vérifie en outre I’équation fonctionnelle qui caractérise la fonction de
Green normalisée. On a donc A, = ¢. O

Soit / » 'ensemble des couples (x, y) € C% tels que la suite (U,(x, y), V,(x,y)) soit
bornée dans C2. On I'appelle I ensemble de Julia rempli homogéne de f.

PROPOSITION 3.1.4. — Pour qu'un point (x,y) deC, x Cy, appartienne a 7, il faut et
il suffit qu'il vérifie A, (x,y) < 0.

Démonstration. — Comme A,(x,y) =lim d‘”max(|Un (x, y)|v, | V,(x, y)|U), il est clair
quel'ona A,(x,y) <0 pour tout (x,y) € /,,.
Inversement, si 'on pose m = c, Via-1) I'inégalité (3.1.3) entraine que pour

tout (x, y) € C, x C, et tout nombre réel M > 0, on al'implication
mmax(|x| ,|y|) =M = mmax(U(x,y),,|V(xpl|,)> M?.

Pour un couple (x, y) € Cj, tel que mmax(|x| ,|y|,) > R avec R > 1, on en déduit que
mmax(|Un(x, y)|v, | Vi, (x, y)|v) > Rdn, d’ot I'inégalité A,(x,y) > logR > 0. Il en est de
méme s'il existe un entier n tel que mmax(|Uy,(x,)|,,|Va(x, )| ,) > 1. Autrement dit,
si Ay(x,y) <0, alors max(|Un (x, y)|v, | V,(x, y)|U) < 1/m pour tout n, ce qui démontre
que la suite (U, (x, y), V,(x, y)) est bornée dans C%. O

Exemple 3.1.5. — Supposons que U = X% et V=Y. Alors, U, = X% et V,, = Y?" pour
tout n. On a donc max(|Un(x, y)| , | Vi, (x, y)|) = max(|x| , |y|)dn si bien que I'ensemble
de Julia rempli /,, est le bidisque Blz,, ouB,={xeC,; |x| <1k

Exemple 3.1.6. — Supposons que C, soit ultramétrique et que les conditions sui-
vantes soient satisfaites :

— les coefficients de U et V sont de valeur absolue au plus 1.
— leur résultant Res(U, V) est une unité v-adique.

(On dit que le systeme dynamique a bonne réduction.) Alors, l'ensemble de Ju-
lia rempli homogéne ¥, est exactement l'ensemble des couples (x,y) € C% tels que
max(|x],,[y],) < 1.

En effet, dans I'inégalité (3.1.3), on peut prendre la constante c, égale a 1. C’est clair
pour I'inégalité de droite : si max(|x|,|y|) < 1, alors max(|U(x,y)|,|V(x,»)]) < 1. En
particulier, si un couple (x, y) € C% vérifie |x|y <let | y|v < 1, il en est de méme des
couples (U, (x,y), Vu(x,y) et (x,y) € _Z,.
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Avant de démontrer I'inégalité de gauche, rappelons que par définition, le résul-
tant Res(U, V) est le déterminant de I'application linéaire (A, B) — AU + BV de l'es-
pace (C,[X, Y14-1)% dans C,[X, Y]»4-;, dans les bases standard données par les mo-
nomes; considéré comme fonction polynomiale des coefficients de U et V, i il est bi-
homogene de bidegré (d(d —1),d(d — 1)) et s'annule si et seulement si U et V ont un
zéro commun. La théorie du résultant affirme qu’il existe des polynomes homogenes
Aet B de degrés d — 1 tels que AU + BV = Res(U, V) X291, et les coefficients de ces po-
lynémes appartiennent au sous-anneau de C, engendré par les coefficients de U et V;
ce sont donc des éléments de valeur absolue au plus 1. Par suite, sous I'hypothese que
|[Res(U,V)|=1,0ona

2d-1

|x1247t < max(|x], |y max(|U(x, y)|, | V(x, »)]),

et donc

Vix, y)pHe.

Par symétrie, | y| vérifie la méme majoration. Par récurrence, on obtient I'inégalité

x| < max(|U(x, y)

’

max(|x], |y|) < max(| U, (x, y)], | Valx, )M,

valable pour tout n > 1. En particulier, si la suite (U,(x,y), V,(x,y)) est bornée,
max(|x|, |y|) < 1, ce qui conclut la preuve que _¢Z, estl’ensemble des couples (x, y) € c?
tels que max(|x|, |y <1.

3.1/2. Linégalité de Baker

Pour tout couple de points distincts, (P;, P;) € (P! x P1)(C,), de coordonnées homo-
genes [x; : y1] et [x2 : )»] respectivement, posons
(3.1.7)

Gy (P, P») = —log + Ay(x1, 1) + Ay(x, y2) —

v

log|Res(U, V)|,

det(x1 N
X2 Y2

_
dd-1)

ol Res(U, V) désigne le résultant des polyndmes U et V. On vérifie immédiatement
que cette expression ne dépend pas du choix des coordonnées homogenes définissant
les points P; et P,. Elle ne dépend pas non plus du choix des polynomes homogeénes U
et V grace a 'homogénéité du résultant.

Siles coordonnées homogenes de P; et P, sont choisies de la forme [z; : 1] et [z : 1],
on a

1

(3.1.8) Gy(P1, P)) = —loglz1 — 22|, + g (P1) + 8v(P2) — mloglReS(U, Wly.
On voit ainsi que G, est une fonction de Green pour le diviseur diagonal de P! x P! — il
ne faut cependant pas la confondre avec les fonctions de Green de diviseurs sur P! ! La
fonction G, jouera ici le role (de 'opposé du logarithme) d’'une distance entre points
de PL.

La proposition essentielle sur laquelle reposera la démonstration du théoréme
d’équidistribution est la minoration suivante de moyennes de la fonction G,. C’est un
analogue d'un théoréme d’ELKIES (voir LANG (1988), théoréme 5.1, p. 150) dans le cas
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des fonctions de Green normalisées; I’assertion sur la limite inférieure est le pendant
d’'une minoration de FALTINGS (1984).

PROPOSITION 3.1.9 (BAKER (2006)). — Il existe un nombre réel c, tel que pour tout en-
tier n et toute famille (Py, ..., P,) de points distincts de P (C,), on ait
1 1 logn
—— Y Gu(P,P) > —c,—2
n(n-1) ;52 n
i#j
En particulier,
1 n
liminf ——— ) Gy,(P;,P)) >0.
(Pl,...,’})n)ogistincts n(n-1) i,j=1

i#]
La démonstration de cette proposition fera I'objet du §3.3.

3.1/3. Diametre transfini homogene

Nous terminons cette section par une premiere application de I'inégalité de la
prop. 3.1.9, a savoir le calcul du diametre transfini homogeéne de ’ensemble de Julia
rempli homogene. Il s’agit d'un analogue du fait, classique en dynamique polynomiale
sur C, que le diametre transfini, ou la capacité, de 'ensemble Julia d'un polynéme
f= adxd + -+ ap € Clx], de degré d > 2, est égale a Iadl_l/(d_“. (Voir RANSFORD
(1995), théoréme 6.5.1, p. 191). Cette formule est due a DEMARCO (2003) dans le cas
archimédien et a BAKER & RUMELY (2006) dans le cas général; on trouvera dans DE-
MARCO & RUMELY (2007) la généralisation au cas de n polynémes homogenes de
meéme degré en n variables.

Pour z; = (x1, 11) et 22 = (x2, }») dans C?, on pose

d(z1,22) = |x1y2 — %211
Le diametre transfini homogéne d’une partie bornée K de C? est défini par la formule

h _1; o, al/n(n-1)
0"(K) —11’r1n sup .Hld(z,,z]) .
zl,...,zneKWg]

Par la méme méthode que dans le cas classique, on vérifie facilement que la limite

existe : notant 6 ,,(K) le n-iéeme terme de cette suite, la suite (6, (K)) est décroissante.
Soit en effet z,...,2;,,2,4+1 € K. Pour tout se {1,...,n+1},on a

[T diz)<8,&)"" V.
1<i, j<n+l
i,j#S
Faisant le produit de ces inégalités, on obtient
[T dzp)" ' <8, DD,
1<i#j<n+1

soit encore
[T dzi,zp""™ ) <8,(K).

1<i#j<n+1
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Par suite, 6,41 (K) < 6,(K).
On s’'intéresse dans cette section au diametre transfini homogene des ensembles de
Julia remplis.

Exemple 3.1.10. — Supposons que C, soit ultramétrique et montrons que le diameétre
transfini homogene du bidisque K = B2, ot B, = {x € C,; |x| < 1}, est égal a 1.

Par I'inégalité ultramétrique, d(z, w) < 1 pour z et w dans K. On voit donc que
6"(K) < 1. Par ailleurs, si Py,..., P, sont n éléments de C, x C, de la forme (z;,1), ou
z1,...,2, sont des éléments distincts de C,, de valeur absolue < 1 et dont les images
dans le corps résiduel soient distinctes, on a d(P;, P;) = 1 pour tout couple (i, j) tel
que i # j. Puisque le corps résiduel de C, est infini, il existe de telles familles. Avec les
notations introduites au début de ce paragraphe, on a donc §,(K) = 1, d’ot1 6*(K) = 1.

Lexemple qui précede calcule donc le diametre transfini homogene d'un systeme
dynamique a bonne réduction; la formule suivante concerne le cas d'un systeme dy-
namique général.

PROPOSITION 3.1.11. — Supposons que les coefficients de f appartiennent a un corps
de nombres F. On a alors §"(_¢,) = |Res(U, V)|~1/dd=D,

Démonstration. — Rappelons que la fonction de Green G, sur P! x P! est définie par
la formule

Gy([x1: 1), [x2 2 y21) = =logd((x1, y1), (X2, y2)) + Ap(x1, Y1) + Ay (2, 12)

1
— ———log|Res(U, V)|.
=D oglRes(U, V)|
Par suite, si les points P; = (x;, y;) appartiennenta _¢#,, ona
1/n(n-1)
— ) Gy(P;,P))<-1o d(P;, P;) ———log|Res(U, V).
n(n—l)i;j vt g(il;[j ’ ’) dd-1) 8

Faisons tendre n vers I'infini et appliquons la prop. 3.1.9; on trouve donc

1
10g5h(/y) < —mloglReS(U, Wy .

Pour établir 'inégalité dans I'autre sens, on écrit les inégalités analogues pour foutes
les places w du corps de nombres F engendré par les coefficients de f. Comme Q est
dense dans C,,on a

" Fw)=lim  sup [[dw®;, PV =lim sup []du(P:,P)"""Y,

(Pl P)ECw i%] " (P PR)EQ iR
ou d, désigne la fonction analogue a d mais avec la valeur absolue ||, de C. Or,
pour tout couple (P;, P;) d’éléments de C, x C,, on a, notant P; = (x;,y;), 'égalité
dy (P, Py) = |x1 Yo — X1 | ,- Si Py et P, sont des éléments distincts de F x F, la formule
du produit entraine donc
Y. ewlogdy(Py, Ps) =0.

weMFp
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En particulier, pour tout n-uplet (Py,...,P,) € 6, ona

1
Z £wlog62(/w): Z Ey——— sup Z logd,,(P;, Pj)
weMp wev  n(n—=1p, Pu1<i#j<n

> sup Z Ew Z logd,, (P;, Pj).
Pi,..PrweMp  1<i#j<n

D’apres la formule du produit, on adonc }_,, £,/ logé h ) =0.Comme
1
;gwlog6h(/w) < —m;swlogmesw, Vlw=0,

toujours par la formule du produit, on a égalité place par place, comme il fallait dé-
montrer. O

§3.2. Démonstration du théoreme d’équidistribution

Il s’agit de démontrer le théoréme suivant, cas particulier du théoreme 2.2.14 lorsque
X=PL

THEOREME 3.2.1. — Soit f: P! — P! un endomorphisme de degré d > 2 défini sur un
corps de nombres F. Soit h la hauteur normalisée relativement au fibré en droites 0'(1)
surP'. SiPeP! (6), notons O p la mesure de probabilité sur P (C), moyenne des masses
de Dirac aux conjugués de P sous U'action du groupe Gal(Q/F).

Pour toute suite (P,) de points distincts de P (Q) telle que h(P,) — 0, la suite de me-
sures &p, surP(C) converge faiblement vers la mesure canonique fi -

Remarque 3.2.2. — Considérons deux endomorphismes de degré > 2 de P!, disons f
et g, a coefficients dans un corps de nombres. Supposons qu’ils aient une infinité de
points prépériodiques en commun. Puisque les points prépériodiques sont ceux de
hauteur normalisée nulle, cette hypotheése est satisfaite lorsque les hauteurs norma-
lisées fzf et fzg coincident, comme dans KAWAGUCHI & SILVERMAN (2007a). On peut
alors construire une suite (P,) de points distincts de p! (6) vérifiant h r(Py) = flg (Py) =
0. Par suite, les mesures canoniques [ir et fIg coincident. C’est alors un théme clas-
sique en dynamique complexe que de relier f et g. Hormis des cas exceptionnels, LE-
VIN & PRZYTYCKI (1997) démontrent par exemple qu’il existe des entiers m et n tels
que (flof)of™ = (g log)og”. (Dans cette équation, f~'o f est a considérer comme
une branche de la correspondance qui serait notée de la méme facon.)

3.2/1. Hauteur et discrépance

Commencons par relier hauteur d'un point et les valeurs des fonctions de Green G,,.
Soit P € P! (Q); notons n son degré sur F et Py,..., P, ses conjugués. Supposons
n > 2. On pose alors, pour toute place v € MF,

(3.2.3) D(P)—;Xn:G(P-P-)
L v - I’I,(I’I,—l) i'j:1 v [ 2 PN

i£j
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C’est la discrépance v-adique de P : elle mesure la proximité mutuelle des conjugués
de P pour la topologie v-adique; elle est d’autant plus grande que ces conjugués sont
proches.

PROPOSITION 3.2.4. — Pour tout point P € PI(G) privé de PY(F),ona

ey =2 Y e,Dy(P).

ve Mg

Démonstration. — Comme P ¢ P1(F), P # oco. gn peut alors fixer les coordonnées ho-
mogenes des P; sous la forme [z; : 1], avec z; € Q. Par définition de G,,

D,,(P):——Zlog|zl zj| + = Z/l (Pi) -

————log|Res(U, V)|,.
nn-1 & d(d D oglRes(U, V]I,

Par théorie de Galois, ou d’apres le théoréme sur les fonctions symétriques élémen-
taires, le produit [[;4;(z; — z;) appartient a F/; c’est, au signe prés le discriminant A(P)
du polyndéme H” L (T — z;). Par définition de la hauteur locale h relative au diviseur oo
et ala fraction rationnelle V(X, Y)/Y 4, on a donc
A 1 1
D,(P)=2hy(P)— ———1og|A(P)|y — ———
v(P) v(P) n(n—1) gIA(P)]y dd-1
La décomposition de la hauteur normalisée en somme de hauteurs locales normali-
sées, pour P # oo, s’écrit

log|Res(U, V),

h(P)= Y &e,hy(P).

VEMFE

D’autre part, la formule du produit implique que

Y eyloglAP)l, = Y €,log|Res(U, V)|, =0.

ve Mg veEMp
La proposition en résulte. O

COROLLAIRE 3.2.5. — Soit (P,) une suite de points distincts de P*(Q) telle que h(P,)
tend vers 0. Pour toute place v de F, on a

lim D,(P,) =0
n—oo
Démonstration. — Comme il n'y a qu'un nombre fini de points de hauteur bornée et

de degré donné, le degré de Py, [F(P,) : F], tend vers l'infini quand n — oco. D’apres la
prop. 3.1.9, liminf, D, (P,) > 0. Alors, pour toute place w de F, on a

0= lim (e,Dy(Pn))
> hmsup (ewDw(Pn)) + ) liminf(e,D,(P))

VAW

> limsup (€., Dy (Py)),
n

d’ou le corollaire. O
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3.2/2. Energie

Soit w la valeur absolue archimédienne de F associée a l'inclusion de F dans C.
Pour simplifier les notations de ce paragraphe, nous désignons par G la fonction de
Green Gy, et par u la mesure canonique fir. Nous notons M = P!(C) et A la diagonale
de M x M.

Par leurs définitions mémes, G et u sont reliées par I'équation aux dérivées partielles

(3.2.6) dd*G(z,w) + 6 = du(z) + du(w)

sur M x M, ot 6 désigne le courant d’intégration sur la diagonale A. En outre, G est
symétrique (G(z, w) = G(w, z)) et minorée.

On appelle énergie d'une mesure de probabilité v sur M la quantité (éventuellement
infinie)

(3.2.7) E(W) = f G(PQ) dv(P) dv(Q).
MxM

Le potentiel de v est défini par la formule
(3.2.8) uy(P) = fMG(P, Q) dv(Q).

Notons W; I'espace de Sobolev des fonctions u sur P!(C) qui sont localement de
carré sommable, ainsi que les coefficients des formes différentielles données par sa
dérivée du au sens des distributions. (Il en est alors de méme de du.) Si u € W1, on note
| ullpir la semi-norme de Dirichlet de u, définie par

i _
I uII%ir = EfMau/\au = —fM uddu.

LEMME 3.2.9. — a) Le potentiel u, d'une mesure i est une fonction semi-continue
inférieurement sur M qui vérifie I'équation ddu, + v = u au sens des distributions. En
outre, uy, est constante, de valeur E(u).

b) Siv est une mesure définie par une forme différentielle €*°, on a E(v) = E(u) +

2
lul?,..

¢) Une mesurev est d’énergie finie si et seulement si son potentiel appartient a W.

Démonstration. — a) Comme max (G, m) est continue pour tout nombre réel m, u est
limite croissante de fonctions continues; elle est donc semi-continue inférieurement.
L'équation dd‘u, + v = u se démontre aisément par intégrations par parties. Appli-
quons cette formule a v = u; il s’ensuit que u, est harmonique, donc constante, de
valeur E(u) = [ u,(P) du(P).
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b) Si u, estlisse, on a

E(v):f u,(P)dv(P)
M
= fM uy (P) (du(P) — dd° u, (P))
= luyll3;, + f wu, (P) du(P)
M
Nl + f G(BQ) du(P) dv(Q)
MxM

Nyl + fM 14,(Q) dv(P)

= lluy 13, + E(w).

c) Si u, € Wy, on déduit facilement de I'égalité précédente que E(v) < oo. Inverse-
ment, on peut approcher v par une suite v, de mesures de probabilité lisses d’énergies
bornées.!!) Leur potentiel u, appartient alors 2 W; (hors de P, u,(-) — G(B-) est de dd°®
lisse et G(B-) appartient a W7). Les normes | u.|Ip; sont bornées lorsque € — 0, puisque
les énergies des mesures v, sont uniformément bornées. Il existe donc une sous-suite
faiblement convergente dans W; modulo les constantes; soit u € W; sa limite. Alors,
dd‘u = dd‘u,, sibien que u—u, est une distribution harmonique, donc est constante.
Onadonc ue€ Wj. O

THEOREME 3.2.10. — On a E(v) > E(u) > 0 pour toute mesure de probabilité v. De
plus, E(v) = E(u) équivautav = (.

Démonstration. — Soit ¢ le nombre réel dont I'existence est affirmée par la prop. 3.1.9.
Ainsi, si Py, ..., P, sont des points distincts de P!(C),ona
1 logn
—— Y G, P) > —c—32,
n(n-1) 7 n

Comme G(B, Q) vaut +oo si P = Q, cette relation vaut méme si les P; ne sont pas dis-
tincts. On peut alors intégrer cette relation par rapport a la mesure-produit ®dv(P;).
Par symétrie, on obtient

logn

_ Zf G(RQ) dv(P) dv(Q) > —c—>—,
n(n-1) ZiJproxp () n

(DA 'aide d’une partition de 'unité, on se raméne au cas de mesures supportées par le disque unité et ot
G(z,w) =loglz— w|™L. Soit Ue des mesures de probabilités de 1a forme p.(r) rdrd6, et ou les fonctions p,
sont positives, a support dans [0, 1] et o1 p,(r) tend uniformément vers 0 sur tout intervalle fermé de la
forme [a, 1] lorsque € — 0. Posons v, = v * . ; les mesures v, sont a densité ¥’ et convergent vers v
quand € — 0. L'inégalité

]loglz— wl_ldug(w) < loglwl_1

montre que I'énergie de v, est au plus égale a celle de v.
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soit encore

Ew) = f G(BQ) dv(P) dv(Q) > —c 28"
P1(C)xPL(C) n

Lorsque n — oo, on obtient E(v) > 0.

Supposons alors E(v) < E(u). En particulier, v est d’énergie finie. Il existe donc u €
W tel que dd°u+v = p et E(v) = E(u) + || ulllzjir. Par conséquent, E(v) > E(u), dou
I’égalité. Alors, | u||2Dir = 0 si bien que u est constante. Donc u =v. O

3.2/3. Fin de la démonstration

Lensemble des mesures de probabilité sur la sphére de Riemann P!(C) est faible-
ment compact. Pour montrer que la suite de mesures de probabilités (6p,) converge
vers fir, il suffit de montrer que fi¢ est sa seule valeur d’adhérence. Quitte a extraire
une sous-suite convergente de la suite (6p,), il est ainsi loisible de supposer que (6p,)
converge vers une mesure de probabilité v. On doit montrer que v = fi¢.

LEMME 3.2.11. — Ona

f G (P.Q) dv(P) dv(Q) <O0.
P1(C)xPl(C)

Démonstration. — Notons A la diagonale de P!(C) x P1(C). Par définition,
Dy(Py) = f Gw(z,2)d6p,(2)dbp, (2).
P1(C)xP1(C)\A

La fonction G, est continue hors de la diagonale et minorée partout. Si M € R, posons
Gu]\j[ =max(M, G,). Alors,

1
i GM(2,2/)d6p, (2) A8 p, (2') < Diy(Py) + ~ M.
P1(C)xP1(C) n
Faisons tendre n vers I'infini; on obtient donc
f GM(z,2")dv(2)dv(Z) <0.
P1(C)xP1(C)

Faisons tendre maintenant M vers co. Le lemme de convergence monotone implique
alors

f Guw(z,z2)dv(z)dv(z)) = lim GM(z,2")dv(z)dv(2) <0.
P1(C)xP!(C) M—o00JP1(C)xP!(C)

O

Autrement dit, la mesure v est d’énergie négative ou nulle. Comme E(v) > E(u) > 0,
onav=[U.
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§3.3. Preuve de I'inégalité de Baker

Nous démontrons dans ce paragraphe la proposition 3.1.9.

LEMME 3.3.1. — Pour tout entier n, posons

1
Dy = inf N G,(P:.,P)).
" PR (C) n(n—l)l;j v(Pi, Pp)

La suite (D,,) est croissante.

Démonstration. — En effet, si Py, ..., P, sont des points de Pl(C)),
n 1 n
Y Gy(P;,Pj)=—— Y. Gy(P;,P))
ij=0 n—1;>| iz
i#] i,j#k

1 n
>——) n(n-1)Dy=n(n+1)Dy,
n—15

d’ou l'inégalité D, 1 > D,,. O

Il va ainsi suffir de minorer Dy pour certains entiers N; on peut par exemple sup-
poser que N = d**!, avec k € N. Pour la démonstration, il sera cependant plus aisé de
supposer N = td* avec k> 0et2 <t <2d-1.

Posons m = N—1. Lespace vectoriel &, des polyndmes homogenes de degré m est
de dimension N. Nous allons en considérer trois bases.

La premiere de ces bases, %y est la famille des monomes X*Y?, ot a+ b= m.

Rappelons que I'on a défini des polynomes U,(X,Y) et V,(X,Y) pour tout en-
tier n > 0 en posant Uy = X, Vp = Y, puis en définissant par récurrence, Uy =
UU,X,Y),V,(X,Y)) et Vyu1 = V(U(X,Y), V,(X,Y)) si n > 0. On a vu que ces poly-
nomes «relévent » a C2 la dynamique de 'endomorphisme f de P!(C,); pour tout 7,
U, et V, sont premiers entre eux, non nuls. Notons alors % la famille des polynémes
de la forme

ay v b 7 yar y b1 a v 7bx
U, v, U vy “'Uk Vk ,

oua;+b;=d-1pour0<i<ketar+ br=1t-1. Cette famille est de cardinal N et
contenue dans I'espace &,,. Soit Ay sa matrice dans la base Ay.

LEMME 3.3.2. — Posonsr=NIN—(t+k(d—-1))/2d(d—-1). Le déterminant de Ay vérifie
det(Ay) = £Res(U, V).

Démonstration. — Montrons d’abord que % est une base de &7,,. On peut pour cela
raisonner par I’absurde et supposer que N est le plus petit entier tel que %y soit liée.
Considérons une relation de dépendance linéaire non triviale

Y capUP V...UMV =0,
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qu’on peut récrire aU; ' + BV} =0, avec

_ ap 1 7bo I
a= ) cpUp V.. .UMV
by=0
_ ap 1 7bo ag-17,Pk-1 779 ybr—1
B= ) capUy V..U VS UIV
br>1

Si a = 0, on divise tout par Vi et on remplace ¢ par t — 1, sauf si £ = 2 auquel cas on
remplace k par k — 1. Par minimalité de N, a # 0. Comme Uy # 0, on a alors f # 0.
Notons que

deg(a)=m—-d*(t-1)=td*-1-d*@t-1)=d*-1.

Comme Uy et Vi sont sans facteur commun, Vj divise «, ce qui contredit 'inégalité
deg(a) = d* -1 < deg(V}) = dF.

Inversement, si U et V avaient eu un facteur commun, la famille %y ne serait mani-
festement pas libre.

Oublions alors un instant les valeurs spécifiques des polynémes U et V : le déter-
minant de Ay est un polyndme a coefficients entiers en les coefficients de U et de V.
Il s’annule si et seulement si ces polynémes ont un facteur commun, c’est-a-dire si et
seulement si le résultant de U et V s’annule. Le théoreme des zéros de Hilbert entraine
alors que le déterminant de A, et le résultant Res(U, V) ont exactement les mémes fac-
teurs irréductibles dans I'anneau (factoriel) des polyndémes. Or, Res(U, V) est lui-méme
un polynome irréductible en les coefficients de U et V. Il existe donc des entiers c et s
tels que

det(Ayn) = cRes(U, V)°.

Considérons le degré de Ay en les coefficients de U : il vaut

deg,,(det(An)) = (d — 1) deg(Uy) + - - + (d — 1) deg(Ui_1) + (£ — 1) deg(Uy)

k_
:(d—1y+uﬁ—1yw-44dk4—1y+u—1)d_l
dk-1
_td—l_h

car le degré de Uy en les coefficients de U est égal a (d¥—1)/(d—1), comme on le vérifie
par récurrence. Le degré du résultant Res(U, V) en les coefficients de U est égal a 2d.
Onadonc s = (£(d*-1) - k(d-1)/2d(d-1) =r.

Pour calculer I'entier c, il suffit de le déterminer pour un choix particulier de U et V,
par exemple U = X9 et V = Y. La famille €y coincide alors avec la famille %y, al’ordre
prés. On a donc ¢ = +1, ce qui achéve la démonstration du lemme. O

Notons B les éléments de Ay, pour 1 < i < N, et C¥) ceux de €y. Pour 1 < j <N,
soit [x; : y;] un systéme de coordonnées homogenes du point P;. On commence par
calculer le déterminant § de la matrice B dont le terme de ligne i et de colonne j est
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B (xj, ;). vaut

B=xN1 ! det((yj/xj)i)

_ _N-1 N-1 Yi Vi
i>j\M J

-1
=x N (H x,-xj) [1ix;—xiy).

i>j i>]j
Par suite,
B =+ [ ixj - xiy).
i#]

Evaluons aussi le déterminant y de la matrice C dont le terme (i, j) est C*¥) (xj, ;).
Soit M un nombre réel tel que I'ensemble de Julia rempli homogene ¢, soit contenu
dans 'ensemble des couples (x, y) € C tels que |x|U <Met|y|, <M.Si(x,y) e 2,
(Uk(x,y), Vi(x, ) appartienta _#, pour tout k, d’ott |Ui(x, y)| , < M et | Vi(x, y)| , < M.
Si de plus v est une place ultramétrique, on a alors, avec C'” défini par la famille (a,b),

. k
€O p)| =TTV I Vit ply < Mobo v be = e,
V=0

avec s = k(d—1) + (¢t —1). Cela entraine |y|v < M*N. Dans le cas oll v est une place
archimédienne, I'inégalité d’ Hadamard implique seulement |y|, < NV'2M*N. Posons
0, =1 si v est archimédienne et 8, = 0 sinon.

Enfin, la définition de la matrice Ay implique quel’'on a aff =7, ot @ = det(Ay). Par
conséquent,

[T 1yix; = xiyil, = [y[5 1al,? = |y[} IRes(U, V)1, 2"

i#]
Passons au logarithme, on obtient
1 Y log| <0 NlogN+ 2s log(M) 2r log|Res(U, V)|
—— ) log|yixi—x;yi| < 0 — ———log|Res(U,
NN=-1) & 8ViXj—XiYj "NON-1)  N-1 g NN-D) g v
soit encore, compte tenu de la définition (3.1.7) de la fonction G,,
1 logN  2s
————— > Gy(P;,P)) > 6, ——— log M
N(N—l)#j N-1 N-1

N 2r
NIN-1) dd-1)
Si2 <t <2d-1 (il suffit que t soit borné), il en résulte alors I'inégalité

1 logN
———— ) GP,P)>—c

log|Res(U, V)|, —2min A, (x;, yi).
l

—2minA,(x;, y;).
1

Rappelons que les coordonnées homogenes [x; : y;] ont été choisies de sorte
que (x;,y;) appartienne a I'ensemble de Julia rempli homogene _#,. On a alors
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Ay (x;,y)) <0, mais on peut utiliser 'homogénéité de A, et la densité dans R de I'en-
semble des valeurs absolues des éléments de C}, pour choisir chaque couple (x;, y;) de
sorte que A, (x;, y;) soit arbitrairement proche de 0.

Cela termine la démonstration de la prop. 3.1.9

§3.4. Le théoreme d’équidistribution de Bilu

Lorsque f: P! — P! est 'endomorphisme donné par [x : y] — [x¢ : y¥], la hauteur
canonique est la hauteur usuelle et la mesure canonique est la mesure de Haar norma-
lisée du sous-groupe compact 81 de C* < P!(C). Le théoréme d’équidistribution qu’on
obtient dans ce cas est d a BILU (1997), mais une variante légérement plus faible re-
monte a ERDOS & TURAN (1950). C’est la proposition :

PROPOSITION 3.4.1. — Soit (x,) une suite de nombres algébriques deux a deux dis-
tincts telle que h(x,) tend vers 0. La suite de mesures (5,) sur P*(C) converge vers la
mesure de Lebesgue portée par le cercle unité S, .

Dans ce paragraphe, je voudrais expliquer comment BiLU (1997) déduit de cette pro-
position une démonstration de la conjecture d’équidistribution 2.2.12 lorsque X est un
systeme dynamique torique.

Pour simplifier I'exposition, on considére @QHk = Gk (Q) comme ouvert dense de
I’espace projectif (PH% :1a hauteur d’'un point (xy, ..., x;) de PhH k(ﬁ) est alorsla somme
des hauteurs usuelles des x;.

On appelle sous-variété de torsion de GX un translaté gH d’un sous-tore H de G¥,
par un point d’ordre fini g € Gr’; (Q). La mesure canonique fIj sur GI]; (C) = (C"*, aussi
notée fI, est la mesure de Haar portée par le sous-groupe compact maximal (S;)*
de (C*)¥; autrement dit, pour toute fonction ¢ a support compact sur (C*)¥,

1

27 2m . .
'a((p):(ZT)kfo A <p(e’91,...,e’9’<)d91---dek.

THEOREME 3.4.2 (BILU (1997)). — Soit (x,) une suite de points de (6*)’C qui vérifie les
deux assertions :

a) la suite (h(x,)) tend vers0;
b) toute sous-variété de torsion Z C GX, ne contient qu'un nombre fini de termes de la
suite (x;).

Alors, la suite de mesures de probabilités (5,,) sur GE (C) = (C*)* converge vers la me-
surefi.

Il s’agit de la convergence des mesures de probabilités sur un espace localement
compact, aussi appelée convergence étroite. C’est un peu plus fort que la convergence
vague car cela garantit que la masse ne part pas, méme partiellement, a I'infini. Bien
str, cela coincide ici avec la convergence des mesures de probabilités sur la compacti-
fication P! (C)*.
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LEMME 3.4.3. — Soit (x,) une suite de points de Gr’;(a) telle que h(x,) tend vers 0.
Alors, pour tout voisinage V du polycercle unité (Sl)k de G’gl(C), la suite (6x,(V)) tend
vers 1.

Par conséquent, la suite de mesures de probabilité (6, ) sur GI’; (C) est tendue, c’est-a-
dire relativement compacte pour la topologie étroite. De plus, toute mesure de probabi-
lité adhérente a la suite (6 ,) est supportée par le polycercle unité.

Démonstration. — Soit r un nombre réel tel que r > 1 et tel que V contienne 'en-
semble K des points (zy, ..., zx) tels que i<zl < r pour 1 < i < k. Pour a € Q, on
a

h(a) Y. ). logmax(l,|o(a)lp)

T Q@ Q ey o5,

1
>— logmax(1,|o(a)] :flo max(1,|z|) 64(2).

Comme h(a) = h(a™1) si a # 0, on a aussi
h(a) >flogmax(1,|z|)6a_1(z) :flogmax(l,lzl_l)éa(z),
si bien que pour a # 0,
h(a) > %flogmaX(IZI,IZI‘l)ﬁa(Z).

Si z € Gy (C) est tel que |z| > r ou |z| < 1/r, on a I'inégalité logmax(|z|, lz|™1) > logr.
La mesure pour 6, du complémentaire de la couronne r~1 < |z| < r dans C est donc
majorée par

logmax(|z|, |z|™* 2

f gmaxizL 12 ) 45 0 < 2 ).
logr logr

Par conséquent, additionnant ces inégalités, la mesure du complémentaire de K

dans GX (C) est majorée par

1 r _ 2
5x,CK) < —f(zlogmaX(lzl-l,lzl'I Hdéy, (21,..., 20) < ——h(xn).
logr = logr
Lorsque n — oo, la suite (6, (CK)) tend donc vers 0; la suite (& x, (V) tend vers 1. O

Pour conclure la démonstration du théoreme 3.4.2, il suffit donc de démontrer que
si une sous-suite de la suite (6,,) converge vers une mesure de probabilité v, alors
v = [1. Quitte a remplacer la suite (x,) par une sous-suite, on peut supposer, et on le
fait, que la suite (6 x,) converge vers une mesure de probabilité v. Les deux hypotheses
concernant la suite (x;) sont encore satisfaites.

LEMME 3.4.4. — Pour qu'une mesure de probabilité v supportée par (S1)* soit égale
la mesure i, il faut et il suffit que pour tout k-uplet (a1, ..., a) € ZF distinct de (0,....,0),
notant ¢ : Gk (C) — Gy, (C) 'application donnée par (zi,...,z;) — z)" ---ZZ’“ , la mesure
WV soit égale a la mesure de Haar normalisée sur S .
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Démonstration. — Lanécessité de la condition est évidente : comme vy induit par res-
triction un homomorphisme surjectif de (S1)* dans Sy, . fI est la mesure de Haar nor-
malisée sur S;. Démontrons qu’elle est suffisante. Il s’agit pour cela de prouver que
pour toute fonction continue ¢ sur (S1)¥, f(sl)k pdv = f(sl) + @dfi. Une fonction conti-
nue sur (S;)* peut étre approchée uniformément par un polynéme trigonométrique,
c’est-a-dire une somme finie

P=) caz" - zy".
acZk

Il suffit donc de prouver 1'égalité lorsque ¢ est un tel polyndéme, puis, par linéarité,
lorsque ¢ est un mondme z;" ez Si(ay,...,an) =0, @ = 1 et 'égalité vaut car v et [i
sont des mesures de probabilité. Lorsque (ay,...,a,) # 0, elle vaut encore par hypo-
thése. En effet,

f z)" ~--zzkdv(zl,...,zn) = v(z1,...,z1)Adv(z1,..., 2p) :f zd(.v)(2).
(Sn* Dk S1

S

Si y.v estla mesure de Haar normalisée sur S, cette derniere intégrale vaut

fZﬂ eit ﬂ o
0 27 '

[ aeat iz = [ zdw.pia =0
¥ 51

Pour la méme raison,

Le lemme est ainsi démontré. O

Soit donc (ay, ..., ax) un k-uplet d’entiers relatifs non tous nuls et soit v: GI’; — Gy
I'application donnée par
W(Zl»---;zn) = Z{ll .“'Zzn'
Notons que tout x € G (Q), la mesure .5, sur Gy, (C) est égale a la mesure Oy(x)-
Lorsque n tend vers l'infini, la suite de mesures de probabilité (5 (y,)) sur Gy (C)
converge donc vers la mesure 1. v. Nous allons déduire de la proposition 3.4.1 que

¥V estla mesure de Haar normalisée f[i; portée par S;.
Le lemme suivant vérifie que les hauteurs des points ¥ (x;) tendent vers 0.

LEMME 3.4.5. — Pour x€ GK.(Q), ona

h(y(x)) < (la1] +---+|ayl) h(x).

Démonstration. — Compte tenu de la relation h(a™!) = h(a), il suffit de démontrer
quepour a, B€Q ,ona h(apf) < h(a)+ h(f). On conclut alors en effet par récurrence.
Revenons a la formule (1.2.7) définissant la hauteur d'un point et observons I'inégalité

max(0, u + v) < max(0, u) + max(0, v),
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valable pour tout couple (u, v) de nombres réels. Si K est un corps de nombres conte-
nant « et §, il vient ainsi

1
h(aﬁ):mz Y logmax(1,|a,6|p)

p<ooo: K—Cp

1
<L logmax(, al,) + logmax(1,
K:Q) pgmfécp(‘)gma’“ al,) +logmax(t, 6]}

< h(a) + h(B).
O

Si une sous-suite de la suite (y(x,)) est constante, de valeur y, on a donc h(y) =0,
si bien que y est une racine de I'unité. Pour chaque entier n tel que v (x,) = y, le point
X, appartient a la sous-variété de GI]; définie par I'équation y(x) = y. C’est une sous-
variété de torsion, translatée d'un sous-tore de G, le noyau de v, par n’importe quel
point de torsion x; € GX tel que w(x;) = y. Une sous-suite de la suite (x,,) est alors
toute entiere contenue dans une variété de torsion, ce qui contredit 'hypothése du
théoreme.

Par conséquent, la suite (¥ (x,)) prend une infinité de valeurs distinctes et 'on peut
extraire de la suite (x,) une sous-suite (X)) telle que les termes de la suite (¥ (X))
soient deux a deux distincts. Cette derniére suite est justiciable de la proposition 3.4.1,
si bien que la suite (y(x,,,)) converge vers la mesure {1;. Comme elle converge aussi
vers ¥V, on a I'égalité requise y.v = [i;. Cela termine la démonstration du théo-
réeme 3.4.2 de BILU.

§3.5. Exercices

Exercice 3.5.1. — Soit u: C3 — C? une application affine. Soit K une partie bornée
de C2. Montrer que le diametre transfini homogeéne de u(K) est égal a |det u| 5" (K).

Exercice 3.5.2 (DEMARCO (2003)). — Soit K un corps et soit (U,V) et (F,G) deux
couples de polynomes homogenes de K[X, Y]. On suppose que U et V sont premiers
entre eux et de méme degré d, et que F et G sont premiers entre eux, de méme degré e.
On pose alors U; = U(F,G) et V} = V(FG).

a) Montrer que U et V] sont premiers entre eux et de degrés de.

b) Montrer que le résultant Res(U;, V1) s’annule si et seulement si 'un des résultants
Res(U, V) ou Res(F, G) s’annule. En déduire qu’il existe des entiers a, b et c tels que

Res(U;, V1) = cRes(U, V)*Res(F, G)b.

¢) En considérant le degré du résultant Res(U;, V1) par rapport aux coefficients des
polynémes U, V, F, G, montrer que a = e et b = d?. Montrer aussi que ¢ = +1 (si un
nombre premier p divisait c, le résultant Res(U;, V}) serait identiquement nul en ca-
ractéristique p).

d) Considérer un cas particulier et vérifier que ¢ = 1.
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Exercice 3.5.3. — a) Soit (X, d) un espace métrique et soit @ un nombre réel positif.
Une fonction ¢: X — R est dite a-hdlderienne si |(p(x) —(p(y)| /d(x,y)* est majoré
lorsque (x,y) parcourt 'ensemble des couples de points distincts de X. La borne
supérieure de cette expression est notée ||(p|| o Vérifier que |||, est une norme sur
I'espace vectoriel H, des fonctions a-holderiennes et que cet espace vectoriel ainsi
normé est complet.

b) Soit f: X — X une application C-lipschitzienne (c’est-a-dire que d(f (x), f(y)) <
Cd(x,y) pour tout couple (x, y) de points de X); soit k un nombre réel tel que k| < 1
et soit ¢ une fonction dans H,. Montrer que 'application ¢ — T¢ = k@ o f + ¢¢ ap-
plique H, dans lui-méme ; montrer que si a < log| k7! /logC, alors T est contractante.

Exercice 3.5.4. — Soit K un corps valué complet. Pour P = [x : y] et Q = [u : V]
dans P! (K), on pose d(BQ) = |xv— yu|/max(|x|,|y|) max(lul,|v]).

a) Vérifier que d(P,Q) ne dépend pas du choix des coordonnées homogeénes de P
et Q. Montrer que d est une distance sur P! (K).

b) Soit F = [U : V] un endomorphisme de degré d de P! dans lui-méme, défini par
deux polyndmes homogenes U et V € K[X, Y] sans facteur commun, de degré d. Mon-
trer que I'application induite par F sur P! (K) est lipschitzienne.

c) On reprend les notations du paragraphe 3.1. Al'aide de l'exercice précédent, prou-
ver que l'application [x : y] — A,(x,y) —logmax(|x|,|y|) (bien définie sur P!(C,)) est
holderienne. (Voir aussi SIBONY (1999); FAVRE & RIVERA-LETELIER (2006); KAWAGUCHI
& SILVERMAN (2007D).)

Exercice 3.5.5. — On considere deux applications continues f; et f, d'un espace mé-
trique (X, d) dans lui-méme. Soit @ un nombre réel et soit E I'espace vectoriel normé
des fonctions de X dans R qui sont holderiennes d’exposant . Soit k un nombre réel
tel que |k| < 1.

On suppose que fi et f> sont C-lipschitziennes et que a <log|k|™!/logC. On consi-
dere enfin deux éléments ¢; et ¢, de E et les applications affines 77 et T de E dans
lui-méme données par T1¢ = ko fi + ¢ et Top = kg o fo + ¢». Elles admettent cha-
cune un et un seul point fixe dans E, disons ¢, et ¢». Montrer que 'on a

_ o1 =]l +1kl 02|, dh, )
- 1-|klC* ’
ol d(fi, fo) désigne la borne supérieure des quantités d(f;(x), f>(x)) lorsque x par-
court X.

b) On reprend les notations du paragraphe 3.1. Montrer que la fonction A, définie
dans le lemme 3.1.1 dépend de maniere continue des coefficients des polynémes U
et V, uniformément en (x, y) € C3\ {(0,0)}.

@1 - @2

Exercice 3.5.6. — Soit f: P! — P! un endomorphisme de degré d de P! donné par un
couple (U, V) de polynomes homogénes de degrés d, premiers entre eux, a coefficients
dans un corps valué C,. Soit _#, < C? son ensemble de Julia rempli homogene.

a) A laide de l'exercice précédent, montrer que le diameétre transfini homo-
geéne 6" (_¢,) dépend contintiment des coefficients de U et V.
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b) En déduire que la formule de la prop. 3.1.11 est vraie sans supposer que les coef-
ficients de U et V appartiennent a un corps de nombres.

Exercice 3.5.7. — a) Soita;,...,a gz desnombres complexes. ATl’aidede I'inégalité d’'Ha-
damard, démontrer que

d
[Tlaj—ai] < dd’? [[max(, la; N4
i<j i=1
b) Soit P € C[X] un polyndme de degré d > 1. Montrer que son discriminant A(P) et
sa mesure de Mahler M(P) sont reliés par I'inégalité, due a MAHLER,

IA(P)| < d/M(PY 2.
¢) Quels sont les polynémes pour lesquels 'inégalité précédente est une égalité ?

Exercice 3.5.8. — Soit d un entier au moins égal a 2 et soit f I'endomorphisme de P!
donnépar f=[U:V],avecU=X%et V=Y4.

a) Lensemble de Julia homogene rempli ¢ est le bidisque unité, ensemble des
couples (x, y) € C* tels que |x| < 1et|y| < 1.

b) Lorsque zy,..., z, parcourent K, [];4; d(z;, zj) atteint son maximum en des points
de la forme z; = (x;,y;), ou x; et y; sont de module 1. Il suffit alors de considérer les
points de la forme (x;,1), avec x; de module 1.

c) Déduire alors de I'exercice précédent que

puis retrouver la prop. 3.1.9 dans ce cas particulier.
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