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1. INTRODUCTION

1.1. Dynamique holomorphe.

Donnons nous une variété projective complexe M et une transformation
f de M qui est holomorphe ou rationnelle. En itérant cette transformation,
nous obtenons un systeme dynamique « polynomial » a temps discret :
seconde apres seconde, un point z de I’ensemble M se déplace en z; = f(2),
puisen zo = f(z1), en z3 = f(z2) ... Un mouvement dynamique régi suivant
la regle d’évolution édictée par f se développe ainsi sur la variété M.

Voici un exemple d’une telle transformation dii a MAZUR et MCMUL-
LEN. Considérons ’ensemble X (R) constitué des solutions en nombres
réels de 1’équation

(143 (1+y*)(1+2%) + Txyz = 13/10.

L équation est de degré 2 par rapport 2 la variable x. A tout point (x,,2)
de X(R) correspond donc un second point (x',y,z) : ceci détermine une

FIGURE 1. Dynamique sur une surface. La figure de
gauche représente les orbites de quelques points pour un difféo-
morphisme polynomial d’une surface algébrique réelle. Celle de
droite représente la variété instable de ’un des points périodiques
hyperboliques de ce difféomorphisme. (image obtenue a I’aide
d’un programme développé par C. MCMULLEN et V. PIT)



involution de X (R) qui s’exprime par des fractions rationnelles en (x,y,z),

p 7yz
2.9) = ("“‘ <1+y2><1+z2>’y’z> '

Cette remarque vaut aussi pour la variable y ou la variable z et permet donc
de construire trois involutions de X (R). La transformation rationnelle ob-
tenue en composant ces trois involutions est un difféomorphisme f de la
surface X (R) : sur la figure 1, nous avons représenté les orbites {z, f(2),...}
de six mille points de X (R) en itérant f trois mille fois pour chaque point.
On distingue plusieurs types d’orbites : certaines restent confinées sur des
courbes fermées tandis que d’autres paraissent remplir une partie impor-
tante de X (R). Pour cet exemple, il semble probable qu’il existe un en-
semble dense de points périodiques elliptiques, chacun étant entouré par
des courbes fermées simples elles mémes périodiques. La partie de droite
de la figure 1 représente la variété instable de I’un des points périodiques
hyperboliques de f.

Ce texte concerne I’étude de ce type de systemes dynamiques ; il porte
sur deux aspects :

(a) I'existence de telles dynamiques polynomiales ;

(b) la classification des systemes dynamiques polynomiaux ou ration-

nels dont la dynamique est la plus réguliere.

Pour cela, nous aurons besoin de connaitre certaines propriétés de la dyna-
mique des transformations rationnelles. Nous les décrirons succinctement
et le lecteur trouvera de nombreux compléments dans le texte de ce volume
rédigé par GUED]J.

1.2. Géométrie et classification.

Le premier chapitre releve essentiellement du domaine de la géomé-
trie algébrique complexe. Une variété complexe projective M (ou, plus
généralement, compacte et kihlérienne) étant donnée, nous chercherons
des conditions permettant d’assurer ou d’exclure 1’existence de transfor-
mations rationnelles f : M --+ M qui donnent naissance a une dynamique
chaotique sur M. La présence de telles transformations impose des contraintes
fortes a la géométrie (algébrique et analytique) de M. Le théoreme suivant,
di a BEAUVILLE, illustre bien ces contraintes :

si M est une hypersurface lisse de P*'1(C) dont la dimension est supé-
rieure ou égale a trois, et si M n’est pas un hyperplan, alors M ne possede



aucun endomorphisme holomorphe dont le degré topologique est stricte-
ment supérieur a 1.

Un second exemple instructif est celui des variétés homogenes com-
pactes : dans ce cas, le groupe des difféomorphismes holomorphes agit
transitivement sur la variété et celle-ci possede donc de nombreuses trans-
formations holomorphes. Nous verrons par contre, dans ce contexte, que
les endomorphismes de degré topologique strictement supérieur a 1 pro-
viennent uniquement des endomorphismes des espaces projectifs et des
nilvariétés (voir le paragraphe 5.4).

Nous pouvons donc retenir comme principe général que les variétés pro-
jectives complexes ayant une dynamique polynomiale riche sont rares. De
surcroit, lorsqu’une variété projective est susceptible d’admettre un tel sys-
teme dynamique, il est difficile de déterminer précisément 1’ensemble de
ses transformations holomorphes ou rationnelles. Nous verrons par exemple
que, a I’heure actuelle, on ne sait pas déterminer les surfaces dont le groupe
des difféomorphismes holomorphes contient un groupe libre non abélien,
ni celles qui possedent une transformation rationnelle dominante non in-
versible.

1.3. Exemples.

On dispose toutefois d’exemples tres riches. Leurs propriétés dynamiques
sont remarquables et peuvent parfois €tre utilisées pour confirmer, dans
des cas simples, certaines conjectures portant sur la géométrie de la va-
riété M. Nous avons donc saisi I’occasion d’écrire ce texte pour regrouper
dans un deuxieme chapitre quelques exemples actuellement éparpillés dans
la littérature. Ceci permettra d’exhiber des transformations holomorphes
ou rationnelles sur des variétés pour lesquelles il est souvent dificile d’en
construire, mais aussi de présenter des transformations rationnelles avec
des propriétés dynamiques particulieres. En guise d’exemple, signalons le
résultat suivant (BEDFORD et KIM, MCMULLEN, CANTAT) :

Il existe un difféomorphisme holomorphe f d’une surface projective
complexe (rationnelle) tel que
(i) le nombre de points périodiques de f de période n croit exponentiel-
lement vite avec n ;
(ii) ces points périodiques s’équidistribuent, quand n tend vers I’infini,
vers une mesure qui est singuliere vis-a-vis de la mesure de LEBESGUE.



1.4. Rigidité.

Le troisieme chapitre mélange dynamique et géométrie : il s’agit de clas-
ser les transformations méromorphes ou holomorphes des variétés kihlé-
riennes dont la dynamique est riche et posseéde une certaine régularité uni-

forme. Nous verrons ainsi le résultat suivant de BERTELOOT, DUPONT,
LOEB et ZDUNICK :

Soit f un endomorphisme holomorphe de I’espace projectif complexe
PP¥(C) dont le degré topologique deg,,,(f) est supérieur a 2. Si les points
périodiques de f de période n s’équidistribuent vers une mesure qui est ab-
solument continue par rapport a la mesure de LEBESGUE, il existe un tore
C* /A, une transformation affine holomorphe F de ce tore et un revétement
ramifié  : Ck/A — P¥(C) tel que

form=moF.

De plus, F est une similitude de rapport (deg;op( f )12,

En imposant des contraintes naturelles a la dynamique il est donc pos-
sible de classer les transformations a conjugaison holomorphe ou ration-
nelle pres. La grande rigidité des transformations holomorphes ou ration-
nelles s’y voit ainsi confirmée. Ceci souligne en outre le caractere « sau-
vage » de la dynamique des transformations qui ne relévent pas de ces
classifications.

1.5. Remerciements et excuses.

Merci aux personnes qui ont relu tout ou partie de ce texte, notam-
ment aux rapporteurs, a Katia Amerik, Pascal Autissier, Dominique Cer-
veau, Antoine Chambert-Loir, Thomas Dedieu, Julie Deserti, Christophe
Dupont, Charles Favre, Vincent Guedj, Nessim Sibony, John Smillie et a
Claire Voisin.

L’essentiel de ce texte a été écrit en 2006 et 2007. Mes golts person-
nels m’avaient déja conduit a des choix forcément discutables. S’ajoute
maintenant I’absence flagrante de développements récents fondamentaux,
qui ne sont pas mentionnés, si ce n’est sous forme de références trop rares
pour donner un apercu réaliste de 1’état des connaissances. J’espere que le
lecteur y trouvera les pistes suffisantes pour compléter ce survol, et je pré-
sente mes excuses aux auteurs dont les travaux n’ont pas ici la place qu’ils
méritent.



Premier chapitre : contraintes géométriques pour
Pexistence de transformations rationnelles.

Dans cette premiere partie nous décrivons les acteurs principaux de ce
texte : les variétés projectives complexes et les transformations holomor-
phes ou rationnelles de ces variétés. Nous verrons en particulier que la
géométrie d’une variété kdhlérienne compacte M impose des contraintes
fortes a I’existence de transformations rationnelles f : M --+» M avec une
dynamique intéressante.

Transformations holomorphes et rationnelles.

Dans la suite, les variétés considérées seront supposées lisses et connexes,
sauf mention explicite du contraire. Si M est une variété complexe com-
pacte, nous noterons Aut (M) le groupe de ses automorphismes, i.e. de ses
difféomorphismes holomorphes, et End(M) I’ensemble de ses endomor-
phismes holomorphes. La composante connexe de I’identité de Aut (M)
sera notée Aut(M)°. La notation Rat (M) sera utilisée pour désigner 1’en-
semble des transformations méromorphes (ou rationnelles) de M. Celles
qui sont dominantes (i.e. dont I’image contient un ouvert de ZARISKI de
M) forment le sous-ensemble Dom (M).

Surfaces K3.

Les surfaces K3 sont les surfaces complexes compactes simplement con-
nexes qui possedent une 2-forme holomorphe partout non nulle. Ces sur-
faces occupent une place privilégiée dans la classification d’ENRIQUES-
KODAIRA, et il n’est donc pas surprenant qu’elles jouent également un
role important pour ce qui concerne les automorphismes et les transforma-
tions méromorphes des surfaces. Nous les retrouverons donc tout au long
de ce texte. Les exemples les plus simples de telles surfaces sont les quar-
tiques lisses de P3(C) et les revétements doubles de P?(C) ramifiés le long
d’une courbe sextique lisse.



2. ENDOMORPHISMES, TRANSFORMATIONS RATIONNELLES ET
ENTROPIE

2.1. Entropie topologique.

L’entropie topologique est un nombre réel positif ou nul associé a toute
transformation continue d’un espace compact. Plus ce nombre est grand,
plus la dynamique de la transformation est riche. Rappelons sa définition
(voir [115] pour les détails).

Soit f une transformation continue d’un espace métrique compact X.
Soit € un nombre réel strictement positif, qu’il faut penser comme étant la
précision a laquelle on observe la dynamique de f. Pour tout entier positif
n, notons N(n, €) le nombre d’orbites distinctes de f que I’on peut observer
pendant une durée n a 1’échelle €; par définition, N(n,€) est le cardinal
minimum d’une partie X, de X telle que, pour tout point y de X, il existe
un point x de X, satisfaisant

dist(f'(x), f'(v)) <e, VO<I<n.

L’entropie topologique de f a I’échelle €, notée hop(f,€), est le taux de
croissance exponentielle de N(n,€) lorsque la durée d’observation n tend
vers ’infini :
1
htop(f,€) = limsup {— log(N(n,€)) } .

n—oo n
La limite des entropies htop(f,€) lorsque € tend vers O est ’entropie topo-
logique de f. Nous la noterons hop(f). Elle ne dépend pas du choix de la
distance utilisée pour décrire la topologie de X.

Exemple 2.1. La transformation ¢ +— 2¢ passe au quotient en une transfor-
mation continue du cercle R/Z. Cette transformation multiplie la distance
entre deux points proches par un facteur 2. On en déduit sans peine que
son entropie est égale a log(2).

De méme, toute translation ¢ — ¢ 4 a passe au quotient et induit une iso-
métrie de R/Z. Comme toute isométrie, ’entropie de cette transformation
est nulle.

2.2. Calcul de ’entropie.

Lorsque f est une transformation de classe C* d’une variété compacte
M, I’entropie topologique de f est minorée par le logarithme du rayon



spectral de la transformation linéaire
ff H"(M,R) — H*(M,R),
ou H*(M,R) est la somme directe des groupes de cohomologie de M :

heop(f) > log(p(f™)).

Ce résultat dG a YOMDIN se transforme en une égalité pour les transfor-
mations holomorphes des variétés kdhlériennes :

Théoreme 2.2 (GROMOV, YOMDIN, [92], [94], [151]). Soit f une trans-
formation holomorphe d’une variété complexe compacte kdhlérienne M.
Pour tout entier p compris entre 0 et dimc(M), notons Ay(f) le rayon
spectral de la transformation linéaire f* agissant sur le groupe de coho-
mologie de DOLBEAULT HP? (M ,R). Alors

hiop(f) =  max ){log(kp(f))}-

0<p<dim¢(M

Le rayon spectral p(f*) est strictement plus grand que 1 si et seulement
si I'un des A, (f) I’est et, en fait, si et seulement si A;(f) > 1. Autrement
dit, pour tester si I’entropie de f est strictement positive, il suffit de cal-
culer la vitesse de croissance exponentielle de la suite (f")*[x]| ol ¥ est
n’importe quelle forme de KAHLER (voir [65], ou le §2.4 et [98] pour des
compléments dans ce volume).

Exemple 2.3.
1) L’entropie topologique d’un endomorphisme holomorphe f de I’es-
pace projectif est égale au logarithme du degré topologique de f.
2) Soit v un champ de vecteurs sur une variété kihlérienne compacte M.
Soit
P:CxM—-M

le flot de v. Pour tout nombre complexe ¢, I’automorphisme ®(z,.)
est isotope a I’identité et son entropie est donc nulle. Autrement dit,
au sein des automorphismes de M, tout élément f de la composante
connexe de I’identité Aut(M)° a une entropie nulle.

2) Soit I' le groupe fondamental d’une variété riemannienne compacte
de dimension 3 de courbure constante —1. Le groupe I" est donc iso-
morphe a un réseau cocompact du groupe de LIE réel PSO(1,3) des
isométries directes de I’espace hyperbolique H?>.
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Puisque PSO(1,3) est isomorphe a PSL(2,C), on peut aussi consi-
dérer I' comme un sous-groupe discret cocompact de PSL(2,C). Soit
V la variété PSL(2,C)/I'. Le flot géodésique complexe

e 0
d(1,A) = 0 et A, A€PSL(2,C)/T,
a une entropie topologique strictement positive des que t € C ~ Ri

(il s’agit d’un flot holomorphe de type ANOSOV, voir le §11.1). En
particulier, V n’est pas kidhlérienne.

2.3. Entropie nulle.

Précisons un peu I’affirmation générale suivant laquelle les transforma-
tions dont I’entropie est nulle ont une dynamique moins riche que les
autres. Nous avons vu au paragraphe précédent qu’un endomorphisme f
sur une variété kidhlérienne compacte M a une entropie strictement posi-
tive des que le rayon spectral de f* est strictement plus grand que 1.

Placons nous a contrario dans le cas ou f* est I’identité. Dans ce cas,
la suite des graphes des itérés f" de f forme une suite de sous-variétés
de M x M de volume constant. Par le théoréme de BISHOP, cette suite
possede une sous-suite convergente. Il est alors possible de trouver une
sous-suite ny et une sous-variété ', de M x M qui est le graphe d’une
transformation rationnelle f* de M telles que f™(m) converge vers f*(m)
pour tout point m d’un ouvert de ZARISKI non-vide ; la variété I '., s’ obtient
en retirant certaines composantes verticales de la limite des graphes des
f". Par exemple, lorsque f est I’automorphisme de P! (C)

fleayl=[x: 2],

les graphes de f" converge vers la courbe réductible P'(C) x {[0: 1]} U
{[1:0]} x P!(C), et I'., est ici le graphe de I’application constante > =
[0:1].

Ceci peut étre précisé de la maniere suivante : soit M une variété com-
plexe compacte kihlérienne, alors

A.- si f est un endomorphisme de M pour lequel f* est I’identité, le

degré topologique de f vaut 1 et f est donc un automorphisme ;
B.- si K est le noyau du morphisme de groupe

Aut(M) — GL(H"'(M,R)),
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la composante connexe de I’identité Aut (M) est d’indice fini dans K
(voir [114]); en particulier, lorsque f* = Id, un itéré de f coincide
avec le flot au temps 1 d’un champ de vecteurs holomorphe ;

C.- I’action du groupe Aut (M) dans son ensemble est « compactifiable »
(voir [114] et [82]) ; ceci signifie que I’adhérence de la famille des
graphes des éléments de Aut(M)° forme un compact G* dans 1’en-
semble des sous-variétés de M x M et que I’action de Aut (M) sur M
s’étend 2 G* au sens ot (i) la structure de groupe de Aut (M)° s’étend
méromorphiquement a G* en une application G* x G* --» G* et (ii)
I’action de Aut(M)® sur M s’étend en une application méromorphe
G"xXM--s M.

2.4. Le cas méromorphe.

Soit f: M --» M une transformation méromorphe d’une variété com-
plexe compacte kihlérienne. Il est possible de définir un endomorphisme
linéaire f* de H*(M,C) qui respecte a la fois la structure entiere et la dé-
composition de HODGE de la cohomologie de M et qui coincide bien siir
avec ’opérateur usuel f* lorsque f est holomorphe (voir [98], §2.1, pour
une définition précise dans ce volume). Une difficulté apparait lorsque f
est méromorphe : en général, I’application qui a f associe f* n’est pas
un morphisme de Rat(M) vers le groupe GL(H*(M,C)). 1l se peut par
exemple que (f*) differe de (f*)* pour certaines valeurs de ’entier k.

Exemple 2.4. L’exemple le plus simple est celui de la transformation bi-
rationnelle du plan appelée involution de CREMONA et définie par

o(fx:y:z]) =[yz:zx:xyl.

Cette transformation est une involution qui envoie une droite générique du
plan sur une conique. L’action sur le second groupe de cohomologie de
P2(C) est donc la multiplication par 2 tandis que 1’action de 6% = Id est
I'identité. Ainsi, (6*)? differe de (c2)*.

Définition 2.5. Soit f une transformation méromorphe d’une variété com-
plexe compacte kidhlérienne. Soit p un entier compris entre 0 et la dimen-
sion de M. Le p-ieme degré dynamique A, (f) est le rayon spectral de la
suite d’opérateurs (f")* : H”?(M,R) — H”P(M,R).
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Ceci signifie que

Ap(f) = timsup { (7))}

n—oo

pour toute norme d’opérateur ||. || sur les endomorphismes de I’espace vec-
toriel H?"P(M,R) (voir [98], §2.1, pour d’autres définitions équivalentes et
des références). Avec cette définition, les degrés dynamiques de 1’involu-
tion de CREMONA © valent tous 1. Lorsque p est égal a la dimension de
M, A, (f) est égal au degré topologique de f, c’est-a-dire au nombre d’an-
técédents d’un point générique de M par f; nous le noterons deg,,,(f).
Les autres quantités A,(f) sont plus délicates a appréhender. Notons
toutefois que
— la suite [|(f")*]|'/" converge vers A,(f), ce qui permet de remplacer
la limite supérieure par une limite dans la définition de A, (f) ;
—si h: M' --5 M est une application birationnelle, les degrés dyna-
miques A, (f) et A,(h~! o f oh) sont égaux.
Le lecteur peut se reporter a [98], ou directement a [68].
Comme I’ont montré DINH et SIBONY, la majoration de GROMOV con-
cernant I’entropie topologique subsiste dans le cadre méromorphe,
heop(f) < max  log(Ay(f))

~ 0<p<dim¢(M)

(voir [66], ou [98], §2.2 pour quelques détails dans ce volume).

Exemple 2.6. (voir [96]) L’endomorphisme polynomial de C?
F(x,y)=(y+1)

s’étend en un endomorphisme holomorphe f de P! (C) x P!(C) dont Ien-
tropie topologique est égal a

htop(f) = lOg(Z) = log(deglop(f))'

Puisque 1’unique point fixe de la translation y — y 4 1 se situe en oo, la
dynamique de f se concentre sur le cercle |x| = 1 au sein de la courbe
P!(C) x {eo} ; par exemple, tous les points périodiques de f sont situés sur
cette courbe et 1’orbite de tout point m converge vers ce cercle, ou (0,00),
ou (oo, o).

L’application F peut aussi étre étendue en une application rationnelle g
du plan projectif,

gleiyizl =2y +22: 2
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En d’autre termes, g est conjuguée a f par I’application birationnelle de
P!(C) x P!(C) vers P2(C) obtenue en éclatant le point (co,0) puis en
contractant les transformées strictes des droites horizontales {co} x P!(C)
et P1(C) x oo. Par cette opération la droite supportant tous les points pé-
riodiques de f a été contractée sur le point [0 : 1 : 0] de P?(C). Le point
[0:1:0] est I'unique point d’indétermination de g et g contracte la droite
{z=0} surle point [1 : 0 : 0]. Le degré topologique de g est égal a celui de
F, donc a 2, mais I’entropie topologique de g est nulle car I’orbite de tout
point m du plan converge vers le point [0 : 1 : 0] ou le point [1:0: 0].

Pour I’application rationnelle g, I’'inégalit¢é de GROMOV, DINH et SI-
BONY est donc stricte, mais g est conjuguée birationnellement a un endo-
morphisme pour lequel il y a égalité.

L’extension de la minoration de YOMDIN au cas méromorphe est donc
délicate et constitue un probleme essentiellement ouvert. On dispose tou-
tefois de résultats complets dans un cas particulier.

Définition 2.7. Une transformation méromorphe f d’une variété complexe
compacte kihlérienne M de dimension k est dite cohomologiquement dila-
tante si son degré topologique A (f) majore strictement ses autres degrés
dynamiques A,(f), 0 <p <k—1.

Théoréme 2.8 (GUEDJ, [97], DINH et SIBONY [68], voir §10.2). Soit f :
M --» M une transformation rationnelle d’une variété projective complexe
M. Si f est cohomologiquement dilatante alors

htop(f) = log(degiop(f))-

Ce théoreme sera rediscuté au paragraphe 10.2 : nous nous sommes
contenté ici d’extraire un corollaire relatif au calcul de I’entropie topo-
logique.

2.5. Recherche d’exemples.

I est difficile d’exhiber des variétés kihlériennes compactes (ou pro-
jectives) qui admettent des endomorphismes ou des transformations mé-
romorphes avec une entropie strictement positive. D’apres I'inégalité de
GROMOV, on recherchera des exemples pour lesquels I'un des degrés dy-
namiques A, est strictement plus grand que 1.

Le paragraphe 3 décrit les constructions géométriques classiques qui
donnent naissance a des fibrations méromorphes sur M invariantes par
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toute transformation méromorphe de M. Les exemples les plus intéres-
sants, ceux qui ne se réduisent pas a des exemples de dimension plus pe-
tite, apparaissent donc lorsque toutes ces fibrations deviennent triviales.
Le paragraphe 4 décrit succinctement le cas des variétés projectives com-
plexes de dimension 1 et 2, et le paragraphe 5 traite trois cas particuliers
instructifs.
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3. FIBRATIONS INVARIANTES

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques constructions géomé-
triques associées a une variété complexe, kdhlérienne ou projective M qui
sont canoniquement invariantes (ou équivariantes) sous 1’action des endo-
morphismes de M. L’essentiel de ce qui est résumé ici se trouve expliqué
en détails dans le livre [147].

3.1. Dimension de KODAIRA et applications pluricanoniques.

La dimension de KODAIRA kod(M) d’une variété complexe compacte
M peut prendre les valeurs —o0,0,1,2,...,dimc(M). Elle est définie de la
maniere suivante.

Si L est un fibré en droites holomorphe sur M, HY(M,L) désignera le
C-espace vectoriel constitué des sections holomorphes globales de L. La
dimension de ce C-espace vectoriel est finie. Soit x un point de M et L, la
fibre de L en ce point. L’évaluation des sections de L au point x détermine
une application linéaire

0, :H'M,L) — L,.

Cette application est identiquement nulle lorsque toutes les sections glo-
bales de L s’annulent en x ; on dit alors que x est un point base de L. Une
fois fixé un isomorphisme de L, avec la droite vectorielle complexe, 6;,_
s’interprete comme une forme linéaire. Celle-ci ne dépend du choix de
I’isomorphisme L, ~ C que par un facteur multiplicatif. En tout point x de
M qui n’est pas un point base de L, on obtient ainsi un élément [0, ] de
I’espace projectif P(H°(M,L)*). Pour les fibrés en droites qui possédent
au moins une section non nulle, ce procédé détermine une application mé-
romorphe

Op: M --»PH(M,L)) (3.1)

dont les points d’indétermination sont contenus dans les points base de L.

Pour chaque entier [, cette construction peut étre répétée en remplagant L
par la puissance tensorielle L®!. La dimension de KODAIRA-IITAKA de L
est alors définie comme le maximum des dimensions des images ®; (M)
lorsque [ décrit N* :

kod(M,L) = max {dim¢ (®;«:(M))}, (3.2)
>
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en convenant de poser kod(M,L) = —eo si aucune puissance strictement
positive de L ne possede de section non nulle.
Le fibré canonique de M, noté Kj, est le déterminant du fibré cotangent :

Ky =det(T*M) ;

les sections holomorphes de Kj; sont donc les formes holomorphes de de-
gré maximal. La dimension de KODAIRA de M, notée kod(M), est la di-
mension de KODAIRA-IITAKA de ce fibré. Les applications méromorphes
0,=0 K5 sont appelées « applications pluricanoniques ». La fibration mé-
romorphe induite par ®; ne dépend plus de [ lorsque / est suffisamment
divisible ; cette fibration est la « fibration canonique » de M.

Soit f : M --» M une application méromorphe. La transformation f*
consistant a prendre I’image réciproque d’une forme holomorphe par f dé-
finit un endomorphisme linéaire de H(M, K ,?}l ) pour tout [ positif : I'image
réciproque d’une forme est bien définie en dehors de 1’ensemble d’indé-
termination Ind(f) et se prolonge 2 M par le procédé d’HARTOGS. Nous
dirons que f est « dominante » si I'image de M \ Ind(f) est un ouvert de
ZARISKI non vide de M ; ceci revient a dire que le degré topologique de
f est strictement positif. Lorsque le fibré KE,’}Z a des sections non nulles,
I’application f est dominante si et seulement si f* appartient au groupe
linéaire GL(H(M,K;")). En notant F; (ou F pour simplifier) la transfor-
mation projective associée a f*, on a la relation

Fo® =0,0f. (3.3)

Autrement dit, la fibration pluricanonique est une fibration méromorphe
invariante par toute transformation méromorphe dominante f et 1’action
induite par f sur la base de la fibration est linéaire : c’est la restriction de
F al’image de ®;. On montre par la méme méthode que la dimension de
KODAIRA d’une variété M est un invariant birationnel.

Soient / un entier positif et £ une section holomorphe du fibré Kf?}l.
Le produit Q avec Q définit une section de (Km ®K_M)®l; localement,
(i)k2Q ® Q est la puissance [-eéme d’une forme volume positive, ce qui
permet de définir

2l = [ () eem),

ol k est la dimension complexe de M. L’application ||. ||; satisfait les pro-
priétés suivantes.



17

(i) Homogénéité : |AQ||; = |A>/"|Q]|;.
(ii) Positivité : [|Q]|; > 0, avec égalité si et seulement si Q est nulle.
s, . .o i
(iii) Compacité : le groupe des endomorphismes linéaires de H°(M, KE,’} )
qui préservent ||. ||; est un groupe compact.

Pour toute transformation méromorphe f de M, on a bien sir

17l = degyop (1) 121,

ce qui montre la proposition suivante.

Proposition 3.1. Soit M une variété complexe compacte et f une transfor-
mation méromorphe dominante de M. Pour tout entier positif , la trans-
formation projective

F:P(HY(M,K)y')") — P(HO (M, Ky')")

associée a [ appartient au groupe compact des transformations qui pré-
servent || ||;.

Le théoreme suivant renforce considérablement la proposition 3.1 lorsque
M est projective. Pour chercher des transformations méromorphes avec
une dynamique intéressante, il s’agit donc en premier lieu de restreindre
notre attention aux variétés complexes compactes dont la dimension de
KODAIRA est négative ou nulle.

Théoreme 3.2 ([147], [127]). Soient M une variété complexe compacte
kdhlérienne dont la dimension de Kodaira est positive ou nulle et Oy :
M > IP)(HO(M,K]??}[)*), 1 > 0, les applications pluricanoniques. Si f est
une transformation méromorphe et dominante de M, il existe une trans-
formation projective périodique F; de IP’(HO(M,K;?}I)*) telle que ;o f =
F00,.

Esquisse de démonstration lorsque f est birationnelle. (voir [147], § VI, et
[111], §7.6) Notons k la dimension complexe de M. L’application F; est
I’application linéaire duale de I’application f*, agissant sur H(M, K, Sl ). 11
suffit donc de voir que I’application projective associée a f* est périodique.

Tout d’abord, f* préserve || . ||;, donc f* est diagonalisable et toutes ses
valeurs propres sont de module 1.

Lemme 3.3. Soit f une transformation méromorphe d’une variété com-
plexe compacte kihlérienne. Soit | un entier strictement positif et Q une
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section de Kﬁl . S’il existe y, € C tel que
[ Q=xQ,
alors ' est un entier algébrique.

Démontrons ce lemme dans le cas simple ou / est égal a 1. En ce cas, la
k-forme holomorphe Q détermine une classe d’homologie [Q], qui est un
vecteur propre (non nul puisque M est kidhlérienne) de la transformation
linéaire

f* H"M,Z) — H*(M,Z).

Ceci montre que y est un entier algébrique : c’est une racine du polyndome
caractéristique d’une transformation linéaire a coefficients entiers dont le
terme dominant est égal a 1. Lorsque [ est strictement supérieur a 1, le
méme argument s’applique apres avoir appliqué le "covering trick" (voir
[147], chapitre 6).

Utilisons maintenant le lemme. Soit ¢ un automorphisme du corps des
nombres complexes. Puisque M est projective, la variété M, la transforma-
tion f et la forme Q sont définis par des polyndmes a coefficients com-
plexes. Faisant agir ¢ sur tous les coefficients, nous obtenons un nouveau
triplet (M°, f°, Q%) satisfaisant I’ensemble des propriétés précédentes. En
particulier, la valeur propre () est encore de module 1.

Puisque y est un entier algébrique dont tous les conjugués sont de mo-
dule 1, le théoreme de KRONECKER assure que ), est une racine de 1’ unité.
Puisque f* est diagonalisable et que toutes ses valeurs propres sont des
racines de I’unité, f* est périodique. U

Remarque 3.4. La preuve borne I’ordre de F; en fonction de la dimension
du groupe de cohomologie H*(M,Z). Nous renvoyons le lecteur a [147]
pour des résultats plus précis.

Remarque 3.5. La preuve esquissée ci-dessus ne s’applique pas au cas
d’une transformation méromorphe f de degré topologique d > 1. L’action
de f* sur I’espace des sections de K ,%}l est une similitude de rapport (\/3 )l ,
et les valeurs propres o de cette transformation sont donc des entiers algé-
briques satisfaisant
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mais les nombres o./(v/d)! ne sont a priori pas des entiers algébriques. Le
théoréme de KRONECKER ne peut donc pas étre appliqué. Il se peut alors
que la transformation (v/d)'f* soit une isométrie de H(M,K;') d’ordre
infini. Ceci se produit si I’on prend pour f la multiplication par 3 4 4i sur
la courbe elliptique C/Z]i]. En effet

3+4i
5
est un nombre algébrique de module 1 (dont le conjugué est aussi de mo-
dule 1) qui n’est pas une racine de I’unité.
Le théoréeme reste cependant valable si f est méromorphe et dominante
mais une autre stratégie de preuve est nécessaire (voir [5] et [127]).

Remarque 3.6. Lorsque la dimension de KODAIRA de M est maximale,
i.e. kod(M) = dim¢ (M), les fibres génériques de I’application @y, sont fi-
nies ; par conséquent, toute transformation méromorphe dominante de M
est inversible et d’ordre fini et le groupe des automorphismes de M est fini
(c’est le théoreme d’ ANDREOTTI, voir [7] et [111], §7).

Théoreéme 3.7 (PETERS, [132] ). Si M est une variété complexe compacte
kdhlérienne dont la dimension de KODAIRA est positive ou nulle, tout en-
domorphisme surjectif de M est un revétement étale.

Remarque 3.8. Si, en outre, le groupe fondamental de M est fini, tout
endomorphisme de M est donc un automorphisme : c’est donc le cas pour
toutes les variétés de CALABI-YAU irréductibles qui ne sont pas des tores,
par exemple pour les surfaces K3.

Exercice 3.9. Si f : M --» M est une transformation méromorphe domi-
nante d’une variété complexe compacte, I’ensemble de ramification Ry de
f estle lieu d’annulation du déterminant jacobien de f'; I’ensemble Ry est
donc I’ensemble vide ou un diviseur.

(1) Montrer que f* : H'(M,K;;") — H°(M,K;)") est diagonalisable pour
toute valeur de / € N.

() Si Qe H' (M ,Kf}l ) est un vecteur propre de f*, relier le lieu des
zéros de Q a son image réciproque par f et a Ry (c’est un cas particulier
de la formule d’HURWITZ). En déduire que le lieu des zéros de € contient
Ry, puis que Ry est contenu dans 1’ensemble des points base des sections
de H'(M,K)").
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(3) Démontrer le théoreme de PETERS énoncé ci-dessus (f est donc
holomorphe pour cette question).

(4) Soit fo la multiplication par 2 sur un tore A et f la transformation
rationnelle obtenue en éclatant un point de ce tore. Que dire de kod(A) et
de Ry dans ce cas ?

3.2. Fibration d’ ALBANESE.

Pour les variétés kihlériennes, il existe une deuxieéme fibration natu-
relle invariante par tout endomorphisme : la fibration d’ ALBANESE. No-
tons HO(M, Q},) le C-espace vectoriel constitué des 1-formes holomorphes
globales de M. Puisque M est supposée kidhlérienne, chaque forme holo-
morphe est fermée. En particulier, lorsque y est un lacet de M, I’intégration
d’une 1-forme holomorphe le long de y détermine une application

0)»—>/(1)
Y

qui ne dépend que de la classe d’homologie [y] € H{(M,Z). La théorie de
HODGE montre que la partie sans torsion de H;(M,Z) se plonge de cette
maniére en un réseau cocompact de H(M,Q},)*. Le tore complexe obtenu
en quotientant HO(M, Ql,)* par ce réseau sera noté Alb(M) : c’est la variété
d’ALBANESE de M.

Choisissons un point base x dans M. Si y est un point de M et ® est
une 1-forme fermée, 1’intégrale de ® entre x et y dépend du chemin d’in-
tégration choisi, mais les différentes valeurs obtenues coincident modulo
I’intégration de ® sur les lacets basés en x. On dispose ainsi d’une applica-
tion holomorphe ajy : M — Alb(M), définie par

(@) = [0, VoeHM.TM), (3.4)

qui dépend du choix du point base x dans M. C’est la fibration d’ ALBANE-
SE de M. Elle est équivariante sous I’action de toute transformation méro-
morphe f. L’action induite par f sur Alb(M) est associée a celle de f* sur
les 1-formes holomorphes.

Pour trouver des transformations non inversibles qui ne préservent au-
cune fibration, on peut donc supposer que la fibration d’ ALBANESE de M
est « triviale », c’est-a-dire que ses fibres sont finies ou que I’image est un
point. Dans le premier cas, I’existence d’endomorphismes non inversibles
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ne préservant aucune fibration force M a €tre un tore (voir [147]). Dans le
second cas, le premier groupe d’homologie de M est fini.

3.3. Réduction algébrique.

Le troisieme exemple de fibration invariante est fourni par le processus
de réduction algébrique (voir [147]). Il donne naissance a une fibration mé-
romorphe dont les fibres sont les sous-variétés sur lesquelles toute fonction
méromorphe est constante. Toute transformation méromorphe f préserve
cette fibration ; I’action induite sur la base correspond a celle de f par com-
position sur le corps des fonctions méromorphes. Cette fibration est réduite
a ’application identité si M est projective.

3.4. Quotient rationnel.

Une variété complexe M est rationnellement connexe si deux points
quelconques de M peuvent étre joints par une chaine de courbes ration-
nelles (cf. [58]). Pour qu’une variété projective soit rationnellement connexe
il faut et il suffit qu’il existe une courbe rationnelle ¢ : P! (C) — M telle que
le fibré ¢*(TM) soit une somme de fibrés en droites O(m) strictement po-
sitifs (i.e. m > 0).

Si M est une variété complexe, on définit sur M une relation d’équi-
valence X, dénommée équivalence rationnelle, en disant que deux points
sont en relation s’il existe une chaine de courbes rationnelles dans M qui
joint x a y. En général, I’espace quotient M /R n’est pas une variété ; par
exemple, toute surface K3 projective possede une infinit€ dénombrable
de courbes rationnelles. On dispose toutefois du résultat suivant (cf. [58],
chap. 5, [40], thm. 3.23) :

Théoreme 3.10. Soit M une variété complexe compacte kdhlérienne. Il
existe une variété complexe normale (singuliére) Ratio(M) et une fibration
méromorphe p : M --» Ratio(M) qui satisfait les propriétés suivantes :
(a) p est une fibration réguliere propre en dehors d’un fermé de Z.A-
RISKI de M ;
(b) les fibres de p sont rationnellement connexes ;
(c) les fibres générales de p sont des classes de R -équivalence ;
(d) siy: M --» B est une autre fibration méromorphe satisfaisant (a) et
(D), il existe une application rationnelle T : B --» Ratio(M) telle que

p=moy.
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Le troisieme point utilise la définition suivante : une propriété est « géné-
rale » si elle est valable sur le complémentaire d’une famille dénombrable
de fermés de ZARISKI d’intérieurs vides. La fibration p est appelée « quo-
tient rationnel de M ». D’apres la propriété (d), cette fibration est invariante
par toute transformation méromorphe de M.

Le premier point est une propriété tres spécifique de la fibration ration-
nelle. On dit que cette fibration méromorphe est « presque holomorphe ».
Le lecteur pourra consulter [58] pour cette propriété et des exemples.

3.5. Le coeur.

Soit M une variété complexe compacte kidhlérienne. Dans [40], CAM-
PANA introduit une fibration méromorphe cy; : M --» Coe(M), appelée
«coeur » de M, que nous ne définirons pas ici. Cette fibration est équi-
variante sous I’action de toute transformation méromorphe dominante de
M. Plus précisément, AMERIK et CAMPANA montrent le résultat suivant
(voir [5]) :

Théoreme 3.11. Soient M une variété complexe compacte kéihlérienne et
cy i M --» Coe(M) le coeur de M. Si f est une transformation méromorphe
dominante de M, il existe une transformation biméromorphe f. de Coe(M)
d’ordre fini telle que fcocy =cpyo f.

En particulier, si f possede une orbite ZARISKI-dense, la variété M est
« spéciale » au sens de CAMPANA (voir [40], [5], [45]).

3.6. Bilan.

Les fibrations décrites dans les paragraphes précédents sont équivarian-
tes sous I’action des transformations méromorphes dominantes de M ; si
T : M --» B est I’'une de ces fibrations et f : M --» M est dominante, il
existe une transformation f de B telle que o f = f om. Lorsqu’on cherche
a déterminer les variétés M munies d’une dynamique riche, il convient
donc en premier lieu de déterminer celles qui vérifient simultanément les
quatre propriétés suivantes :

(i) la dimension de KODAIRA kod(M) vaut O ou —eo et M est une variété

spéciale au sens de CAMPANA,

(ii) la réduction algébrique Alg(M) est de dimension O ou dim¢ (M),

(iii) le quotient rationnel Ratio(M) est de dimension 0 ou dim¢ (M),

(iv) le premier nombre de BETTI de M est nul.
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4. TRANSFORMATIONS HOLOMORPHES DES COURBES ET DES
SURFACES

Voyons maintenant ce qui peut €tre dit de 1’existence de transformations
holomorphes ou méromorphes sur les variétés de dimension 1 et 2 en utili-
sant la classification des surfaces de RIEMANN et des surfaces complexes
compactes.

4.1. Courbes.

Il y a trois familles de courbes (complexes compactes) suivant la valeur
de la dimension de KODAIRA :
e kod(C) = —oo : le seul représentant de cette famille est la droite pro-
jective, ou sphére de RIEMANN, P!(C).
e kod(C)=0:ils’agit ici de la famille des courbes elliptiques, obtenues
par quotient de la droite affine C par un réseau I'.
e kod(C) =1 : toutes les courbes de genre g > 2.

La droite projective. Tout automorphisme de la droite projective est une
homographie. Le groupe Aut (P!(C)) s’identifie donc au groupe des homo-
graphies PGL (2,C). La dynamique de tout automorphisme est donc « tri-
viale ». Par contre, la dynamique de certains sous-groupes de PGL (2,C),
notamment des sous-groupes discrets, est riche et largement étudiée.

Les endomorphismes de la droite projective sont les transformations de
la forme

flx:y]=[P(x,y): O(x,y)]

ou P et Q sont deux polyndmes homogenes de méme degré deg(f) sans
facteur commun. Dés que deg(f) > 1, la dynamique de f est riche et inté-
ressante (voir [121]).

Les courbes elliptiques. Soit I" un réseau de C et E = C/T" la courbe ellip-
tique associée. Tout endomorphisme f de E se releve au revétement uni-
versel C de E en une transformation holomorphe de C dont la dérivée est
constante, car elle commute aux translation z — z 4y pour tout y € I'. Les
endomorphismes de E sont donc tous induits par des transformations af-
fines de la droite complexe ; leur dynamique est donc relativement simple,
méme s’ils peuvent avoir une entropie strictement positive.
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Genre 2 et plus. Lorsque C est une courbe de genre g supérieur ou égal
a 2, nous pouvons appliquer la remarque 3.6 : son groupe d’automor-
phismes est fini et tout endomorphisme de C qui est surjectif est un au-
tomorphisme. De plus, le cardinal de Aut(C) est borné par 42(2g — 2)
(théoreme d’"HURWITZ, voir [121]).

4.2. Surfaces : classification et transformations rationnelles.

Supposons désormais que X est une surface complexe compacte kéh-
lérienne. La dimension de KODAIRA de X peut donc prendre quatre va-
leurs, —co, 0, 1 ou 2. Dans chaque situation, nous allons préciser les re-
marques générales faites au paragraphe 3. Auparavant, rappelons que X
est dite minimale lorsqu’elle ne possede aucune courbe rationnelle lisse
d’auto-intersection —1. Si une telle courbe existe, elle peut étre contractée
et ’on obtient une nouvelle surface lisse birationnelle a X dont le deuxieme
nombre de BETTI a chuté d’une unité. En appliquant ce procédé un nombre
fini de fois, on construit un morphisme birationnel 7 : X — X’ tel que X’
soit minimale. Lorsque la dimension de KODAIRA de X est positive ou
nulle, ce modele minimal de X est unique. On observe alors que tout au-
tomorphisme f de X est conjugué par T a un automorphisme de X’ puis
que toute transformation birationnelle de X’ est en fait un automorphisme
de X'. Ainsi, lorsque kod(X) > 0, les groupes Bir(X), Bir(X’) et Aut(X”)
coincident (voir [8]).

Décrivons maintenant les grandes familles de surfaces complexes com-
pactes kihlériennes. 1l s’agit d’une description a transformation biration-
nelle pres. Nous ne présenterons pour I’instant que des exemples de sur-
faces qui sont minimales.

e kod(X) = —oo : la premiere famille est constituée de toutes les sur-
faces birationnelles au plan projectif P?(C). Les modéles minimaux sont
en nombre infini (le plan P?(C), la quadrique P'(C) x P!(C) et les sur-
faces de HIRZEBRUCH F,,, voir [8]).

La seconde famille est constituée des surfaces réglées non rationnelles :
les modeles minimaux sont les fibrés en P! (C) au-dessus d’une courbe de
genre g > 1. La fibration ainsi définie est invariante par toute transforma-
tion rationnelle (voir le paragraphe 3.4).

e kod(X) =0:il y a aussi deux familles, dont voici les modeles minimaux.



25

La premiere famille est formée des tores C? /T et des surfaces qui sont
revétues par les tores a I’aide d’un morphisme étale, dites surfaces hyper-
elliptiques.

La seconde est formée des surfaces K3 et des surfaces de ENRIQUES.
Par définition, X est une surface K3 si son fibré canonique et son groupe
fondamental sont triviaux. Une surface de Enriques est un quotient d’une
surface K3 par une involution holomorphe dépourvue de point fixe. Deux
exemples essentiels de surfaces K3 sont les hypersurfaces quartiques de
P3(C) et les surfaces de KUMMER (voir les paragraphes 7.2 et 8.2). Les
surfaces K3 forment une famille de dimension 20 et sont toutes kihlé-
riennes. Celles qui sont projectives constituent une réunion dénombrable
dense d’hypersurfaces dans cet espace de modules de dimension 20 (voir
par exemple [8] pour les propriétés des surfaces K3 et des références aux
articles originaux).

e kod(X) =1 : il s’agit des surfaces elliptiques. La fibration pluricano-
nique réalise en effet une fibration de X dont les fibres génériques sont des
courbes de genre 1. Cette fibration est invariante par toute transformation
méromorphe de X .

e kod(X) = 2 : il s’agit du vaste monde des surfaces de type général.
Par exemple, toute hypersurface lisse de P?(C) de degré supérieur ou égal
a 5 est une surface de type général. Leurs transformations méromorphes
dominantes forment un groupe fini d’automorphismes (quitte a passer au
modele minimal ; voir la remarque 3.6).

4.3. Automorphismes et transformations birationnelles.

Le résultat bien connu suivant fait partie du folklore géométrique italien
dans le cas des surfaces projectives. Il est démontré dans [41].

Théoreme 4.1. Soit X une surface complexe compacte qui posséde un au-
tomorphisme f dont I’entropie topologique est strictement positive.
— Ou bien la dimension de KODAIRA de X est nulle et dans ce cas f est
conjugué a un automorphisme de l’unique modele minimal de X , qui
doit étre un tore, une surface K3 ou une surface d’ENRIQUES .
— Ou bien la surface X est rationnelle ; dans ce cas X s’obtient en écla-
tant le plan projectif en au moins dix points (éventuellement infiniment
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proches) et f est birationnellement conjuguée a une transformation
birationnelle du plan.
En particulier, X est une surface kdihlérienne.

Esquisse de démonstration. Si f est un automorphisme d’une surface de
RIEMANN compacte, son entropie est nulle. On en déduit sans peine qu’une
transformation birationnelle d’une surface qui préserve un pinceau de courbes
a aussi une entropie nulle. Ceci permet d’exclure les surfaces dont la di-
mension de KODAIRA est strictement positive, mais aussi les surfaces hy-
perelliptiques ot les surfaces réglées non rationnelles.

Lorsque la dimension de KODAIRA de X est nulle, X posséde un unique
modele minimal, qui doit donc étre une surface K3, une surface d’ENRIQUES
ou un tore. Supposons maintenant que la surface X est rationnelle. Dans ce
cas, il est montré dans [124, 125] que X est obtenue en éclatant le plan
projectif en au moins dix points.

Le cas le plus délicat est celui des surfaces non kihlériennes et nous
renvoyons pour cela le lecteur a [41]. U

Lorsque la dimension de KODAIRA de X est nulle, I’existence de tels
automorphismes est décrite par le « théoréme de TORELLI » (voir [8]).

Théoreme 4.2 (dit « de TORELLI »). Soit X une surface K3. Le morphisme
de Aut(X) vers GL(H?*(X,Z)) qui a f associe la transformation linéaire
f* induite par f sur la cohomologie de X est injectif. Réciproquement, si
F est un élément de GL(H?(X,Z)) qui préserve la forme d’intersection sur
H?*(X,Z) ainsi que la décomposition de HODGE de H*(X,C) et le cone
de KAHLER dans HZ(X ,R), alors il existe un automorphisme f tel que
fr=F.

Lorsque X est un tore C2 /T, I'énoncé est le méme, a ceci pres que le
noyau du morphisme f — f* est constitué du groupe engendré par les
translations et I’involution (x,y) — (—x, —y).

Pour les surfaces rationnelles, la situation est loin d’étre comprise : la
description de celles qui ont un groupe d’automorphismes infini est un
probleme ouvert a la fois difficile et important. Toutefois, pour celles qui
possedent une 2-forme méromorphe ne s’annulant pas, i.e. une section ho-
lomorphe non nul du fibré anticanonique —Kx ! on dispose d’une version

1. ce sont donc des surfaces tres proches des surfaces K3
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faible du théoréme de TORELLI (voir [99], [100] et [120]). Ceci fournit de
tres jolis exemples qui seront décrits au paragraphe 9.2.

Seules les surfaces rationnelles possedent des transformations biméro-
morphes qui (1) ne sont pas (biméromorphiquement) conjuguées a un au-
tomorphisme et (2) ont un degré dynamique strictement plus grand que 1.
La transformation de HENON

flx:y:g =[Pz:xz+y*+c?: 7,

ou ¢ appartient a C, est un exemple d’une telle transformation. La dyna-
mique de ces transformations birationnelles est trés intéressante et com-
mence a étre bien comprise (voir le §10.3).

4.4. Endomorphismes et transformations rationnelles.

Comme nous I’avons dit, les surfaces complexes compactes qui pos-
sedent des endomorphismes surjectifs non inversibles ne préservant au-
cune fibration doivent étre cherchées parmi celles dont la dimension de
KODAIRA est 0 ou —oo. A c6té des tores et du plan projectif on trouve
I’exemple des surfaces toriques, ¢’ est-a-dire des compactifications du groupe
(C*)2 auxquelles I’action du groupe sur lui méme par translation a gauche
s’étend ; ainsi, la transformation polynomiale

ryiz) e )Pyt 2
détermine un endomorphisme du plan projectif qui se releve au plan pro-
jectif éclaté en [0 : 0 : 1]. Les exemples construits sur les variétés toriques
sont tous conjugués a des endomorphismes du plan projectif par une trans-
formation birationnelle. D’apres [126], les surfaces projectives X qui pos-
sedent un endomorphisme non inversible appartiennent a la liste suivante :

— les surfaces toriques ;

— les fibrés en P! (C) au-dessus d’une courbe elliptique,

— les fibrés en P!(C) au-dessus d’une courbe C de genre > 2, pour les-

quels il existe un revétement (étale) C’ de C tel que

X xcC' =PH(C)xC';

— les surfaces abéliennes ou hyperelliptiques ;
— les surfaces elliptiques avec kod(X) = 1 dont la caractéristique d’ EULER
topologique est nulle.
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Lorsqu’aucune fibration n’est invariante par I’endomorphisme, X est donc
une surface torique ou un tore (mais I’endomorphisme ne préserve pas né-
cessairement la structure torique, comme le montre le cas du plan pro-
jectif). Une classification analogue est disponible pour toutes les surfaces
compactes (voir [3], [126], [83]).

Les transformations méromorphes dominantes des surfaces kidhlériennes
compactes sont beaucoup plus nombreuses que les endomorphismes. Par
exemple, une surface K3 ne possede pas d’endomorphisme de degré to-
pologique strictement supérieur a 1 (voir la fin du §3.1) mais certaines
surfaces K3 possédent des transformations rationnelles de ce type. C’est le
cas lorsqu’elles possedent des fibrations elliptiques (voir le §8.3 pour des
exemples explicites).
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5. EXISTENCE D’ENDOMORPHISMES : TROIS CAS PARTICULIERS

Dans ce paragraphe, nous donnons trois exemples de variétés illustrant
les difficultés que I’on rencontre lorsque 1’on cherche a construire des
transformations holomorphes d’ordre infini sur des variétés complexes et
compactes. Le premier exemple concerne les hypersurfaces lisses de I’es-
pace projectif, le deuxieme celui des variétés compactes et kédhlériennes
dont la dimension de KODAIRA est positive ou nulle et le troisieme con-
cerne les variétés homogenes compactes (a priori non kidhlériennes). Pour
ces dernieres, une nouvelle fibration invariante fait son apparition, la fibra-
tion de TITS.

5.1. Hypersurfaces lisses.

Le cas des hypersurfaces lisses des espaces projectifs est completement
compris. Les courbes planes lisses de degré supérieur ou égal a 4 ont un
genre strictement supérieur a 2 : toute transformation rationnelle domi-
nante d’une telle courbe est donc un automorphisme et le groupe des au-
tomorphismes est fini. Les courbes cubiques planes lisses sont des courbes
de genre 1. Elles posseédent donc une infinité d’automorphismes et d’endo-
morphismes de degré > 1; c’est également le cas pour les coniques lisses
et les droites puisqu’elles sont isomorphes a P!(C).

Théoreme 5.1 ([6], [130], [11], [116]). Soit M une hypersurface lisse de
dimension k > 2 et de degré d > 2 dans ’espace projectif P1(C).

— La variété M n’a pas d’endomorphisme de degré topologique stricte-
ment plus grand que 1, sauf si d = k = 2 auquel cas M est isomorphe
aPl(C)xP'(C);

— le groupe d’automorphismes de M est fini sauf pour les quadriques
(d =2) et certaines surfaces quartiques (d =4 etk =2); les surfaces
quartiques génériques n’ont pas d’automorphisme distinct de 1’iden-
tité.

Remarque 5.2.

1.- Les surfaces quartiques dans P3(C) sont des exemples de surfaces
K3 (voir le paragraphe 8.2). Certaines ont un groupe d’automorphismes
qui contient un groupe libre non abélien.
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2.- Pour compléter 1’énoncé précédent, il convient de remarquer que
les quadriques lisses sont homogenes et ont donc une infinité d’automor-
phismes.

Exercice 5.3 ([91], pages 177-178, ou [139]). Soit M une hypersurface
(lisse) de P**1(C) de dimension supérieure ou égale a 3 et de degré d dis-
tinct de k42. Soit f un endomorphisme holomorphe de M qui est surjectif.
Soit H une section hyperplane de M.

(1) Montrer en utilisant le théoreme de la section hyperplane de LEF-
SCHETZ que le groupe de PICARD de M est isomorphe a Z[H].

(2) Déduire de la formule d’adjonction que [Ky] = (d —k —2)[H].

(3) Montrer que f*([H]) = A[H] ot A* est le degré topologique de f,
puis en déduire que f s’étend en un endomorphisme holomorphe surjectif
de PKHL(C).

(4) En déduire que I’entropie de tout automorphisme de M est nulle.

5.2. Dimension de KODAIRA positive.

Les résultats les plus simples que I’on puisse obtenir en dimension quel-
conque concernent les variétés dont la dimension de KODAIRA est positive.
D’apres la remarque 3.6, les endomorphismes dominants d’une variété
de type général sont en nombre fini, et les endomorphismes des variétés
de dimension de KODAIRA intermédiaire kod(M) € {1,...,dimc(M) — 1}
préservent une fibration non triviale en induisant des automorphismes li-
néaires unitaires sur la base de cette fibration. Ces endomorphismes ont
donc un facteur inversible, au sens de la définition suivante.

Définition 5.4. Un endomorphisme f d’une variété complexe compacte
(connexe) M admet un facteur inversible si les trois conditions suivantes
sont réunies :
(1) il existe une fibration méromorphe © : M --+ B a valeurs dans une
variété lisse de dimension non nulle (sauf si M elle-méme est réduite
a un point),
(i1) les fibres de 7 sont permutées par f,
(i11)) ’endomorphisme fp : B — B induit par f est un automorphisme.

Ce vocabulaire étant introduit, nous allons voir que la proposition sui-
vante résulte sans difficulté de la partie 3, du théoreme de BOGOMOLOV
sur les variétés a premiere classe de CHERN nulle et d’un résultat de SERRE
(voir respectivement [10] et [138]). Elle est démontrée dans [44].
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Proposition 5.5. ([44]) Soit M une variété kihlérienne compacte (connexe)
de dimension k dont la dimension de KODAIRA est positive ou nulle. Soit
f M — M un endomorphisme dont le degré topologique di(f) est stricte-
ment plus grand que 1.

(i) Si di(f) n’appartient pas au spectre de

fe i Hi_1p—1(M,R) — Hi_14-1(M,R)

alors, apres un revétement étale fini de M, ou bien M est un tore, ou
bien f a un facteur inversible ;

(ii) si f est un endomorphisme cohomologiquement dilatant, M est re-
vétu par un tore et | par une transformation affine de ce tore ;

(iii) S’il existe une classe de cohomologie kéihlérienne [0 et un réel g
tels que f*[o] = qlal), il existe alors un revétement fini de M qui est
un tore auquel f se reléve en un endomorphisme affine.

Comme nous le verrons plus bas, un résultat de SERRE montre que tout
endomorphisme vérifiant les hypotheses de (iii) est cohomologiquement
dilatant ; le point (iii) apparait ainsi comme cas particulier de (if).

Remarque 5.6. L’hypothese reliant le degré de f au spectre de f. dans
la premiere assertion n’est sans doute pas essentielle. Supposons en effet
que la dimension de KODAIRA de M est nulle, car sinon f a un facteur in-
versible. Si f ne préserve aucune fibration, nous pouvons supposer que la
fibration d’ ALBANESE de M est triviale. Dans ce cas, CAMPANA conjec-
ture que le groupe fondamental de M est fini. Le revétement universel de
M serait alors une variété complexe compacte simplement connexe dont la
dimension de KODAIRA est nulle : tous ses endomorphismes sont donc des
revétements et sont donc des automorphismes (voir 3.7).

Remarque 5.7. Un endomorphisme d’une variété projective qui dilate une
classe de KAHLER,

frlo] = gl
ou un fibré en droites ample L (f*L = L®Y), avec g > 1, est parfois ap-
pelé « endomorphisme polarisé ». Pour I’instant, on ne sait pas lister les
variétés projectives munies d’un tel endomorphisme (voir [154]). Le para-

graphe suivant montrera que la métrique de KOBAYASHI d’une telle variété
dégénere totalement (ce qui répond a une question de ZHANG dans [154]).
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Donnons maintenant une preuve de la proposition précédente lorsque f
est polarisé (point (iii) de la proposition).

Démonstration de (i) et (iii). Sous les hypotheses de (iii), SERRE a montré
dans [138] que les valeurs propres de f* sur chaque groupe de cohomologie
HP?(M;C) sont de module ¢”. Le degré topologique de f est égal a g ol
k est la dimension de M ; en particulier, g est strictement plus grand que 1
et le degré topologique de f n’apparait pas parmi les valeurs propres de f.
restreint a I’espace Hy_1 41 (M,R).

D’apres le théoreme 3.7, f est un revétement étale de M. Précisons ici
I’argument de PETERS conduisant a cet énoncé. Soit / un entier stricte-
ment positif pour lequel K El possede une section non identiquement nulle.
Puisque I’espace des sections holomorphes de KEZ est un C-espace vec-
toriel de dimension finie, il existe une section Q de KEZ et un nombre
complexe non nul o tel que

fQ=0Q.

En particulier, le diviseur des zéros de  est invariant a la fois par f et par
f~!; au niveau homologique, ceci se traduit par I’équation

Fel(Q)o] = de (/) [(€2)o]-

Puisque di(f) n’apparait pas parmi les valeurs propres de
fe i Hi—1j—1(M,R) — Hy_1 41 (M,R)

nous en déduisons que la classe [(Q)o] est nulle et donc que le diviseur
(Q)o est vide, ce qui signifie que la forme Q ne s’annule pas. Le fibré en
droites K est donc un fibré de torsion (Kf?}l est trivial).

D’apres un théoreme célebre de BoGoMoOLOV (voir [10], partie 1), la
variété M posseéde un revétement fini M’ qui est le produit d’un tore A
par une variété simplement connexe Q. L’endomorphisme f se releve en
un endomorphisme de A X Q, ce qui se voit en suivant la construction du
revétement M’ par "covering-trick". Nous ne détaillerons pas ce point car
seule suffit I’existence du relevé d’un itéré f' de f dans ce qui suit; nous
continuerons a noter f le relevé.

La projection sur A coincide avec le morphisme d’ ALBANESE et déter-
mine donc une fibration f-équivariante. Il existe donc un endomorphisme
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f de A et une application holomorphe ® : A — End(Q) tels que f soit de
la forme

fla,b) = (f(a),®(a)(b)), V(a,b)cAXQ.

La variété Q est simplement connexe et sa dimension de Kodaira est
nulle, donc tout endomorphisme de Q est un automorphisme (cf. thm. 3.7).
En outre, par le principe de BOCHNER, le groupe des automorphismes de
Q est discret (voir [10]). Donc @ est une application constante : il existe
un automorphisme ¢ de Q tel que f = (f, ).

Soit a un point de la variété d’ Albanese A de M’ et Q, la fibre du pro-
duit M’ = A x Q au-dessus de a. Puisque f agit par automorphisme sur Q,
£1(Q,) est constitué d’exactement ¢* fibres. Celles-ci sont toutes homo-
logues a Q, et, M’ étant kihlérienne, la classe d’homologie [Q] n’est pas
nulle. Puisque la valeur propre ¢* n’apparait pas sur les homologies de di-
mension intermédiaire, ceci montre que Q est réduite a un point. Autrement
dit, M’ est un tore. O

5.3. Images de C*.

Proposition 5.8. Soit M une variété projective complexe de dimension k
munie d’un endomorphisme cohomologiquement dilatant f. Il existe alors
une application holomorphe & : CX — M dont I’image recouvre le complé-
mentaire d’un sous-ensemble algébrique strict de M qui est laissé invariant

par fet f~1.

Remarque 5.9. En général, par exemple pour un endomorphisme de P¥(C)
générique, le diviseur invariant est vide.

Démonstration. Soit m un point périodique répulsif de f situé dans le sup-
port de la mesure d’entropie maximale de f (voir [35] pour I’existence de
m). On peut alors conjuguer localement f a sa forme normale F au voisi-
nage de m, ce qui donne une bijection holomorphe & : U — V définie sur
une boule U de C* centrée en I’origine vers un ouvert V de M centré en m,
telle que fo& = o F. L’application F est une dilatation uniforme bijective
de C¥; on peut donc étendre & & C* en posant

&(z) = f"(8(F"(2))

avec n suffisamment grand pour que F~"(z) appartienne a I’ouvert U sur
lequel & est initialement définie.
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Soit x un point de M situé hors de I’ensemble algébrique totalement
invariant maximal de f (voir §10.2, proposition 10.7), la suite de mesure
(W) (f*)"d, converge vers la mesure d’entropie maximale de f. En par-
ticulier, au moins une des préimages de x appartient a I’ouvert V contenant

m. Ainsi, x appartient a I’'image de &. U

Remarque 5.10. II est possible d’étendre cette proposition au cas des
transformations rationnelles, & étant alors méromorphe, en utilisant les ré-
sultats du paragraphe 10.2 ou au cas des variétés kdhlériennes en utilisant
ceux de [62].

Remarque 5.11. Nous renvoyons le lecteur a [38] pour une description
des surfaces projectives X munies d’une application holomorphe & : C> —
X dont le jacobien n’est pas identiquement nul. Par exemple, le groupe
fondamental d’une telle surface est virtuellement abélien.

5.4. Variétés homogenes.

Pour trouver de nouveaux endomorphismes holomorphes de degré stric-
tement plus grand que 1, il est donc nécessaire de s’intéresser aux variétés
de dimension de KODAIRA négative. Les variétés homogenes classiques
fournissent de bons exemples de telles variétés : espaces projectifs, qua-
driques, grassmanniennes ... Rappelons qu’une variété complexe compacte
est homogene si le groupe de ses difféomorphismes holomorphes agit tran-
sitivement sur la variété. Dans ce cas, la variété est isomorphe au quotient
d’un groupe de Lie complexe G par un sous-groupe de Lie complexe fermé
H (voir [1]). Elle possede évidemment de nombreux automorphismes. Le
but de cette partie est de décrire les endomorphismes non inversibles de
ces variétés.

Les travaux de LAZARSFELD [113], de PARANJAPE et SRINIVAS [130]
et de WINKELMANN [149] conduisent au résultat suivant.

Théoreme 5.12 (voir [44]). Soit X une variété complexe, connexe, homo-
gene et compacte. Si f : X — X est un endomorphisme de X qui n’a pas de
facteur inversible, alors :

(i) X fibre sur un produit d’espaces projectifs Q =P™ (C) x ... x P"(C),
et les fibres sont des nilvariétés ;

(ii) les fibres de la fibration sont permutées par f, ce qui détermine un
endomorphisme fo: Q0 — Q;
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(iii) il existe des endomorphismes non injectifs f; : P"i(C) — P"i(C),
i=1,...,k, et un entier strictement positif l tels que fé soit I’application
diagonale (f1, ..., fi)-

Dans la suite, nous restreindrons 1’étude aux variétés homogenes kihlé-
riennes. Apres avoir traité les tores et les variétés de drapeaux, nous conclu-
rons a I’aide d’un théoreme de BOREL et REMMERT.

5.4.1. Les tores, once again.

Soit V un espace vectoriel complexe de dimension finie n, I un réseau
de V et A=V /T le tore associé. Puisque le fibré tangent de A est trivial, le
principe du maximum montre que la différentielle de tout endomorphisme
f A — A est constante. Les endomorphismes de A sont donc les transfor-
mations affines de V qui permutent les orbites de I'. Les homothéties de
rapport entier fournissent des exemples explicites mais il existe quelques
exemples nettement plus riches (voir le paragraphe 7.1).

5.4.2. Variétés de drapeaux.

Le deuxieme type d’exemples est fourni par les variétés de drapeaux,
c¢’est-a-dire les quotients compacts et lisses S/P ou S est un groupe de Lie
complexe semi-simple et P est un sous-groupe de Lie complexe connexe.
Les Grassmanniennes et 1’espace des k-plans isotropes pour une forme
quadratique ou une forme symplectique sont des exemples de telles va-
riétés. On retrouve ainsi tous les espaces homogenes “classiques”. On dis-
pose pour ces variétés d’un tres joli théoreme dii a PARANJAPE et SRINI-
VAS [130]) :

Théoreme 5.13 (PARANJAPE et SRINIVAS). Soit X une variété de dra-
peaux et [ : X — X un endomorphisme. Il existe alors un nombre fini
d’endomorphismes f; : P"(C) — P"(C), i = 1,...,k, et un automorphisme
d’une variété de drapeaux fy : Xo — Xo tels que X soit isomorphe au pro-
duit Xo x P (C) x ... x P (C) et I'un des itérés de f coincide avec I’en-
domorphisme diagonal (fo, f1,-.-, fx)-

Lorsque la variété X = S/P est le quotient d’un groupe de Lie simple,
le théoreme montre que tout endomorphisme est un automorphisme, sauf
si X est un espace projectif. En particulier, les quadriques de dimension
d > 3 etles Grassmanniennes qui ne sont pas des espaces projectifs ne pos-
sedent aucun endomorphisme de degré topologique strictement supérieur



36

a 1. Afin de présenter quelques-unes des idées qui peuvent étre employées
pour démontrer ce théoréme, nous en donnons une preuve pour G(1,3), la
Grassmannienne des droites de IP3. C’est un cas particulier intéressant car
il s’agit a la fois d’une quadrique et de la plus petite Grassmannienne qui
ne soit pas un espace projectif.

Démonstration pour G(1,3). Commengons par introduire quelques nota-
tions standards. L’élément d de G(1,3) et la droite d C P? qui lui corres-
pond seront systématiquement identifi€s. Soit pg un point et Hy un plan de
IP3. On pose alors :

Wao(po) = {d€G(1,3)|po€d}, (5.1)
Wii(Ho) = {de€G(1,3)|dCHo}. (5.2)

La classe d’homologie de chacune de ces deux variétés ne dépend pas du
choix de pg et de Hy; elle sera donc notée (G2 0] (resp. [G1,1]), sans réfé-
rence aux choix effectués. Ces deux classes d’homologie forment une base
du Z-module H4(G(1,3),Z) qui est orthonormée pour la forme d’intersec-
tion (voir [91], §1.5). Puisque la classe d’homologie de toute sous-variété
complexe de dimension 2 dans G(1,3) doit couper [G2] et [G1,1] posi-
tivement, 1’ensemble décrit par ces classes d’homologie coincide avec le
cadran N.[02,0] + N.[o] 1].

Lemme 5.14. Soit S une sous-variété complexe de G(1,3) de dimension
2. Supposons que cette surface est irréductible et réduite et qu’il existe un
entier m strictement positif tel que [S] =m0 1]. Il existe alors un plan H
dans P3 tel que S = Wy 1 (H). En particulier, m est égal a 1.

C’est le point-clef : la présence d’une telle classe d’homologie est un phé-
nomene qui n’apparait évidemment pas pour les espaces projectifs.

Démonstration du lemme. Soit S comme dans 1’énoncé et V(S) la sous-
variété de P> balayée par les droites de S :

V(S)={xeP’|3deS,xed}. (5.3)

Comme [S] est proportionnelle a [6} 1], le nombre d’intersection [S].[02 0]
est nul, ce qui signifie qu’un point générique de IP3 n’appartient pas a V (S).
La variété V(S) est donc une surface, qui est irréductible car S I’est. Pour
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conclure, il suffit de remarquer qu’une hypersurface irréductible de P> ba-
layée par une famille a deux parametres de droites est un plan, puis de
poser H =V(S). O

Soit f: G(1,3) — G(1,3) un endomorphisme et & son degré topolo-
gique : pour montrer que f est un automorphisme, nous allons montrer que
destégalal.

Notons f; la transformation linéaire de H4(G(1,3),Z) associée a f. Le
caractere holomorphe de f montre que f, préserve le cadran N.[G2 0] +
N.[o1,1]. Mais f, est une similitude de H4(G(1,3),R) pour la forme d’in-
tersection, donc f, ou f*2 est une homothétie. En particulier, f*2 [6171] est un
multiple de [} 1].

Si H est un plan générique de P3, la surface f2(W; 1 (H)) est une surface
irréductible de G(1,3). D apres le lemme 5.14, elle coincide donc avec la
surface Wi | (W(H)) associée a un autre plan W(H). Ceci détermine une
application holomorphe ¥ : (P3)* — (IP?)*.

Montrons que ¥ envoie droite sur droite : si d est une droite de P> et
H est un plan qui contient d, alors W; j(H) contient le point de G(1,3)
correspondant 2 la droite d, et réciproquement ; la droite de (P*)* consti-
tuée des plans contenant d est donc envoyée par ¥ sur la droite des plans
contenant f(d).

Puisqu’elle envoie droite sur droite, I’application ¥ est de degré 1. Ceci
entraine que f est de degré 1 car I’image réciproque d’un point d de G(1,3)
doit coincider avec la droite ¥~ !(d). O

Remarque 5.15. Cette preuve ne s’applique pas pour la quadrique lisse
de dimension 3. Pour une preuve dans le cas général, nous renvoyons le
lecteur a [130] et, pour le cas des quadriques, a [2].

5.4.3. Cas général.

D’apres un théoreme de BOREL et REMMERT, toutes les variétés homo-
genes kidhlériennes compactes sont isomorphes au produit d’un tore 7" par
une variété de drapeaux Q. Puisque la projection de 7 x Q sur T coincide
avec le morphisme d’Albanese, ses fibres sont permutées par tout endo-
morphisme. Si f: T x Q — T x Q est une application holomorphe surjec-
tive, on peut donc I’écrire sous la forme

f(t,q) = (a(1),8:(q9)); (5.4)
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ou a est un endomorphisme de T et t — g; est une application holomorphe
a valeurs dans les endomorphismes de Q. Quitte a remplacer f par ’'un de
ses itérés, le théoreme 5.13 et la connexité de T permettent de supposer
que g; est a valeurs dans :

(1) les endomorphismes d’un certain degré d’un espace projectif, ou

(i1) la composante connexe du groupe d’automorphismes d’une variété

de drapeaux.

Chacun de ces ensembles est égal au complémentaire d’une famille non
vide d’hypersurfaces dans un espace projectif. L’application ¢ — g; doit
donc étre constante. Nous avons donc démontré la proposition suivante :

Proposition 5.16. Soit T un tore et Q une variété de drapeaux. Les endo-
morphismes de T x Q sont tous du type (t,q) — (a(t),g(q)) oi a est un
endomorphisme de T et g est un endomorphisme de Q.

Ceci termine la preuve du théoréme 5.12 lorsque la variété homogene
est kdhlérienne. Pour le cas général, 1’outil supplémentaire principal est
la fibration de TITS : il s’agit d’une nouvelle fibration invariante par tout
endomorphisme (voir [44]).
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6. GROS GROUPES D’ AUTOMORPHISMES

Au lieu de chercher les variétés qui possedent une transformation ration-
nelle dont la dynamique est riche, on peut aussi s’intéresser a 1’existence
d’un gros groupe de transformations. Une facon de préciser cette question
est de restreindre 1’étude aux réseaux des groupes de LIE réels simples.
Par définition, un réseau d’un groupe de LIE G est un sous-groupe discret
I" de G tel que G/T soit de volume fini pour la mesure de HAAR de G.
Par exemple le groupe SL,(Z) est un réseau de SL(n,R), ce qui est déja
un résultat non trivial (voir [32]). La taille d’un réseau peut-€tre mesurée
par le rang du groupe de LIE G. Nous ne définirons pas le rang ici (voir
[33]); signalons seulement que le rang de SL(n,R) est égal a n— 1 et que
le rang de SO(p, ¢) est min(p, g). D’une certaine maniere, plus le rang réel
du groupe de LIE est grand, plus le réseau est gros et plus il lui est difficile
d’agir sur des variétés petites. Ce principe se concrétise dans 1’un des ré-
sultats de MARGULIS : si I est un réseau d’un groupe de LIE réel simple G
derang r > 2 et si " agit linéairement et fidelement sur un espace vectoriel
réel de dimension k, alors k > r.

Une conjecture importante formulée par ZIMMER vise a étendre ce prin-
cipe aux actions non linéaires. En voici une version simple.

Conjecture (ZIMMER) : Soit G un groupe de LIE réel simple (connexe) et
I' un réseau de G. S’il existe un morphisme d’image infinie de I" dans le
groupe des difféomorphismes d’une variété compacte M, le rang réel de G
est inférieur ou égal a la dimension de M.

Il convient de noter que cette conjecture concerne les actions par difféo-
morphismes, ou plus généralement par homéomorphismes, sur les variétes
réelles compactes. On peut toutefois 1’étudier d’abord pour les actions ho-
lomorphes sur les variétés complexes compactes kdhlériennes. Nous allons
voir qu’on dispose de résultats satisfaisants dans ce cadre. Auparavant, si-
gnalons toutefois que la conjecture de ZIMMER admet une réponse positive
lorsque la variété M est de dimension 1 (voir [88, 87, 128, 150]) ou lorsque
M est une surface, lorsque I’action du réseau est supposée préserver I’aire,
et lorsque de surcroit le réseau n’est pas cocompact (voir [107, 133, 81]).

6.1. Automorphismes des variétés complexes compactes.
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Soit M une variété complexe compacte. Le théoréeme de BOCHNER et
MONTGOMERY affirme que, muni de la topologie de la convergence uni-
forme, le groupe Aut(M) est un groupe de LIE complexe dont 1’algebre
de LIE est I’algebre des champs de vecteurs holomorphes sur M. 11 s’agit
donc d’un groupe de dimension finie, mais qui peut avoir une infinité de
composantes connexes, comme le montrent les exemples 7.1 et 8.3.

Lorsque M est kiihlérienne, la composante neutre Aut(M)° est décrite
par deux théorémes de LIEBERMAN (voir [114]). Tout d’abord, Aut (M)°
est un sous-groupe d’indice fini dans le noyau de la représentation linéaire

Aut(M) — GL(H*(M,Z))
fo=
En particulier, le groupe Aut (M)* = Aut(M)/Aut(M)° s’injecte presque
dans le groupe linéaire GL(H*(M,Z)).

Notons ay : M — Alb(M) le morphisme d’ ALBANESE. Pour tout élé-
ment g de Aut(M)? il existe une translation (g) de Alb(M) pour laquelle

ayog="1(g)oay.
D’apres [114], ceci détermine un morphisme
7: Aut(M)° — Alb(M)
dont le noyau est un groupe algébrique complexe linéaire.

Tout ceci montre que le groupe des automorphismes d’une variété com-
plexe compacte kidhlérienne peut étre étudié a 1’aide des outils disponibles
pour étudier les groupes linéaires. Si I’on veut borner la taille d’un groupe
agissant holomorphiquement sur une variété compacte kidhlérienne M, il
suffit donc de maitriser les actions possibles sur la cohomologie de M.
C’est ce que permet le résultat suivant.

Théoreme 6.1 ([47], [65]). Soit M une variété complexe compacte kdihlé-
rienne.

— Si A est un sous-groupe abélien libre de Aut(M) dont tous les élé-
ments distincts de [’identité ont une entropie positive, le rang de A est
strictement inférieur a la dimension (complexe) de M.

— Si I est un réseau d’un groupe de LIE réel simple de rang réel r, et
si r majore strictement la dimension de M, tout morphisme de I" dans
Aut (M) a une image finie.
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Ainsi, toute action holomorphe du groupe SL,(Z) sur une variété com-
plexe compacte kihlérienne de dimension inférieure a n — 1 strictement
transite par I’action d’un groupe fini. Ceci conforte le principe suivant le-
quel de gros groupes ne peuvent agir sur des variétés trop petites.

Récemment, Kenji Oguiso, De-Qi Zhang, et leurs co-auteurs se sont
également intéressés aux sous-groupes nilpotents de Aut (M) et obtiennent
des bornes sur le groupe dérivé des groupes nilpotents qui contiennent des
automorphismes avec une entropie positive. Nous renvoyons le lecteur a
[152] et aux références qui s’y trouvent pour des compléments.

6.2. Transformations birationnelles.

La situation est bien plus délicate pour ce qui concerne les groupes de
transformations birationnelles. Par exemple, bien qu’ils soient au coeur de
la géométrie algébrique, les groupes Bir(IP¥(C)) sont pour I’instant trés
mal compris. La situation est plus simple en dimension 2, ce qui permet
d’atteindre 1’énoncé suivant.

Théoreéme 6.2 ([59], [49]). Soit I" un réseau d’un groupe de LIE réel
simple G. Soient S une surface complexe compacte kdhlérienne et p : I' —
Bir(S) un morphisme de groupe.
— Si le rang réel de G est supérieur ou égal a 3, I'image de p est finie.
— Sile rang est égal a 2, ou bien I’image de p est finie, ou bien S est ra-
tionnelle et il existe une transformation birationnelle ® : S --+ P?(C)
telle que I’image du morphisme

Y— ®op(y)od !

soit contenue dans le groupe PGL(3, C) des automorphismes du plan
projectif.

Par exemple, toute action birationnelle de SL(3,Z) sur une surface est
conjuguée a I’action standard par transformations homographiques sur le
plan projectif, éventuellement tordue par 1’isomorphisme A — (A~1).

On peut également montrer que si f est une transformation birationnelle
d’une surface dont le premier degré dynamique A (f) est strictement posi-
tif, et si g commute avec f, alors f et g on deux itérés communs : il existe
k>0etl>0tel que g = f! (éventuellement / = 0, ce qui signifie que g
est d’ordre fini).
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En dimension supérieure, on ne dispose pas de résultat analogue, ni pour
les actions de réseaux, ni pour les actions de groupes abéliens.
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Deuxieme chapitre : exemples de transformations
méromorphes

Dans cette deuxieme partie, nous présentons quelques exemples de tran-
formations rationnelles ou holomorphes sur des variétés complexes com-
pactes qui sont projectives ou kihlériennes.

Nous commengons par le cas des tores et des exemples qui peuvent en
étre déduits par passages au quotient et déformation. En particulier, le pa-
ragraphe 7.2 introduit la notion d’exemples de LATTES et de KUMMER.

La partie 8 concerne une famille spéciale de variétés dont la dimension
de KODAIRA est nulle : les variétés de CALABI-YAU. Enfin, la partie 9
traite des variétés rationnelles ou unirationnelles.
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7. LES TORES, LEURS QUOTIENTS, LES EXEMPLES DE LATTES ET LES
EXEMPLES DE KUMMER

7.1. Tores.

Si A est un tore C*/T", toute application de la droite projective P'(C)
dans A se releve a Ck et est donc constante, car CX ne contient pas de
sous-ensemble analytique compact de dimension strictement positive. Par
ailleurs, I’« image » d’un point d’indétermination par une application mé-
romorphe entre deux variétés lisses contient toujours une copie de P'(C)
(voir le paragraphe 1.11 de [58]). En particulier, si f : A --+ A est une
transformation méromorphe de A, alors f est holomorphe et est donc reve-
tue par une transformation affine F : C¥ — CK. Le semi-groupe Dom (4)
s’identifie donc au sous-ensemble du groupe Aff (C*) constitué des trans-
formations affines F' satisfaisant la propriété suivante

vyel, IPel, VzeC F(z+7) =F(z)+p.

Un tore A étant donné, la description du semi-groupe Dom (A) est un pro-
bleme de nature arithmétique délicat (voir [123], [89]). Lorsque I est un
réseau générique, tout élément f de Dom (A) est défini par une transfor-
mation affine F dont la partie linéaire est une homothétie de rapport entier.
Voici un exemple pour lequel Dom (A) contient des automorphismes a en-
tropie strictement positive.

Exemple 7.1. 1.- Soit A un réseau de C. Pour tout entier kK > 1, toute
transformation affine F de C* dont la partie linéaire est 2 coefficients en-
tiers détermine un endomorphisme f du tore A = C*/A*. Soit f une telle
transformation et B la partie linéaire de F. Si oy, 0y, ..., 0 sont les valeurs
propres de B, rangées par ordre décroissant de leur module, alors

p
Ap(f) =I}|O@|2~

2.- Si ’on choisit pour A un réseau particulier, par exemple A = Zli
ou Z[j], on peut enrichir le semi-groupe Dom (A). Ainsi, dans le cas des
entiers de GAUSS, le groupe SL(k,Z[i]) s’injecte dans le groupe des auto-
morphismes de A.
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7.2. Quotients.

Une fois qu’on dispose de transformations méromorphes, on peut en
construire d’autres en utilisant les trois mots-clé suivants : produit, quotient
et déformation. Rappelons qu’une surface de KUMMER (au sens classique
du terme) est une surface X obtenue en quotientant un tore C/I" par I’in-
volution 6(x,y) = (—x,—y). Plus généralement, nous appellerons variété
de KUMMER toute variété complexe compacte obtenue en quotientant un
tore par un groupe fini. La définition suivante étend cette dénomination aux
transformations méromorphes construites a partir de tels quotients.

Définition 7.2. Soit f une transformation méromorphe d’une variété com-
plexe compacte M. Nous dirons que f est un exemple de KUMMER s’il
existe un tore complexe compact A, un groupe fini G d’automorphismes
de A et un endomorphisme affine F de A tels que

(1) F passe au quotient en un endomorphisme F du quotient A/G ;

(2) il existe une transformation birationnelle T : M --» A/G telle que

o f=Fom.

Nous dirons que f est un exemple de LATTES si les modules des valeurs
propres de la partie linéaire de F' sont égaux entre eux et strictement supé-
rieurs a 1.

Exemple 7.3. Commencons par rappeler le cas de la dimension 1, bien
connu des dynamiciens (voir [122] pour les détails). Si une courbe pos-
sede un exemple de LATTES, le genre de cette courbe est égal a 0 ou 1.
Pour construire un exemple de LATTES sur P!(C), on se donne une courbe
elliptique E, un groupe fini cyclique non trivial G d’automorphismes de
E fixant un point base e et une transformation affine ' : E — E qui com-
mute a G. Le cardinal de G est alors égal a 2, 3, 4 ou 6, la courbe E/G
est isomorphe 4 P! (C) et F passe au quotient en un exemple de LATTES
f:PY(C) — P(C).

Plus précisément, il existe une unique structure d’orbifold sur P!'(C)
avec des points coniques situés sur I’ensemble post-critique de f pour la-
quelle f devient un endomorphisme d’orbifold. Les listes d’indices sur
I’ensemble post-critique valent {2,2,2,2}, {3,3,3}, {2,4,4} ou {2,3,6};
le revétement de P!(C) ramifié aux trois ou quatre points de ’ensemble
post-critique de f avec la liste d’indices de ramification ainsi prescrite
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coincide avec E. L’endomorphisme f détermine donc I’application: E —
P!(C), le groupe G et la transformation affine F.

On remarquera que, en dimension 1, la distinction entre exemples de
KUMMER et exemples de LATTES n’a pas lieu d’étre car tout exemple de
KUMMER dont le degré topologique est strictement supérieur a 1 est un
exemple de LATTES.

Exemple 7.4. Soit f : P!(C) — P!(C) un exemple de LATTES de di-
mension 1. L’action diagonale de f sur P'(C)* détermine un exemple de
LATTES de dimension k qui commute a 1’action du groupe symétrique Sy
par permutation des coordonnées. Passant au quotient, nous obtenons un
exemple de LATTES sur P¥(C) (voir [75] et [145, 146] pour des formules
explicites et une étude de ces exemples).

Les deux exemples précédents déterminent des endomorphismes d’une
variété lisse, I’espace projectif. Dans les exemples qui suivent, la variété
quotient est singulicre. Les endomorphismes construits peuvent alors étre
considérés, au choix, comme des endomorphismes d’orbifolds ou des trans-
formations méromorphes de variétés lisses apres désingularisation de la
variété quotient.

Exemple 7.5.

1.- Soient A = CX/T" un tore complexe compact et ¢ I’involution a
—a. Soient B un endomorphisme linéaire de C* qui préserve le réseau I
et f I’endomorphisme de A déterminé par B. Puisque f commute avec
o, il est possible de passer au quotient sur la variété de KUMMER A/G.
Ceci détermine une transformation méromorphe de la variété de KUMMER
désingularisée. L’application f détermine un exemple de LATTES lorsque
toutes les valeurs propres de B ont méme module.

2.- Placons nous en dimension 2, et choisissons pour I" un réseau produit
A x A. Les trois endomorphismes linéaires de C? définis par

0 b 3 2 1
me(ia) m=(03) m=<(i1)

ou a, b et ¢ sont des entiers non nuls déterminent ainsi des endomorphismes
de KUMMER de A/c. Les transformations associées a B, et By, sont des
exemples de LATTES lorsque a et b sont supérieurs ou égaux a 2, mais
celles associées a B, n’en sont pas.
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Exemple 7.6 (voir [27], [28], [9]). Soient C une courbe elliptique, A le
tore C x C et @ un endomorphisme de A induit par une homothétie de
C2. Soit 1 la transformation d’ordre 3 définie par n(x,y) = (y, —x —y). La
surface A/m est une surface K3 avec neuf singularités cuspidales locale-
ment isomorphes 2 la singularité uv = w>. L’endomorphisme & détermine
une transformation rationnelle de la désingularisée de A/m pour laquelle
di(P) = A (D)2

Voici une construction alternative de A/m en se donnant C comme cu-
bique lisse du plan projectif : la courbe duale de C est une sextique C’ pos-
sedant neuf cusps, un par point d’inflexion de C. Le revétement double du
plan projectif dual ramifié le long de C’ est isomorphe a A /1. Les surfaces
K3 possedent au plus neuf singularités cuspidales ; celles qui en possedent
exactement neuf sont toutes obtenues de la sorte (voir [9]).

7.3. Déformations.

Nous allons ici décrire le cas particulier des variétés de KUMMER du
type A/ olt A = C¥/T est un tore de dimension k et 6(a) = —a. Nous
noterons X la variété de KUMMER A /G désingularisée.

En dimension 1, X est la droite projective P! (C). Toute déformation de
X est donc triviale. Par contre, les exemples de LATTES construits sur X
peuvent étres déformés au sein de End(X) en des endomorphismes de X
qui ne sont plus des exemples de LATTES.

A partir de la dimension 2, la variété X ne posséde aucun champ de vec-
teurs holomorphe non nul. Il est donc impossible de déformer une trans-
formation méromorphe dominante de X sans déformer simultanément la
structure complexe de X .

En dimension 2, la surface X est une surface K3 et peut étre défor-
mée en d’autres surfaces K3 qui ne sont plus des surfaces d¢ KUMMER,
mais ce phénomene est propre a la dimension 2 et s’arréte des la dimen-
sion 3 ; comme I’écrit SCHLESSINGER dans [137], « one cannot parody the
construction of KUMMER varieties, in dimension higher than 2, to obtain
examples of smooth projective varieties with interesting deformation theo-
ries. For, if A is an abelian variety of dimension > 2, and G =Z/2Z acts on
A by a — —a, then the deformations of the singular points of A/G account
entirely for the difference between the deformation theory of A and that
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of the KUMMER variety K obtained by desingularizing A/G. If dimA = 2,
then the sixteen singular points of A/G are conical z> = xy, with one para-
meter family z> = xy + ¢ of deformations. Thus K has more moduli than A
does (16 more), but only in dimension 2 ».

A partir de la dimension 3, la situation est donc totalement rigide : on ne
peut déformer ni X ni ses transformations méromorphes dominantes.

Revenons donc au cas des surfaces. Lorsqu’on déforme X en une fa-
mille X, il est parfois possible de suivre une transformation méromorphe
de X le long de la déformation, ce qui donne une famille de transforma-
tions méromorphes fe : Xe --+ Xe. Au paragraphe 8.2, nous donnerons un
exemple explicite de telles déformations. Remarquons des a présent que
les degrés dynamiques de fe peuvent varier discontiniment avec €. Nous
verrons par exemple au paragraphe 11.3.4 que les exemples de LATTES
des surfaces K3 sont caractérisés par la relation A; ()% = A, (f) > 1 : cette
relation disparait donc par petite déformation.
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8. SURFACES K3 ET VARIETES DE CALABI-YAU

8.1. Variétés de CALABI-YAU.

Les variétés de CALABI-YAU sont les variétés complexes compactes
kdhlériennes M dont le fibré canonique est trivial : elles possedent donc
une forme volume holomorphe

Q= h(xq,....x¢)dx1 A... Ndxy

qui ne s’annule pas (k = dim¢c(M)). Si I’on impose a Q 1a relation
(i)kZ/ Qng-=1,
M

K2 = . ( .

la forme volume (i) Q A Q est uniquement déterminée par la structure
complexe de M. Elle est alors invariante par toute transformation méro-
morphe dominante de M : Vf € Dom (M),

f*(Q/\ﬁ) = degtop(f)Q/\ﬁ-

Les variétés de CALABI-YAU constituent I’exemple le plus naturel de
variétés a dimension de KODAIRA nulle. Les tores en font partie. Une
deuxieme sous-famille est constituée des variétés symplectiques : ce sont
celles qui posseédent une 2-forme holomorphe ® (fermée car la variété est
kihlérienne) partout non dégénérée, ce qui signifie que la forme

Q = /2
est une forme volume partout non nulle sur M.

Théoreme 8.1 (Bogomolov, Yau, voir [10]). Soit M une variété complexe
compacte kdhlérienne dont la premiére classe de CHERN est de torsion. 11
existe un revétement fini M' de M qui est isomorphe au produit A X V x X
ou
— A est un tore C" JT°;
— V est un produit H;Zl Vi oit chaque V; est une variété de CALABI-YAU
simplement connexe satisfaisant HO(V;, Q{;i )=05i0< p<dim(V;);
— X est un produit H?;X ; de variétés symplectiques simplement con-
nexes.
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Chaque transformation méromorphe dominante f de M admet un itéré
f%, 1 >0, qui se reléve en une transformation méromorphe de M’ préser-
vant chacun des facteurs de la décomposition (voir la démonstration de
la proposition 5.5). 1l suffit donc d’étudier les variétés de CALABI-YAU
irréductibles (celles pour lesquelles la décomposition fournie par le théo-
reme précédent se réduit a un seul facteur). Puisque le cas des tores a déja
été étudié, il convient maintenant de donner des exemples sur les variétés
symplectiques et les variétés de CALABI-YAU simplement connexes avec
HO(V,Q0) =05i0 < p < dimc(V).

Il n’y a pas d’exemple en dimension 1 puisque la seule courbe sim-
plement connexe est la sphere de RIEMANN, dont le fibré canonique est
négatif. En dimension 2, les seules surfaces simplement connexes a fibré
canonique trivial sont les surfaces K3. Elles sont toutes kihlériennes et
forment une famille a 20 parametres. Les surfaces K3 projectives corres-
pondent a une union dénombrable dense d’hypersurfaces dans cet espace
de module connexe (voir [8]).

8.2. Automorphismes des surfaces K3.

Nous avons déja vu des exemples d’automorphismes sur certaines sur-
faces K3 : si A est un tore de dimension 2 la surface de KUMMER ob-
tenue en désingularisant le quotient de A par I'involution G : a — —a est
une surface K3. Lorsque A possede des automorphismes qui commutent
avec cette involution, ceci détermine des automorphismes de la surface de
KUMMER. Dans ce paragraphe, nous allons décrire deux variations liées a
cet exemple.

Exemple 8.2 (KEUM, voir aussi le §11.3.4). D’apres les travaux de KEUM
et de KONDO, la plupart des surfaces de KUMMER X = A/ possédent
des automorphismes qui ont une entropie strictement positive et qui ne
proviennent pas d’un automorphisme de A par passage au quotient (voir
[109], [112], [110]).

Exemple 8.3 (MAZUR, [117]). Déformons maintenant explicitement un
exemple d’automorphisme « linéaire » sur une surface d¢ KUMMER en un
automorphisme sur une autre surface.
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FIGURE 2. Surfaces de KuUMMER et déformation : La
premicre figure, en haut a gauche, représente 1’orbite de quelques
points sur une surface de KUMMER non désingularisée. Les deux
figures suivantes sont des déformations de cette dynamique, avec
un petit zoom de la derniere déformation montrant un point fixe
elliptique.

Considérons pour cela I’ensemble des surfaces K3 lisses de P'(C) x
P!(C) x P!(C). La formule d’adjonction montre que chacune de ces sur-
faces est définie par une équation polyndmiale P(x,y,z) = 0, ou P est de
degré 2 par rapport a chacune des trois variables. Si 1’on projette une telle
surface X sur P'(C) x P!(C) en oubliant ’'une des coordonnées, X est
alors réalisée comme revétement double de P!'(C) x P!(C). Ceci déter-
mine trois involutions, une par revétement, que nous noterons Oy, Oy €t G;.
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(7,2) (7,1.2)

FIGURE 3. Orbites sur des surfaces réelles : Quatre
exemples de dynamiques sur la surface d’équation (14 x?)(1+
¥?)(1+2%) +Axyz = B o les paramétres (A, B) sont précisés.

Il se trouve que pour un choix générique de 1’équation P, le groupe d’auto-
morphismes de X coincide avec le produit libre des groupes engendrés par
ces involutions :

Aut(X) = (6,) * (6y) * (0.) = (Z/2Z) * (Z/2Z) + (Z/2Z).

L’action de chaque involution sur la cohomologie de X est facile a évaluer
et I’on obtient ainsi des automorphismes dont on sait explicitement calculer
les degrés dynamiques. Par exemple, I’entropie de f = 6,00y 00, est €gale
alog(9+4V5).



FIGURE 4. Projections d'orbites complexes sur I'axe
des x : Colonne de gauche : une seule orbite sur la surface
d’équation (1 +x%)(1+y*)(1+2?) +Axyz = B pour A = 0.1 et
B = 1. Le nombre d’itérations est €gal a 10 mille, 100 mille ou
500 mille. Colonne de droites : plusieurs orbites distinctes sur la
méme surface.
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Considérons maintenant une cubique plane lisse C écrite sous sa forme

de WEIERSTRASS
V=40 —gox—gs.
A chaque paire de points m| = (x1,y1),mz = (x2,y2) de C faisons corres-
pondre la somme
m3 = my +my = (x3,3)

pour la loi de groupe sur C puis le triplet (x1,x2,x3) de (P!(C))3. Ceci
détermine une application holomorphe de C x C dans (P'(C))3. L’image
est la surface de KUMMER (singuliere) (C x C)/G ol © est le passage a
I'inverse. L’ équation de la surface ainsi obtenue dans (P'(C))? est

2
x2y2+y2z2+zzx2+g72(xy+yz+zx) +g3(x+y+z2)+ f—é = 2xyz(x+y+2z).

Cette surface est donc de degré 2 par rapport a chaque variable et I’on peut
y définir les trois involutions oy, G, et ;. Par ailleurs, le groupe GL(2,Z)
agit sur C x C linéairement (voir I’exemple 7.1) et, comme il n’y a pas de
miracle, les transformations involutives G, Gy et G, sont induites respecti-
vement par les involutions linéaires

o ) (% )= 5 )

Ceci permet de déformer explicitement les exemples linéaires de cer-
taines surfaces de KUMMER en des automorphismes non linéaires. Les
figures 2, 3 et 4 fournissent quelques simulations numériques obtenues par
cette méthode. Elles ont été obtenues a 1’aide d’un programme de McC-
MULLEN développé par CRAMPON, PIT et moi-méme.

8.3. Transformations rationnelles des surfaces K3.

Nous allons maintenant construire quelques transformations rationnelles
sur des surfaces K3 et calculer leurs degrés dynamiques mais, aupara-
vant, rappelons qu’une surface K3 ne possede pas d’endomorphisme holo-
morphe de degré strictement supérieur a 1 : un tel endomorphisme serait
un revétement non ramifié d’une variété simplement connexe (voir 3.7).

Remarquons tout d’abord que si E est une courbe de genre 1 avec k
points marqués (k > 1), on peut définir la multiplication par k+ 1 (il suffit
de placer ’origine de E au barycentre des k points : cela laisse k> choix
pour ce barycentre, mais la multiplication par k 4+ 1 ne dépend pas de
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ce choix). Donnons nous maintenant une variété complexe compacte M
et une fibration elliptique  : M — B. Si M contient une sous-variété H
de codimension 1 qui coupe les fibres génériques de T en k points, avec
k > 0, la multiplication par k4 1 le long des fibres de ® détermine alors
une transformation méromorphe de M. Lorsque M possede plusieurs fibra-
tions elliptiques distinctes, on peut ensuite composer ces transformations
méromorphes entre elles.

Considérons I’exemple d’une hypersurface lisse X de degré (2,2,2) dans
(P'(C))3. La projection de X sur I'un des P!(C) détermine une fibration
elliptique qui possede des sections doubles. On peut donc définir la mul-
tiplication par 3¢ (pour tout g) le long des trois fibrations ainsi détermi-
nées, puis composer ces transformations rationnelles ensemble. Lorsque X
est choisie de maniere générique parmi les surfaces K3 de degré (2,2,2),
les transformations rationnelles ainsi construites ne sont pas cohomolo-
giquement dilatantes : ces exemples sont des déformations des transfor-
mations linéaires sur les surfaces d¢ KUMMER singulieres construites au
paragraphe 7.2. Parmi celles-ci, certaines sont cohomologiquement dila-
tantes, mais cette propriété est perdue par petite déformation car les degrés
dynamiques ne varient que semi-continiiment.

Considérons un second exemple plus simple. Soit X un revétement dou-
ble de P!(C) x P!(C) ramifié le long d’une courbe de bidegré (4,4). Il
s’agit d’une surface K3 munie de deux fibrations elliptiques, issues des
deux fibrations de P'(C) x P!(C). Si la courbe de ramification est géné-
rique, toute courbe algébrique tracée sur X est homologue a une combinai-
son linéaire de fibres de ces deux fibrations. Autrement dit, le groupe de
NERON-SEVERI NS(X) = H?(X,Z) NH"!(X,R) est isomorphe 2 Z x Z.
Chaque fibre d’une des deux fibrations coupe les fibres de 1’autre fibration
en 2 points. On peut donc définir la multiplication par 3 le long de chacune
des fibrations. L’action de ces deux transformations rationnelles f et g sur
NS(X) correspond aux matrices 2 x 2 suivantes

9 135 1o
f*—(o 1 ) ot g*_(135 9>'

On vérifie alors sans peine que le semi-groupe engendré par ces deux trans-
formations rationnelles ne contient pas d’élément cohomologiquement di-
latant.
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Les deux questions suivantes paraissent ouvertes a 1’heure actuelle. 11
s’agit, en termes pompeux, de déterminer les « surfaces K3 a multiplication
complexe ».

Question 8.1. Quelles sont les surfaces K3 qui possedent une transforma-
tion rationnelle cohomologiquement dilatante ?

Question 8.2. % Les surfaces K3 projectives génériques possedent-elles des
transformations rationnelles dominantes de degré topologique strictement
supérieur a 1? Par exemple, une surface quartique de P3(C) générique
possede-t-elle une telle transformation rationnelle ?

8.4. Deux exemples en dimension supérieure.

L’exemple de MAZUR s’étend aux hypersurfaces de multidegré (2, ...,2)
dans (P'(C))**! : ceci fournit des exemples de variétés de CALABI-YAU
irréductibles avec de nombreux automorphismes et de nombreuses trans-
formations rationnelles.

Décrivons maintenant un exemple, di a Claire VOISIN, d’une transfor-
mation rationnelle sur une variété symplectique irréductible de dimension
4 (voir [10], [12], et [148]).

Soit X C P"(C) une surface K3 projective. Soit M = X2 le produit sy-
métrique constitué des paires de points de X, que I’on désingularise en
éclatant la diagonale dans X x X avant de passer au quotient par I’involu-
tion (x7,xp) — (x2,x1). La variété M est une variété symplectique de di-
mension 4 projective (plongée dans un espace projectif PV(C)). La théorie
des déformations nous apprend que M peut étre déformée en une famille a
21 parametres de variétés kdhlériennes symplectiques et que les déforma-
tions de M dans PV(C) forment un sous-espace de dimension 20 dans cet
espace de déformation. Une fagon de déformer M C PV(C) est de défor-
mer X elle-mé&me en une autre surface K3 projective dans P"(C) mais ceci
ne couvre qu’une hypersurface dans I’espace des déformations projectives
de M. Par conséquent certaines déformations de M ne sont pas des produits
symétriques.

Partons maintenant d’une hypersurface cubique lisse V dans P3(C). No-
tons F (V) la variété qui paramétre les droites contenues dans V. Dans [12],

2. This question has been answered by Xi Chen : a generic quartic surface in ]P% has
no non-trivial dominant rational endomorphism. (I haven’t red the proof yet)
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BEAUVILLE et DONAGI montrent que F (V) est une variété symplectique
irréductible de dimension 4 qui est une déformation de X 2 ot X est une
surface K3 de degré 14 dans P®(C). Plus précisément, si X C P8(C) est
une telle surface K3, toute déformation projective générique de M = X 2]
coincide avec 1'une des variétés F(V), ou V décrit I’ensemble des hy-
persurfaces cubiques lisses de P°(C). Ceci permet d’obtenir de maniére
«concrete » des variétés symplectiques de dimension 4 qui ne sont pas des
produits symétriques. Lorsque la cubique V est générique, le groupe de
PICARD de F (V) est de dimension 1.

Venons en a la construction de VOISIN d’une transformation rationnelle
dominante f sur la variété F (V). Soit [ un point de F(V), i. e. une droite de
V. Si la situation est générique, il existe un unique plan I1; (de dimension
2) de P°(C) qui est partout tangent 2 V le long de la droite /. Ce plan
I1; coupe alors V le long d’une courbe cubique constituée de /, qui compte
doublement, et d’une seconde droite /. L’application f définie par f(I) =1’
détermine une application rationnelle dominante

FiF(V) - F(V).

Les degrés dynamiques A, de cette application valent respectivement 1, 7,
31,28, 16, pour p =0,1,...,4 (voir [4]). En particulier, f est cohomologi-
quement hyperbolique et son degré topologique est égal a 16. Cet exemple
montre que, a partir de la dimension 4, il existe des variétés symplectiques
dont le groupe de PICARD est de rang 1 qui admettent des transformations
rationnelles de degré strictement supérieur a 1. Je ne connais pas de tel
exemple sur les surfaces K3 (voir la question 8.2).

Remarque 8.4. Cette construction reste valable en dimension supérieure.
Si V est une hypersurface cubique lisse de P"(C), la famille F (V) des
r-plans contenus dans V' est une variété lisse dont le fibré canonique est
trivial des que

n+1=dim(H (P, Opr1(2))).
Si P est un r-plan de V' générique, I'intersection des plans tangents a V'
le long de P est un (r+ 1)-plan ITp qui coupe V sur ’'union de P et d’un
second r-plan P’ (qui compte avec multilplicité double) : I’application qui
a P associe P’ détermine une transformation rationnelle de F (V') dans elle-
méme de degré topologique strictement supérieur a 1.
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9. SURFACES ET VARIETES (PRESQUE) RATIONNELLES

Il reste maintenant a donner des exemples significatifs pour des varié-
tés dont la dimension de KODAIRA est strictement négative, en particulier
pour des variétés rationnellement connexes. Dans le paragraphe 9.1 nous
présentons 1I’exemple célebre de MANIN et ISKOVSKIKH (voir [105] et
[106]). Au paragraphe suivant, nous décrivons un probleme essentielle-
ment ouvert qui nous semble intéressant : quelles sont les surfaces ration-
nelles qui possedent un groupe infini d’automorphismes ? Nous terminons
alors par I’exemple des transformations monomiales.

9.1. Variétés unirationnelles non rationnelles.

Soit M une hypersurface quartique lisse de P*(C). Dans [105], ISKOVS-
KIKH et MANIN montrent que le groupe des transformations birationnelles
de M coincide avec le groupe de ses automorphismes (qui est fini d’apres
le théoreme 5.1). En particulier, M n’est pas une variété rationnelle (i.e. M
n’est pas birationnelle & P3(C)). Cependant, on sait depuis SEGRE que cer-
taines hypersurfaces quartiques lisses de P*(C) son unirationnelles : c’est
le cas, par exemple, de I’hypersurface My d’équation

4. 4 4. 4 2 22
Xo+ X7 +x5+x3 -l-xoxi +x3x4 = 6x7x5

Par définition de I’unirationalité, il existe une application rationnelle do-
minante p : P3(C) --» M. Soit @ : My — P3(C) la projection de My sur
un hyperplan quelconque de P*(C). Pour toute transformation rationnelle
dominante g de P3(C), I’application f = p o goT est une application ra-
tionnelle dominante de M. Si g est un endomorphisme holomorphe de
degré suffisamment grand, alors f est cohomologiquement dilatante ([68],
remarque 8.b).

Exercice 9.1 (tiré de [68]). On garde les notations de ce paragraphe et
I’on suppose que g est un endomorphisme holomorphe de degré stricte-
ment plus grand que 1. Utiliser les résultats de [98], paragraphe 2.1, pour
montrer que
(a) le degré topologique de f est égal au produit des degrés de p, de ©
etde g;
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(b) il existe une constante ¢ dépendant des choix de p et de « telle que

M(f) < chilg)

pour tout / entre 1 et 3 ;

(c) siledegré de I’endomorphisme g est suffisament grand, alors cA;(g) <
deg,,,(g) pour tout / distinct de dim¢(M) = 3 et f est une transfor-
mation rationnelle cohomologiquement dilatante.

Voir le paragraphe 3.3.4 de[98] pour des compléments.

Remarque 9.2. Supposons que M soit maintenant une hypersurface quar-
tique de P*(C) avec une unique singularité xo qui est un point double or-
dinaire. Une droite D passant par xg est contenue dans M si les termes
quadratique, cubique et quartique de I’équation de M au voisinage de xo
sont nuls en restriction a D. Ceci détermine 2 X 3 x 4 = 24 droites au plus.
Supposons désormais que M contient exactement 24 droites distinctes pas-
sant par xo, que nous noterons L;, 1 <i < 24.

La variété M est alors munie de 25 involutions birationnelles t; définies
comme suit. Si m est un point de M qui n’est pas sur I'une des droites L;
la droite joignant m a xo coupe M en m, en xo doublement et donc en un
unique quatrieéme point to(m). Ceci définit la premiére involution biration-
nelle tg : M --» M. Choisissons maintenant une des droites L;. Si m est un
point de M qui n’est pas situé sur L; le plan engendré par m et L; coupe
M le long d’une courbe quartique réductible, formée de L; et d’une courbe
cubique C,, contenant m et xo. En général, C,, est une courbe lisse de genre
1. Le point t;(m) est alors le point de C,, tel que m + t;(m) = 2x¢ (autre-
ment dit, pour la loi de groupe sur C,, pour laquelle 1’origine est xq, T;(m)
coincide avec I’opposé de m). Ceci définit les 24 involutions birationnelles
restantes T;, 1 <i <24,

Si M est générique parmi les quartiques de P*(C) avec un point double,
il se trouve alors que

— les 25 involutions T; ne satisfont pas de relation non triviale, si bien

qu’elles engendrent un sous-groupe H de Bir(M) isomorphe au pro-
duit libre de 25 copies de Z/2Z,

— Bir(M) est le produit semi-direct de H et du groupe fini formé des

automorphismes homographiques de M.
Ceci est démontré dans [134].
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Remarque 9.3. D’apres les travaux de Clemens et Griffith’s, les hyper-
surfaces cubiques lisses de P*(C) ne sont pas non plus rationnelles. Les
arguments précédents permettent de construire des transformations ration-
nelles cohomologiquement dilatantes sur ces hypersurfaces. Par ailleurs, le
groupe des transformations birationnelles des cubiques sont toujours infi-
nis. Chaque point m de la cubique détermine en effet une involution, qui a
un point p associe le troisieme point d’intersection de la droite (mp) avec
la cubique. Par composition, ceci fournit des transformations birationnelles
avec une dynamique intéressante.

9.2. Transformations holomorphes des surfaces rationnelles.

La derniere famille d’exemples que nous allons décrire concerne un pro-
bleme délicat. Il s’agit de comprendre les surfaces rationnelles S qui pos-
sédent un groupe infini d’automorphismes. Si Aut(S) contient une infinité
d’éléments isotopes a I’identité, la surface S possede un champ de vec-
teurs holomorphes : cette situation est bien comprise (voir [36]). Dans le
cas contraire, et si Aut(S) est infini, il existe des automorphismes f dont
aucun itéré n’est isotope a I’identité et deux cas se produisent :

— M (f) = 1 etalors f préserve une fibration elliptique ; puisque les fi-
brations elliptiques des surfaces rationnelles s’ obtiennent toutes a par-
tir de pinceaux d’HALPHEN, ces automorphismes sont bien compris
(voir [73], [90]);

— A1(f) > 1 et’entropie de f est strictement positive ; a I’heure actuelle,
on ne sait pas déterminer les surfaces rationnelles qui possedent de tels
automorphismes.

Dans la suite, nous donnons donc quelques exemples sporadiques et pré-
sentons une construction diie a BEDFORD, KiM, HARBOURNE et McC-
MULLEN dans un cas particulier proche des surfaces K3. Commencgons
par deux exemples construits par quotient d’un tore ou d’une surface K3.

Exemple 9.4 (KUMMER, suite de I’exemple 7.1-2). Soit E la courbe el-
liptique obtenue en quotientant la droite complexe C par le réseau A des
entiers de GAUSS Z[i] (resp. des entiers d’EISENSTEIN Z[j]). Le groupe
SL(2,A) agit linéairement sur C en préservant le réseau A x A. Par pas-
sage au quotient, tout élément B de SL(2,A) détermine donc un automor-
phisme fp de la variété abélienne E X E, qui commute avec 1’homothétie
n: (x,y) — (ix,iy) (resp. (x,y) — (jx, jy)). Passant a nouveau au quotient,



61

puis désingularisant E x E /1, nous obtenons un automorphisme fz d’une
surface rationnelle. L’entropie de cet automorphisme est strictement posi-
tive des que I'une des valeurs propres de B a un module strictement plus
grand que 1.

Exemple 9.5 (COBLE). Soit C C P?(C) une courbe sextique avec 10 points
doubles. Soit X la surface obtenue en éclatant ces 10 points. Si C est choisie
génériquement, le groupe Aut (X) s’identifie a un sous-groupe discret et de
covolume fini dans le groupe de LIE réel SO(1,9). C’est donc un groupe
infini dénombrable qui contient un groupe libre non abélien. La surface X,
dénommée surface de COBLE, est le quotient d’une surface K3 par une
involution qui a des points fixes. Les automorphismes de X proviennent de
ceux de la surface K3 (voir [55]).

On peut construire des automorphismes de X de la fagon suivante. Soit
p 'un des points doubles de C. Les courbes de degré six passant double-
ment par les 9 points restant forment un pinceau de courbes de genre 1 :
si I’on éclate les 9 points, on obtient une surface X, et les transformées
strictes de ces courbes forment les fibres d’une fibration elliptique singu-
liere 7, : X, — P!(C). Chacun des 9 diviseurs exceptionnels coupe la fibre
générique de T, en 2 points. Fixons I’'un de ces diviseurs Eg. Si E est un
autre diviseur, on peut alors définir un automorphisme f de X, par trans-
lation le long des fibres de la fagon suivante : si m est un point d’une fibre
lisse F de m,, I'image f(m) est I'unique point de F' pour lequel

f(m)+ENF=m+EyNF

(autrement dit, f translate de la quantité E — Ey le long des fibres). Cette
transformation s’étend aux fibres singulieres pour déterminer un automor-
phisme de X, qui satisfait T, o f = 7,,. Variant le choix de E, on obtient
ainsi 8 automorphismes, et pour un choix générique de C, on montre que
ces automorphismes engendrent un groupe isomorphe a Z8. Par ailleurs,
chacun de ces automorphismes fixe la fibre singuliere obtenue par trans-
formée stricte de C, et en particulier fixe le point singulier de cette fibre
(i.e. le point p). Sil’on éclate ce point, les automorphismes ainsi construits
se relevent donc a la surface de COBLE X.

Variant le choix de p parmi les 10 singularités de C, on construit ainsi
10 copies de Z® dans Aut (X). Il se trouve que, pour un choix générique de
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C, les dix groupes abéliens ainsi obtenus ne satisfont pas de relation non
triviale. Ainsi, le produit libre de 10 copies de Z® se plonge dans Aut (X).

Voici maintenant deux exemples apparus récemment dans la littérature.

Exemple 9.6 (TAKENAWA, [144]). La transformation birationnelle du plan
projectif définie par

flx:y:z]= [y3 x4y 4+ :yzz]

devient un automorphisme d’une surface rationnelle si 1I’on effectue suc-
cessivement 15 éclatements judicieux du plan projectif. L’entropie de cet
automorphisme est strictement positive.

Exemple 9.7 (BEDFORD et KIM, MCMULLEN). Dans [16], BEDFORD et
KIM se sont intéressés a la famille a deux parametres

Jap(x,y) = (a+y,b+y/x).

La transformation birationnelle f, ; €clate les sommets et contracte les co-
tés du triangle A(p1, p2, p3) avec p; = (0,0), po = (0,0) et p3 = (0,0) ;
I’image de ce triangle est le triangle A(p2, p3, ps) avec ps = (a,b).

Les parametres (a,b) pour lesquels 1’orbite de p4 repasse par p; a I’ins-
tant n sont déterminés par deux équations polynomiales ; I’ensemble des
solutions (a,b) € C? de ce systéme d’équations sera noté P(n). BEDFORD
et KIM montrent que f; se releve en un automorphisme d’une surface
rationnelle (obtenue en éclatant I’orbite de p4) précisément lorsque (a,b)
est un élément de P(n) pour un certain n. De plus,

- lorsque n = 0,1,2,3,4,5 I"automorphisme f; ;, est périodique de pé-

riode 6, 5, 8, 12, 18 ou 30,
- lorsque n = 6 I’automorphisme f;, ;, préserve une fibration elliptique,
- et lorsque n > 7 'automorphisme f,, a une entropie topologique
strictement positive ; celle-ci est égale au logarithme de la racine do-
minante de 1’équation

E -1+ —1=0.

Ceci conduit a
- I’existence pour n = 7 d’un automorphisme, 1’« automorphisme de
LEHMER », dont I’entropie est égale au logarithme du nombre de
LEHMER Ay = 1,1763;
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- I’existence d’automorphismes avec un point fixe attractif’; ces auto-
morphismes ne proviennent donc pas d’un automorphisme d’une sur-
face de dimension de KODAIRA positive ou nulle en effectuant un
quotient fini équivariant.

Récemment, MCMULLEN a obtenu un procédé général pour construire
de tels automorphismes en développant les travaux antérieurs de HAR-
BOURNE et NAGATA. Ces automorphismes sont définis sur les surfaces
rationnelles « anticanoniques » ; ce sont celles qui possedent une unique (a
un facteur multiplicatif pres) 2-forme méromorphe Q ne s’annulant pas. La
géométrie de ces surfaces ressemble en bien des points a celle des surfaces
K3. Si f est un automorphisme d’une telle surface, f*Q est proportion-
nelle a Q. En particulier, f préserve le lieu des pdles de Q. En projetant
birationnellement la surface S sur le plan projectif, f détermine alors une
transformation birationnelle du plan qui préserve une courbe cubique.

Les travaux de MCMULLEN permettent de construire des automorphis-
mes sur certaines surfaces anticanoniques tout en prescrivant 1’action de
I’automorphisme sur les groupes de cohomologie de la surface. Il s’agit
d’un théoreme analogue au théoreme de TORELLI pour les surfaces K3.
Ceci permet de retrouver certains des exemples de BEDFORD et KiM, mais
aussi de montrer les propriétés suivantes en utilisant [42], [41] :

Théoreme 9.8 (BEDFORD, KiM, MCMULLEN, [16], [120] et [15]).

(i) L’automorphisme de LEHMER construit par BEDFORD et KIM est un
automorphisme d’entropie minimale parmi tous les automorphismes
de surfaces complexes compactes d’entropie strictement positive.

(ii) 1l existe un automorphisme d’une surface projective rationnelle dont
I’entropie est strictement positive et qui possede un domaine de S1E-
GEL : [’automorphisme est holomorphiquement conjugué a une rota-
tion irrationnelle sur un ouvert de la surface.

(iii) 1l existe un automorphisme d’une surface rationnelle dont I’entro-
pie est positive et dont les points périodiques s’équirépartissent vers
une mesure de probabilité uy étrangere a la mesure de LEBESGUE.

Le point (iii) a été précisé par BEDFORD et KIM : on peut choisir un
exemple de telle sorte que f et la surface S soient définis par des polyndmes
a coefficients réels et que uy soit contenue dans la partie réelle S(R) de la
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surface et soit singuliere par rapport a la mesure de LEBESGUE sur S(R)
(voir [15]).

Remarque 9.9.

1.- Nous expliquerons au paragraphe §10.3.1 quelle est la mesure de
probabilité vers laquelle s’équirépartissent les points périodiques du
troisieme exemple.

2.- L’existence de domaines de SIEGEL était déja connue depuis [118]
pour des surfaces K3 non projectives.

La construction de MCMULLEN n’englobe pas tous les automorphismes
construits par BEDFORD et KIM. Ainsi, certains d’entre eux ne préservent
aucune courbe (et ont une entropie strictement positive). Ces automor-
phismes ne préservent, dilatent ou contractent donc aucune forme méro-
morphe € (voir [15]).

Remarque 9.10. Soit X une surface K3 projective et Q une 2-forme holo-
morphe non nulle sur X. Si f est un automorphisme de X, alors f*Q = £Q
ou & est une racine de I’unité (voir la preuve du théoréme 3.2). Il y a donc
des résonances entre les valeurs propres de la différentielle de f en chacun
de ses points périodiques. La linéarisation de f autour de ses points pério-
diques est donc délicate et, pour I’instant, on ne dispose pas d’exemple de
domaine de SIEGEL sur les surfaces K3 projectives. Il se pourrait tout a
fait qu’aucun exemple de tel domaine n’existe.

Exemple 9.11 (BLANC). Jérémy BLANC a également proposé une construc-
tion d’automorphismes sur les surfaces rationnelles en partant de transfor-
mations birationnelles du plan qui fixent une courbe. On peut déduire de
sa construction I’existence de surfaces rationnelles S, dont le groupe d’au-
tomorphismes contient un produit libre L de n copies de Z/2Z et un sous-
groupe libre de rang n, L, < L, dont tous les éléments distincts de I’identité
ont une entropie strictement positive (voir [29]).

9.3. Transformations monomiales.

Les « transformations monomiales » sont les endomorphismes holomorphes
du groupe multiplicatif (C*)* : il s’ agit donc de 1’analogue multiplicatif des
endomorphismes des tores compacts C¥/T". Ceci fournit des transforma-
tions holomorphes de (C*)¥ qui peuvent ensuite étre considérées comme
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des transformations rationnelles de compactifications de (C*)*. En dimen-
sion 1, tout endomorphisme holomorphe du groupe C* est un mondme
f(z) =z o1 d est un entier relatif. En dimension 2, toute application mo-
nomiale f : (C*)? — (C*)? est du type

flz,w) = (W, Zw?)

=(4)

est une matrice a coefficients entiers ; en particulier, les deux composantes
de f sont donc des mondmes. Ceci reste valable en dimension quelconque,
ce qui justifie I’appellation « transformations monomiales » et montre que
le monoide des transformations monomiales de (C*)* est isomorphe a ce-
lui des matrices a coefficients entiers Mat(k,Z). Si A est une telle matrice,
nous noterons fy4 la transformation monomiale associée ; ainsi (f4)" = fan
pour tout entier n positif (ou négatif si A est inversible). Les transforma-
tions monomiales déterminent des transformations rationnelles de P! (C)*
qui préservent le tore (S')¥ constitués des points de (C*)* dont les coor-
données sont de module 1 et induisent des endomorphismes lisses de ce
tore compact.

En dimension 2, lorsque le déterminant de A est différent de O, nous

disposons des résultats suivants (voir [77]) :

(i) Le degré topologique Ay (f4) est égal au déterminant de A et le pre-
mier degré dynamique A (f4) est égal au rayon spectral de A ; en par-
ticulier, le tore (S!)* est totalement invariant.

(i1) lorsque le spectre de A est réel, on peut toujours trouver une surface
rationnelle X et un morphisme birationnel ¢ : X — P!(C) x P!(C) tel
que f = ¢! o f4 00 soit algébriquement stable (ou 1-stable au sens
de [98] ; autrement dit, I’action de f sur la cohomologie de X satisfait
(f*)" = (f™")* pour tout n positif). Cette propriété n’est plus valable
lorsque les valeurs propres de A sont de méme module et de la forme
pe™ avec O irrationnel (dans ce cas, il y a un résonance entre les
degrés dynamiques, A(f1) = A1 (fa)? > 1).

En dimension plus grande, le lecteur pourra consulter [101] pour des ré-
sultats partiels.
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Exercice 9.12. Soit A un élément de SL(2,Z). Notons A et 1/A les deux
valeurs propres de A et supposons que le rayon spectral de A est strictement
supérieur a 1; quitte & permuter A et son inverse, nous pouvons supposer
que ce rayon spectral est égal a |A|.

Montrer que tout point périodique de f4 situé dans (C*)? appartient au
tore (S')? et que le nombre de points périodiques de période N croit comme

AN,

Remarque 9.13. Par passage au quotient, les endomorphismes des tores
donnent naissance aux exemples de LATTES et de KUMMER. Les trans-
formations monomiales conduisent au méme type de constructions (voir
I’exemple 11.11).
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Troisieme chapitre : Dynamique et rigidité

Le premier but de cette troisieme partie est de décrire la dynamique
des transformations rationnelles dans deux situations qui sont assez bien
comprises au niveau ergodique : les transformations « cohomologiquement
dilatantes » et les automorphismes des surfaces.

Nous ne donnerons pas de détails sur les preuves mais utiliserons les ré-
sultats obtenus pour décrire plus précis€ément certains liens entre géométrie
complexe, dynamique holomorphe et géométrie diophantienne.

Nous verrons ensuite comment il est possible de caractériser les trans-
formations dont la dynamique est lisse et uniforme : il s’agit de caractériser
les exemples de LATTES et les automorphismes dont la dynamique est de
type ANOSOV.
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10. DYNAMIQUE

Dans cette partie, nous présentons quelques propriétés stochastiques sa-
tisfaites par la dynamique des transformations rationnelles des variétés pro-
jectives. Les deux classes de transformations pour lesquelles on sait mon-
trer ces propriétés sont les transformations cohomologiquement dilatantes
et les automorphismes des surfaces. Apres des définitions classiques de
théorie ergodique, nous décrirons chacune de ces deux familles. Le dernier
paragraphe applique les idées précédentes a des questions de géométrie
hyperbolique complexe et de géométrie diophantienne.

10.1. Mesure d’entropie maximale.

10.1.1. Entropie métrique.

Soient X un espace mesurable et f : X — X une transformation mesu-
rable. Soit u une mesure de probabilité invariante sous I’action de f, ce qui
signifie que

u(f~1(A)) = u(a)
pour toute partie mesurable A de X. L’entropie métrique de f relative a
u est définie de la maniere suivante. Pour toute partition P de X en un
nombre fini ou dénombrable d’atomes mesurables Ay, ..., Ay, ..., posons

N

() = 1 (A log(u(4)).

=

Fixons une telle partition P et notons &, la partition obtenue en intersectant
les atomes de P, f*(P), ... (f")*(P). Deux points x et y appartiennent au
méme atome de ‘P, si, 2 chaque instant i entre 0 et n, les points f(x) et
f'() sont dans le méme atome A, de . L’entropie de f relativement a p
et a P est alors définie par

hu(f,P) = lim (%hy(an)>

n—oo

et I’entropie métrique h,(f) est le supremum de ces entropies lorsque P
décrit I’ensemble des partitions mesurables de X (voir [108] ou [115]). 1
se trouve que
(1) si f est une transformation continue d’un espace métrique compact
(muni de la tribu des boréliens)

hiop (f) = sup(hu(f))
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ou u décrit I’ensemble des mesures de probabilité f-invariantes (prin-
cipe variationnel de GOODMAN) ;
(i1) si f est une transformation de classe C™ sur une variété compacte,
ce supremum est atteint (théoreme de NEWHOUSE).
Nous renvoyons le lecteur a [98], chapitre 2, pour une discussion précise
des notions d’entropie lorsque I’application f est méromorphe.

10.1.2. Dilatation.

Lorsqu’une mesure invariante y a une entropie métrique strictement po-
sitive, la transformation f doit dilater certaines zones de 1’ensemble X.
Précisons ceci par deux résultats généraux.

Soient f une transformation continue d’un espace métrique compact X
et u une mesure de probabilité f-invariante. Pour tout point x de X et pour
tout € strictement positif, notons h,(f,x,€) la quantité

hu(f,x,€) =limsup (—%log(,u(Bn(x, 8)))>

00
ol B, (x,€) est’ensemble des points y de X dont I’orbite entre O et n reste -
proche de x a chaque instant. Notons h,( f,x) la limite de h,(f,x,€) lorsque
€ tend vers 0. BRIN et KATOK ont montré que ceci détermine une fonction
intégrable sur X pour laquelle

1) = [ bl duo).

Supposons que u est ergodique, ce qui signifie que tout ensemble mesu-
rable invariant est de mesure nulle ou totale, ou encore que toute fonc-
tion intégrable f-invariante est constante (presque partout). Dans ce cas, la
fonction h,(f,x) est constante, car invariante. Si I’entropie de f vis-a-vis
de u est strictement positive, ceci montre que les itérés de f distordent X
exponentiellement vite au voisinage de y-presque tout point.

L’inégalité de RUELLE fournit un autre résultat allant dans le méme
sens. Elle majore I’entropie métrique d’une transformation C! d’une va-
riété compacte par I’intégrale de la somme de ses exposants de LYAPOU-

NOFF positifs :
/ X u(x).

Le lecteur pourra consulter [108] ou [115] pour la définition précise des
exposants de LYAPOUNOFF.
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10.1.3. Exemples.

Donnons maintenant deux exemples qui seront repris et généralisés par
la suite. Le premier exemple concerne les polyndmes d’une variable com-
plexe ; le lecteur trouvera des démonstrations pour cet exemple dans [98],
chapitre 1 (voir aussi [26]).

Exemple 10.1. Soit f(z) un polynéme d’une variable complexe de degré
d. La transformation f : C — C s’étend a la sphére de RIEMANN P!(C)
en posant f(co) = oo : ceci détermine une application holomorphe de degré
topologique d. L’entropie topologique de f est alors égale au logarithme
de d (voir le théoreme 2.2). Lorsque celle-ci est strictement positive, ¢’ est-
a-dire lorsque d > 2, f possede une unique mesure d’entropie maximale
Uy, qui peut étre décrite de trois fagons différentes. Premiérement, si P,,(f)
désigne I’ensemble des points périodiques de f de période n, alors

, 1
]
" Pu(H) ety

Deuxiémement, il existe un ensemble E(f) de cardinal inférieur ou égal a
2 tel que, pour tout x hors de cet ensemble,

) 1
z€f7"(x)

Enfin, uy décrit le comportement asymptotique de la dérivée de f" : si
est une forme de FUBINI-STUDY sur P! (C) dont Iaire totale vaut 1, la
suite de formes différentielles

L s

ﬁ(f ") @
converge vers (s au sens des mesures.

Exemple 10.2 (Applications dilatantes). Soit M une variété compacte. Un
endomorphisme f de M de classe C' est «dilatant » s’il existe une mé-
trique riemannienne sur M et un nombre réel  strictement plus grand que
1 tels que

IDFWI = %[Vl

pour tout vecteur v tangent a M. Pour une telle transformation on sait que
(voir par exemple [140], [136] et [93])
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— P’entropie topologique de f est strictement positive et se calcule a
I’aide de I’action de f sur le groupe fondamental de M (formule ana-
logue a celle produite par le théoreme 2.2) ;

— f préserve une unique mesure de probabilité€ v absolument continue
par rapport 2 la mesure de LEBESGUE de M ; si f est de classe C¥,
avec 2 < k < oo, alors v est détermin€e par une densité€ strictement
positive de classe C¥~!;

— f admet une unique mesure d’entropie maximale, notée uy, et celle-ci
décrit la répartition des points périodiques et des préimages de points
génériques.

En général, uy n’est pas absolument continue par rapport a la mesure
de LEBESGUE et differe donc de v¢. Pour les endomorphismes du cercle
définis par

(x) =2, d#-1,0,1,

ces deux mesures coincident avec la mesure de HAAR du cercle.

10.2. Transformations cohomologiquement dilatantes.

Soient M une variété complexe compacte kdhlérienne de dimension k et
f M --» M une transformation méromorphe de M qui est cohomologi-
quement dilatante (voir le §2.4, définition 2.7). Rappelons que cela signifie
que le degré topologique de f, noté di(f) ou Ak(f), majore strictement
ses autres degrés dynamiques A, (f). L’exemple le plus simple de transfor-
mation méromorphe cohomologiquement dilatante est fourni par les endo-
morphismes (holomorphes) des espaces projectifs de degré supérieur ou
égal a 2.

10.2.1. Ensembles critique et postcritique.

Lorsque f : M — M est un endomorphisme holomorphe, I’ensemble cri-
tique Crit(f) est I’ensemble des points x de M en lesquels la différentielle
Dfy: TM — TynM n’est pas inversible. C’est donc le lieu d’annulation
du déterminant jacobien de f; en particulier, Crit(f) est vide ou est une
hypersurface.

Dans le cas d’une transformation rationnelle, on définit Crit(f) de la fa-
con suivante. Soit I'y C M x M le graphe de f. Soitm; : I'y — M, i=1,2,
les deux projections de I'y sur M, de sorte que Ty soit un morphisme bira-
tionnel et f coincide avec 7y o, '. On pose alors Crit(f) = m; (Crit(m,)).
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Par exemple, si le point p est contenu dans une courbe qui est contractée
par f sur un point, p appartient a I’ensemble critique de f.

L’ensemble postcritique de f est I’'union des images par f" de Crit(f).
On le note PC(f) :

PC(f) = U f"(Crit(f))-

n>0

Remarque 10.3. Soit p un point de M. Soit () une suite décroissante de
voisinages de p dont I'intersection est égale a {p}. Par définition, I’image
de U,, notée f(U,), est]’adhérence de f( U, \Ind(f)). Notons d,, le nombre
maximum d’antécédents qu’un point ¢ de f(U,) peut posséder dans U,
et appelons degré de f en p le minimum des d,, (le degré est infini si p
est contenu dans un ensemble analytique contracté) ; cette définition ne dé-
pend pas du choix de la suite (U,). L’ensemble critique de f coincide alors
avec I’ensemble des points p de M en lesquels le degré de f est supérieur
ou égal a 2.

Exercice 10.4. Soit A = C2/T un tore de dimension 2 et 6 : A — A I’invo-
lution définie par

G(X,y) = <_xa _y)'

Soit X la surface de KUMMER obtenue en désingularisant A /G (voir I’exemple
7.5). La multiplication par 3 sur A commute a I’action de ¢ et détermine
donc par passage au quotient une transformation rationnelle f : X --» X.
Soit g un point de torsion d’ordre 3 sur A distinct de 1’origine (0,0). Soit p
son image dans X.
(1) Montrer que p est un point d’indétermination de f.
(2) Montrer que p est un point critique de f qui est isolé. Calculer le
degré de f en p.
(3) Décrire I’ensemble d’indétermination et I’ensemble critique de f.
(4) Montrer que le déterminant jacobien de f ne s’annule pas sur le
complémentaire des points d’indétermination de f.
Dans cet exemple, la codimension de Crit(f) est donc égale a 2.

Exercice 10.5. Soit g : P"(C) — P"(C) un endomorphisme holomorphe de
degré d (donc de degré topologique d"). Montrer que 1I’ensemble critique
de g est une hypersurface et calculer son degré.
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10.2.2. Equidistribution et entropie.

Suite aux résultats de FORNAESS et SIBONY, puis BRIEND et DUVAL,
DINH et SIBONY, et GUEDJ, nous savons maintenant que les transforma-
tions méromorphes cohomologiquement dilatantes jouissent de propriétés
dynamiques remarquables qui généralisent le cas de la dimension 1 et les
apparentent aux endomorphismes dilatants des variétés compactes (voir
[142] pour les résultats antérieurs a 1999, [34, 35], [62, 64], et [97] et
[68]).

Théoreme 10.6. Si M est une variété projective complexe et si f est une
transformation rationnelle cohomologiquement dilatante de M, alors
(i) la transformation f posséde une unique mesure invariante d’entropie
maximale, qui vaut log(di(f)) ; cette mesure est ergodique ;
(ii) les points périodiques (resp. périodiques et répulsifs) de f de pé-
riode n s’équirépartissent vers la mesure uy lorsque n tend vers +oo;
(iii) pour tout point x en dehors d’un ensemble exceptionnel ‘E(f) contenu
dans I’ensemble postcritique PC(f), les images réciproques f~"{x}
s’équirépartissent vers s ;
(iv) les exposants de LYAPOUNOFF de f pour la mesure uy sont stricte-
ment positifs ;
(v) la mesure uy est caractérisée par ’équation f*uy = de(f)us parmi
l’ensemble des mesures de probabilité de M ne chargeant pas les en-
sembles analytiques strictes.

Nous retiendrons en particulier de ce résultat qu’une hypotheése coho-
mologique se traduit directement au niveau dynamique, notamment avec
I’existence de points périodiques répulsifs et I’absence d’exposants de LYA-
POUNOFF négatifs ou nuls, ce qui précise les résultats généraux du para-
graphe 10.1.2. Les propriétés stochastiques de f vis-a-vis de sa mesure
d’entropie maximale sont donc similaires a celles des endomorphismes di-
latants des variétés compactes. Le lecteur remarquera cependant qu’aucun
endomorphisme holomorphe de 1’espace projectif n’est dilatant, puisque
son déterminant jacobien s’annule des que son degré topologique est supé-
rieur ou égal a 2. Le théoréme 10.6 sera démontré au chapitre 3 de [98].

10.2.3. L’ensemble exceptionnel.
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Lorsque f est holomorphe, les théoremes 3.4.4 de [64] et 5.4.12 de [62]
montrent que 1’ensemble exceptionnel est un sous-ensemble algébrique de
M (voir aussi [35], mais la preuve du lemme 2.1 qui y est présentée est
incorrecte) :

Proposition 10.7. Lorsque f est un endomorphisme holomorphe, [’en-
semble exceptionnel ‘E(f) est un sous-ensemble analytique de M ; il coin-
cide avec le plus grand sous-ensemble analytique strict de M invariant par

fet f~1.

Lorsque f est rationnelle, I’ensemble E(f) peut contenir une infinité
dénombrable d’ensembles analytiques. Lorsque f contracte un diviseur sur
un point p, il convient en effet d’inclure I’orbite positive de p dans E(f).

Remarque 10.8. I est possible de préciser quantitativement la vitesse de
répartition au point (iii), et de contréler ainsi les propriétés ergodiques de
la mesure uy. Nous renvoyons pour cela a [80], [51], [69], [70] et [71] pour
des estimations précises et I’usage qui peut en étre fait.

10.2.4. Complément.

Lorsque f est un endomorphisme de I’espace projectif P¥(C), la mesure
uy peut €tre obtenue de la manicre suivante. Soit ® une forme de FUBINI-
STUDY sur P¥(C). Si le degré de f est supérieur ou égal a 2, la suite de
courants positifs fermés

1 T *
M(f )"(f ye
converge vers un courant positif fermé T a potentiels continus, appelé cou-
rant de GREEN de f. La mesure uy est alors proportionnelle au produit
extérieur T*. Cette remarque ne s’applique pas au cas général. Considé-
rons par exemple la transformation dilatante g induite par la transformation

linéaire
2 1
0 2

sur le produit A = E x E de deux courbes elliptiques. Toute classe de co-
homologie [o] € H')(A,R) qui est une classe propre pour g* et pour
laquelle []? > O est proportionnelle a [dy A dy] et correspond 2 la fibration
elliptique invariante y = ¢*'¢. Son carré est donc nul.

10.3. Transformations inversibles.
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10.3.1. Transformations de HENON et automorphismes des surfaces.

La dynamique des transformations inversibles, et plus généralement des
transformations qui ne sont pas cohomologiquement dilatantes est plus dé-
licate a décrire. L’ exemple le plus simple d’une telle transformation avec
une entropie topologique strictement positive est la transformation de HE-

NON
b x\ [ y+x*+b
ab y ) ax ’

ou a et b sont deux nombres complexes et a n’est pas nul. Plus généra-
lement, nous appellerons automorphisme de type HENON tout automor-
phisme polynomial du plan complexe C? qui n’est pas conjugué i un au-
tomorphisme affine ou élémentaire, c’est-a-dire a un difféomorphisme po-

lynomial de la forme

Une telle transformation peut étre considérée au choix comme un automor-
phisme du plan ou une transformation birationnelle de P?(C) ; il revient au
méme de dire qu’un automorphisme est de type HENON ou que la trans-
formation birationnelle associée a un premier degré dynamique strictement
plus grand que 1.

Grace aux travaux de de BEDFORD, LYUBICH et SMILLIE et de FOR-
NAESS et SIBONY, la mesure d’entropie maximale des transformations de
type HENON est bien comprise (voir [18] et [17]). Certains de ces résultats
ont été étendus a tout automorphisme d’une surface projective (voir [42] et
[74]) :

Théoreéme 10.9. Soit f un automorphisme d’une surface projective com-
plexe (resp. un automorphisme de type HENON) dont [’entropie topolo-
gique est strictement positive. Il existe alors une unique mesure de proba-
bilité uy qui est f-invariante et d’entropie maximale. Il se trouve en outre
que les points périodiques de f sont équirépartis pour cette mesure et que
le systeme ergodique (X, uy, f) est mesurablement conjugué a un décalage
de BERNOULLI.

En d’autres termes, la dynamique de f est semblable a un jeu de pile ou
face si on I’observe a I’aide de la mesure qui lui est naturellement associée.



77

Remarque 10.10. 1.— L’hypothese de projectivité faite sur X est une hy-
pothese technique qui semble hors sujet.

2.— La démonstration montre que les techniques développées dans [18]
et [142] pour étudier les propriétés ergodiques de 1’application de HE-
NON sont valables sur les surfaces projectives. Certaines constructions sont
d’ailleurs valables pour n’importe quel automorphisme d’une variété pro-
jective (voir [67], [95]).

Remarque 10.11. Pour un automorphisme, on ne peut pas espérer que la
mesure uy décrive la répartition de I’orbite d’un point générique pour la
mesure de LEBESGUE : il existe en effet des automorphismes f avec une
entropie positive et un domaine de SIEGEL sur lequel f est conjugué a
une rotation ; ’orbite d’un point intérieur a un tel domaine ne se distri-
bue donc pas suivant la mesure uy (voir §9.2, théoreme 9.8). La méme
remarque vaut d’ailleurs pour un endomorphisme cohomologiquement di-
latant si I’on considere ses orbites positives f(x), n > 0 (voir [135] pour
des exemples frappants).

Remarque 10.12. Pour les automorphismes de HENON et les automor-
phismes des surfaces compactes considérés au théoreme 10.9, la mesure
uy peut étre construit de la manicre suivante. On commence par construire
des courants positifs fermés T et T~ qui vérifient I’équation

f(TF) =M()T'T™
Ces courants sont analogues au courant de GREEN mentionné au para-
graphe 10.2. IlIs admettent des potentiels locaux holdériens et uy est le
produit 7 A T~. En général, ces courants ne sont pas lisses (voir [79]) :
s’ils étaient de classes (3, ils définiraient des feuilletages f-invariants car
ils satisfont 1’équation
TEANTE =0.

Ces feuilletages seraient holomorphes et f serait un exemple de KUMMER
(appliquer la proposition 11.2 et le théoreme 11.12, voir [42])

Puisque nous considérons principalement le cas des variétés projectives,
nous avons ici traité en parallele automorphismes de type HENON et au-
tomorphismes des surfaces complexes compactes, ce qui est doublement
frauduleux puisque les résultats concernant les automorphismes de type
HENON sont antérieurs et ont inspiré les suivants et, surtout, parce que
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la dynamique des automorphismes du plan est bien mieux comprise que
celle des automorphismes des surfaces compactes. Le lecteur pourra par
exemple consulter

— [19] pour une description de propriétés topologiques du support de la
mesure uy ou des courants mentionnés ci-dessus ;

— les travaux de HUBBARD et ses coauteurs concernant la description de
la dynamique des applications de Hénon « a I’infini » (voir notamment
[104] et [103]);

— [20] pour I’étude de la dynamique des automorphismes de R? en com-
paraison 2 la dynamique sur le plan complexe C?;

— [79], [80] et [60] pour des compléments importants sur les courants et
les résultats d’équirépartition.

10.3.2. Transformations birationnelles et dimension supérieure.

Pour la dynamique des transformations birationnelles du plan projectif,
on ne dispose pas encore de résultats aussi performants, du moins pas en
toute généralité. La premiere difficulté consiste a définir une mesure uy
susceptible d’€tre I’unique mesure d’entropie maximale. Lorsque 1’orbite
positive des points d’indétermination de f~! ne s’approche pas trop vite
des points d’indétermination de f, les résultats du paragraphe précédent
ont été généralisés par BEDFORD, DILLER et DUJARDIN (voir [13], [14]
et [74]). Pour les automorphismes des variétés de dimension supérieure,
DINH et SIBONY ont développé des outils qui permettent de construire
des courants invariants et une mesure naturelle uy qui est ergodique (et
méme mélangeante). Nous renvoyons le lecteur a [67], [64] et [70] pour
les résultats obtenus par ces deux auteurs concernant la répartition des or-
bites d’une transformation holomorphe : ceux-ci incluent la dynamique de
certaines transformations transcendantes et de correspondances. Mention-
nons enfin les travaux de DE THALLIN sur les exposants de Lyapounov
des transformations rationnelles (voir [57]).

10.4. Quelques compléments.

Dans ce dernier paragraphe, nous apportons quelques précisions dans le
cas des transformations rationnelles des surfaces K3.

10.4.1. La mesure d’entropie maximale.
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Soit M une variété de CALABI-YAU projective de dimension k. Soit Q
une d-forme holomorphe sur M ne s’annulant pas, que 1’on normalise en
imposant

(i)kz/MQ/\ﬁz 1.

*1°4 2 .z N . 2 ~ z
La mesure de probabilité associée a la forme volume (i)* Q A Q ne dépend
pas du choix de Q et sera notée uyy : c’est la « mesure canonique » de M.
Si f est une application rationnelle de M dans M alors

[1(QAQ) = M(f)QAQ

ol Ay (f) est le degré topologique de f. Lorsque f est cohomologiquement
dilatante, ceci montre que la mesure d’entropie maximale uy coincide avec
la mesure uy, (appliquer le théoreme 10.6, (v)). Le fait que uy soit lisse
est un phénomene rare (voir le chapitre 11). En particulier, (i) I’orbite d’un
point générique pour la mesure de LEBESGUE de M s’équidistribue vers
la mesure canonique py, et (ii) les points périodiques répulsifs de f sont
denses dans M.

Notons, cependant, qu’on ne connait pas beaucoup d’exemples de trans-
formations rationnelles cohomologiquement dilatantes sur les variétés de
CALABI-YAU, y compris sur les surfaces K3.

L’existence d’une application cohomologiquement dilatante sur M force
I’existence d’une application rationnelle dominante & : CK — M (voir la
proposition 5.8). A I’heure actuelle, on ne sait pas si toute variété de CALABI-
YAU posseéde une telle application .

10.4.2. Actions de groupes et ergodicité.

Au lieu d’étudier la dynamique d’une seule transformation, il est par-
fois naturel d’étudier I’action d’un groupe de transformations. En voici un
exemple tiré de [43].

Théoreme 10.13. Si X est une surface K3 qui admet deux fibrations el-
liptiques invariantes par des automorphismes d’ordre infini, alors I’adhé-
rence de toute Aut(X)-orbite est soit finie, soit une surface totalement
réelle Aut (X)-invariante, soit la surface X tout entiére, soit contenue dans
un diviseur Aut(X )-invariant et contractible.

La démonstration, simple, est une variation sur I’exercice suivant.
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Exercice 10.14 (preuve du théoréme 10.13 pour les tores). Soit A le tore
R?/7Z?. Le groupe SL(2,Z) agit « linéairement » sur A. Soit O 1’adhérence
d’une orbite de SL(2,Z).
(1) Montrer que O est finie ou coincide avec A tout entier. Pour cela, on
pourra étudier d’abord 1’orbite d’un point (x,y) sous ’action de

(01

suivant que y est rationnel ou irrationnel.
(2) Etendre ce résultat au cas de I’action de SL(2,Z) sur le produit A =
E x E d’une courbe elliptique E par elle-méme.

La méme stratégie permet aussi de classer les mesures de probabilité
Aut (X )-invariantes sous les mémes hypotheses ou dans d’autres contextes
proches. Ainsi, lorsque M est une hypersurface de CALABI-YAU dans
(P'(C))*¥! (donc de degré 2 par rapport a chaque variable), son groupe
d’automorphismes agit de maniere ergodique par rapport a la mesure ca-
nonique de M. L’orbite d’un point générique sous 1’action de ce groupe est
donc équidistribuée vis-a-vis de la mesure wy, (voir [129], [37]).

Dans la direction opposée, on sait grace aux travaux de MCMULLEN
qu’il existe des automorphismes de surfaces K3 (non projectives) dont
I’entropie est strictement positive pour lesquels la mesure canonique n’est
pas ergodique : plus précisément, il existe de tels automorphismes qui ont
un domaine de SIEGEL (voir la fin du §9.2 et [118]). Par contre, on ne sait
pas a I’heure actuelle si de tels exemples existent sur des surfaces K3 pro-
jectives (voir la remarque 9.10). On ne dispose donc pas d’exemple d’auto-
morphisme sur une surface K3 projective pour lequel on sache prouver que
la mesure canonique n’est pas ergodique. Qu’en est-il pour les exemples
de la figure 8.3 7

En guise d’application, ce théoreme montre la densité potentielle des
points rationnels de X : sous les mémes hypothéses, mais en supposant en
outre que X est définie sur un corps de nombres k, il existe une extension
finie k' de k telle que X (k') soit dense dans X (C) pour la topologie usuelle
(voir [43]). Ceci fournit, dans un cas particulier, une preuve dynamique
d’une part du théoreme de BOGOMOLOV et TSCHINKEL suivant lequel une
surface K3 projective et munie d’une fibration elliptique qui est définie sur
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un corps de nombres k a un ensemble de points rationnels ZARISKI-dense
si I’on autorise une extension finie du corps k (voir [30], [31]).

Le lecteur pourra consulter 1’article d¢ CHAMBERT-LOIR dans ce vo-
lume pour les constructions de géométrie diophantienne analogues a celles
employées en dynamique holomorphe (voir [46] pour une introduction et
[143], [153], [78], [52] pour des textes plus pertinents).

10.4.3. Surfaces K3.

Pour conclure cette partie, résumons quelques uns des problemes ren-

contrés dans le cas des surfaces K3.

(i) On sait qu’aucune surface K3 n’est hyperbolique au sens de Ko-
BAYASHI. Si une surface K3 possede une fibration elliptique, ou est
une surface de KUMMER, il existe une application dominante holo-
morphe de C? dans cette surface (voir [38]). Par contre, on ne sait
pas si une surface K3 projective générique, par exemple une quar-
tique générique de P3(C), posséde une telle application dominante
E:C?=X.

(i) Des qu’une surface K3 admet une fibration elliptique, elle possede
une transformation méromorphe de degré strictement supérieur a 1.
Par contre, on ne sait pas classer les surfaces K3 qui sont munies d’une
transformation cohomologiquement dilatante et on ne sait pas si une
surface K3 projective générique possede une transformation ration-
nelle de degré strictement supérieur a 1.

(111) Si X est une surface K3 projective définie sur un corps de nombres
k, existe-t-il une extension finie kK’ de k telle que X (k) soit dense dans
X(C) ? Ce résultat est démontré lorsque X possede une fibration ellip-
tique ([31]).

Comme nous 1’avons vu, ces trois problemes sont li€s entre eux (au moins
par des analogies) et la dynamique permet parfois d’apporter des éléments
de réponses dans des cas simples.
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11. RIGIDITE

Nous avons vu dans les parties précédentes qu’il existe des transforma-
tions rationnelles ou holomorphes sur certaines variétés projectives com-
plexes avec une dynamique riche, mais que ces exemples sont difficiles a
construire. Cette partie montre que 1’on peut classer les transformations de
ce type si I’on impose une contrainte classique et naturelle a la dynamique :
il s’agit de caractériser les exemples pour lesquels les objets associés a la
dynamique (feuilletage stable ou instable, mesure d’entropie maximale)
sont lisses (holomorphes par exemple).

11.1. Automorphismes de type ANOSOV.

Les endomorphismes dilatants forment une famille de référence pour la
dynamique des endomorphismes lisses et non inversibles des variétés com-
pactes. Nous les avions d’ailleurs choisis comme exemple au paragraphe
10.1.3. Les difféomorphismes de type ANOSOV jouent un rdle similaire
pour la dynamique des difféomorphismes. Dans ce paragraphe, nous ré-
sumons les résultats principaux de [45] et [86] visant a classer les au-
tomorphismes de type ANOSOV des variétés complexes compactes. Les
endomorphismes holomorphes dilatants seront classés au théoreme 11.16,
paragraphe 11.3.1.

11.1.1. Dynamique Anosov.

Soit M une variété compacte munie d’une métrique riemannienne. Un
difféomorphisme f : M — M est de type ANOSOV s’il existe deux sous-
fibrés ET et E~ du fibré tangent TM et deux constantes strictement posi-
tives c et  tels que

(i) TM est la somme directe de E™ et E~ ;

(ii) ET et E~ sont invariants sous I’action de f;

(iii) pour tout entier positif 7, pour tout vecteur v de E™ et tout vecteur

v de E,
—n(,+ +
D) < elvT [l exp(—ny)
D) < ellv [l exp(—nx).
Sous ces hypothéses, les deux champs de plans déterminés par E™ et E~

sont continus et intégrables : ils déterminent deux feuilletages continus de
M, le feuilletage instable F ' et le feuilletage stable . En général, F
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et &~ ne sont pas différentiables, méme lorsque le difféomorphisme f est
de classe C*, mais leurs feuilles le sont.

Remarque 11.1. Si f préserve une structure complexe j, E* et E~ sont
j-invariants et les feuilles de F* et F ~ sont donc holomorphes. A priori,
la structure transverse de F et F — est seulement continue, toutefois nous
ne connaissons aucun exemple d’automorphisme sur une variété complexe
compacte qui soit de type ANOSOV et dont les feuilletages stable et instable
ne soient pas holomorphes.

Nous utiliserons le vocabulaire suivant : si F est un feuilletage continu
d’une variété complexe M dont les feuilles sont holomorphes, la dimen-
sion de F est la dimension complexe de ses feuilles. Un automorphisme
ANOSOV est de codimension 1 si F ou F~ est de dimension 1.

Lorsque f est un difféomorphisme ANOSOV d’une variété compacte M,
et lorsque F 7 est un feuilletage en courbes, le feuilletage F ~ est conti-
niiment différentiable (cf. [102]). Cette propriété s’étend aux automor-
phismes ANOSOV des variétés complexes compactes et I’on peut méme
remplacer « continliment différentiable » par « holomorphe » :

Proposition 11.2 (GHYS, [86]). Soit f un automorphisme ANOSOV d’une
variété complexe compacte M. Si F est de dimension 1, alors F~ est un
feuilletage holomorphe. En particulier;, si M est une surface, alors F et
F~ sont holomorphes.

11.1.2. Conjecture de SMALE.

Une conjecture célebre de SMALE affirme que toute variété compacte
possédant un difféomorphisme de type ANOSOV est une infra-nilvariété,
c’est-a-dire qu’apres un revétement fini la variété est le quotient d’un grou-
pe de LIE nilpotent par un réseau cocompact. De nombreux résultats sont
disponibles si I’on fait des hypotheses de régularité sur les feuilletages
stable et instable du difféomorphisme ANOSOV ([84], [85], [21], [22]). Par
exemple, BENOIST et LABOURIE ont montré le résultat suivant (voir [22]).

Théoreme 11.3 (BENOIST, LABOURIE). Soit V une variété compacte sym-
plectique et f un difféomorphisme symplectique de V de classe C. Si f
est un difféomorphisme ANOSOV qui possede une orbite dense et dont les
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feuilletages stable et instable sont C, alors f est conjugué a un auto-
morphisme hyperbolique d’une infra-nilvariété par un difféomorphisme de
classe C*.

En ce qui concerne les automorphismes, on dispose du tres joli résultat
suivant.

Théoreme 11.4 (GHYS, [86]). Soit M une variété complexe compacte et f
un automorphisme de M.

(i) Si f est un automorphisme ANOSOV de codimension 1 qui a une
orbite dense, alors M est homéomorphe a un tore et f est topologi-
quement conjugué a un automorphisme linéaire de ce tore.

(ii) Si M est une surface, et si f est ANOSOV, alors M est un tore com-
plexe et f en est un automorphisme linéaire.

Lorsque les feuilletages stable et instable sont holomorphes et que la
variété M est projective, il est possible d’obtenir une classification com-
plete, ceci sans faire d’hypothese sur la codimension des feuilletages ou
I’existence d’une orbite dense.

Théoréme 11.5 (CANTAT, [45]). Soient M une variété projective complexe
et f un automorphisme de M de type ANOSOV.

(i) Si les feuilletages stable et instable de f sont holomorphes, alors M
est revétue par un tore et | provient d’un automorphisme linéaire de
ce tore.

(ii) Si f est un automorphisme ANOSOV de codimension 1, alors M est
un tore et f est linéaire.

Exemple 11.6. Soient A = Z & Zo un réseau cocompact de la droite com-
plexe, A le tore C%/A? et T le point de A associé au point (1/2,1/2) de
C?. La transformation linéaire (x,y) +— (3x 4+ 2y,2x +y) préserve le ré-
seau A et induit donc un automorphisme ANOSOV de A. Nous noterons f
I’automorphisme ANOSOV obtenu en faisant agir cette transformation dia-
gonalement sur A X A. Soit N la transformation d’ordre 2 de A x A définie
par

n(a,b) = (a+r,-Db).

Puisque f et 1 commutent, f induit un automorphisme de type ANOSOV
sur la variété projective (A x A)/m. Celle-ci n’est pas un tore.
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Remarque 11.7. (i) La conclusion du théoreme 11.5 est plus forte que la
conjecture de SMALE puisque la variété M est revétue par un tore. Ceci
résulte de la remarque suivante : soient N un groupe de Lie complexe
connexe et I' un réseau cocompact de N, alors N/I" est kihlérienne si et
seulement si N est abélien ; dans ce cas N/I" est un tore (voir [23]).

(i1) Dans le méme ordre d’idée, si M est une variété complexe compacte
kdhlérienne dont le groupe fondamental est nilpotent sans étre virtuelle-
ment abélien il est facile de déduire de [39] qu’aucun automorphisme de
M n’est ANOSOV.

(ii1) Puisque toute variété compacte kidhlérienne homéomorphe a un tore
est un tore complexe, la seconde affirmation du théoreme 11.5 est une
généralisation faible du théoreme de GHYS.

Remarque 11.8. Dans [86], GHYS étudie aussi les actions holomorphes
de C* qui sont de type ANOSOV (les fibrés stable et instable forts sont en
somme directe avec le champ de droites complexes tangent au flot) : ces
actions y sont completement classées pour les variétés de dimension 3.

Sur une variété kidhlérienne, I’'inégalité de GROMOV montre que tout
automorphisme isotope a 1’identité a une entropie nulle. En particulier, il
n’y a pas de flot d’ANOSOV (voir les §2.2 et 2.3).

11.2. Feuilletages et dynamiques pseudo-ANOSOV des surfaces.

Soit f un automorphisme d’une surface projective complexe X. Suppo-
sons que son premier degré dynamique A (f) soit strictement supérieur a
1, ce qui signifie que son entropie topologique est strictement positive (voir
§2.2):

hiop(f) = log(A1(f)) > 0.
Nous avons signalé au paragraphe 10.3.1, remarque 10.12, que 1’unique
mesure d’entropie maximale de f peut-&tre construite de la maniere sui-
vante : il existe deux courants positifs fermés T et T~ tels que, pour toute
forme de KAHLER K sur X, la suite de courants
()

M ()"
converge vers un multiple non nul de 7" (resp. T ™) lorsque 7 tend vers
+o0 (resp. —o0) ; le produit de ces deux courants (existe et) est proportion-
nel a la mesure d’entropie maximale u¢. Pour les exemples de KUMMER
(voir §7.2), ces deux courants sont des courants d’intégration le long des
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feuilles de deux feuilletages holomorphes (singuliers). Dans [42], il est dé-
montré que ceci caractérise les automorphismes de KUMMER des surfaces.
Plus généralement, il est possible de classer les surfaces projectives X mu-
nies d’un feuilletage holomorphe (singulier) # pour lequel le groupe des
symétries birationnelles Bir(F ) est infini. Décrivons ces résultats.

11.2.1. Les feuilletages et leurs symétries.

Si ¥ est un feuilletage holomorphe (singulier) d’une variété complexe
X nous noterons Aut () (resp. Bir(F)) le groupe des automorphismes
(resp. des transformations birationnelles) de X qui préservent ¥ .

Soient X une surface complexe compacte et F un feuilletage holomor-
phe sur X, donné par une famille v; de champs de vecteurs holomorphes a
z€ros isolés. Les champs v; sont définis sur les ouverts U; d’un recouvre-
ment de X et sont soumis a des relations de compatibilité

vi=gijvj, &ij € 0" (UNU;),

assurant que les courbes intégrales de v; et v; se recollent sur ;N U; pour
former les feuilles de . Le fibré en droites associé au cocycle {g;;} ne
dépend que de ¥ : c’est le fibré cotangent de ¥ . 1l est noté Ty et sera
parfois dénommé fibré canonique. A ce fibré est associée une dimension
de KODAIRA kod(F) € {—,0,1,2} qui mesure son degré de positivité
(voir [36]).

Lorsque kod(F) est égale a 2, le feuilletage ¥ est dit de type géné-
ral. C’est le cas pour un feuilletage de P? générique dont le degré est
supérieur ou égal a 2. Dans [131], PEREIRA et SANCHEZ ont étendu le
théoréme d’ ANDREOTTI (cf. remarque 3.6) au cas feuilleté en démontrant
que Bir(F) est un groupe fini pour tout feuilletage de type général. BRU-
NELLA a montré que les feuilletages pour lesquels Bir(F) contient stric-
tement Aut (F) (ceci pour toute surface feuilletée birationnelle a (X, F))
sont tous, a une exception pres, des fibrations rationnelles ou des feuille-
tages de RICCATI et en a déduit que les transformations de HENON ne
préservent pas de feuilletage holomorphe.

Nous allons maintenant préciser ces énoncés en classant completement
les surfaces feuilletées (X, F ) pour lesquelles Aut (F ) ou Bir(F) est infini
(voir [50]).
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11.2.2. Exemples.

Voici les exemples principaux de surfaces feuilletées munies de nom-
breuses symétries holomorphes ou rationnelles. Le premier d’entre eux est
fourni par les feuilletages stable et instable d’un difféomorphisme holo-
morphe de type ANOSOV.

Exemple 11.9 (KUMMER). Nous disposons déja des exemples de KUM-
MER décrits au paragraphe 7.2 : si f est un automorphisme d’ Anosov d’un
tore A de dimension 2 complexe, ses deux feuilletages stable et instable
sont holomorphes ; si f permute les orbites d’un groupe fini G d’automor-
phismes de A, on peut passer au quotient, ce qui détermine une transfor-
mation birationnelle de A /G préservant deux feuilletages singuliers.

Exemple 11.10 (fibrations). Certaines applications biméromorphes d’ordre
infini préservent des fibrations elliptiques ou rationnelles. C’est le cas des
flots des champs de vecteurs paralleles a de telles fibrations ou de 1’auto-

morphisme linéaire
11
0 1

sur le produit £ X E de deux courbes elliptiques. Si X est le produit de la
droite projective P! (C) par une surface de Riemann compacte B et si o :
B — C est une application méromorphe non constante, la transformation
f(z,w) = (a(w) - z,w) est une transformation birationnelle de X d’ordre
infini qui préserve la fibration rationnelle X — B.

Exemple 11.11 (transformations monomiales). Cet exemple est analogue
a I’exemple 11.9 si ’on remplace le groupe additif C par son analogue
multiplicatif C* (voir le §9.3). Il conduit a des transformations biration-
nelles.

a.-Toute application rationnelle du type f(z,w) = (z*w?,zw?) sur P! x
P! sera appelée transformation monomiale ; lorsque |ad — bc| = 1, c’est
une application birationnelle. Supposons que le rayon spectral de la ma-

trice associée,
a b
c d

soit de module strictement plus grand que 1. L’application f préserve alors
les deux feuilletages holomorphes définis par les 1-formes ow dz + Bz dw
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ot (a., B) est un vecteur propre de ’B. Le tore réel {|z| = |w| = 1} est inva-
riant par cette transformation ; elle y induit un difféomorphisme ANOSOV.

b.- Le quotient de P! x P! par I’involution 1(z,w) = (1/z,1/w) est une
surface rationnelle possédant quatre points singuliers. Notons Y la surface
obtenue apres leur résolution. Les applications monomiales de 1’exemple
précédent commutent a T et induisent donc des applications birationnelles
de Y préservant les images des deux feuilletages f-invariants.

11.2.3. Classification.

Théoreme 11.12. Soit F un feuilletage holomorphe singulier sur une sur-
face projective X possédant un groupe de symétries holomorphes Aut(F)
infini. Il existe alors au moins un élément f d’ordre infini dans Aut(F) et
la situation est ['une des trois suivantes :
(i) F estinvariant par un champ de vecteurs holomorphe ;
(ii) F est une fibration elliptique ;
(iii) la surface X est une surface de KUMMER, f se reléve en un auto-
morphisme ANOSOV Y du tore et 'F est la projection sur X du feuille-
tage stable ou instable de \y (exemples 11.9).

Notons que les deux derniers cas sont mutuellement exclusifs. Lorsque
X n’est pas un tore, les feuilletages apparaissant au cas (iii) ne sont jamais
préservés par un champ de vecteurs.

Théoreme 11.13. Soit F un feuilletage tel que I'inclusion stricte Aut(F ) C
Bir(F) soit vérifiée pour tout modeéle birationnel de F . Alors Bir(F ) pos-
sede un élément d’ordre infini f et, soit T est une fibration rationnelle, soit
la situation est birationnellement conjuguée a celle de I’exemple 11.11.

Réciproquement, toute fibration rationnelle possede une symétrie bira-
tionnelle d’ordre infini qui n’est pas birationnellement conjuguée a un au-
tomorphisme.

Corollaire 11.14. Soit f : X — X une application birationnelle d’une sur-
face projective préservant un feuilletage holomorphe ‘F. Si le premier de-
gré dynamique de f est strictement plus grand que 1, il existe un change-
ment de variables birationnel, puis un revétement fini par un tore (resp. par
P! x P'), tel que f se reléve en un automorphisme ANOSOV du tore (resp.
une application monomiale de P' x P') et le feuilletage F en un feuilletage
linéaire. En particulier, f préserve automatiquement deux feuilletages.
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Dans cette situation, la dynamique de f est « pseudo-ANOSOV » : deux
feuilletages singuliers transverses sont invariants sous 1’action de f, I’un
est dilaté uniformément et I’autre est contracté uniformément (voir [50]).

11.3. Mesure d’entropie maximale lisse.

Nous avons vu au paragraphe 10.2 que les applications rationnelles co-
homologiquement dilatantes possedent une unique mesure d’entropie maxi-
male. Nous allons voir maintenant que cette mesure, en général, n’est pas
lisse. Plus précisément : il est possible de caractériser les exemples de LAT-
TES par I’absolue continuité de la mesure uy par rapport a la mesure de
LEBESGUE (modulo des hypotheses de nature cohomologique naturelles).
C’est un résultat surprenant et, afin d’en montrer toute la force, nous com-
mencerons par décrire une situation similaire : celle des endomorphismes
dilatants.

11.3.1. Endomorphismes dilatants.

Avant de rentrer dans le vif du sujet, reprenons I’exemple 10.2 des endo-
morphismes dilatants des variétes compactes. Rappelons que si M est une
variété compacte, un endomorphisme f de M de classe C' est dilatant s’il
existe une métrique riemannienne sur M et un nombre réel ¥ strictement
plus grand que 1 tels que

IDfW)I =%Vl
pour tout vecteur v tangent a M.

Deux mesures de probabilité f-invariantes sont naturellement associées
a un tel endomorphisme. La premiere, notée V¢, est I’'unique mesure de
probabilité invariante qui est absolument continue par rapport a la mesure
de LEBESGUE de M. La seconde mesure, notée uy, est I’'unique mesure
d’entropie maximale de f. En général, uy n’est pas absolument continue
par rapport a la mesure de LEBESGUE et differe donc de v¢. Pour les en-
domorphismes du cercle définis par

d
Td(z>:Z ) d%_170717
ces deux mesures coincident avec la mesure de HAAR du cercle.

D’apres les travaux de SHUB et GROMOV, seules les infra-nilvariétés
possedent des endomorphismes dilatants et deux endomorphismes dila-
tants qui sont homotopes sont conjugués par un homéomorphisme (voir
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[140] et [93]). En particulier, I’entropie topologique d’un endomorphisme
dilatant f est déterminée par son action f, sur le groupe fondamental de
M.

Appliquons ceci lorsque M est le cercle et f est un endomorphisme di-
latant de degré d et de classe C*. 11 existe alors un homéomorphisme A du
cercle conjuguant f a t,. L’entropie topologique de f est égale a log(|d|)
et la mesure d’entropie maximale s est égale a I'image réciproque A*A,
ol A est la mesure de HAAR du cercle. Pour que uy coincide avec vy, il
faut donc que A soit absolument continu par rapport a la mesure de LE-
BESGUE. Il s’agit d’un phénomene rare. On dispose en effet du résultat
suivant : deux endomorphismes du cercle f et g dilatants et de classe C*
qui sont conjugués par un homéomorphisme absolument continu le sont
automatiquement par un difféomorphisme de classe C* (pour 2 < k < w,
[141]).

Dans certaines situations proches des situations holomorphes qui nous
préoccupent, la rigidité entrainée par I’égalit€ de V¢ et uy est encore plus
forte. Par exemple, deux produits de BLASCHKE dilatants qui sont conju-
gués par un homéomorphisme absolument continu sont en fait conjugués
par une homographie (voir [141], page 289). Ainsi lorsque f est un pro-
duit de BLASCHKE dilatant de degré d qui n’est pas conjugué a T, par une
homographie, la mesure uy n’est pas absolument continue par rapport a la
mesure de LEBESGUE.

Nous retiendrons que, en dimension 1, la lissité ou I’absolue continuité
de la mesure d’entropie maximale uy rigidifie la situation : 1’endomor-
phisme est alors conjugué (resp. C*-conjugué, resp. homographiquement
conjugué) a I’endomorphisme de méme degré le plus simple, a savoir T,;.

De tels résultats ne sont plus valables en dimension plus grande que 1
pour les raisons suivantes. Si f et g sont conjugués par un difféomorphisme
h, les valeurs propres de Df en un point fixe p sont égales a celles de Dg
en h(p). Si uy est lisse, le jacobien de f en ses points périodiques est alors
égal a d, ou d est le degré topologique. En dimension 1, ceci fixe I’unique
valeur propre de D f, mais en dimension plus grande, seul le produit des
valeurs propres est ainsi fixé ; on peut donc changer les valeurs propres et
annihiler I’existence d’une conjugaison lisse tout en préservant la mesure
d’entropie maximale.
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Exemple 11.15. Soient € un nombre réel strictement positif et f¢ 1’endo-
morphisme du tore R?/Z? défini par

fe(x,y) = (2x+ 2esin(2my), x + 2y + €sin(2my) ).

L’endomorphisme f; est isotope a I’endomorphisme linéaire fj et la me-
sure de HAAR du tore est I’unique mesure d’entropie maximale de fe.
Puisque les valeurs propres de D f; aux points fixes de f; varient avec €,
I’endomorphisme fy n’est en général pas conjugué a fe par un difféomor-
phisme.

Nous allons maintenant décrire des résultats analogues a ceux rappelés
ci-dessus, mais pour des endomorphismes holomorphes et des transfor-
mations méromorphes de variétés complexes compactes kidhlériennes de
dimension supérieure ou égale a 1. Nous ferons deux hypotheses. La pre-
miere est de nature dynamique et consiste a supposer que la mesure d’en-
tropie maximale de I’endomorphisme est absolument continue par rapport
a la mesure de LEBESGUE. La seconde est de nature cohomologique. L’hy-
pothese analogue pour les endomorphismes dilatants serait que f est iso-
tope a une transformation linéaire dont tous les exposants de LYAPOUNOFF
sont égaux (c’est le cas dans I’exemple 11.15).

Avant cela, signalons que les endomorphismes dilatants des variétés
complexes compactes kihlériennes sont faciles a classer en utilisant le
théoreme de GROMOV qui affirme que seules les infra-nilvariétés pos-
sedent de tels endomorphismes.

Théoreéme 11.16. Soit f un endomorphisme holomorphe d’une variété
complexe compacte kihlérienne M. Si f est dilatant, alors M est revétue
par un tore et f est revétu par une transformation affine de ce tore.

Démonstration. (GROMOV, BENSON et GORDON). D’apres les travaux de
GROMOV, M est une infra-nilvariété. Puisque M est une variété complexe
kihlérienne, le théoréme principal de [23] montre que M est revétue par un
tore. Plus précisément, nous disposons d’un revétement universel 7 : CK —
M pour lequel 7t; (M) s’identifie 4 un sous-groupe du groupe affine de C*
agissant par automorphismes de revétement ; les automorphismes qui sont
des translations forment un sous-groupe 7 C 7; (M) distingué et d’indice
fini, si bien que Ck /T est un tore.
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L application f se releve en une transformation F de C*, affine car M
est compacte. Le sous-groupe T de 7 (M) est normalisé par F, et ainsi F
passe au quotient en un automorphisme affine de C*/T revétant f. U

Remarque 11.17. Lorsque M est projective, une seconde preuve consiste
a reprendre les arguments de [45] concernant le cas des difféomorphismes
holomorphes ANOSOV ; ceci remplace le théoreme de GROMOV par des
résultats récents de géométrie algébrique complexe.

11.3.2. Exemples de LATTES et de KUMMER.

Les résultats de SHUB et GROMOV montrent que tout endomorphisme
dilatant f est conjugué topologiquement au modele algébrique auquel f
est isotope. Dans le monde des transformations méromorphes, 1’analogue
de ces modeles algébriques est fourni par les exemples de KUMMER.

Rappelons qu’un exemple de KUMMER est une transformation méro-
morphe d’une variété compacte kidhlérienne qui est obtenue en quotientant
un endomorphisme affine d’un tore C"/T" par I’action d’un groupe fini.
Les exemples de LATTES sont les exemples de KUMMER pour lesquels la
transformation affine associée a une partie linéaire dont toutes les valeurs
propres sont situées sur un méme cercle, de rayon strictement plus grand
que 1.

11.3.3. Caractérisation des endomorphismes de LATTES.

Les travaux de ZDUNICK en dimension 1, puis de BERTELOOT, DU-
PONT et LOEB en dimension supérieure conduisent a la caractérisation
suivante de certains endomorphismes de LATTES, ceux qui sont « pola-
risés »(voir la remarque 5.7).

Théoreme 11.18. Soit g un endomorphisme holomorphe d’une variété
projective complexe M. Supposons qu’il existe une classe de KAHLER [K]
et un réel § > 1 tels que g*[K| = §[«]. Si la mesure d’entropie maximale de
g est absolument continue par rapport a la mesure de LEBESGUE, g est un
exemple de LATTES.

Remarque 11.19. L’existence d’une unique mesure d’entropie maximale
pour g résulte des travaux de BRIEND et DUVAL (voir §10.2).

Cet énoncé doit tre pondéré par la remarque suivante : tres peu de va-
riétés possedent des endomorphismes holomorphes et I’existence d’un en-
domorphisme g pour lequel il existe un tel couple (3, [«]) avec g*[«] = §[k]
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est tres restrictive (voir le paragraphe 5.2) ; les exemples principaux sont
les endomorphismes des espaces projectifs. Nous retiendrons qu’il n’y a
donc pas d’exemple similaire a I’exemple 11.15 pour les endomorphismes
holomorphes des espaces projectifs.

Les deux remarques suivantes donnent une petite idée des méthodes qui
peuvent conduirent a la démonstration du résultat lorsque uy est lisse. Les
détails de la preuve seront présentés au paragraphe 12 lorsque la dimension
de M est égale a 1.

— la mesure i, est une puissance d’un (1,1)-courant positif fermé 7"
qui est invariant par g et dont la classe de cohomologie est proportion-
nelle a [k] :

pe =T ATT A ATT.

Lorsque uy est lisse, ce courant est lisse (voir [24]). On passe donc
d’une hypothese sur la mesure a une hypothese sur le courant 7, ce
qui est plus contraignant.

— soit z un point périodique répulsif de période n, au voisinage duquel on
peut linéariser g" a ’aide d’une conjugaison holomorphe & : C¢ — M
(encore faut-il qu’'un tel point existe !) ; la lissité de T et son inva-
riance montrent que la linéarisation de g est une similitude de rapport
V8 ceci permet de montrer que §*T est donné par un champ de
formes hermitiennes définies positives constant sur C¢ puis que & est
(presque) un revétement de C? sur M : son groupe de monodromie
agit de maniére isométrique, discréte et cocompacte sur C¢ (voir les
articles de BERTELOOT et LOEB, notamment [25], et le cas de la di-
mension 1 au paragraphe 12.5).

C’est donc I’existence du courant qui rigidifie la situation. Sans 1’hypo-
these cohomologique g*[k] = J[k|, I’existence d’un tel courant n’est pas
assurée. Le paragraphe suivant montre que, en dimension 2, il est possible
d’étendre le théoreme précédent au cas des transformations rationnelles
tout en s’ affranchissant de cette contrainte cohomologique.

11.3.4. Transformations méromorphes des surfaces.

Lorsque f: X --» X est une transformation rationnelle d’une surface, on
dispose de trois nombres, le degré topologique di(f) = A2(f), le premier
degré dynamique A (f) (que nous noterons simplement A(f)) et le rayon
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spectral p(f*) de I’application linéaire f* : H"!(X,R) — H"! (X ,R), dé-
fini par
) — ( s\ k 1/k).
p(%) = Jim_ (17"
Les inégalités

de(f) SMF)* <p(f*)?

sont toujours valables et sont des égalités pour les exemples de LATTES.
Le lecteur trouvera dans [77] des exemples simples et instructifs pour les-
quels A(f) < p(f*). Le résultat suivant concerne le cas « résonant », ou
«extrémal », d(f) = p(f*)? (voir [48)).

Théoréme 11.20. Une transformation rationnelle f d’une surface projec-
tive complexe est un exemple de LATTES si, et seulement si f est bira-
tionnellement conjuguée a une transformation rationnelle f' pour laquelle
de(f') est égal a p(f'*)?* et up est absolument continue par rapport a la
mesure de LEBESGUE.

Il reste ici une condition cohomologique qui remplace la condition g*[«] =
O[k] du théoréme 11.18. Le théoréme suivant montre que cette condition de
«résonance cohomologique » s’avere nécessaire :

Théoreéme 11.21. [] existe une transformation rationnelle f : X --+ X
d’une surface projective telle que

(i) f est cohomologiquement dilatante : di(f) > M f) =p(f*);

(ii) la dimension de KODAIRA de X est nulle ;

(iii) 'unique mesure d’entropie maximale de f est lisse ;

(iv) f n’est pas conjuguée topologiquement a un exemple de KUMMER.

Remarque 11.22. Pour les automorphismes des surfaces K3, on ne sait
pas si la lissité de la mesure d’entropie maximale uy assure que f est un
exemple de KUMMER (voir [42] et [119]).

Question 11.1. Peut-on classer les automorphismes des surfaces projec-
tives complexes dont I’entropie est strictement positive et la mesure d’en-
tropie maximale est lisse 2>

3. Yes, they are Kummer examples : see my preprint with Christophe Dupont.
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11.3.5. Complément.

En dimension 1, les exemples de LATTES et leurs cousins, a savoir les
exemples de TCHEBYCHEFF et les transformations monomiales z — z¢,
possedent d’autres caractérisations. Par exemple, ce sont les transforma-
tions f qui commutent a d’autres endomorphismes g pour lesquels tout
itéré de g differe de tout itéré de f. Pour les endomorphismes holomorphes
des espaces projectifs qui commutent entre eux, DINH et SIBONY ont ob-
tenu un résultat (quasiment) complet (voir [63]), mais le cas des transfor-

mations rationnelles reste ouvert.

Nous avons fait le choix d’ignorer la dynamique des correspondances
holomorphes. Signalons tout de méme un énoncé frappant valable en di-
mension 1.

Soit S une surface de RIEMANN compacte de genre supérieur ou égal
a 2. Le revétement universel de S est donc biholomorphe au disque unité
ouvert D C C, Il existe donc un sous-groupe discret et cocompact I" de
Aut (D) = PSL(2,R) pour lequel S = D/I'". Nous munirons S de la me-
sure de probabilité ugs obtenue par quotient de la forme d’aire associée a la
métrique de POINCARE sur D.

Une correspondance de S vers S est la donnée d’une courbe Y et de deux
revétements ramifiés 7, : ¥ — Setm, : ¥ — S. A chaque correspondance
Y est associée 1’application multivaluée gy = 1, o, ! de S dans S.

Les correspondances modulaires de S sont celles pour lesquelles 7, et
7, sont des revétements non ramifiés. Elles sont toutes obtenues par le pro-
cédé suivant. Soit ¢ un élément de PSL(2, C) situé dans le commensurateur
de I', ce qui signifie que le groupe

[.=TnN(clc!)
est un sous-groupe d’indice fini dans I" et dans cI'c~!. La surface de RIE-
MANN
Y. =D/I,
se projette donc sur S par 7, (xI';) = xI" et par 7, (x[;) = xcI'. Ces deux

projections sont des revétements non ramifiés de méme degré [I": I';]. La
correspondance Y, est la correspondance modulaire associée a c.

CLOZEL et ULLMO ont caractérisé les correspondances modulaires de
la maniere suivante (voir [54], [53]) :
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Théoreme 11.23. Soit S = D /T une surface de RIEMANN compacte et ug
sa mesure de POINCARE.

Une correspondance de S vers S est modulaire si et seulement si elle
préserve la mesure us.

Si Y, est une correspondance modulaire de S vers S pour laquelle le
groupe engendré par T et ¢ n’est pas discret, et si Y' est une correspon-
dance qui commute a Y., alors Y' est une correspondance modulaire.

Par leur construction et leurs caractérisations, les correspondances mo-
dulaires peuvent donc étre considérées comme des analogues multivalués
des exemples de LATTES. Notons toutefois que leurs propriétés dynamiques
sont tres différentes puisque les correspondances modulaires sont des iso-
métries locales, contrairement aux exemples de LATTES qui eux sont loca-
lement dilatants.

En dimension plus grande, les correspondances modulaires peuvent étre
caractérisées par I'invariance d’une métrique hermitienne : cette propriété
est semblable au résultat de BERTELOOT et LOEB suivant lequel les exem-
ples de LATTES sur I’espace projectif sont caractérisés par le fait que le
courant 7 est lisse et strictement positif sur un ouvert non vide.

Le lecteur intéressé par la dynamique des correspondances pourra consul-
ter les travaux de DINH et SIBONY sur le sujet, par exemple [70], [72] et
[61].
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12. EXEMPLES DE LATTES EN DIMENSION 1.

Dans ce paragraphe nous détaillons la preuve du théoreme 11.18 dans le
cas des endomorphismes des surfaces de RIEMANN. Dans ce contexte, le
théoreme est dii a ZDUNICK, qui montre d’ailleurs le résultat plus fort que
VOICI.

Si u est une mesure de probabilité sur P!(C), nous noterons &(u) sa
dimension de HAUSDORFF, définie par

d(u) = inf{Hausdim(E) ; E est un borélien et u(E) > 0}.

Enfin, pour tout 4 entre 0 et 2, nous noterons Ag la mesure de HAUSDORFF
de dimension & sur P!(C). Le théoréme obtenu par ZDUNICK s’énonce
comme suit.

Théoréme 12.1 (ZDUNICK). Soit f un endomorphisme holomorphe de la
droite projective complexe de degré topologique d > 2. La mesure d’en-
tropie maximale uy de f est absolument continue par rapport a la mesure
de HAUSDORFF As(u,) Si, et seulement si f est conjuguée par une homo-
graphie a un exemple de LATTES, une transformation monomiale ou une
transformation de TCHEBY CHEFF.

En particulier, lorsque uy est absolument continue par rapport a la me-
sure de LEBESGUE, O(us) = 2 et f est un exemple de LATTES.

Dans ce qui suit, nous montrons le théoreme 11.18 en dimension 1.
D’apres le paragraphe 4.1, il suffit de considérer les endomorphismes de la
droite projective P!(C).

A partir de maintenant, f est donc un endomorphisme holomorphe de la

droite projective et

(i) le degré topologique d de f est strictement supérieur a 1 ;

(i1) la mesure d’entropie maximale u de f est une mesure de probabi-
lité absolument continue par rapport a la mesure de LEBESGUE A de
P1(C);

(iii) il existe donc une fonction @ : P! (C) — R* appartenant a L' (P! (C), )
pour laquelle

du(z) = ¢(2)d\(z).

Remarque 12.2. La transformation f est ergodique vis-a-vis de la mesure
u et préserve la classe de la mesure de LEBESGUE. Il revient donc au méme
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de dire que u est absolument continue par rapport a A ou de dire que la
partie absolument continue u, dans la décomposition de LEBESGUE de u
est non nulle.

12.1. Exposants de Lyapounoff.

Dans toute la suite, la droite projective complexe est identifiée a la sphere
S? de R3, que I’on munit de sa métrique riemannienne de courbure 1 et
d’aire 4m. Il s’agit bien str d’une métrique kihlérienne. Les normes des
vecteurs v tangents a la droite projective sont notées |v|.

L’exposant de LYAPOUNOFF Y de f vis-a-vis de u est un nombre réel
strictement positif satisfaisant

1= [, el @ auc)

Si z est un point y-générique, on sait que
1
=1l -1 ™! .
x= lim (n og|(f") (Z)I>

Sans hypothese particuliere sur u, nous savons que pour u-presque tout
point z et pour tout € strictement positif, il existe un entier N(z,€) tel que

exp((x —&)n) <[(f")'(2)] < exp((x +¢)n)
des que n > N(z,€). Dans ce paragraphe, nous allons préciser cette inéga-
lité en supposant que u est absolument continue par rapport a la mesure de
LEBESGUE.

Pour toute paire de nombres réels strictement positifs (o, 3), notons Xy, g
le sous-ensemble mesurable de P!(C) défini par

€ Xyp o a<o(z) <.

Lorsque o et 3 tendent simultanément vers 0 et +o0, la mesure u(Xy g) tend
vers 1.

Souvent, notamment au paragraphe 12.4, nous aurons également besoin
d’adjoindre a X, g les contraintes suivantes :
— ¢ : Xy p — Rest continue (appliquer le théoreme de LUSIN) ;
— tout point z de X, g est un point de densité pour la fonction ¢ (resp.
pour les fonctions @ o f” ou |(f*)'|*@o f™), ce qui signifie que
¢(z) = lim Lz o(w)dh(w).

r—0 Ttr {‘W—Z|§r}
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Proposition 12.3. Pour p-presque tout point z de Xq g, il existe une suite
d’entiers ny de densité strictement positive dans N telle que

<@ )12 B
B_ dw T o

pour tout indice k.

Démonstration. Notons X(’x'3 I’ensemble des points de X, g qui ne soient

pas des points critiques de f et de ses itérés (on rappelle que u ne charge

pas les points critiques de f). D’apres le théoreme de récurrence de POIN-

CARE I'orbite {f"(x),n > 0} de presque tout point x de X B intersecte
l3 le long d’une suite n; dont la densité est de 1’ordre de ,u( wp)-

Soient x un élément de X(’x_ﬁ, n un entier positif et A un disque centré en
x sur lequel f”" soit injective, de sorte que f” réalise une bijection holo-
morphe de A sur f"(A). L’équation f*u = du et la définition de la densité
¢ fournissent les relations suivantes,

g /A O()dNz) = d" /A du
S
= /<pf" M @PdAR).

Quitte a restreindre X/, op SaNs changer sa mesure, nous pouvons supposer
que x est un point de densité pour ¢ et pour les fonctions @( f(.))[(f")'(.)|?.
Faisant tendre le rayon du disque A vers 0, nous obtenons alors

Q" (0))|(f") (x)]* = d"o(x).

Le long de la suite ny, le point f"(x) appartient a Xq,p, donc @ est compris
entre o et B et I’on conclut la démonstration avec 1’équation précédente.
U

L’encadrement fourni par la proposition 12.3 montre que I’exposant de
LYAPOUNOFF de f vis-a-vis de u est égal a log(v/d) :

Corollaire 12.4. Soit f un endomorphisme de la droite projective de degré
d > 2. Si la mesure d’entropie maximale u de f est absolument continue
par rapport a la mesure de LEBESGUE, [’exposant de LYAPOUNOFF de f
vis-a-vis de u est égal a log(v/d).
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FIGURE 5. Orbites négatives.

Remarque 12.5. Ceci correspond a la valeur minimale de I’exposant de
LYAPOUNOFF pour les endomorphismes de degré d. On peut caractéri-
ser les exemples de LATTES de I’espace projectif P"(C) par la minimalité
de leurs exposants de LYAPOUNOFF (voir [76] et les références qui s’y
trouvent). Voir [98], paragraphes 1.3 et 3.4.1, pour diverses caractérisa-
tions des exemples de LATTES dans cet esprit.

12.2. Extension naturelle et branches inverses de f.

L’endomorphisme f n’est pas inversible, mais on peut tout de méme
I’itérer négativement en choisissant, a chaque itération, une des d pré-

images du point itéré. Nous aurons besoin de quelques notations relatives
a ce procédé.
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Notons P! (C) le sous-espace topologique du produit P! (C)Z défini par
PI(C) = {(---73671,360,961,---) eP(C)%; f(x)=xiy1, Vi€ Z}-

L’endomorphisme f s’étend a P! (C) en la bijection f qui consiste 4 décaler
chaque suite (x;) d’un cran vers la gauche. La mesure u peut-étre étendue
en une mesure de probabilité i1 sur P!(C) qui est f -invariante (voir [56]).

Si £ = (x;) est un point de IP;I(C), dont I’orbite {x;} n’intersecte pas
I’ensemble critique de f, la suite des points x_ ;, j > 0, fixe un choix d’ap-
plications inverses locales pour les f/ : pour chaque entier j > 0 il existe
un voisinage V; de x_; sur lequel f7 est injective ; f/ réalise alors un dif-
féomorphisme local de V; sur un voisinage de xo et le difféomorphisme
réciproque est noté f{j . L’application f;j est appelée « branche inverse »
de f/ (ou de f). Elle dépend de j et du choix des images réciproques suc-
cessives de xo entre x_; et x_;. Le domaine de définition des branches

inverses f;] est contrdlé par le lemme suivant.

Lemme 12.6. Pour tout nombre réel € strictement positif, il existe deux
fonctions mesurables r: P'(C) —]0,1] et C : P1(C) — [1, 4|, telles que
(i) les branches inverses f; " existent sur le disque D (xo,r(X)) de centre
xo et de rayon r(X) pour tout entier n positif,
(ii) la constante de LIPSCHITZ de " en restriction au disque D(xo, r(%))
est inférieure ou égale a

C(£)exp(—n(x —¢)),
ceci pour fi-presque tout point £ = (x;)icz.

Cet énoncé n’utilise pas 1’absolue continuité de uy ; nous renvoyons a
[34] et [24] pour la démonstration.

12.3. Linéarisation.

Nous allons maintenant décrire un processus de « linéarisation » le long
des orbites de f (pas nécessairement le long d’une orbite périodique).

Plagons nous dans le contexte du lemme précédent et étudions la suite
des branches inverses f; " en restriction au disque ID(xo, (X)). L’ensemble

fe " (D(xo, r(£)))
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est contenu dans un disque centré en x_, et de rayon majoré par

C(%)exp(—n(x+€))r(%).

Puisque f; " est injective sur D(xp, (%)), nous pouvons appliquer le lemme
du quart de KOEBE, ce qui montre que f; " (ID(xo,7(£))) contient un disque
centré en x_, de rayon

U”MmW@zZW%%jﬁ

1
n
Soit z un point de P!(C). Le point —(1/z) est distinct de z. En envoyant
ce point a I’infini, on dispose donc d’une structure affine sur le complé-
mentaire. Nous noterons /4, toute application de C dans P!(C)\ {—1/z}
qui est affine et envoie le disque de centre O et de rayon 1/100 pour la mé-
trique euclidienne de C sur le disque de centre z et de rayon 1,/100 pour la
métrique usuelle sur P!(C).

Notons alors ¥, : C — P!(C) la suite d’applications

Wn(2) = f"ohe,(2/(f") (x-n)).

Restreignons cette suite au disque de centre 0 et de rayon r(£)/4. Il s’agit
d’une suite d’applications injectives a valeurs dans le disque de centre xg
et de rayon r(%). Par le théoréme de MONTEL, la suite ¥, forme donc une
famille normale et la limite ¥ de toute sous-suite convergente est injective.

Lemme 12.7. Pour u-presque tout point X de P1(C), il existe une suite n;
d’entiers tendant vers +oo telle que la suite d’applications

Wn(2) = f"ohe,(2/(f") (x-n))

converge uniformément sur un disque de centre 0 vers une application ho-
lomorphe injective ¥; le long de la suite n;.

Revenons maintenant a la situation du théoreme 11.18 et précisons cette
construction en utilisant la proposition 12.3. Nous savons ainsi que la suite
des dérivées des f" satisfait I’'inégalité

o _ (M )P B
B~ dr o
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le long d’une suite n; tendant vers 4-co. Passons a la limite le long de cette
sous-suite en reportant cette inégalité dans la définition des ¥,,, nous obte-
nons

F ey (2/ V) — s
sur le disque de centre 0 et de rayon minoré par (o./f)r(£) /4. On peut donc

remplacer les dérivées (f) (x_p) par Vd .

Remarque 12.8. En dimension plus grande, par exemple pour les endo-
morphismes de P"(C), il faut se passer du lemme du quart de KOEBE pour
construire des linéarisantes W¢. C’est ce qu’arrivent a obtenir BERTELOOT
et DUPONT (voir [24]).

12.4. Application.

Utilisant les notations et résultats précédents, nous allons montrer que
les mesures W u sont proportionnelles a la mesure de LEBESGUE

dA = dx Ndy = %dzAdZ

de C. Par définition de W3, nous avons tout d’abord (en notant n a la place
de n; pour simplifier les notations)

Vidu = lim (fohe,(z/Vd")) du (12.1)
. 1 n O\ *

= lim — (e, (/Vd")) di (12.2)
. 1 n O\ *

_ r}%d—n@x_n(z/\/a )) @d. (12.3)

Utilisant maintenant les contraintes imposées a Xy g et

lim i(hxfn (z/vVd"))*dh = dA,

n—oo dn

nous obtenons
vida = limo (he,(z/Vd")) Zlhe, /VE) AN (124
= @(xp)dA. (12.5)
Ceci montre le résultat annoncé.

Par conséquent, la mesure u est lisse sur un ouvert autour du point géné-
rique xg. Puisque les points périodiques répulsifs de f sont denses dans le
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support de u, il existe au moins un point périodique m tel que la mesure u
soit lisse au voisinage de m. Si g est la période de m, nous avons alors

(9 (m)=x avec [x|=(Vd),

et nous pouvons réappliquer le procédé de linéarisation au point m pour
obtenir une application holomorphe ¥, : C — P! (C) satisfaisant
— ¥,,(0) = m et ¥,, est un difféomorphisme d’un voisnage de O sur un
voisinage de m ;
= Win(xz) = f1(¥m(2) ;
- Wdp=o(m)dA;
— W, est surjective : ¥,,(C) = P!(C).

Démonstration. La seule chose qu’il reste a démontrer est la surjectivité de
Y, Par le théoreme de PICARD, I’'image de W), évite au plus deux points,
et ’ensemble évité par W, est totalement invariant par f9. Ainsi, f>¢ est
conjuguée a

2q
Z'—>Zd

au voisinage de tous les points évités par ¥,,. Si un point est évité par \¥,,,
c’est donc un point superattractif et la mesure u est nulle au voisinage de
ce point. L’application ¥,,, devrait donc éviter un voisinage de ce point, ce
qui est impossible. U

Puisque '¥,, est surjective, la mesure uy est partout lisse. En particulier,
uy est lisse au voisinage des points fixes de f et I’on peut supposer que

q=1.

12.5. Monodromie de ¥,, et conclusion.

Nous sommes maintenant en mesure de conclure la preuve du théoreme
11.18 (en dimension 1). Soient z; et z deux points de C ayant la méme
image par ¥, et en lesquels la dérivée de ¥, n’est pas nulle. Il existe
alors un germe de difféomorphisme holomorphe y: (C,z;) — (C,z2) tel
que

Y,oy=Y,.
Puisque W}, u est proportionnelle a la forme (i/2)dz A dz, nous en dédui-

sons que 7y préserve cette forme d’aire. Ainsi, I’application holomorphe y
a une dérivée de module constant; ceci implique que 7y coincide avec le
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germe d’une application affine
= uz+t

pour laquelle |u| =1 et uz; +t = z2. Nous pouvons donc étendre y en une
bijection affine de la droite complexe. Les applications ainsi construites
forment un sous-groupe I de Aff (C) satisfaisant

Vyel, Y,oy=Y,.
C’est le « groupe de monodromie de ¥, ».

Remarque 12.9. En dimension supérieure, il y a beaucoup de difféomor-
phismes holomorphes qui préservent la mesure de LEBESGUE sans étre
affines. L’argument qui vient d’étre donné ne s’étend donc pas tel quel.
Apres avoir montré que la mesure uy est lisse en utilisant un procédé de
linéarisation adéquat (voir la remarque 12.8), BERTELOOT et DUPONT uti-
lisent I’existence d’un courant 7" tel que ug = T A ... ATT. La lissité de
uy force la lissité de TT. L'invariance de T par les applications de mono-
dromie y permet alors de montrer que celles-ci sont affines et unitaires.

Les orbites de I" sont discretes, car sinon W, serait constante par le théo-
réme des zéros isolés. Puisque ¥,,(C) = P'(C), 'image de ¥, est com-
pacte et, par conséquent, I’action de I" sur C est a la fois discrete et cocom-
pacte. Ceci implique que le sous-groupe distingué I’y formé des éléments
de I' qui sont des translations agit également de manicre cocompacte. Nous
noterons E la courbe elliptique obtenue par passage au quotient,

E =C/I.
La relation d’équivariance vérifiée par ¥, montre que la conjugaison par
I’homothétie
Al #4
stabilise les groupes I" et I'y. En particulier, la multiplication par  déter-
mine un endomorphisme F de E. Enfin, le groupe fini G = I'/T’y agit sur
E, le quotient s’identifiant a la sphere de RIEMANN :
¥,,(C)=P(C)=E/G.

L’endomorphisme F passe au quotient et I’application induite sur P!(C)
coincide avec f, ce qui montre que f est un exemple de LATTES.
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