SUR LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES
DES SURFACES

SERGE CANTAT

REsSUME. Nous étudions les groupes de type fini agissant par transfor
tions birationnelles sur les surfaces complexes compkétdériennes. Nous
montrons (a) que le groupe des transformations biratitemdlune surface
satisfait I'alternative de iIrs, (b) que les actions birationnelles de groupes
de KAzZHDAN sur les surfaces sont toutes birationnellement conjuguées
actions homographiques sur le plan projectif et (c) que si g sont deux
transformations birationnelles de surfaces qui commudots ou bienf
préserve un pinceau de courbes, ou bien I'un des igfté& g, m> 0, coin-
cide avecunitéré"def, ne Z.

ABSTRACT. Let Sbhe any compact complex k&hler surface &id(S) the
group of birational transformations & We study the structure of finitely
generated subgroups Bfr (S) and prove three main results : @i (S) sa-
tisfies the Tits Alternative, (b) if a group with Kazhdan peoty (T) acts
on a compact kdhler surface by birational transformatitires) the action is
conjugate to a homographic action on the projective plane (@) if f is an
element oBir (S) which does not preserve any pencil of curves amptibm-
mutes withf then an iterate of coincides with an iterate of. The second
statement provides a positive answer to Zimmer’s conjedtr birational
actions on surfaces.

1. INTRODUCTION

1.1. Transformations birationnelles. Les transformations birationnelles d’'une
variété projective complexi@ forment un groupe que nous noterdsis(M).
Ces groupes se situent a mi-chemin entre les groupes ksésites groupes de
difféomorphismes des variétés réelles compactes. Pogtrdlr ce fait, consi-
dérons le cas oM est I'espace projectifX(C).

¢ Une fois fixé un systeme de coordonnées homogeénes, tout réiénae
Bir (PX(C)) est déterminé pak + 1 polyndmes homogénes de méme degré.
Pour se donner un élément Be (PX(C)), il « suffit» donc de se donner I'en-
semble fini des coefficients de ces polynémes.

e Sik est supérieur ou égal a Rexiste des éléments dgir (PX(C)) définis
par des polynédmes a coefficients réels qui induisent desutifbrphismes ana-
lytiques dePK(R) dont I'entropie topologique est strictement positive efitdo

la dynamique n’est pas uniformément hyperbolique (voit)57
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e Pour toutk > 2, le groupeBir (PX(C)) contient des groupes de type fini
non linéaires. Par exemple, le groupe des automorphisné&seaxs du groupe
libre F,, se plonge danBir (PX(C)) dés quek est suffisamment grand. Pourtant,
Out (F,) n'est pas un groupe linéairersi> 4 (voir [49], [34]).

Dans cet article, nous considérerons exclusivement le @da dimension
de M est égale a 2l'exemple principal qu’il faut donc garder a I'esprit est
le groupeBir (P?(C)), encore appelé groupe deREMONA. Les résultats que
nous obtiendrons concernent la structure algébrique drgogs de type fini
pouvant agir fidelement par transformations birationiseiar les surfaces.
Pour cela, nous importerons des idées issues de la théaieéggque des
groupes, notamment de la théorie des groupes hyperboliguésomov.

1.2. Rang et groupe deCREMONA. Le rang (réel) d’'un sous-groupe algé-
briqueG deSL (n,R) est la dimension maximale d’'un sous-groupe abélien de
G diagonalisable suR. Par exemple, le rang d&l (n,R) est égal en— 1 et
celui deSO (p,q) au minimum dep et deq.

Le groupe de EEMONA contient le groupe des automorphismes

Aut (P?(C)) = PGL(3,C),

qui est de rang.A_e premier but de ce texte est de montrer que les groupes de
transformations birationnelles des surfaces se compartenme des groupes
linéaires de rang inférieur ou égal a rhodulo I'unique exception fournie
par PGL (3,C). Ce phénoméne peut déja étre observé a l'aide du théoréme
d’ENRIQUES et DEMAZURE affirmant que toute action birationnelle « algé-
brique » du groupe multiplicatit* x C* surlP?(C) est conjuguée a une action
par homographies (voir [17], [21] et [2]). Nous étendrongpdecipe en étu-
diant les groupes de A&ZHDAN et les groupes abéliens dénombrables agissant
birationnellement sur les surfaces.

1.3. Groupes deKAZHDAN et espace dePICARD-MANIN. Un groupe dé-
nombrable™ a la propriét§ T) de KAzZHDAN si toute action dé& par isomé-
tries affines sur un espace deLBERT posseéde un point fixe. L'exemple le
plus simple de groupe deAgHDAN infini est sans doute le groufsé (n,Z),
pourn > 3. Le théoréme suivant étend un énoncé aesBrTIvalable pour les
sous-groupes d’indice fini d&l (n, Z).

Théoreme A. Soit S une surface kahlérienne compacte. Sait groupe infini
dénombrable de transformations birationnnelles d&i3 a la propriété(T)
de KAZHDAN, il existe une application birationnelig : S--» P?(C) qui con-
juguel a un sous-groupe d&ut (P%(C)).

Les groupes de [E réels, connexes et simples de rang réel supérieur ou égal
a 2 et leurs réseaux satisfont la propri€fé (voir [20]). Cet énoncé confirme
donc I'affirmation du paragraphe 1.2 concernant le « rang Bide). Il sou-
tient aussi une conjecture célébre dedeER suivant laquelle un réseau d’'un
groupe de LE réel, connexe, simple et de rang supérieur strictememiggpeut
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agir sur une variété compacte de dimengiorie théoreme A démontre cette
conjecture pour les actions birationnelles en dimendien2 (voir le §4.3).

Lorsque la surfac& n’est pas rationnelle, le théoreme A affirme que tout
morphisme d’un groupe deAZHDAN versBir (S) a une image finie. C’est la
partie facile, le cas difficile correspondant aux sous-gesudeBir (P?(C)). La
preuve que nous exposerons utilise une version asympeotiguhéoreme de
lindice de HODGE. Nous verrons en effet qugir (P%(C)) se plonge dans le
groupe orthogonaD (1,0) des isométries d'un espace deLBERT pour un
produit hilbertien de signaturgl, «). Cet espace, introduit par MiIN dans
son étude des surfaces cubiques, est la limite inductivgrdepes de RARD
des surfaces obtenues en éclatant successivement towsntss(méme infini-
ment proches) du plan projectif : cet « espace d&RD-MANIN » jouera un
réle central tout au long du texte!

L'idée d’éclater le plan indéfiniment pour lever simultar@rtoutes les in-
déterminations d’une application rationnelle et de sagsta déja éte utilisée
pour comprendre, entre autre, la dynamique des transfamnsgtolynomiales
du plan affine ou la croissance des degrés des itérés deamawasgions ration-
nelles non inversibles. Nous renvoyons le lecteur a [41}2},[a [33] et au
travail récent de Bucksom, FAVRE et JONSSON(Voir [7]).

1.4. Dynamique, centralisateur et rang du groupe deCREMONA. Si G est
un groupe eff est un élément d€, le centralisateur dé dansG est le sous-
groupe dés défini parCent (f,G) = {ge G|fog=go f}.DansSL (r+1,C),
le centralisateur d’'un élémegtpris au hasard est isomorphéG)". C'est ce
type de propriété qu'il s’agit d’étendreRir (P?(C)), mais pourr = 1.

SoientSune surface complexe compacte kahlérienrfeugte transformation
rationnelle deS. L'application f détermine un opérateur linéaifé sur les
groupes de cohomologie & qui préserve la décomposition deoHGE. Soit
||| une norme sur I'espace des endomorphismeld &S R). Le (premier)
degré dynamiqu#( f) est alors défini par

A(f) =limsup( || (")) .
n— o

Ce nombre réel positif est un nombre algébrique invariantpajugaison bi-

rationnelle (voir [24]).

Théoréme B. Soit f une transformation birationnelle d’une surface céerp

compacte S dont le degré dynamigué ) est strictement plus grand queSi

g est une transformation birationnelle de S qui commute dviéexiste deux
entiers me N* et ne Z tels que §'est égal a Y.

Nous présenterons deux preuves de ce fait, I'une de natthenatique uti-
lisant I'espace de IRARD-MANIN (85.1), 'autre de nature dynamique (88).
Dans la plupart des cas, nous montrerons en fait que le gaygtigue engen-
dré parf est d’indice fini dan€ent (f,Bir (S)).
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1.5. Alternative de Tits. Un groupeG satisfait I'alternative de ifrs lorsque
tout sous-groupe de type fini @& contient un groupe libre non abélien ou un
sous-groupe résoluble d’indice fini. Cette alternativeégéédblie par Tr's pour
les groupes linéaireSL (n,k), ou k est n'importe quel corps, mais n’est pas
valable pour les groupes de difftomorphismes des variétiies de dimension
supérieure a 1 (voir [36]). Le théoréme suivant rapprochedes groupes de
transformations birationnelles des groupes linéaireg®€ktarte un peu des
groupes de diffeomorphismes. Il étend un résultat det. concernant les
automorphismes polynomiaux @# (voir [47]).

Théoréme C. Si X est une variété complexe compacte et kdhlérienne de di-
mension inférieure ou égaleZile groupeBir (X) vérifie I'alternative deTITs.

Les groupes d’automorphismes des variétés complexes cbesplkihlé-
riennes vérifient également l'alternative der3, quelgue soit la dimension
de la variété (voir le théoréme 6.3 et [55]). Il serait ingSant d’étendre ce ré-
sultat aBir (M) lorsque ding (M) est supérieure ou égale aGeci permettrait
d’étendre I'alternative de ITs a tous les groupes non linéaires qui agissent
birationnellement sur une variété kahlérienne compaotenissant ainsi une
preuve unifiée de l'alternative delfis pour une nouvelle classe de groupes,
incluant les groupes modulair&od (g) des surfaces RMANN de genre et
les groupe®ut (Fyn) mentionnés au paragraphe 1.1 (voir [49, 1], et [44, 6]).

Nous completerons ces résultats au paragraphe 7 par unepteacdes
groupes de type finis dont tous les éléments sont d’ordre ffideeceux qui
sont résolubles et sans torsion.

1.6. Remerciements.Merci a J. DESERTI pour avoir partagé ses connais-
sances sur le groupe d&®REMONA, a F. RULIN pour m’avoir expliqué certains
arguments de ping-pong dans les espaces hyperboliquea’, At&@ISSIER D.
CERVEAU, R. DUJARDIN et M. JONSSONpour de nombreuses discussions sur
ce sujet. Un merci tout particulier a CAVRE ; ses remarques et suggestions
ont contribué a modifier profondément ce texte, notammextpawagraphes
5.1et6.5.

2. TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES ET DEGRE DYNAMIQUE

Cette partie concerne la dynamique des transformatioasidninelles des
surfaces complexes compactes kahlériennes. Nous y résuhesriravaux de
DILLER, FAVRE et GIZATULLIN .

2.1. Indéterminations et ensemble exceptionnelSoit f une transformation
birationnelle d’une surface complexe compacte. Les paititsiétermination
de f forment un ensemble fini qui sera noté (M Les courbes contractées par
f sont aussi en nombre fini, et leur union sera notég Ex@our « ensemble
exceptionnel » ; EXd) coincide avec le lieu critique de
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2.2. Dégré dynamique et stabilité algébrique.Le (premier) degré dynami-
queA(f) d’'une transformation birationnelle d’'une surface compleampacte

kahlériennes a été défini au paragraphe 1.4. C’est un invariant de corgagai
au sein du groupBir (S) (voir [24]).

Exemple 2.1.Soit f une transformation birationnelle du plan projectif. L'ac-
tion de f sur H?(P?(C),Z) est la multiplication par un entieteg(f); une
fois fixé des coordonnées homogén&sg;( f) est le degré des polynédmes ho-
mogenes sans facteur commun définisdarnte degré dynamique dé coin-
cide alors avec la limite supérieure dg( f")¥/". En particulier, sdeg(f") =
deg(f)" pour toutn, alorsA(f) = deg(f) et le premier degré dynamique de
est un entier.

Pour I'involution de REMONA standard, définie pas[x:y: 7z = [yz: zx:
xy|, les degrésleg(c") valent 1 ou 2 suivant que est pair ou impair, si bien
queA(o) = 1.

Soit E la courbe elliptiqueC/Z]j] ouj est une racine primitive cubique de
l'unité. La transformation linéaire

(2 2).

agit linéairement su€? en préservant le résedl]j] x Z[j] et passe donc au
quotient en un automorphisnfg de E x E satisfaisanh(fa) = (7+3v/5)/2
(voir [13]). Puisque cette transformation commutg& y) = (jX,jy), elle passe
au quotient en un automorphisgg de méme degré dynamique sur la surface
S= (E x E)/n. Il se trouve que cette surface est rationnelle : 'automisrpk

ga est donc conjugué a une transformation birationnelle da ptajectif dont

le degré dynamique est égak&fa) et n’est donc pas un entier.

Ces exemples montrent que, en général, I'action d’'une fsemation bi-
rationnelle f sur la cohomologie d’'une surface compleSae satisfait pas
(fM)* = (f*)". En particulier, I'application d8ir (S) versEnd(H*(S,Z)) qui a
f associef* n’est pas un morphisme.

Lorsque( f*)" = (f™)* pour tout entien, on dit quef est « algébriquement
stable ». Ceci équivaut a dire que I'orbite positive de(lindt) ne rencontre
pas Ind f). Dans [24], DLLER et FAVRE ont montré que toute transformation
birationnellef d’'une surface compacteest conjuguée a une transformation
birationnelle algébriquement stablel :existe un morphisme birationnet :

S — Stel quert 1o f o Tt S0It une transformation algébriquement stabl8de

2.3. Croissance des degrés et classification grossiem.apres les travaux de
GIZATULLIN , puis de DLLER et FAVRE, il y a quatre types de transformations
birationnelles, liés a quatre comportements asymptasiguessibles pour la
suite||(f™)*|| (voir [24], [39], [10]).

e Normes bornéesl-orsque||( f")*|| est une suite bornée, il existe un entier
| > 0 et une application birationnellie: S --» Stels quep 1o f' o d soit un
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automorphisme d& isotope a I'identité. En d’autres termds, o f! o ¢ est
un élément de la composante connexe de l'idertité®(S) dans le groupe
Aut (S).

e Croissance linéairel-orsque||(f")*|| croit linéairement aven, il existe
une application birationnell$ : S --» S et une fibration deS' par courbes
rationnelles telles que 1o f! o ¢ préserve cette fibration.

e Croissance quadratiqué.ersquel|(f")*|| croit quadratiquement avet
il existe une application birationneli¢ : S --+» S et une fibration deS8 par
courbes elliptiques telle que 1o f' o ¢ soit un automorphisme & préservant
la fibration.

e Croissance exponentielld.a suite||(f")*| tend exponentiellement vite
vers l'infini. En ce cas)(f) est strictement plus grand que 1

Exemple 2.2.L'involution de CREMONA standardo (voir 'exemple 2.1) de-
vient un automorphisme d’ordre 2 si I'on éclate les trois swts du triangle
d’équationxyz= 0.

Remarque 2.3.Lorsque la croissance est linéaire ou quadratique, legifibsa
fournies sont les seuls feuilletages algébriques invemipar f (voir [14]). En
particulier, ce sont les seules fibrations invariantes.

Il est fructueux de comparer cette classification a celle @@ $EN et THURS
TON pour les éléments du groupe modulaire d’'une surface réaftgacte. Si
la croissance des normes est linéaire ou quadratique nsforanationf res-
semble a un « twist de EHN » : f préserve une fibration et effectue un twist le
long de cette fibration ; ce twist explique simultanémeritdence de feuille-
tage invariant distinct de la fibration et la croissance aeses (voir [14]).

Si la croissance des normes est exponentiéllessemble au niveau coho-
mologique a une transformation de type pseudeAov. Dans ce cas, le role
joué par les feuilletages mesurés dans la théorie ide N-THURSTON est
remplacé par celui des courants positifs fermhasvariants (voir [10], [24] et
[14]). Au niveau dynamique, on sait que le nombre de point®gi&ues def
de périodeN croit comme\(f)N et 'on s’attend & ce qué ait une entropie
topologique positive (voir [24], [28] et le §8). Avec cettecdogie entreBir (S)
et le groupe modulaire (ou mapping class groMipd (g) d’une surface réelle
orientable compacte de gergde théoreme B peut étre comparé au fait qu’un
élément pseudo-Anosov déod (g) a un centralisateur virtuellement cyclique
(voir [44]).

Définition 2.4. Soit f une transformation birationnelle d’'une surface complexe
compacte kahlérienne. Nous dirons duest

— virtuellement isotope a l'identitsi la suite||(f")*|| est bornée,

— un twist debE JONQUIERESSI la suite||(f")*|| croit linéairement,

— un twist deHALPHEN si la suite||(f")*|| évolue quadratiguement,

— entropiquesi A( f) est strictement plus grand que 1
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Ce vocabulaire est justifié par I'analogie avec les groupedutaires et les
remarques suivantes : le groupemeJONQUIERESest le groupe des transfor-
mations birationnelles du plan préservant un pinceau debesuationnelles;;

il ne dépend du pinceau que par conjugaison au sein du graufeEMONA
(voir [17] et le §86.4). De méme, les pinceaux de courbes deegermu plan
P?(C) ont été classés parAiPHEN : tout tel pinceau est conjugué a I'un des
pinceaux d’HhALPHEN (voir [17], et [26] ou [43]).

3. ESPACE DEPICARD-MANIN

Dans cette partie nous présentons une construction dienanM Il s’agit de
décrire la limite inductive des groupes déRDON-SEVERI, ou de PCARD, des
surfaces obtenues en éclatant ad vitam aeternam tous tgs paine surface
S puis de montrer quir(S) agit linéairement sur ce groupe limite; pour
cela nous suivons le chapitre cing du livre [50]. L'espadeoituit peut étre
pensé comme le groupe deERON-SEVERI (ou de RCARD) de I'espace de
RIEMANN-ZARISKI de S (voir [41] et [7]). Cette construction permettra de
reprendre la classification delDER et FAVRE vue au 82.3.

3.1. Groupes dePICARD et morphismes birationnels. Soit S une surface
complexe compacte kéhlérienne. Nous notefingS) le groupe de RARD
deS, NS (S) son groupe de KRON-SEVERI etPic?(S) le noyau du morphisme
Pic(S) — NS (S) qui associe a un fibré en droitesa classe de  @=RN ci(L).
LorsquePic%(S) est trivial,Pic (S) estisomorphe &S (S), ce qui nous permet-
tra d’'identifier ces deux groupes. Nous noterp(fS) la dimension d&\S (S) ®
R, que nous appelleronsombre dePICARD de S Le groupe de MRON-
SEVERI et, par suite, le groupe dedARD sont munis d’une forme d’intersec-
tion (.]|.). LorsqueSest projective, le théoreme de l'indice d®BIGE montre
gue cette forme quadratique est une forme non dégénéréeeéywerbo-
lique : sa signature est égalé Bp(S) —1). Le cbne nef, ou « numériqguement
effectif », est le cbne convexe engendré par les classesdés én droites nef.
Nous le noteron8IS *(S) ouPic ™ (S) si NS (S) et Pic(S) coincident.

SoientS; etS deux surfaces &t: S — S, un morphisme birationnel. Nous
noteronse™ et €, les morphismes induits parau niveau des groupes de-P
CARD (resp. de MRON-SEVERI), Le morphisme* est injectif et préserve le
cone nef:

e (NST(S)) CNST(Sy).
Il préserve aussi le produit d’intersection :Iset |’ sont deux éléments de
Pic(S1), alors(e*l|e*l"y = (I|I’) ou les intersections sont calculées respective-
ment dand\S (S) etNS(S).

3.2. Limite inductive et action de Bir(S). Fixons maintenant une surface
complexe compacte kahlérienS8eSuivant [50], considérons la catégo#éS)
dont les objets sont les morphismes birationreelS — S. Un morphisme
entre deux objets; : S| — Setey : S, — Sde cette catégorie est un morphisme
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birationnelm: S, — S, tel quee, o m= €1. Ainsi, 'ensemble des morphismes
entre deux objets est vide ou réduit a un unique élément.

L'ensemble des objets de cette catégorie est ordonné deni@mauivante :
€1 > €2 S'il existe un morphisme de; verse,. On dira alors que; (resp.
S)) dominee; (resp.S,). Géométriquement, ceci correspond a dire qpé

éclate les mémes points qa;l plus éventuellement quelques autrese;Set
€2 sont deux objets d& (S) il en existe toujours un troisieme qui les domine
simultanément. Suivant [50], nous poserons alors

Z(S) = lim (NS(S))

ou la limite inductive est prise suivant les morphismesdtifg €*. Le groupe
Z(S) sera appel@roupe (ou espace) d@CARD-MANIN deS. Les structures
invariantes par les morphismespassent a la limite ét(S) est donc muni

(i) d’'une forme d’intersection. |.) : Z(S) x Z(S) — Z,

(i) d’'un cone nefZ*(S) =lim_ (NS (9)),

(iii) d’'une classe canonique, vue comme une forme linéQir& (S) — Z.
Chague grouphBS (S), ouS domineS, s’injecte dan€(S) ; nous identifierons
régulieremenNS (S) & son image dang(S).

Le groupe des transformations birationnelleSagit surZ(S) de la maniere
suivante. Soien5; et S deux surfaces ef : § --+ S une transformation
birationnelle. Nous pouvons lever les indéterminationd del’aide de deux
morphismes birationnety: S — S; eth: S — S, de sorte qué = hog™L. Par
compositiong injecte 3(S) dans3(S;) et h injecte 3(S) dans3(S). Tout
objet des(S;) (resp.8(S)) étant dominé par un objet dg(3(S)) (resp.
h.(8(S))), ceci induit deux isomorphismes et h, de Z(S) versZ(S) et
Z(S). On pose alorg, = h, o (g,) L.

Théoréme 3.1(MANIN, [50] page 194) L'application f — f, détermine un
morphisme de groupe injectif dr (S) versGL (Z(S)). Si f appartient &Bir (S),
I'application linéaire f. préserve la forme d’intersectiop|.) et le cbne nef.

3.3. Base de I'espace d@ICARD-MANIN et complétion hilbertienne.

3.3.1. Eclatements, base et intersectiddotons EclatS) I'espace obtenu en
recollant tous les éclatés & Plus précisément, Ecl&) est I'union des sur-
facesS munies d’'un morphisme birationnel: S — S, modulo la relation
d’équivalence qui identifie deux points € S| etx, € S, lorsque la transforma-
tion birationnelle(sz)—losl est un isomorphisme local d’un voisinage xde
sur un voisinage dry. Un point de EclatS) correspond donc a un point &
ou un point situé sur le diviseur exceptionnel d’'un éclateinae S, etc. Toute
surfaceS qui domineSse plonge donc dans Ec|&). Nous noteron&c(S) le
groupe abélien libre engendré par les points de EslaOn munitEc(S) du
produit scalair€. | .)g défini par

(X|x)g=—-1et(x|y)e=0



si x est distinct dey.

Nous pouvons maintenant plonger le groupe abélien ib¢8) dansZ(S) de
la maniére suivante. Sottun élément de Eclé$). Il existe une surfac8, un
morphisme birationnal: S — Set un poinixdeS tel que la classe e Eclat(S)
soit représentée par le poirt Soit S’ la surface obtenue en éclatafitau
point x. SoientDy le diviseur exceptionnel de cet éclatement’etS’ — S
le morphisme birationnel obtenu en contractBpt La composistion de et
¢ détermine un morphisme birationnel 8 sur S et le fibré en droites (ou
faisceau inversiblep (Dy) détermine un élément d¢S (S’), donc deZ(S). Si
I'on change de représentaf®,x, €) pour le pointx de EclatS) on ne change
pas I'élément d&(S) ainsi déterminé.

Dans la suite, nous noteroeg le point deZ(S) associé a I'élément de
Eclat(S) : e est donc la classe du diviseur exceptionDgl Ceci détermine
'image de la base dec(S) dansZ(S), d’'ou un morphisme

{ Ec(S —  Z(S
yax)x — Ya(x)e

Considérons maintenant le morphisme de groupes abéliens
NS (S) x Ec(S) — Z(9)

obtenu en prenant I'injection canonique N& (S) dansZ(S) et le morphisme
Ec(S) — Z(S) défini ci-dessus.

Proposition 3.2([50], page 197) Le morphismé\S (S) x Ec(S) — Z(S) ainsi
défini détermine une isométrie de la somme directe orthdgoda NS (S)
(muni de sa forme d’intersection) et de(S) (muni du produit(.|.)g) vers
Z(S) (muni du produit d’intersectiox. | .)).

Exemple 3.3.Soit p un point du plan projecti??(C). SoientX la surface
obtenue par éclatement geeet Dy, le diviseur exceptionnel de cet eclatement.
Soitgun point deDp. SoientY la surface obtenue en éclatardt Dy le diviseur
exceptionnel de cet eclatement. Les deux élémeptst e; appartiennent a
limage deNS (Y) dansZ(P?(C)). NotonsDyj, la transformée stricte de, dans

Y. Alors e, correspond &, + Dg eteg aDq (ou plutdt aux classes deHERN
des fibrés en droites (D}, + Dq) et 0(Dgq)). Nous avons donc bien

(epleg) = (D}.Dg) + (Dg)* =1-1=0,
(eplep) = (Dp)?+ (Dg)*+2=—2-1+2=-1.

3.3.2. Complétion hilbertiennePar la suite, nous considéererons la complétion
hilbertiennez (S) de

Ec(S ®R
pour le produit scalaire-(.|.)g. Le produit scalairé. |.)g s’étend alors en un
produit hilbertien défini négatif sue (S). Nous noteronsz (S) la somme di-
recte orthogonale dBS (S), qui est de dimension finie, et de(S). Puisque
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(.].)E est définie négative et que la forme d’intersectiondd(S) est de si-
gnature(1,p(S) — 1), I'espacez (S) est muni d’'une forme d’intersection de si-
gnature(1,«). Cette construction ne dépend pas du choix de la suBalzns
sa classe d’équivalence birationnelle Ssest birationnelle &, il existe une
surfaceS” munie de deux morphismes birationnelsS’ — Sete’ : S’ — S;
on remarque alors que:(S’) détermine simultanément un sous-espace de co-
dimension finie dan&c(S) et dansEc(S), donc les complétions obtenues a
partir deEc(S) et Ec(S) coincident avec celle issue 8e(S’).

Le cone nef dez (S) sera notéz ' (S), la forme d'intersection sera toujours
notée(.|.).

Remarque 3.4.Si [ est un sous-groupe de type fini daBs (S), on peut
se contenter de n’éclater que les points d’'indétermingfanfois infiniment
proches) des éléments @le En ce casiE (S) est a base dénombrable. Nous
n'aurons donc besoin que d’espaces deglHRT séparables dans la suite.

Remarque 3.5.Soitg: S--» Sune transformation birationnelle virtuellement
isotope a l'identité. Conjuguorgsa un automorphisme (encore naféd’'une
surfaceS (voir le §2.3). Alorsg induit une isométrie d&lS (S) pour la forme
d’intersection et la transformatiog. de Z(S) = Z(S) préserve la somme di-
recte orthogonal@(S) = NS(S) ® Ec(S). Si g est un élément déc(S),
I'image dee parg. est le pointey ) ol g(x) est défini comme suit : si est
un point deS, alorsg(x) est I'image dex parg, si x est situé sur le diviseur
exceptionneD,, obtenu en éclatar® en un pointp, alors on éclatg(p), on
releveg en un difffomorphisme local d’un voisinage Bg sur un voisinage
deDy(p) et on prend I'image de par ce diffeomorphisme, et ainsi de suite. En
particulier,g. détermine un opérateur borné dés).

D’aprés le théoréme dedETHER, le groupeBir (P?(C)) est engendré par
des transformations virtuellement isotopes a l'idenéitéavoirAut (P?(C)) et
I'involution de CREMONA o (voir les exemples 2.1 et 2.2rhaque transforma-
tion crémonnienne plane agit donc contindments(#?(C)). Cette propriété
peut étre démontrée directement pour toutes les surfacgsiexes compactes
kahlériennes caBir (S) agit par isométries pouf.|.) (voir [7]); nous n’en
ferons pas usage pour les surfaces irrationnelles.

3.4. Lespace hyperboliqgue de dimension infinie.L’hyperboloide constitué
des pointx de z (S) satisfaisantx|x) = 1 comporte deux nappes, et une seule
d’entre elles intersecte le cone nef (S). Nous noteron&l®(S) (ou plus sim-
plementH™) cette nappe et la munirons de la métrique définie par

cosh(dist(x,Y)) = (x]y).
Il s’agit d’'un modele de «I'espace hyperbolique de dimemsidinie ». Le
groupe de ses isométries sera noté I ou O (1, ) (voir [40], 86). L'es-
paceH” est un espaceAT(—1) complet et est donc hyperbolique au sens de
GRomov (voir [37]).
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L'action deBir (S) surz(S) préserve la structure entiére déS), le cbne nef
et la forme d’intersection. Préservant le cone B&f(S) agit isométriquement
sur I'espace hyperbolique de dimension infilig(S). Nous obtenons ainsi un
plongement

Bir (S) — Isom(H*(S)).

3.5. Classification des transformations crémonniennes planesRuisque I'es-
paceH” est un espace métriq@at (—1) complet, ses isométries sont de trois
types : elliptique, parabolique ou hyperbolique (voir [331I [8] page 228 et
suivantes). Dans le cas précis d’'un espace hyperboliqus, pauvons carac-
tériser ces trois types d’'isométries de la fagon suivante.

e Isométrie elliptiquell existe un élément de z(S) tel quef.(l) =1 et
(I1) > 0. En ce casf, est une rotation autour deet I'orbite de tout vecteux
de z(S) (resp. de tout point deH™) est bornée.

e Isométrie paraboliqudans ce cag n’est pas elliptique mais il existe un
élément non nul de z*(S) tel quef(l) =1. Le vecteur appartient au cone
de lumiére de la forme d'intersection, i@/l) = 0, et Rl est I'unique droite
invariante parf, qui intersectez ™ (S). Si x appartient az*(9), la suite de
droites( f,)"(Rx) tend versRl lorsquen tend versto (resp.—oo).

e [sométrie hyperboliquél existe un nombre réél > 1 et deux éléments.
etl_ du cone de lumiére de(S) tels quef.(l.) =Al; et f.(I-) = (1/N)l_. Si
x est un point dez ™ (S) n'appartenant pas a la drof®_, la suite(1/A)" f(x)
tend vers un vecteur non nul &b, (un énoncé analogue vaut pduret f 1),

Cette classification est moins fine que celle du paragragghé@s deux sont
liées par le théoréme suivant (voir la définition 2.4).

Théoréme 3.6.Soit f une transformation birationnelle d’une surface p©j
tive complexe. Soit, f’'action induite par f surz(S).
(i) f. estelliptique si, et seulementsi f est virtuellement jgetol'identité ;
(i) f. est parabolique si, et seulement si f est un twisbHe&JONQUIERES
ou d'HALPHEN;;
(i) f. est hyperbolique si, et seulement si f est une transformduiia-
tionnelle entropique.

DémonstrationRappelons qud est entropique si et seulement si son (pre-
mier) degré dynamique satisfait I'inégalkéf ) > 1. D’apres [7], il existe alors
un vecteur non nu§ du cone nefz*(S) tel que f.& = A(f)&. En particulier,
f, est hyperbolique si et seulemeni\gif ) est strictement supérieur a4i et
seulement sf est entropique.

Soit f une transformation birationnelle virtuellement isotopé&identité.
Nous pouvons donc conjugu&g un automorphism#& : S — S a I'aide d’'une
application birationnelldr : S --» S. L'isométrie (f'). de NS (S) est d’ordre
fini et préserve donc un fibré en droites ampteNS (S). L'image del dans
Z(S) par linjection canonique d&iS(S) dansZ(S) est un point fixe def,
d’auto-intersection strictement positive. Doficest une isométrie elliptique.
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Réciproguement, sf est une transformation birationnelle &elle que f,
soit elliptique, et sil est une classe nef, la suitd(f,)"l) est bornée. Il en
résulte que la suite des normes(d&).. : NS (S) — NS (S) est bornée (voir [7],
preuve du théoréme 3.2). D’aprés le paragraphe 2.3, onlsait guef est
virtuellement isotope a I'identité.

Les pointg(i) et (iii ) étant établis, le poirfii) en résulte. Précisons toutefois
que, lorsquef est un twist de HLPHEN ou deDE JONQUIERES l'unique
fibration f-invariante détermine un élément du cone de lumiére (8 qui
est préservé paf, : c’est 'unique point fixe de l'isométrid, sur I'union de
H*(S) et de son bord. O

Remarque 3.7.Soientl un élément dez ™ (S), f un élément deBir (S) eta

un nombre complexe tel quig(l) = al. Alors a est égal &(f) ouA(f)~1;

il est donc égal a 1 si et seulementfsest elliptique ou parabolique. Lorsque
f est paraboliqud, correspond a 'unique point fixe de au bord de I'espace
H*(S); un multiple positif del coincide donc avec la classe d’une fibration,
elliptique si f est un twist de HLPHEN, rationnelle sif est un twist deDE
JONQUIERES

3.6. Stabilisateur d’'un point.

Proposition 3.8. Soit f: S --» S une transformation birationnelle entre deux
surfaces. Soient lun élément d&S(S) @ R et | un élément d&IS(S) ® R
tels que(i) f.(I") =1 et (ii) | soit une classe ample. Alors f est un morphisme
birationnel.

Esquisse de démonstratioRactorisond a I'aide de deux morphismes S’ —

S eth: S — S de sorte quef = hog~1. Supposons pour simplifier que

est la contraction d’'une courbe exceptionnelle de prenaspecee. Le point

x = g(E) est alors I'unique point d'indétermination de Soit [E| la classe de
E dansNS (S’). Nous obtenons alors

0= (g"(I"[E]) = (h"(1)[E]).
Puisqud est ampleh contracteE. Ainsi, 'unique courbe contractée paf'est

aussi pah et f est holomorphe. Le cas général découle de ce cas particulier
(voir [50], lemme 35.13). O

Remarque 3.9.Sil n’est pas ample, on obtient toutefois la propriété suivante
toute courbe contractée pgest orthogonale &*(1). Si, par exempleh*(l) est

la classe des fibres d’une fibration, ceci signifie que lesbamicontractées par
g sont contenues dans les fibres.

Cette proposition montre quelsést un point d&*(S) ® R issu d’une classe
ample deNS (S) ® R (ouS est birationnelle &), alors tout élément deBir (S)
pour lequelf, : z(S) — z(S) stabilisel est conjugué a un automorphisme de
S'; cet automorphisme est virtuellement isotope a I'idertitéf, est elliptique.
La proposition suivante étend ce résultat de deux fagcbappartient & (S)
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et f est remplacée par un groupe de type Gnie fait queG soit de type fini
est essentiel (voir §7).

Proposition 3.10. Soit G un sous-groupe de type fini Be (S). Soit | un élé-
ment dez*(S) \ {0} fixé par tous les éléments de G
(i) Il existe un élément ldeZ*(S) qui est G-invariant.
(i) Si (I|I) > 0 on peut choisir1 de sorte qugl’|l’) > 0. Dans ce cas, il
existe une transformation birationnelde: S--» S telle que | soit issu de
NS (S), ®oGo® 1 soit contenu danaut (S), et un sous-groupe d’indice
fini de® o Go ®~! soit contenu danaut°(S).

DémonstrationLa difficulté consiste a se ramener de I'hypothésez(S)
a I'hypothésd € Z(S). Nous utiliserons la remarque 3.5 et les notations qui
'accompagnent.

Puisque le group& fixe un vecteur nef non nul, tous les élémentsGle
sont paraboliques ou elliptiques (voir la remarque 3.7):UBi des éléments
est paraboliquel, est proportionnel a la classe d’'une fibration elliptique ou
rationnelle ; dans ce cas, un multiple dappartient & (S). Nous pouvons
donc désormais supposer que tous les élémenBabmt elliptiques.

Soit {91,092, ...,0«} un systeme de générateurs fini @e D’aprés le théo-
reme 3.6, chaqueg est virtuellement isotope a l'identité et est donc conjugué
a un automorphisme d’une surfa§ebirationnelle &. La transformatior{g;)..
préserve donc la décomposition

z(S) =(NS(S)®R)® E(S).

Pour chaque entiére {1,2,...,k}, I'élémentl de z ™ (S) peut donc étre décom-
posé en

l=pi+>a()ea (3.1)
ou p; est issu deNS (S) et lese sont associés a des éclatements de points

dominantsS, i.e. a des points de Ecl&). D’apres la remarque 3.5, permute
entre eux les termex (1) de la décomposition (3.1) :

Vi, 3j’, (g)«(ar(l)er) = ap(l)er.

Puisque la somme hilbertienryea, (1)? doit étre finie, ou bien I'orbite de;
par(gi). est finie, ou biera (1) est nul.
Décomposons maintendndans la base canonique 4¢S),

I'=po+H ax(l)ex

ou pp appartient aNS (S) ® R et lesey correspondent a des éclatements au-
dessus dé&. Soit S’ une surface qui domine a la fois I&set la surfaces.
SoitJ une partie finie de Eclé&$) telle que I'image de\NS (S’) dansz (S) soit
contenue dans I'espace vectoriel engendréNsH(S) et lesej, j € J. Chaque

pi peut alors étre décomposé en une somme finie

pi=pi(S)+ ) aj(pi)eg
) %1()1
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avecpi(S) e NS(S ®R.

Soit € un nombre réel strictement positif inférieur a la moitié deplus
petite valeur non nulle parmi léa;(pi)|, j € J. Soitg; I'un desk générateurs
du groupeG. Soite, un élément de Ecléb) pour lequel le coefficierdy(l) est
plus petit quee. Alors x n'appartient pas 8 doncey n'est pas issu diiS (S).
Ceci montre que

(9i)-ax(l)ex=ax ()ex
oux = g;(x) est un autre point de Ecl&). Nous en déduisons que le groupe
G stabilise le vecteur

lo= z ax(l)ex
lax(l)|<e
ou la somme ne porte que sur les termes pour lesqgaiglg| < €. Par consé-
quent, la somme fini€ = | — g estG-invariante. Puisquk est orthogonal &

et (lp|lo) <0, nous avonsl’|l’) > (I|l). Ce vecteur appartient&S).
Supposons maintenant qél’) > 0 (ce qui ne permet pas encore d’appli-
guer la proposition 3.8). S est une courbe irréductible & contractée par
un élémeng de G, alors{l’|C) = 0. Ceci montre que le sous-moduleW de
NS (S’) engendré par les classes des courbes contractéEsgsaentierement
contenu dans I'orthogonal dépour la forme d’'intersection. Le théoréme de
I'indice de HODGE montre alors que la forme d’intersection est définie négativ
surW, et le critere de MIMFORD-GRAUERT permet de contracter simultané-
ment toutes ces courbes, ce qui fournit un morphisme bimagbt: S’ — S”,
ou S est une surface munie d’'un nombre fini de singularités nasndle
morphismert conjugueG a un sous-groupe déut (S”), et G agit donc par
automorphismes sur I'unique résolution minim&lede S”. Puisque tous les
éléments d& sont elliptiques, leur action siS (S) est d’ordre fini; comme
tout groupe linéaire de torsion et de type fini est fini, un spnasipe d’indice
fini de G est donc contenu darsit%(S). O

4. ACTION DE GROUPES DEKAZHDAN SUR LES SURFACES

Dans cette partie nous décrivons les actions biratiormelés groupes de
KAZHDAN sur les surfaces : il s'agit de montrer le théoréeme A et quesiqu
corollaires. Nous commencons par le cas facile des surfaegisnnelles.

4.1. Surfaces irrationnelles.

Théoreme 4.1.Si X est une surface complexe compacte kéhlérienne qui n’est
pas rationnelle, tout sous-groupe dénombrabl&d€X) qui a la propriété (T)
de KAZHDAN est un groupe fini.

Nous distinguerons deux cas, suivant que la dimensiona@eakkA de X
est positive ou qu&X est une surface réglée irrationnelle. Dans la suite,
I — Bir(X) est un morphisme d’'un groupe deAKHDAN dénombrable vers
Bir (X). Il s’agit de montrer que I'image de est finie.
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4.1.1. Dimension d&KODAIRA positive. Lorsque la dimension de &DAIRA
de X est positive ou nulleX posséde un unique modele minimé& obtenu
en contractant une a une des courbes exceptionnelles déeepeezspece. Le
groupeBir (X) est alors conjugué au groupe des automorphismes dous
pouvons donc supposer qaeest a valeurs dan&ut (Xp). L'action dea(I')
sur le groupe de cohomologit!!(Xo,R) y préserve la forme d'intersection,
qui est de signaturgl, p(X) — 1) (voir le 83.1). Puisqué a la propriét§T),
tout morphisme d€ dans un groupe orthogonal de typ€1,n) a une image
relativement compacte (voir [20]). C’est donc le cas poundige del” dans
GL (HY1(Xo,R)). Chaque élément dé20(X,, C) est représenté par une unique
2-forme holomorphe et I'action de(I") sur H>%(Xg,C) préserve le produit
hermitien (défini positif)

(Q,Q) H/Q/\@.
X

Par conjugaison, I'action de(y) surH%2(Xo, C) est également unitaire. Limage
del dansGL (H?(Xo,C)) est donc relativement compacte. Puisyaréserve

la structure entiére de la cohomologie, cette image est fdigpres [48], il
existe un sous-groupe d’indice fihp dansl” tel quea(Ip) soit contenu dans
la composante connexe de I'identiét%(Xo). Puisque la dimension ded<
DAIRA de X est positive, ce groupe est abélien (voir [9]). Puisfuéérite de

la propriété de KzHDAN, a(I o) et donca (M) sont finis (voir [20]).

4.1.2. Surfaces régléesSupposons maintenant gXeest une surface réglée
irrationnelle. La fibration d’ABANESE de X détermine une fibration holo-
morphe non triviale a fibres rationnelleg : X — B ou B est une courbe de
genre supérieur ou égal a Cette fibration est invariante sous l'action de
Bir (X) : il existe un morphisme dBir (X) dansAut (B) tel queax soit équiva-
riante. On conclut alors avec le lemme suivant, qui est gxtes[22].

Lemme 4.2.Soient S une surface complexe compacte, B une courbieset

B une fibration holomorphe de SoitBir (S 1) le groupe des transformations
birationnelles de S qui permutent les fibresTdeSi ™ est un sous-groupe dé-
nombrable deBir (S, 1) qui a la propriété(T), I est fini.

Démonstration L’hypothese signifie qu’il existe un morphisnpede I' dans
Aut (B) tel quettoy = p(y) o Ttpour tout élémengderl . Le groupeAut (B) est
isomorphe &GL (2,C) lorsqueB est la sphére de IRMANN et est virtuelle-
ment abélien sinon. Puisqliea la propriétdT ), le noyaul o dep est d’indice
fini dansI” (voir [20]).

Trivialisons la fibrationtau-dessus d’un ouvert deBiski B’ deB, de sorte
queTtr 1(B') soit isomorphe &' x E, ou E est une courbe, et ques'identi-
fie a la projection suB’. Siy est un élément dEy, il existe une application
rationnelleA, : B' --» Aut (E) telle quey(b, z) = (b,Ay(b)(2)).

Si E est de genre,@eci détermine un morphisme injecfif~ Ay del o vers
le groupePGL (2,27 (B)) ou a1 (B) est le corps des fonctions rationnelles de
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B. Commel o a la propriétéT), 'image de ce morphisme est finie. Si le genre
de E est strictement positifAut (E) est virtuellement abélien, et I'on montre
de méme que lI'image deest finie. Le group€& est donc fini. O

4.2. Actions sur le plan. Dans ce paragraphe, nous montrons le résultat prin-
cipal de cette partie, celui qui termine la preuve du théerdm

Théoréme 4.3.Soitl" un groupe deKAZHDAN discret. Soitt un morphisme
del dans le groupe dEREMONA Bir (P?(C)). Ou biena(I") est fini, ou bien
a(I) est conjugué & un sous-groupeAlgt (P2(C)).

4.2.1. Automorphismes isotopes a I'identit8oit Sune surface complexe com-
pacte etAut°(S) le groupe de ses automorphismes isotopes a l'identit. Si
est une courbe rationnelle lisse 8eont I'auto-intersection est égale-dl, E
est uniqguement déterminée par sa classe d’homologie. lpgrait °(S) agit
trivialement sur ’lhomologie dé& et préserve donc la courlie Contractant
la courbeE, nous obtenons un morphisme S— S qui conjugueAut®(S) a
un sous-groupe deut%(S). Répétant cette procédure, nous voyons que, pour
toute surfacé, il existe un morphisme birationnel S— & de Svers un mo-
deéle minimalS de Stel quesAut °(S)e~2 soit un sous-groupe deut%(S). Si
Sest rationnelle, les modéles minimaux sont

e le plan projectifP?(C) et Aut°(P?(C)) = Aut (P?(C)) = PGL(3,C);

e la quadriqueQ = P1(C) x P%(C) pour laquelleAut®(Q) correspond au
groupePGL (2,C) x PGL (2,C) agissant diagonalement;

e les surfaces de I#ZEBRUCH Fy,, : pour tout entiem > 1, la surfacel,
est construite en quotientant I'espace total du fibtén) © o (0) surP(C),
privé de sa section nulle, par les homothéties dans les fibeesurfaceF,
fibre donc naturellement st (C), avec des fibres rationnelles ; nous noterons
T . Fm — IP’l(C) cette fibration. Les automorphismesIfig préservent cette
fibration et agissent par homographies sur la base et dafisries.

Le lemme 4.2 et le théoreme 4.1 fournissent donc le résuiizerst.

Lemme 4.4.Si S est une surface complexe compacte kahlérienhe, Isi pro-
priété (T) et sia : I — Aut%(S) est un morphisme de groupe, ou bien l'image
dea est finie ou biem est conjugué a un morphisme BelansAut (P?(C)).

4.2.2. Démonstration du théoréme 4.8.s’agit de juxtaposer la partie 3 a des
idées exposées pamrGMoV et VALETTE dans [40], 87.A, et [16], §7.4.

Composantt avec I'action deBir (P?(C)) sur I'espace de IPARD-MANIN
z(IP?(C)), nous obtenons un morphisrae del” dans le groupe d’isométries
de z(P?(C)) pour la forme d’intersectiox. |.). En utilisant les notations du
paragraphe 3.4, ceci détermine une actiof gar isométries sud™ (ou plus
précisément sukl® (P2(C))).
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Notonsdist( ., . ) la distance associée a la métriqueHfeet fixons un point
x deH™. D’apres le corollaire 8.2 de [29], la fonction

y — log(coshdist(y(x), X))

est de type négatif suir, donc bornée puisque a la propriét§T) ([20], cha-
pitres 5 et 6). L'orbite Orfx, ") de x sousl" forme donc un ensemble borné
deH”. PuisqueH® satisfait I'inégalité de la médiane nous pouvons appliquer
le lemme du centre ([20], page 37) : il existe un unique pgite H* qui
minimise la fonction

yeH” — Sgp{dist(y,g(xm-

Ce pointxg, appelé centre de 'orbite de est invariant sous I'action de,(I"),
ce qui montre que.(I") fixe un pointxg de H”.

Ayant la propriét&T), le groupel” est de type fini ([20], page 11). Nous
pouvons donc appliquer la proposition 3.10 : il existe unssgoupe distin-
gué et d’indice finil o dansl tel quea(Ip) soit conjugué a un sous-groupe
de Aut%(S) ou Sest une surface rationnelle. Le paragraphe 4.2.1 foutit I
ternative : ou bier(I") est fini ou bieno(Ip) est conjugué a un sous-groupe
infini de Aut (P?(C)) = PGL(3,C). Nous pouvons donc désormais supposer
quea (o) est un sous-groupe infini d&L (3,C).

Lemme 4.5.Si G est un sous-groupe éat (P?(C)) qui a la propriét&(T) de
KAZHDAN et si G préserve une courbeCP?(C), G est fini.

Démonstration.Si G préserve une courbe, son adhérence driZki est un
sous-groupe algébrique strict &L (3,C). Par ailleurs, siH est un sous-
groupe algébrique complexe BE&L (3,C) de codimension supérieure ou égale
a 1 tout sous-groupe de AZHDAN deH est fini. d

Puisquea (Ip) est infini et a la propriétéT ), le lemme montre que(lp)
ne préserve aucune courBealeP?(C). Soity un élément d&. Puisque o est
distingué dan§,

yolo=Tooy,
et commea () agit par automorphismes sur le plar([ o) stabilise I'union
finie des courbes contractées par la transformation bimagitbea (y). Nous en
déduisons que(y) ne contracte aucune courbig. quea(y) est un automor-

phisme du plan. Ainsig (") est entierement contenu dafst (P?(C)) et le
théoreme est démontré.

4.3. Remarques autour du « programme de Zimmer ».Le « programme de
ZIMMER » consiste a étudier les actions de réseaux de groupesgmat dif-
féomorphismes sur les variétés compactes, dans I'espriraeaux de MR-
GULIS concernant les actions linéaires. Une conjecture cerdeate domaine
stipule, entre autres choses, qu’un résEadiun groupe de LE réel simple
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(connexe)G ne peut agir fidelement sur une variété compacte dont la dimen
sion serait strictement inférieure au rang réeGd®ans cet esprit, le théoréme
A admet le corollaire suivant.

Corollaire 4.6. Soient G un groupe delE réel, connexe et presque simple et

I un réseau de GSoit S une surface complexe compacte kahlérienne. Si le
rang réel de G est supérieur ou égaBatout morphisme d€ dansBir(S) a

une image finie. Si le rang réel de G est égdl, &t sip : ' — Bir(S) est un
morphisme dont I'image est infinie, il existe une applicatirationnelle de S
versP?(C) qui conjuguep(I”) & un sous-groupe deGL (3,C).

DémonstrationNous pouvons supposer que le rang réel&est supérieur
ou égal a 2En ce cas@ etl” ont la propriét§T). Si Sn’est pas rationnelle,
tout morphisme d€& dansBir (S) a donc une image finie. Nous pouvons donc
supposer maintenant g&est le plan projectif et que I'image dleest contenue
dansPGL (3,C) (appliquer le théoréme 4.3). On déduit alors de [51], théere
2’ page 4, que le rang d@ est inférieur ou égal a 2 (voir par exemple [11],
pages 764-765, pour cet argument). O

Pour ce qui concerne les groupes de rangelix situations distinctes appa-
raissent. SG est localement isomorpheSa (1,n) ou F4(_20), alorsG etl ont
la propriété(T). On déduit alors du théoréme A et des résultats de rigidité de
CORLETTE ([18]) que toute action birationnelle dlesur une surface projective
complexe se réduit a I'action d’'un groupe fini. Le cas intéa@s$ est donc celui

des réseaux deO (1,n) et deSU (1,n).

Remarque 4.7. NotonsBir®(P?(R)) le sous-groupe d@&ir (P?(C)) consti-
tué des transformations birationnelles a coefficientssréel induisent des
difféomorphismes d&?(R). Ce groupe s’identifie & un sous-groupe des dif-
féomorphismes analytiques réels BH&R) et se place donc a l'intersection
de Diff (P2(R)) et Bir (P?(C)). Sous cette forme, le théoréme A fournit un
exemple supplémentaire confirmant les conjecturesig@Zr pour les dif-
féomorphismes de surfaces réelles compactes (voir [353@[. [

Exemple 4.8(Surfaces de Coble)SoitC une courbe sextique plane compor-
tant 10 points doubles, choisie génériquement parmi leshesude ce type.
Soit X la surface rationnelle obtenue en éclatant ces dix poirdsiabg du
groupe de MRON-SEVERI de X est donc égal a 11 et le fibré canonidGe
détermine un élemeniKx] deNS (X) d'auto-intersection-1. Soit My I'ortho-
gonal de[Kx] dansNS (X). Puisque le fibré canonique est invariant par tout
automorphisme d¥, nous obtenons un morphisme Met (X) dans le groupe
O (M) des isométries delx ® R pour la forme d’intersection; puisql[lléx]2
est négatif, la forme d’intersection est non dégénérée sigature(1,9) sur
My. Les travaux de GBLE montrent que ce morphisme plonget (X) en un
réseau ded (My). Ainsi, X étant rationnelleBir (P?(C)) contient une copie
d’'un réseau d® (1,9) (voir [27] et les références qui S’y trouvent).
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Exemple 4.9.SoitZq la surface de genmg avecg > 2. D'apres [15], il existe
des plongements d (2g) dansAut (C?), et donc dansir (P?(C)) qui ne
sont pas birationnellement conjugués a un plongement daggawpe d’au-
tomorphismes d’une surface rationnelle. Je ne sais pasxiste des réseaux
cocompacts d80 (1,3) qui admettent de tels plongements.

Question: Quelles sont les valeurs de I'entieipour lesquelles existe un ré-
seau d&O (1, n) qui s'injecte dans le groupe des transformations birattas
(resp. des automorphismes) d’'une surface projective e

Nous ne savons malheureusement pas répondre a cette gussXi@st une
surface K3, le noyau de I'action diut (X) surHY1(X,R) est fini. Puisque la
dimension deH 11 (X, R) est égale a 20es théorémes de rigidité dedsTow
montrent qu’un réseau d&(1,n) ne peut se plonger darsit (X) sin est su-
périeur & 19A l'inverse, pour tout entien < 9, il existe un réseau d&0 (1, n)
qui est isomorphe au groupe d’automorphismes d’'une suk8dgeci résulte
du théoreme de GRELLI pour les surfaces K3 et des résultats deNL.IN ;
voir [54] corollaire 2.9). La question précédente se rédaiic au cas des plon-
gements de réseaux dans le groupe HENIONA.

5. CENTRALISATEURS ET GROUPES ABELIENS

Dans cette partie, nous utilisons 'action sur I'espace dsARD-MANIN
pour décrire les éléments dent (f,Bir (S)) lorsquef est une transformation
birationnelle entropique d’'une surface complexe compiideriennesS. Une
seconde méthode sera exposée dans I'annexe : elle fourniitare portant
sur la dynamique d’une transformation holomorphe, rawberou analytique
réelle qui assure que son centralisateur est virtuellesyatifjue.

5.1. Centralisateur et groupe dePICARD-MANIN.

Théoréme 5.1.Soit f une transformation birationnelle d’'une surface com-
plexe compacte kahlérienne X dont le premier degré dynasigi) est stric-
tement supérieur &. Il existe un morphisme

a : Cent(f,Bir(X)) — R}

tel que
(i) pour tout élément g d€ent (f,Bir(X)), a(g) est égal a\(g) oul/A(Q);
(ii) le noyau dea est constitué de transformations d’ordre fini;
(iii) si G estun sous-groupe de type fini da@snt (f, Bir (X)), a(G) est un
groupe cyclique;
(iv) Sig appartient &ent (f,Bir (X)), il existe deux entiers» 0 et me Z
tels que § = ™.

Ce théoreme précise donc le théoréme B. La démonstratiospg’e d’ar-
guments classiques dans le groyi®(1,n) et de [25]. La démonstration qui
suit m'a été suggérée par CARE.
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Démonstration.Fixons un vecteur prop®* de f, dansz ™ (X) pour la valeur
propreA(f), de sorte quéeR@™ coincide avec I'espace propre dgassocié
aA(f). Le centralisateur dé préserve la droiteR@™, ce qui détermine un
morphisme

a : Cent(f,Bir(X)) — R

pour lequelg(©@™) = a(g)®™ quelque soig dansCent (f,Bir(X)); d’apres la
remarque 3.7q(g) est égal &(g) ou 1/A(g) quelque soit.

Puisquef est entropique, aucun multiple @&" ne coincide avec la classe
d’'une fibration rationnelle ou elliptique. Le noyau deest donc constitué
d’éléments elliptiques. Si est un élément du noyau denous pouvons donc
supposer, quitte a effectuer une conjugaison biratioadéll--» X, queh est
un automorphisme dé dont un itéré* appartient dut°(X). Sihk est d’ordre
infini, ladhérence de ZRrRISKI du groupe

{(N)™me z}

dansAut °(X) est un groupe abélien de dimension strictement positiveaui
mute avecf. Ceci montre quéd commute au flot d’'un champ de vecteurs ho-
lomorphe suiX, ce qui est impossible pour une transformation biratiomnell
entropique (voir [14]). Ainsi, tout élément du noyauaest d’ordre fini.

Soit G un sous-groupe de type fini deent (f,Bir(X)) pour lequel nous
fixons un systeme de générategss..., gk. Notonsag la restriction dex a G
et étudions son image. Chaghfyi), 0 <i < k, est un entier algébrique dont
nous noterons le degéA(g;)) (voir [24]). L'image deag est donc constituée
d’entiers algébriques de degré inférieur a

d:=M4d(M(g)-

Soitt un élément deg(G) compris entre 12 et 2 C’est un entier algébrique
de degréd(t) < d, dont nous noterong(z) le polyndme minimal. Puisquie
est un nombre deA&EM (voir [24]), les racines dg:(z) qui sont distinctes
det et 1/t sont de module 1Commet et 1/t sont inférieurs a 2 ed(t) est
inférieur ad, les coefficients du polyndmp (z) sont majorés paf2d!). Il n’y

a gu’'un nombre fini de polynémes a coefficients entiers deé&egtont les
coefficients soient ainsi majorés. Il n’y a donc qu’un nomtimed’éléments
deag(G) dans l'intervalle[1/2, 2], si bien que I'image delg est discrete et,
par suite, cyclique.

Soientg un élément deCent (f, Bir (X)) et G le groupe engendré pdr et
g. Il existe alors un réekg > 1 tel quea(G) coincide avec le groupe cyclique
{Ag'Ime Z}. Soientn > 0 un entier tel quer(f) = Ajetme Z tel quea(g) =
Ag' La transformation birationnellg” o f~™ appartient ainsi au noyau deet
est donc d’ordre fini. Puisqueetg commutent, il exist&’ > 0 etnf € Z tels
queg"” soit égal af ™, ce qu'il fallait démontrer. 0
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5.2. Centralisateurs des applications birationnelles des sugices. Nous ve-
nons de décrire les transformations birationnelles quirnatent a une trans-
formation birationnelle entropique. Lorsqtieest un twist d&E JONQUIERES
(voir la définition 2.4), le calcul du centralisateur estgtiélicat et conduit a
des situations variées (voir [23]). Lorsqdieest un twist de HLPHEN, il est
encore possible de borner la taille du centralisateur @®us renvoyons a [39]
ou [12] pour une preuve) :

Proposition 5.2. Soit f une transformation birationelle du plan projectifiqu
est un twist ddHALPHEN. Le centralisateur de f darRir (P?(C)) contient un
sous-groupe d’indice fini qui est abélien, libre et de rani@ireur ou égal 8.

6. ALTERNATIVE DE TITS

Dans cette partie, nous montrons I'alternative desipour les groupes d’au-
tomorphismes des variétés kahlériennes compactes aiusug théoreme C
concernant l'alternative deITs pour les transformations birationnelles des
surfaces.

6.1. Remarques concernant l'alternative deTITs. La suite des groupes dé-
rivés d’un groupés est définie par la récurrené®(G) = G, D1(G) = [G, G|,
Dn+1(G) = D1(Dn(G)). Un groupeG est résoluble s'il existe un entiertel
queDp(G) soit réduit a I'élément neutre ; la longueur de résolubdiéés est

le plus petit entien tel queD,(G) soit réduit & I'’élément neutre. Un groupe est
virtuellement résoluble s’il contient un sous-groupe héisie d’indice fini. La
longueur de résolubilité virtuelle de est alors définie comme le minimum des
longueurs de résolubilité des sous-groupes d’indice filbd®oute extension
d’un groupe résoluble par un autre est résoluble et il en va@me pour les
groupes virtuellement résolubles, comme le montre le lesunant.

Lemme 6.1. Soit G un groupe de type fini. Supposons que G soit une exten-
sion d’'un groupe virtuellement résoluble R de longueur r parautre groupe
virtuellement résoluble Q de longueur g :

1-R—-G—-Q—1
Alors G est virtuellement résoluble de longueur inférienmeégale a g+ 1.

Démonstration Quitte a changef en I'un de ses sous-groupes résolubles
d’indice fini, nous pouvons supposer qRest résoluble de longueqr SoitRy
un sous-groupe de résoluble, de longueuret d’indice fini. Soit{gs, ..., gk}
une partie génératrice finie @ Le groupe

i=k

Ri=(giRog; *

i=1
est distingué danG, résoluble (de longueur inférieure pet d’indice fini dans
R
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SoitG; le groupeG/R;. Le groupeG; est une extension d@ par le groupe
fini R/Ry: 1 — (R/R1) — G — Q — 1. Soitco: G — Aut(R/Ry) le mor-
phisme associé a I'action d& sur (R/R;) par conjugaison. Le noyau de ce
morphisme est un sous-groupe d’indice 3§ dansG;. Ce groupeG; inter-
secte(R/Ry) sur un sous-group@ de G, contenu dans le centre @. Ainsi,
G2 est une extension centrale d’un groupe abélien fini par uapgroésoluble
de longueur, doncG; est résoluble de longueur inférieurg & 1.

Considérons maintenant le sous-groi@ede G, image réciproque d&;
par la projection canonique desurG;. Ce groupe est d’indice fini dari et
est une extension d&, parG,. C’est donc un sous-groupe résoluble d’indice
fini dansG et de longueur inférieurerat- q+ 1. O

Un groupeG « vérifie I'alternative de Trs » si tout sous-groupe de type
fini ' dansG contient un groupe libre non abélien ou un sous-groupeubkol
d’indice fini. La proposition suivante se déduit facilemdaiemme précédent.

Proposition 6.2. Si G, et & satisfont I'alternative deTITs, et si G est une
extension de @par Gy, alors G satisfait I'alternative dg'ITs.

6.2. Surfaces irrationnelles. LorsqueX est une surface complexe compacte
kahlérienne irrationnelle, ou biex est réglée ou bien la dimension deK
DAIRA de X est positive. Dans le premier casjsi X — B est la fibration as-
sociée au réglage, le groupé (X) est une extension virtuellement abélienne
dePGL (2,91 (B)) (voir le paragraphe 4.1.2), et I'alternative der$ découle
de la proposition 6.2. Dans le second das,X) est conjugué @dut (Xp) ou

Xp est 'unique modele minimal d¢ (voir le 84.1.1). Il suffit donc d’appliquer
le théoréme suivant pour conclure.

Théoréme 6.3.Si M est une variété complexe compacte kahlérienne, sopgrou
d’automorphismes satisfait I'alternative deTs.

DémonstrationLe groupeAut (M) agit sur la cohomologie dil, ce qui dé-
termine un morphisme da&ut (M) dansGL (H*(M,Z)), ot H*(M,Z) est la
somme directe des groupes de cohomologidvideDans [48], LEBERMAN
montre que le noyau de ce morphisme est un groupeeledmplexe n’ayant
gu’un nombre fini de composantes connexes et que sa compasamiexe
Aut®(M) est une extension d’un tore complexe compact par un growge al
brique complexe. La proposition 6.2 et I'alternative desclassique montrent
donc le résultat. O

6.3. Une alternative faible pour les isométries dé”. Dans ce paragraphe,
nous montrons une alternative der¥ faible, inspirée de [56], pour le groupe
O (1,) des isométries de I'espace hyperbolique de dimensionéififi

Fixons les notations, qui sont celles de la partie 3.4, mas din cadre gé-
néral. Soitz un espace de HBERT séparable. Considérons le produit scalaire
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défini surz par la formule

[ee]

X == 5

ou les corrdonnées sont relatives a une base hilbertienne fixée une fois
pour toutes. Le cone de lumiére deest 'ensemble des vecteuxssatisfai-
sant(x|x) = 0. On choisit alors 'une des deux nappg$ de I'hyperboloide

{xe€ z | (x|x) =1} etI'on munit cet espace de la distance définie au paragraphe
3.4. L'espacél™ est un espaceAT(—1) complet. C’est donc un espace hyper-
bolique au sens de ®Rbmov. Nous noteron®H* son bord : il s'identifie au
projectifié du cbne de lumiere de

Théoreme 6.4.Soitl" un sous-groupe dé (1,). SiT" contient une isométrie
hyperbolique fou bienl" contient un groupe libre non abélien, ou biEriixe
un ou les deux points fixes de f au bordHfe Sil” ne contient pas d’'isométrie
hyperbolique, alor$ fixe un point déi” UJH®.

Remarque 6.5.Dans le cas d’'un groupe de transformations birationnelles
I agissant sufl®(S), les points fixes construits appartiennent &(S), car
zT(S) estinvariant sous I'action de

Démonstration (suggérée parPAULIN, voir [56] et[37]). Supposons qué
contienne deux isométries hyperboligdest g dont les points fixes au bord de
H> sont distincts deux-a-deux. L'argument de ping-pong neoqtril existe
deux entiers etmtels quef" etg™ engendrent un sous-groupeldsomorphe
au groupe librd=.

Supposons quE contient au moins une isométrie hyperboligueSoit a
(resp.w) le point fixe répulsif (resp. attractif) deau bord det”. S’il existe un
élémenh derl tel que{h(a),h(w)} et{a,w} soient disjoints, alor§ ethfh~1
sont deux isométries hyperboliques auxquelles on peutouepl'argument
précédent. Dans le cas contraire, c’est fuee le doubleton{a, w} ou I'un
des deux points de ce doubleton; ainsi, il existe un souspgrael” d’indice
deux qui fixea ou w.

Supposons maintenant gliecomporte deux isométries paraboliquestg
dont les points fixesi(f) et a(g) sur le bord deH™ sont distincts. Choisis-
sons deux éléments du cdne de lumiérezdeencore noté&(f) eta(g), qui
représentent ces deux points du bordHie Soitl un point dez satisfaisant
(a(f)|ly <0et{a(g)|l) > 0. Lhyperplan dez orthogonal & coupeH® sur un
sous-espack qui séparei(f) dea(g). Il existe alors un entien et un entier
mtels quef™(L), f~™(L), g"(L) etg~"(L) soient comme dans la figure 6.3.
Lisométrie fMg" a alors deux points fixes au bordH& : un point fixe attractif
dans la zone entourée pfF(L) et un point fixe répulsif dans la zone entou-
rée parg "(L). Cette isométrie est donc hyperbolique et I'on peut applitpie
premier argument pour montrer que le groupe engendré pag contient un
groupe libre.
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fm(L) f-m(L)

FIG. 1. Dynamique pour deux isométries paraboliques a points

fixes distincts. Le sous-espade coupeH® en 2 demi-espaces. Liso-
métrie f™ et son inverse envoient le demi-espace le plus sombre sur
les deux zones sombres prochesidé) (le modéle de BINCARE est
utilisé pour la figure).

Lorsquel” contient au moins une isométrie parabolique, nous obteslons
I'alternative : ou bien™ contient un groupe libre non abélien, ou bierixe
un point du bord deH® qui est I'unique point fixe de toutes les isométries
paraboliques d€.

Il reste a traiter le cas ou tous les élément§ dent elliptiques ; c’est le cas
le plus délicat. Le lemme 35 et la preuve du corollaire 36 dapithe 8 de [37]
montrent que : ou bien 'orbite de tout poixtde H* est bornée, et en ce cas
le lemme du centre ([20], page 37) montre diuxe un point deH”, ou bien
'ensemble limite dé” est réduit & un point, €t fixe donc un point du bord de
H®. Ceci termine la démonstration du théoréme. O

Remarque 6.6.Telle que présentée dans [37], la preuve du lemme et du corol-
laire que nous venons d’utiliser nécessite une hypothés®mupacité locale

qui n’est pas satisfaite par 'espad€. Plus précisément, le lemme 35 du cha-
pitre 8 de [37] utilise le corollaire 22, donc en fait I'imgpdition (i) = (i)

de la proposition 21 qui, a son tour, nécessite de montrertoute quasi-
géodésique est a une distance bornée d’'une géodésique.deetiere pro-
priété est valable darnd®, par la méme preuve que dans les espdfeen
utilisant queH™ est complet, mais elle n’est démontrée dans [37] que pour des
espaces localement compacts.
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6.4. Groupes de DE JONQUIERES et automorphismes. Avant de montrer
le théoreme C, nous résumons quelques propriétés contdesaautomor-
phismes des surfaces rationnelles et le groupeed#@NQUIERES Il s’agit de
préliminaires un peu techniques.

6.4.1. Le groupe d®E JONQUIERES Le groupe d®E JONQUIERESJonq est
le groupe des transformations birationnellegPdéC) x P1(C) qui préservent
les fibres de la projection sur le premier factauyr, P1(C) x PX(C) — PY(C).
Ses éléments sont donc de la fore,y) = (A(X),B(x)(y)) ou A est un élé-
ment dePGL (2,C) et B est un élement d@GL (2,C(x)). Le groupelJonq
s’identifie ainsi au produit semi-direct

Jong = PGL(2,C) x PGL(2,C(x)).
Appliquant la proposition 6.2, nous obtenons le lemme suiva
Lemme 6.7. Le groupe debE JONQUIERESVérifie I'aternative deTITs.

Remarque 6.8. 1.— SoientSune surface rationnelle &t S— B une fibration
rationnelle deS. Il existe alors une transformation birationnedleS— P1(C) x
PY(C) et un isomorphismg : B — P1(C) tels quen o 1= Ty o €. Ainsi, tout
sous-groupe dBir (S) permutant les fibres deest conjugué a un sous-groupe
delJong.

2.— Considérons le groupe des automorphismes algébriquésdg!(C).
PuisqueC ne contient pas de sous-variété complexe compacte de donens
1, les fibres de la projection s@ sont permutées entre elles par I'action de
Aut (C x P1(C)). Ce groupe et, de maniére analogue, le grofpe(C* x
PY(C)) se plongent donc dans le groupenie JONQUIERES

6.4.2. Automorphismes isotopes a l'identité.

Lemme 6.9. Il existe un entier M tel que les propriétés suivantes sougnat
rifiées pour toute surface rationnelle S et tout sous-grodgéype fini G de
Aut(S):
(i) si G estfini il contient un sous-groupe résoluble d’irelirmajoré par M ;
(i) si G est virtuellement résoluble et ne contient que de®morphismes
virtuellement isotopes a I'identité, G contient un soustge résoluble de
longueur de résolubilité inférieure a M et d’indice majorérM.

Pour M on peut prendre la constante?68 360Q Avant de montrer ce
lemme, signalons qu'’il s’agit de propriétés classiques fEsgroupes linéaires.
Par exemple, le premier point est un théoreme @rDAN : pour tout entier
positif n, il existe une constanten) tel que tout sous groupe fini @& (n,C)
contienne un sous-groupe central abélien d’'indice indiérdek(n).

Remarque 6.10.Dans ce qui suit, nous utiliserons que tout sous-groupe fini
de PGL (2,C) contient un sous-groupe abélien distingué d’indice iefdria
60 (voir [45], corollaire 2.13.7, pour la classification dgsupes de MBIUS
finis). De méme, 95 est un sous-groupe virtuellement résolubl®@é (2,C),
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alorsG contient un sous-groupe résoluble distingué d’indiceriaté a 60 dont
la longueur de résolubilité est inférieure ou égale a 2

Démonstration de (i)Le point (i) résulte dus, A, BA de la classification des
sous-groupes finis dgir (P2(C)). Si G est un tel groupe, il préserve une fibra-
tion méromorphat: P?(C) --» P1(C) dont les fibres sont rationnelles ou el-
liptiques. Il existe donc un morphisnpede G dansAut (P(C)) tel quep(g) =

Tto g pour toutg dansG. L'image deG est un sous-groupe fini d&GL (2,C).
Elle contient donc un sous-groupe abéligd’indice majoré par 60Lorsque la
fibration est rationnelle, le noyau geest un sous-groupe fini dGL (2,C(x)).
Mais tout sous-groupe fini d&GL (2, C(x)) se plonge en un sous-groupe fini de
PGL(2,C) (par spécialisation de la variabi et contient donc également un
sous-groupe abélien central d’'indice majoré parl&tnage réciproque déy
dansG parp contient donc un sous-groupe résoluble d’indice inféri(@0)?.
Lorsque la fibration est elliptique, le noyau geontient un sous-groupe abé-
lien d’indice inférieur a 12 et le méme argument s’applique. O

Avant de démontrer le second point, remarquons que I'existé’une telle
constanteM est facile a établir pour le groupe @& JONQUIERES Jonq =
PGL(2,C) x PGL(2,C(x)), et donc aussi pour les groupast (C x P1(C)) et
Aut (C* x PY(C)).

Remarque 6.11.Si G est un sous-groupe dait (C?), le théoréme 2.4 de [47]
montre queG satisfait I'une des trois propriétés suivantds):G est contenu
dans le groupe affin&ff (C?) ou le groupeEl (C?) des automorphismes po-
lynomiaux qui préservent la fibration par droites horizteggce groupe est
résoluble, de longueur 3)ji) G contient un groupe libre non abéliefiii)

G est isomorphe au produit semi-direct degpar un groupe fini cyclique. En
particulier, siG est virtuellement résoluble, aloBcontient un sous-groupe ré-
soluble d’indice inférieur & 60 dont la longueur de résdltéest inférieure a3
Une propriété analogue s’obtient sans difficulté pour lesigesAut (C x C*)
etAut (C* x C¥).

Démonstration de (ii)Dans ce qui suit, nous utiliserons les résultats rappelés
au paragraphe 4.2.1. Dorénavant, le groGpest un sous-groupe de type fini
résoluble deAut (S), ou S est une surface rationnelle, et tous les éléments de
G sont virtuellement isotopes a l'identité. NotoBsg l'intersection deG avec
Aut®(S), Gg I'adhérence de Eriski deGg dansAut®(S) etG; la composante
connexe de lidentité danGg. Si G; est réduit a lidentité, c’est qué est
isomorphe a un sous-groupe fini d’'une surface rationnefieégultat découle
alors du premier point. Nous pouvons donc supposer que lardiion deG;
est supérieure ou égale a 1

Considérons maintenant le dernier sous-groupe dériv& apii ne soit pas
réduit a I'identité. Ce groupe abélien, n@e, est un sous-groupe ded.com-
plexe connexe daut(S) de dimension strictement positive. Notd@da qua-
driqueP(C) x P1(C). D’aprés [9], pages 87-88, il existe un changement de
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variable birationnet : S--» Q tel quesG,e ! soit un sous-groupe deut %(Q).
Le groupeG est alors conjugué au sous-grog®e ! deBir (Q).

Puisques agit par conjugaison sur son sous-groupe distir@uéGe 1 agit
par conjugaison sweG,e 1. Si f est un élément deGe 1 et @ est un élément
deeGye1, il existe donc un autre automorphismjec £Ge 1 tel quef o p=
Yo f. Toute courbe contractée pérest doncg-invariante. Ceci montre que
£Ge~ 1 stabilise les courbes contractées par les élémergGee’ C Bir (Q).
Ainsi,

e ou bien les orbites deG,e~1 sont confinées dans des courbes algébriques
et, en ce cassGe~! préserve une fibration rationnelle ; le grougee 1 est
donc isomorphe a un sous-groupeldeq (voir la remarque 6.8) et le résultat
cherché en découle;

e ou bien I'ensemble des courbes contractées@ar?! est formé d’au plus
deux verticales{x} x P1(C) et deux horizontale®!(C) x {x}; en ce cas,
le groupesGe~! est isomorphe & un sous-groupe lt@q, de Aut(C?), de
Aut (C* x C) ou deAut (C* x C*) et la remarque 6.11 conclut la démonstra-
tion. O

6.5. Alternative de TITs pour le groupe deCREMONA. Nous sommes main-
tenant en mesure de démontrer I'alternative despour le groupdir (P?(C)),
ce qui terminera la preuve du théoréme C.

Soit I un sous-groupe de type fini dir (P?(C)). Le groupel” se plonge
donc dans le groupe des isométriesz@®?(C)) et nous identifierons a son
image dans les isométries dgP?(C)); ceci permet donc aussi d'identifier
" & un sous-groupe du group1, ) des isométries dE”. L'alternative de
TiTs faible pour les isométries dé* permet alors de supposer que I'une des
situations suivantes est satisfaite (voir le théoreme:6.4)

() T fixe un pointx a l'intérieur deH™.

(ii) le groupel” ne contient pas de transformation hyperbolique, ne fixe pas

de point a l'intérieur dé&*, mais fixe un point du bord d&®.

(i) T contient un élément hyperboligueet, quitte a remplacdr par un
sous-groupe d’indice au plus Run des deux points fixea de f est fixé
parl .

(iv) T contient un groupe libre non abélien.

Il s’agit désormais d’étudier les trois premieres situadiole cas elliptiquéi),
le cas paraboliquéi) et le cas hyperboliqu@ii ).

6.5.1. Situation elliptique.Supposons quE fixe un pointx deH”. Puisqud™
est de type fini, la proposition 3.10 montre duest conjugué a un sous-groupe
des automorphismes d’une surface rationngllee théoreme 6.3 montre alors
querl satisfait I'alternative de IIrs.

6.5.2. Situation parabolique et stabilisateurs d’'une classe ri&cons nous
maintenant dans la situatidii ). L'ensemble limite dd” est donc réduit a un
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singleton{a} c dH". Soitl un élément de (P?(C)) qui déterminex ; puisque
I" ne contient aucune isométrie hyperbolique, chaque éléyuait fixe | :

Wwerl, yl)=I. (6.1)

Proposition 6.12. Soitl" un groupe de type fini. S’il existe un élément non nul |
de z ™ (S) qui est fixé paf, I'une des deux propriétés suivantes est satisfaite :
(a) il existe une transformation birationneltg: S --+ S et une fibration

elliptique ou rationnellert: S — B dont les fibres sont permutées par
¢ loloq;
(b) il existe une transformation birationnelig: S --+ S et un sous-groupe
d’indice fini o dansl™ tel que@ o Moo @soit contenu dandut®(S).
Dans les deux ca$, vérifie I'alternative deTITs.

Démonstration en présence d’un élément paraboligi€. contient un élément
paraboliquey, | est proportionnel a la classe du fibré en droites associé a
'unique fibrationy-invariante. L'équation 6.1 montre alors que cette fibratio
estl-invariante. Il reste a voir que l'alternative deTF est satisfaite.

Siy est un twist de ALPHEN, la fibration est elliptique et le groupeest
virtuellement abélien (voir le 85.2). $iest un twist dedE JONQUIERES la fi-
bration est rationnelle €test isomorphe a un sous-groupeldeq . On conclut
al'aide du lemme 6.7. O

Ceci ne termine pas la démonstration de la proposition] sarpgeut a priori
guel ne contienne aucun élément parabolique. Nous aurons beéansce
cas de la construction suivante.

6.5.3. Graphes duaux et éclatementSoitD = Y a;E;, & > 0 pour touti, un
diviseur effectif a croisements normaux dont les comp@saintéductbles sont
des courbes rationnelles lisses. Spile graphe dual d®, i.e. le graphe d'in-
cidence des courb€3 : les sommets dg sont en bijection avec les courb@s
et les aretes joigna@; aC;j, i # j, sont en bijection avec les points d’intersec-
tion deC; avecC;. Le grapheg est un graphe fini non orienté. La donnée du
diviseurD permet alors de munig d’une distancelist; définie en imposant
que la longueur de toute arete joignant deux courbes adgs@net Cj est
égale a

1
aaj
Si I'on éclate un poinp de D, la transformée total®’ de D fait apparaitre le
diviseur exceptionndt avec multiplicités; si p appartient a une unique courbe
Ci, eta +a; si p est a l'intersection d€; etC;. Dans le premier cas, le graphe
G' de D’ s’obtient en ajoutant un sommEtet une unique arete de longueur
1/a? reliantE aCi ; dans le second cas, un somriegst ajouté sur 'aréte de
G déterminée pap, et ce sommet découpe I'arete en deux nouvelles arétes

dist; (Gi,Cj) =
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[Ci,E] et[E,Cj] de longueurs respectives

1 1
- et —
a(a+a;) aj(a +aj)

En particulier, la distance ent@ etC; calculée dang est égale a celle cal-
culée dang;’.

Considérant I'ensemble des éclatements possibld3 (lecompris infini-
ment proches), nous obtenons ainsi une famille de graphsésdont nous
pouvons prendre la limite injective. Nous noterand’espace limite. Cet es-
pace métrique est muni de structures supplémentaire@d siésigne I'union

des sommets des graphes figis anrs?Q est une partie dénombrable dense

deg telle que
(i) ¢ alocalement une structure d’arbre réel dont I'union destsale bran-
chement coincide aveg,
(ii) la structure deR-arbre locale de& induit une structure locale d@-arbre
surg o
Le lecteur pourra consulter les chapitres 3 et 6 de [32] pnardémonstration

de ces résultats, I'article de revue [53] pour les actiongrdepes sur leg\-
arbres, et [38] pour une situation proche de celle que naukaéts.

6.5.4. Démonstration de la proposition 6.1Reprenons donc maintenant les
hypothéses de la proposition 6.12 en supposant de sura®it ge contient
gue des éléments elliptiques. La proposition 3.10 permetuggposer qué
est un élément d&(P?(C)) ® R. Nous pouvons donc conjuguEra un sous-
groupe deBir(S) ou S est une surface rationnelleappartient aNS (S) ® R

et (I|l) > 0. Les courbed<; de S contractées par un €lément Besont donc
orthogonales & (voir la proposition 3.8 et la remarque qui 'accompagne) :
(I|E;j) = 0. Ainsi, ou bienl est proportionnel a la classe du fibré en droites
associé a une fibration rationnelle, ou bien lgssont en nombre fini. Dans
le premier cas, la fibration rationnelle €stnvariante " vérifie donc 'alterna-
tive de TiTs et la proposition 6.12 est démontrée. Nous pouvons donmsepp
gue les courbes contractées ..., Ex sont en nombre fini et d’auto-intersection
négative ou nulle. Soih 'union des courbeg; ; le groupel” agit biholomor-
phiqguement sug\ A.

Soit W le sousZ-module deNS (S) engendré par les classes des courbes
contractéeg; ; W est contenu dans I'orthogonal HeSi la forme d’intersection
est définie négative en restrictioN\a le critére de contraction de MMFORD-
GRAUERT permet de conjugudr a un groupe d’automorphismes (voir la dé-
monstration de la proposition 3.10), et I'on conclut a laidu théoréme 6.3.
Si la forme d’intersection n’est pas définie négative enriaiin aW, c’est
quel? = 0 et queWw intersecte la droit®l sur un diviseur effectiD, unique a
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multiplication prés par un entier positif. Nous noterons
m
D= ZaaEi, EiCh, a2>0,
i=

la décomposition d® en composantes irréductibles; quitte a diviagpar
leur plus grand diviseur commun et a contracter les cough@®ur lesquelles
aj = 0, nous pouvons supposer que &gssont strictement positifs et premiers
entre eux dans leur ensemble.

Nous adaptons maintenant un argument issu de [38]. Pouncetanoterons
G le graphe associé au diviseDr

Notonsg la limite inductive des grapheg’ ainsi construits lorsqu’on consi-
dere toutes les surfac&dominantS qui sont obtenues en éclatant les points
d’'indétermination d’éléments dE. Cet espace métrique est localement un
arbre réel, de valence infinie a priori, dont 'ensemble dastp de branche-
ment forme localement u@-arbre?Q. Cet espace est plus petit que I'en-

sembleg défini au paragraphe précédent car nous n’éclatons que dgs po
d’'indétermination d’éléments de. Puisquel est une class€-invariante, le
groupel” agit sur cet arbre par isométries.

Notons gu’avec les hypothéses en cdurge peut avoir de point fixe global
dansEQ. Par construction, en effet, chaque élémmeEQ correspond a une
courbeE (dans une surfac® dominantS) qui est contractée sur un poimpar
au moins un élémemg del . Le pointe n’est donc pas fixé pay: son image
correspond a une courbe irréductible obtenue apres édatemeS au-dessus
du pointg.

Sigestun élément de, g est elliptiqgue, dong est birationnellement conju-
gué a un automorphisnm d’'une surfacesy, et un des itérég'(‘)(g) de gp est
isotope a l'identité. Vue dan%, la transformée totale d& est une union de

courbes rationnelles qui sont fixées gé(lg). Ceci montre que chaque élément
gdel posséde au moins une orbite finie, de longueur divik@y)t dans?Q.

Supposons maintenant qgeest un arbre. Dans ce cag,est un arbre réel
etg g, est unQ-arbre. Puisque chaque élémgrdel” a une orbite périodique

dansEQ, chaque élément de y a un point fixe. Commé est de type fini,

le corollaire 2 de [58], 86.5, page 90, montre diuéxe un point deEQ. Ceci
contredit les affirmations précédentes.

Supposons maintenant que le groupe fondamental du graphg ést iso-
morphe aZ. En ce cas, il existe un unique lacet fermé sans aller retaws da
G engendrantt (G ), appelé coeur dg et notéC(g ), sur lequelg se rétracte
par déformation. Utilisant a nouveau que tout éléngahé " provient d’'un au-
tomorphisme virtuellement isotope a I'identité, nous eduigons que le coeur
estl-invariant. Le groupé agit donc par isométries sur la limite des graphes
finis C(g’), c’est-a-dire sur un cercl8' contenu dang . Nous obtenons ainsi
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une action du groupe de type finipar isométries du cercle, dont tous les élé-
ments ont une orbite finie. Ceci montre qu’un sous-groupweite fini dand”
agit identiguement sur ce cercle. Ce sous-groupe fixe chemude du coeur
C(g), et vérifie donc la propriété) de la proposition 6.12.

Lorsque le groupe fondamental deest un groupe libre non abélien, un sous
groupe d’indice fini dd™ agit trivialement sun (g ). Largument précédent
s’appligue a ce sous-groupe, ce qui permet de conclure.

Ceci termine la démonstration de la proposition 6.12, etdmtle de I'al-
ternative de Trs lorsquel’ ne contient pas d’élément hyperbolique.

6.5.5. Situation hyperboliqueSupposons enfin gque contient une isométrie
hyperboliquef et que I'un des points fixea € dH” est fixé parl. Soit |
un élément dez (P?(C)) qui détermine le pointt de dH®. Soit D la droite
RI. Puisque cette droite est invariante sous l'actiom d@ous obtenons un
morphisme dé vers le groupe abélieGL (D) = R*. Le noyaul o de ce mor-
phisme ne contient aucune isométrie hyperbolique. A prigrin’est pas de
type fini. Cependant, par les étapes précédentes et le pphag6.4, il existe
une constant® telle que tout sous-groupe de type fini ddrscontient un
sous-groupe résoluble d’indice inférieuivadont la longueur de résolubilité
est inférieure M. Ceci montre qué& est résoluble.

7. APPLICATION

7.1. Groupes de torsion. DansGL (n,C), tout groupe de torsiof est rela-
tivement compact, donc contenu dans un conjugué du grouiparan(voir
les théoremes deCHUR, [19]). Le théoréme suivant montre a la fois que cet
énoncé n’a pas d’analogue au sein du grouperEMDNA, que la proposition
3.10 ne peut étre étendue a des groupegli ne sont pas de type fini, et que
I'hypothése 4~ est de type fini » est cruciale dans 6.5.4.

Théoréme 7.1(WRIGHT, [59]). Il existe un sous-groupe G dait [C?] - donc
de Bir (P?(C)) - isomorphe au groupe abéligd/Z tel que la fonction degré
g+— deg(Q), ne soit pas bornée sur.G

Dans le cas des groupes de type fini, nous disposons du tésii@nt.

Théoréme 7.2.Soit S une surface complexe compacte kahlérienne. Tout sous
groupe de torsion d8ir (S) de type fini est fini.

Démonstration.SoitG un tel groupe. Par I'alternative deTs, G est virtuelle-
ment résoluble. Comme tout groupe de torsion résoluble stpdefini est fini,
le groupeG est fini. O

7.2. Groupes résolubles.L’alternative de TTsS et la partie 5 permettent aussi
de décrire les sous-groupes résoluble8a¢S) qui ne sont pas virtuellement
abéliens (voir [12] pour une preuve et des compléments).
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Théoréme 7.3.Soit S une surface complexe compacte kahlérienne. Si G est un
sous-groupe de type fini d&r (S) qui est résoluble et sans torsion, il existe un
sous-groupe d’indice fini de G qui est abélien ou qui préservéeuilletage.

Par exemple, la transformatioia de I'exemple 2.1 et les translations du
toreE x E engendrent un groupe résoluble non nilpotent préservdeatike-
tage stable et le feuilletage instablefddes exemples analogues peuvent étre
construits a I'aide de transformations monomiales a lagptied a.

8. ANNEXE : DYNAMIQUE ET CENTRALISATEUR

8.1. Le cas des diffetomorphismesSoit S une surface complexe dt une
transformation holomorphe d& Soit q un point périodique de périodepour

f. Nous dirons que est hyperbolique si une valeur propre de la différentielle
dech'f a un module strictement plus grand que 1 et 'autre un modritges
ment plus petit que.INous noteron®\3 .(q) etWg.(q) (respWs(q) etW'(q))

les variétés stables et instables locales (resp. globddesienq.

Soitg un difffomorphisme holomorphe @&xqgui commute aved. La trans-
formation g permute les points périodiques hyperboliqgues de période
f. Si cet ensemble de points périodiques est fini, de cardipatrictement
positif, alors le sous-group®& de Cent (f,Aut(S)) consituté des difféomor-
phismes deS qui fixent chacun de ces points est d’indice inféridlyt dans
Cent (f,Aut(S)). Les variétés stables et instables de chacun de ces mpints
sont également invariantes sous I'actionfge

Fixons maintenant I'un dell; pointsg. La variété instabl&Vv'(q) (resp.
WS(q)) est paramétrée par une application holomorphe injeégjveC — S
(resp.&q) satisfaisanig(O) = g (resp.&q (0) = ). On dispose donc d’un mor-
phisme

q { Ax — C"xC*
"l 9 — a(@=(a(g),a7(9))
tel queZ, (a(9)2) = 9(&; (2)) et &g (a* (9)2) = 9(£4(2)) pour tout nombre
complexez.

Lorsque l'union des variétés stables et instables)aest ZaARISKI-dense
danss, la restriction de tout élémenf c A, aux germesh?.(q) et W5 (q)
détermine entierement la transformatgrS— S, si bien quex est injectif. En
particulier,Ax est abélien e€ent (f,Aut (S)) contient un sous-groupe abélien
d’indice inférieur a(Ny!).

Considérons le sous-ensemBlele C x C constitué des couplds,y) pour
lesquels (x) est égal & (y) et montrons qué est un sous-ensemble discret
deC x C. Soit (x,y) un point deA etmle point deS défini parm = &g (x) =
Ear(y). Dans un voisinage suffisamment petitrdeles composantes connexes
deWs3(q) etW"(q) contenantn sont deux sous-variétés complexes distinctes.
Elles ne peuvent donc s’intersecter qu'un nombre fini de ibiexiste ainsi
un voisinageu de x et un voisinagey dey tels que&g (u) et &j(v) ne
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s’'intersectent qu’au poimh. Le point(x,y) est donc 'unique point d& dans
l'ouvert u x ¢, ce qui montre qué\ est discret. Par ailleurs, 'ensembte
ne coupe les axef0} x C et C x {0} qu'au point(0,0) car&j et &; sont
injectives.

Proposition 8.1. Soit f un difféomorphisme holomorphe d’'une surface com-
plexe connexe.Supposons qu’il existe un entier k tel que
() 'ensemble des points périodiques hyperboliques de pélede k est
fini et non vide,
(i) pour 'un de ces points périodiques tgs variétés stables et instables
s’intersectent en au moins un point distinct de g
Le groupe cycligue engendré par f est alors d’'indice fini dengroupe des
difféfomorphismes holomorphes de S qui commutent avec f

Démonstration.Conservons les notations employées jusqu’a présent aisioto
A limage du groupeAx par le morphismex. PuisqueW—(q) et W' (q) se
coupent ailleurs qu’eq, ces deux « variétés » se coupent infiniment et forment
un ensemble ZrisKI-dense, au sens ou il existe un voisinagele g tel que
toute fonction holomorphe su qui est nulle suW™(g) N« est identique-
ment nulle. Nous pouvons donc affirmer que le morphisnest injectif et que
'ensembleA est une partie discrete et infinie @ex C qui est invariante sous
I'action diagonale dé.

Soit A l'adhérence deA dansC* x C*. Puisque/ est discret\ est A-
invariant. SiA n’était pas discretA contiendrait un sous-groupe a un parametre
non trivial de la forme — (€', V). Puisque\ est discret, I'une des trois pro-
priétés suivantes devrait alors étre satisfaite) A = {(0,0)}, (ii) u=0 et
N C C x {0}, ou(iii) v=0 etA C {0} x C. Ceci est impossible cax est infini
et ne coupe pas les axes de coordonnées. Alngie contient aucun sous-
groupe a un parametre non trivial &est discret. En particulieA contient un
sous-groupe abélien lib#® d’indice fini de rang au plus.2

L'automorphismef K engendre un sous-groupe cyclique infiniAjeLe rang
de A’ est donc minoré par 1 et, s'il vaut 1 engendre un sous-groupe d’indice
fini de Cent (f,Aut(S)). Il suffit donc de montrer que le rang dé ne peut
étre égal a 2Si c’était le casA’ serait un sous-groupe discret et cocompact de
C* x C*; le point(0,0) serait donc une valeur d'adhérence/de&eci contredit
la discrétude dé et termine la preuve. O

Corollaire 8.2 (Théoreme de Amy renforcé, voir [47]) Soit h un automor-
phisme de typ#lENON du planC2. Le groupe cyclique engendré par h est
d’indice fini dans le groupe des biholomorphisme&deyui commutent a.h

Démonstration.Si k est suffisamment grant,posséde un nombre fini stricte-
ment positif de points périodiques hyperboliques de périadbnt les variétés
stables et instables se recoupent (voir [4]). O
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Théoréme 8.3.Soit f un difffomorphisme analytique d’'une surface réelle,
compacte et connexe Si I'entropie topologique de f est positive, le centrali-
sateur de f dans le groupe des difféomorphismes analytidgEsest virtuel-
lement cyclique.

DémonstrationD’aprées [46],f posséde des points périodiques hyperboliques
dont les variétés stables et instables se recoupent et@onZdrISKI-denses,

au sens ou toute fonction analytique nulle le long de cegtériest identique-
ment nulle. Soig un tel point périodique, sok sa période, et sog: R — X

une paramétrisation d&Y(q) qui linéarisef¥. Sig commute af et préserve,
alorsg préservéVY(q) et est également linéaire le long &¢). Le paragraphe
précédent s’appliqgue maintenant mot a mot. O

Cette stratégie s’applique en dimension plus grande, ehiftowne explica-
tion dynamique heuristique au théoréme principal de [26ir(\M.2]).

8.2. Dynamique des transformations rationnelles et centraliseeur. Soit f
une transformation birationnelle d’une surface projectiemplexes pour la-
quelleA(f) > 1. D’apreés le paragraphe 2.2, nous pouvons supposef @s¢
algébriguement stable, ce qui signifie que les orbitesipesit"(x), n > 0, des
élément de Ind f 1) n’intersectent pas Ind). Nous dirons que satisfait
la « condition de BEDFORD et DILLER » sila somme

Z}}\ ~log (dist(f"(x), Ind(f)))

est une somme finie pour tout pote Ind f~1). On remarquera que cette

condition est vérifiee de maniére triviale fsiest un automorphisme ou si les

points d’indétermination dé ! ont une orbite positive finie ; cette condition

« générique » n'est pas toujours satisfaite (voir [3], psitian 4.5, et [31]).
Nous dirons qu’un poingl de Sest un point périodique dede périodek si

f et ses itérég?, ..., f* sont holomorphes sur un voisinagedesi f<(q) = q

et sif!(q) est distinct dey lorsquel est compris entre 1 &-— 1. Les notions de

point périodique hyperbolique et de variété stable ou bistlmcale s’étendent

de maniére similaire. Les variétés stables et instablémgée sont définies par

U f Ioc

nezZ

ol 'on prend ici 'union des transformées strictes/g. (q) par f; W—(q) et
W (q) sont les prolongements analytiques des geMigs(q) etW.(q). Ils
sont paramétrés par des applications holomorﬁﬁesc — Senvoyant l'ori-
gine surq et réalisant un biholomorphisme local d’'un voisinage dedine
sur la varleté/\llffc(q). Ces applications peuvent ne pas étre injectives : si une
courbeE est contractée pdr sur un pointp et siw*(q) coupeE | fois, alors
W(q) passé fois par le pointp (voir les figures de [52]).

Le théoréme suivant permet d’étendre la stratégie du paphgrprécédent
aux transformations birationnelles.



35

Théoreme 8.4([5], [10] [3], [28]). Si f est une transformation birationnelle
d’'une surface projective complexe qui est entropique esfsdttla condition

de BEDFORD et DILLER, alors f posséde une infinité de points périodiques
hyperboliques dont les variétés stables et instables smupsmt. Ces points
périodiques s’équidistribuent vers une mesure de proliéditinvariante dont
I'entropie vautlog(A(f)).

Lemme 8.5. Soit g un point péeriodique hyperbolique&t etEgIr les parameé-
trisations de ses variétés stable et instable. L'enserhloles couplegx,y) tels
quegg (x) = &5 (y) est un sous-ensemble discret@e C qui ne rencontre les
axes de coordonnées qu’en l'origine.

Démonstration Soient(x,y) un point deA et mle point&f (x) = &; (y). Les
variétés stables et instables peuvent a priori passer tinéérde fois par le
pointm. Cependant, puisque chacune de ces variétés est I'uniasarae des
fi”(vvlfc(q), il existe deux ouverts: et deC contenant respectivemenet

y et un ouverti’ de S contenanintels queg (u)Nw et&; ()N w sont
deux courbes analytiques distinctes de Quitte a restreindre ces ouverts,
Nous pouvons supposer q{@(fa) eté, (7/) ne se coupent qu'une fois, c’est-
a-dire que(x,y) est le seul point d& dans l'ouvertu x 7. L'ensembleA est
donc discret. Il ne coupe les axes de coordonées qu’a It’mrigialriglr (resp.

&q) ne repasse pas par. en effet,q étant un point périodique hyperbolique,
aucune courbe n’est contractée gyrar un itéré de . O

Proposition 8.6. Soit f une transformation birationnelle d’'une surface pro-
jective complexe SSiA(f) > 1, et si f vérifie la condition d8EDFORD et
DILLER, le groupe engendré par f est d’indice fini dabst (f, Bir (S)).

DémonstrationL'ensemble des points périodiques hyperboliques de pé-
riodek est un ensemble fini. Le théoreme 8.4 permet de choisir uer&mgour
lequel existe un tel point périodiquedont les variétés stables et instables se
recoupent une infinité de fois et forment chacune un ensefnmeski-dense
deS(voir le §8.2).

Soitg une transformation birationnelle @&xui commute aveé¢. SiW™(p)
est une variété instableaiski-dense dd en un point périodique, g est ho-
lomorphe au point générique W™ (p) ; ceci permet de défing par prolonge-
ment analytique le long de toute la vari§¥ (p), méme si celle-ci passe par
les points d’'indétermination dg(en d’autres termes, on considére la transfor-
mée stricte de cette variété mgr Avec cette conventiomg permute les variétés
stables et instables des points périodiques hyperbolidgiésPuisquef a un
nombre finiNg de points périodiques hyperboliques de périkdié existe un
sous-groupdy dansCent (f,Bir(S)) d'indice majoré pafN!) dont tous les
éléments fixent les variétés stables et instaldlesq) etW+(q). Le reste de la
démonstration de la proposition 8.1 s’applique mot a mot. O

Lorsquef ne vérifie pas la conditon deE®FORD et DILLER, On peut encore
démontrer le théoréme B par un argument dynamique (voi).[12]
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