
SUR LES GROUPES DE TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES
DES SURFACES

SERGE CANTAT

RÉSUMÉ. Nous étudions les groupes de type fini agissant par transforma-
tions birationnelles sur les surfaces complexes compacteskählériennes. Nous
montrons (a) que le groupe des transformations birationnelles d’une surface
satisfait l’alternative de TITS, (b) que les actions birationnelles de groupes
de KAZHDAN sur les surfaces sont toutes birationnellement conjuguéesà des
actions homographiques sur le plan projectif et (c) que sif et g sont deux
transformations birationnelles de surfaces qui commutent, alors ou bienf
préserve un pinceau de courbes, ou bien l’un des itérésgm deg, m> 0, coïn-
cide avec un itéréf n de f , n∈ Z.

ABSTRACT. Let S be any compact complex kähler surface andBir (S) the
group of birational transformations ofS. We study the structure of finitely
generated subgroups ofBir (S) and prove three main results : (a)Bir (S) sa-
tisfies the Tits Alternative, (b) if a group with Kazhdan property (T) acts
on a compact kähler surface by birational transformations,then the action is
conjugate to a homographic action on the projective plane, and (c) if f is an
element ofBir (S) which does not preserve any pencil of curves and ifg com-
mutes withf then an iterate ofg coincides with an iterate off . The second
statement provides a positive answer to Zimmer’s conjecture for birational
actions on surfaces.

1. INTRODUCTION

1.1. Transformations birationnelles. Les transformations birationnelles d’une
variété projective complexeM forment un groupe que nous noteronsBir (M).
Ces groupes se situent à mi-chemin entre les groupes linéaires et les groupes de
difféomorphismes des variétés réelles compactes. Pour illustrer ce fait, consi-
dérons le cas oùM est l’espace projectifPk(C).

• Une fois fixé un système de coordonnées homogènes, tout élément f de
Bir (Pk(C)) est déterminé park+ 1 polynômes homogènes de même degré.
Pour se donner un élément deBir (Pk(C)), il « suffit » donc de se donner l’en-
semble fini des coefficients de ces polynômes.

• Si k est supérieur ou égal à 2, il existe des éléments deBir (Pk(C)) définis
par des polynômes à coefficients réels qui induisent des difféomorphismes ana-
lytiques dePk(R) dont l’entropie topologique est strictement positive et dont
la dynamique n’est pas uniformément hyperbolique (voir [57]).
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• Pour toutk ≥ 2, le groupeBir (Pk(C)) contient des groupes de type fini
non linéaires. Par exemple, le groupe des automorphismes extérieurs du groupe
libre Fn se plonge dansBir (Pk(C)) dès quek est suffisamment grand. Pourtant,
Out(Fn) n’est pas un groupe linéaire sin≥ 4 (voir [49], [34]).

Dans cet article, nous considèrerons exclusivement le cas où la dimension
de M est égale à 2. L’exemple principal qu’il faut donc garder à l’esprit est
le groupeBir (P2(C)), encore appelé groupe de CREMONA. Les résultats que
nous obtiendrons concernent la structure algébrique des groupes de type fini
pouvant agir fidèlement par transformations birationnelles sur les surfaces.
Pour cela, nous importerons des idées issues de la théorie géométrique des
groupes, notamment de la théorie des groupes hyperboliquesde GROMOV.

1.2. Rang et groupe deCREMONA. Le rang (réel) d’un sous-groupe algé-
briqueG deSL(n,R) est la dimension maximale d’un sous-groupe abélien de
G diagonalisable surR. Par exemple, le rang deSL(n,R) est égal àn−1 et
celui deSO (p,q) au minimum dep et deq.

Le groupe de CREMONA contient le groupe des automorphismes

Aut (P2(C)) = PGL(3,C),

qui est de rang 2. Le premier but de ce texte est de montrer que les groupes de
transformations birationnelles des surfaces se comportent comme des groupes
linéaires de rang inférieur ou égal à 1, modulo l’unique exception fournie
par PGL(3,C). Ce phénomène peut déjà être observé à l’aide du théorème
d’ENRIQUES et DEMAZURE affirmant que toute action birationnelle « algé-
brique » du groupe multiplicatifC∗×C∗ surP2(C) est conjuguée à une action
par homographies (voir [17], [21] et [2]). Nous étendrons ceprincipe en étu-
diant les groupes de KAZHDAN et les groupes abéliens dénombrables agissant
birationnellement sur les surfaces.

1.3. Groupes deKAZHDAN et espace dePICARD-MANIN . Un groupe dé-
nombrableΓ a la propriété(T) de KAZHDAN si toute action deΓ par isomé-
tries affines sur un espace de HILBERT possède un point fixe. L’exemple le
plus simple de groupe de KAZHDAN infini est sans doute le groupeSL(n,Z),
pourn≥ 3. Le théorème suivant étend un énoncé de DESERTI valable pour les
sous-groupes d’indice fini deSL(n,Z).

Théorème A.Soit S une surface kählérienne compacte. SoitΓ un groupe infini
dénombrable de transformations birationnnelles de S. Si Γ a la propriété(T)
deKAZHDAN , il existe une application birationnelleϕ : S99K P2(C) qui con-
jugueΓ à un sous-groupe deAut (P2(C)).

Les groupes de LIE réels, connexes et simples de rang réel supérieur ou égal
à 2 et leurs réseaux satisfont la propriété(T) (voir [20]). Cet énoncé confirme
donc l’affirmation du paragraphe 1.2 concernant le « rang » deBir (S). Il sou-
tient aussi une conjecture célèbre de ZIMMER suivant laquelle un réseau d’un
groupe de LIE réel, connexe, simple et de rang supérieur strictement àd ne peut
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agir sur une variété compacte de dimensiond : le théorème A démontre cette
conjecture pour les actions birationnelles en dimensiond = 2 (voir le §4.3).

Lorsque la surfaceS n’est pas rationnelle, le théorème A affirme que tout
morphisme d’un groupe de KAZHDAN versBir (S) a une image finie. C’est la
partie facile, le cas difficile correspondant aux sous-groupes deBir (P2(C)). La
preuve que nous exposerons utilise une version asymptotique du théorème de
l’indice de HODGE. Nous verrons en effet queBir (P2(C)) se plonge dans le
groupe orthogonalO(1,∞) des isométries d’un espace de HILBERT pour un
produit hilbertien de signature(1,∞). Cet espace, introduit par MANIN dans
son étude des surfaces cubiques, est la limite inductive desgroupes de PICARD

des surfaces obtenues en éclatant successivement tous les points (même infini-
ment proches) du plan projectif : cet « espace de PICARD-MANIN » jouera un
rôle central tout au long du texte !

L’idée d’éclater le plan indéfiniment pour lever simultanément toutes les in-
déterminations d’une application rationnelle et de ses itérés a déjà été utilisée
pour comprendre, entre autre, la dynamique des transformations polynomiales
du plan affine ou la croissance des degrés des itérés de transformations ration-
nelles non inversibles. Nous renvoyons le lecteur à [41] et [42], à [33] et au
travail récent de BOUCKSOM, FAVRE et JONSSON(voir [7]).

1.4. Dynamique, centralisateur et rang du groupe deCREMONA. Si G est
un groupe etf est un élément deG, le centralisateur def dansG est le sous-
groupe deG défini parCent ( f ,G)= {g∈ G| f ◦g = g◦ f} . DansSL(r +1,C),
le centralisateur d’un élémentg pris au hasard est isomorphe à(C∗)r . C’est ce
type de propriété qu’il s’agit d’étendre àBir (P2(C)), mais pourr = 1.

SoientSune surface complexe compacte kählérienne etf une transformation
rationnelle deS. L’application f détermine un opérateur linéairef ∗ sur les
groupes de cohomologie deS, qui préserve la décomposition de HODGE. Soit
‖ .‖ une norme sur l’espace des endomorphismes deH1,1(S,R). Le (premier)
degré dynamiqueλ( f ) est alors défini par

λ( f ) = limsup
n→+∞

(

‖( f n)∗‖1/n
)

.

Ce nombre réel positif est un nombre algébrique invariant par conjugaison bi-
rationnelle (voir [24]).

Théorème B.Soit f une transformation birationnelle d’une surface complexe
compacte S dont le degré dynamiqueλ( f ) est strictement plus grand que1. Si
g est une transformation birationnelle de S qui commute avecf il existe deux
entiers m∈ N∗ et n∈ Z tels que gm est égal à fn.

Nous présenterons deux preuves de ce fait, l’une de nature arithmétique uti-
lisant l’espace de PICARD-MANIN (§5.1), l’autre de nature dynamique (§8).
Dans la plupart des cas, nous montrerons en fait que le groupecyclique engen-
dré parf est d’indice fini dansCent ( f ,Bir(S)).
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1.5. Alternative de Tits. Un groupeG satisfait l’alternative de TITS lorsque
tout sous-groupe de type fini deG, contient un groupe libre non abélien ou un
sous-groupe résoluble d’indice fini. Cette alternative a été établie par TITS pour
les groupes linéairesGL(n,k), où k est n’importe quel corps, mais n’est pas
valable pour les groupes de difféomorphismes des variétés réelles de dimension
supérieure à 1 (voir [36]). Le théorème suivant rapproche donc les groupes de
transformations birationnelles des groupes linéaires et les écarte un peu des
groupes de difféomorphismes. Il étend un résultat de LAMY concernant les
automorphismes polynomiaux deC2 (voir [47]).

Théorème C. Si X est une variété complexe compacte et kählérienne de di-
mension inférieure ou égale à2, le groupeBir (X) vérifie l’alternative deTITS.

Les groupes d’automorphismes des variétés complexes compactes kählé-
riennes vérifient également l’alternative de TITS, quelque soit la dimension
de la variété (voir le théorème 6.3 et [55]). Il serait intéressant d’étendre ce ré-
sultat àBir (M) lorsque dimC(M) est supérieure ou égale à 3. Ceci permettrait
d’étendre l’alternative de TITS à tous les groupes non linéaires qui agissent
birationnellement sur une variété kählérienne compacte, fournissant ainsi une
preuve unifiée de l’alternative de TITS pour une nouvelle classe de groupes,
incluant les groupes modulairesMod(g) des surfaces RIEMANN de genreg et
les groupesOut(Fm) mentionnés au paragraphe 1.1 (voir [49, 1], et [44, 6]).

Nous complèterons ces résultats au paragraphe 7 par une description des
groupes de type finis dont tous les éléments sont d’ordre fini et de ceux qui
sont résolubles et sans torsion.

1.6. Remerciements.Merci à J. DESERTI pour avoir partagé ses connais-
sances sur le groupe de CREMONA, à F. PAULIN pour m’avoir expliqué certains
arguments de ping-pong dans les espaces hyperboliques, et àP. AUTISSIER, D.
CERVEAU, R. DUJARDIN et M. JONSSONpour de nombreuses discussions sur
ce sujet. Un merci tout particulier à C. FAVRE ; ses remarques et suggestions
ont contribué à modifier profondément ce texte, notamment aux paragraphes
5.1 et 6.5.

2. TRANSFORMATIONS BIRATIONNELLES ET DEGRÉ DYNAMIQUE

Cette partie concerne la dynamique des transformations birationnelles des
surfaces complexes compactes kählériennes. Nous y résumons des travaux de
DILLER, FAVRE et GIZATULLIN .

2.1. Indéterminations et ensemble exceptionnel.Soit f une transformation
birationnelle d’une surface complexe compacte. Les pointsd’indétermination
de f forment un ensemble fini qui sera noté Ind( f ). Les courbes contractées par
f sont aussi en nombre fini, et leur union sera notée Exc( f ), pour « ensemble
exceptionnel » ; Exc( f ) coïncide avec le lieu critique def .
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2.2. Dégré dynamique et stabilité algébrique.Le (premier) degré dynami-
queλ( f ) d’une transformation birationnelle d’une surface complexe compacte
kählérienneSa été défini au paragraphe 1.4. C’est un invariant de conjugaison
au sein du groupeBir (S) (voir [24]).

Exemple 2.1.Soit f une transformation birationnelle du plan projectif. L’ac-
tion de f sur H2(P2(C),Z) est la multiplication par un entierdeg( f ) ; une
fois fixé des coordonnées homogènes,deg( f ) est le degré des polynômes ho-
mogènes sans facteur commun définissantf . Le degré dynamique def coïn-
cide alors avec la limite supérieure dedeg( f n)1/n. En particulier, sideg( f n) =
deg( f )n pour toutn, alorsλ( f ) = deg( f ) et le premier degré dynamique def
est un entier.

Pour l’involution de CREMONA standard, définie parσ[x : y : z] = [yz : zx:
xy], les degrésdeg(σn) valent 1 ou 2 suivant quen est pair ou impair, si bien
queλ(σ) = 1.

Soit E la courbe elliptiqueC/Z[j] où j est une racine primitive cubique de
l’unité. La transformation linéaire

A =

(

2 1
1 1

)

.

agit linéairement surC2 en préservant le réseauZ[j]×Z[j] et passe donc au
quotient en un automorphismefA deE×E satisfaisantλ( fA) = (7+3

√
5)/2

(voir [13]). Puisque cette transformation commute àη(x,y) = (jx, jy), elle passe
au quotient en un automorphismegA de même degré dynamique sur la surface
S= (E×E)/η. Il se trouve que cette surface est rationnelle : l’automorphisme
gA est donc conjugué à une transformation birationnelle du plan projectif dont
le degré dynamique est égal àλ( fA) et n’est donc pas un entier.

Ces exemples montrent que, en général, l’action d’une transformation bi-
rationnelle f sur la cohomologie d’une surface complexeS ne satisfait pas
( f n)∗ = ( f ∗)n. En particulier, l’application deBir (S) versEnd(H∗(S,Z)) qui à
f associef ∗ n’est pas un morphisme.

Lorsque( f ∗)n = ( f n)∗ pour tout entiern, on dit quef est « algébriquement
stable ». Ceci équivaut à dire que l’orbite positive de Ind( f−1) ne rencontre
pas Ind( f ). Dans [24], DILLER et FAVRE ont montré que toute transformation
birationnelle f d’une surface compacteS est conjuguée à une transformation
birationnelle algébriquement stable :il existe un morphisme birationnelπ :
S′ → S tel queπ−1◦ f ◦π soit une transformation algébriquement stable deS′.

2.3. Croissance des degrés et classification grossière.D’après les travaux de
GIZATULLIN , puis de DILLER et FAVRE, il y a quatre types de transformations
birationnelles, liés à quatre comportements asymptotiques possibles pour la
suite‖( f n)∗‖ (voir [24], [39], [10]).

• Normes bornées.-Lorsque‖( f n)∗‖ est une suite bornée, il existe un entier
l > 0 et une application birationnelleϕ : S′ 99K S tels queϕ−1 ◦ f l ◦ϕ soit un
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automorphisme deS′ isotope à l’identité. En d’autres termes,ϕ−1 ◦ f l ◦ϕ est
un élément de la composante connexe de l’identitéAut0(S′) dans le groupe
Aut (S′).

• Croissance linéaire.-Lorsque‖( f n)∗‖ croît linéairement avecn, il existe
une application birationnelleϕ : S′ 99K S et une fibration deS′ par courbes
rationnelles telles queϕ−1◦ f l ◦ϕ préserve cette fibration.

• Croissance quadratique.-Lorsque‖( f n)∗‖ croît quadratiquement avecn,
il existe une application birationnelleϕ : S′ 99K S et une fibration deS′ par
courbes elliptiques telle queϕ−1◦ f l ◦ϕ soit un automorphisme deS′ préservant
la fibration.

• Croissance exponentielle.-La suite‖( f n)∗‖ tend exponentiellement vite
vers l’infini. En ce cas,λ( f ) est strictement plus grand que 1.

Exemple 2.2.L’involution de CREMONA standardσ (voir l’exemple 2.1) de-
vient un automorphisme d’ordre 2 si l’on éclate les trois sommets du triangle
d’équationxyz= 0.

Remarque 2.3.Lorsque la croissance est linéaire ou quadratique, les fibrations
fournies sont les seuls feuilletages algébriques invariants par f (voir [14]). En
particulier, ce sont les seules fibrations invariantes.

Il est fructueux de comparer cette classification à celle de NIELSEN et THURS-
TON pour les éléments du groupe modulaire d’une surface réelle compacte. Si
la croissance des normes est linéaire ou quadratique, la transformationf res-
semble à un « twist de DEHN » : f préserve une fibration et effectue un twist le
long de cette fibration ; ce twist explique simultanément l’absence de feuille-
tage invariant distinct de la fibration et la croissance des normes (voir [14]).

Si la croissance des normes est exponentielle,f ressemble au niveau coho-
mologique à une transformation de type pseudo-ANOSOV. Dans ce cas, le rôle
joué par les feuilletages mesurés dans la théorie de NIELSEN-THURSTON est
remplacé par celui des courants positifs fermésf -invariants (voir [10], [24] et
[14]). Au niveau dynamique, on sait que le nombre de points périodiques def
de périodeN croît commeλ( f )N et l’on s’attend à ce quef ait une entropie
topologique positive (voir [24], [28] et le §8). Avec cette analogie entreBir (S)
et le groupe modulaire (ou mapping class group)Mod(g) d’une surface réelle
orientable compacte de genreg, le théorème B peut être comparé au fait qu’un
élément pseudo-Anosov deMod(g) a un centralisateur virtuellement cyclique
(voir [44]).

Définition 2.4. Soit f une transformation birationnelle d’une surface complexe
compacte kählérienne. Nous dirons quef est

– virtuellement isotope à l’identitési la suite‖( f n)∗‖ est bornée,
– un twist deDE JONQUIÈRESsi la suite‖( f n)∗‖ croît linéairement,
– un twist deHALPHEN si la suite‖( f n)∗‖ évolue quadratiquement,
– entropiquesi λ( f ) est strictement plus grand que 1.
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Ce vocabulaire est justifié par l’analogie avec les groupes modulaires et les
remarques suivantes : le groupe deDE JONQUIÈRESest le groupe des transfor-
mations birationnelles du plan préservant un pinceau de courbes rationnelles ;
il ne dépend du pinceau que par conjugaison au sein du groupe de CREMONA
(voir [17] et le §6.4). De même, les pinceaux de courbes de genre 1 du plan
P2(C) ont été classés par HALPHEN : tout tel pinceau est conjugué à l’un des
pinceaux d’HALPHEN (voir [17], et [26] ou [43]).

3. ESPACE DEPICARD-MANIN

Dans cette partie nous présentons une construction dûe à MANIN . Il s’agit de
décrire la limite inductive des groupes de NÉRON-SEVERI, ou de PICARD, des
surfaces obtenues en éclatant ad vitam aeternam tous les points d’une surface
S, puis de montrer queBir (S) agit linéairement sur ce groupe limite ; pour
cela nous suivons le chapitre cinq du livre [50]. L’espace introduit peut être
pensé comme le groupe de NÉRON-SEVERI (ou de PICARD) de l’espace de
RIEMANN -ZARISKI de S (voir [41] et [7]). Cette construction permettra de
reprendre la classification de DILLER et FAVRE vue au §2.3.

3.1. Groupes dePICARD et morphismes birationnels. Soit S une surface
complexe compacte kählérienne. Nous noteronsPic(S) le groupe de PICARD

deS, NS (S) son groupe de NÉRON-SEVERI etPic0(S) le noyau du morphisme
Pic(S) → NS (S) qui associe à un fibré en droiteL sa classe de CHERN c1(L).
LorsquePic0(S) est trivial,Pic(S) est isomorphe àNS (S), ce qui nous permet-
tra d’identifier ces deux groupes. Nous noteronsρ(S) la dimension deNS (S)⊗
R, que nous appelleronsnombre dePICARD de S. Le groupe de NÉRON-
SEVERI et, par suite, le groupe de PICARD sont munis d’une forme d’intersec-
tion 〈 . | .〉. LorsqueSest projective, le théorème de l’indice de HODGE montre
que cette forme quadratique est une forme non dégénérée de type hyperbo-
lique : sa signature est égale à(1,ρ(S)−1). Le cône nef, ou « numériquement
effectif », est le cône convexe engendré par les classes des fibrés en droites nef.
Nous le noteronsNS+(S) ouPic+(S) si NS (S) etPic (S) coïncident.

SoientS1 etS2 deux surfaces etε : S1 → S2 un morphisme birationnel. Nous
noteronsε∗ et ε∗ les morphismes induits parε au niveau des groupes de PI-
CARD (resp. de NÉRON-SEVERI), Le morphismeε∗ est injectif et préserve le
cône nef :

ε∗(NS+(S2)) ⊂ NS+(S1).

Il préserve aussi le produit d’intersection : sil et l ′ sont deux éléments de
Pic(S1), alors〈ε∗l |ε∗l ′〉 = 〈l |l ′〉 où les intersections sont calculées respective-
ment dansNS(S2) etNS(S1).

3.2. Limite inductive et action de Bir (S). Fixons maintenant une surface
complexe compacte kählérienneS. Suivant [50], considérons la catégorieB (S)
dont les objets sont les morphismes birationnelsε : S′ → S. Un morphisme
entre deux objetsε1 : S′1 → Setε2 : S′2 → Sde cette catégorie est un morphisme
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birationnelm : S′1 → S′2 tel queε2◦m= ε1. Ainsi, l’ensemble des morphismes
entre deux objets est vide ou réduit à un unique élément.

L’ensemble des objets de cette catégorie est ordonné de la manière suivante :
ε1 ≥ ε2 s’il existe un morphisme deε1 vers ε2. On dira alors queε1 (resp.
S′1) domineε2 (resp.S′2). Géométriquement, ceci correspond à dire queε−1

1
éclate les mêmes points queε−1

2 plus éventuellement quelques autres. Siε1 et
ε2 sont deux objets deB (S) il en existe toujours un troisième qui les domine
simultanément. Suivant [50], nous poserons alors

Z(S) = lim
→

(

NS (S′)
)

où la limite inductive est prise suivant les morphismes injectifs ε∗. Le groupe
Z(S) sera appelégroupe (ou espace) dePICARD-MANIN deS. Les structures
invariantes par les morphismesε∗ passent à la limite etZ(S) est donc muni

(i) d’une forme d’intersection〈. | .〉 : Z(S)×Z(S)→ Z,
(ii) d’un cône nefZ+(S) = lim→(NS+(S)),
(iii) d’une classe canonique, vue comme une forme linéaireΩ : Z(S) → Z.

Chaque groupeNS (S′), oùS′ domineS, s’injecte dansZ(S) ; nous identifierons
régulièrementNS (S′) à son image dansZ(S).

Le groupe des transformations birationnelles deSagit surZ(S) de la manière
suivante. SoientS1 et S2 deux surfaces etf : S1 99K S2 une transformation
birationnelle. Nous pouvons lever les indéterminations def à l’aide de deux
morphismes birationnelsg : S′ →S1 eth : S′ →S2, de sorte quef = h◦g−1. Par
composition,g injecteB (S′) dansB (S1) et h injecteB (S′) dansB (S2). Tout
objet deB (S1) (resp.B (S2)) étant dominé par un objet deg∗(B (S′)) (resp.
h∗(B (S′))), ceci induit deux isomorphismesg∗ et h∗ de Z(S′) versZ(S1) et
Z(S2). On pose alorsf∗ = h∗ ◦ (g∗)−1.

Théorème 3.1(MANIN , [50] page 194). L’application f 7→ f∗ détermine un
morphisme de groupe injectif deBir (S) versGL(Z(S)). Si f appartient àBir (S),
l’application linéaire f∗ préserve la forme d’intersection〈. | .〉 et le cône nef.

3.3. Base de l’espace dePICARD-MANIN et complétion hilbertienne.

3.3.1. Éclatements, base et intersection.Notons Eclat(S) l’espace obtenu en
recollant tous les éclatés deS. Plus précisément, Eclat(S) est l’union des sur-
facesS′ munies d’un morphisme birationnelε : S′ → S, modulo la relation
d’équivalence qui identifie deux pointsx1 ∈S′1 etx2 ∈S′2 lorsque la transforma-
tion birationnelle(ε2)

−1 ◦ ε1 est un isomorphisme local d’un voisinage dex1
sur un voisinage dex2. Un point de Eclat(S) correspond donc à un point deS,
ou un point situé sur le diviseur exceptionnel d’un éclatement deS, etc. Toute
surfaceS′ qui domineSse plonge donc dans Eclat(S). Nous noteronsEc(S) le
groupe abélien libre engendré par les points de Eclat(S). On munitEc(S) du
produit scalaire〈. | .〉E défini par

〈x|x〉E = −1 et 〈x|y〉E = 0
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si x est distinct dey.
Nous pouvons maintenant plonger le groupe abélien libreEc(S) dansZ(S) de

la manière suivante. Soitx un élément de Eclat(S). Il existe une surfaceS′, un
morphisme birationnelε : S′→Set un pointx deS′ tel que la classex∈Eclat(S)
soit représentée par le pointx. Soit S′′ la surface obtenue en éclatantS′ au
point x. SoientDx le diviseur exceptionnel de cet éclatement etε′ : S′′ → S′

le morphisme birationnel obtenu en contractantDx. La composistion deε et
ε′ détermine un morphisme birationnel deS′′ sur S et le fibré en droites (ou
faisceau inversible)O (Dx) détermine un élément deNS(S′′), donc deZ(S). Si
l’on change de représentant(S′,x,ε) pour le pointx de Eclat(S) on ne change
pas l’élément deZ(S) ainsi déterminé.

Dans la suite, nous noteronsex le point deZ(S) associé à l’élémentx de
Eclat(S) : ex est donc la classe du diviseur exceptionnelDx. Ceci détermine
l’image de la base deEc(S) dansZ(S), d’où un morphisme

{

Ec(S) → Z(S)
∑a(x)x 7→ ∑a(x)ex

.

Considérons maintenant le morphisme de groupes abéliens

NS (S)×Ec(S) → Z(S)

obtenu en prenant l’injection canonique deNS (S) dansZ(S) et le morphisme
Ec(S) → Z(S) défini ci-dessus.

Proposition 3.2([50], page 197). Le morphismeNS(S)×Ec(S) → Z(S) ainsi
défini détermine une isométrie de la somme directe orthogonale de NS(S)
(muni de sa forme d’intersection) et deEc(S) (muni du produit〈. | .〉E) vers
Z(S) (muni du produit d’intersection〈. | .〉).
Exemple 3.3. Soit p un point du plan projectifP2(C). SoientX la surface
obtenue par éclatement dep et Dp le diviseur exceptionnel de cet éclatement.
Soitq un point deDp. SoientY la surface obtenue en éclatantq etDq le diviseur
exceptionnel de cet éclatement. Les deux élémentsep et eq appartiennent à
l’image deNS(Y) dansZ(P2(C)). NotonsD∗

p la transformée stricte deDp dans
Y. Alors ep correspond àD∗

p+Dq et eq à Dq (ou plutôt aux classes de CHERN

des fibrés en droitesO (D∗
p+Dq) etO (Dq)). Nous avons donc bien

〈ep|eq〉 = (D∗
p.Dq)+(Dq)

2 = 1−1 = 0,

〈ep|ep〉 = (D∗
p)

2+(Dq)
2+2 = −2−1+2 = −1.

3.3.2. Complétion hilbertienne.Par la suite, nous considèrerons la complétion
hilbertienneE (S) de

Ec(S)⊗R
pour le produit scalaire−〈. | .〉E. Le produit scalaire〈. | .〉E s’étend alors en un
produit hilbertien défini négatif surE (S). Nous noteronsZ (S) la somme di-
recte orthogonale deNS (S), qui est de dimension finie, et deE (S). Puisque
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〈. | .〉E est définie négative et que la forme d’intersection surNS(S) est de si-
gnature(1,ρ(S)−1), l’espaceZ (S) est muni d’une forme d’intersection de si-
gnature(1,∞). Cette construction ne dépend pas du choix de la surfaceSdans
sa classe d’équivalence birationnelle : siS′ est birationnelle àS, il existe une
surfaceS′′ munie de deux morphismes birationnelsε : S′′ → Set ε′ : S′′ → S′ ;
on remarque alors queEc(S′′) détermine simultanément un sous-espace de co-
dimension finie dansEc(S) et dansEc(S′), donc les complétions obtenues à
partir deEc(S) etEc(S′) coïncident avec celle issue deEc(S′′).

Le cône nef deZ (S) sera notéZ+(S), la forme d’intersection sera toujours
notée〈 . | .〉.
Remarque 3.4. Si Γ est un sous-groupe de type fini dansBir (S), on peut
se contenter de n’éclater que les points d’indétermination(parfois infiniment
proches) des éléments deΓ. En ce cas,E (S) est à base dénombrable. Nous
n’aurons donc besoin que d’espaces de HILBERT séparables dans la suite.

Remarque 3.5.Soitg : S99K Sune transformation birationnelle virtuellement
isotope à l’identité. Conjuguonsg à un automorphisme (encore notég) d’une
surfaceS′ (voir le §2.3). Alorsg induit une isométrie deNS (S′) pour la forme
d’intersection et la transformationg∗ deZ(S) = Z(S′) préserve la somme di-
recte orthogonaleZ(S′) = NS(S′)⊕ Ec(S′). Si ex est un élément deEc(S′),
l’image deex par g∗ est le pointeg(x) où g(x) est défini comme suit : six est
un point deS′, alorsg(x) est l’image dex par g, si x est situé sur le diviseur
exceptionnelDp obtenu en éclatantS′ en un pointp, alors on éclateg(p), on
relèveg en un difféomorphisme local d’un voisinage deDp sur un voisinage
deDg(p) et on prend l’image dex par ce difféomorphisme, et ainsi de suite. En
particulier,g∗ détermine un opérateur borné deZ (S).

D’après le théorème de NOETHER, le groupeBir (P2(C)) est engendré par
des transformations virtuellement isotopes à l’identité,à savoirAut (P2(C)) et
l’involution de CREMONA σ (voir les exemples 2.1 et 2.2).Chaque transforma-
tion crémonnienne plane agit donc continûment surZ (P2(C)). Cette propriété
peut être démontrée directement pour toutes les surfaces complexes compactes
kählériennes carBir (S) agit par isométries pour〈 . | .〉 (voir [7]) ; nous n’en
ferons pas usage pour les surfaces irrationnelles.

3.4. L’espace hyperbolique de dimension infinie.L’hyperboloïde constitué
des pointsx deZ (S) satisfaisant〈x|x〉 = 1 comporte deux nappes, et une seule
d’entre elles intersecte le cône nefZ+(S). Nous noteronsH∞(S) (ou plus sim-
plementH∞) cette nappe et la munirons de la métrique définie par

cosh(dist(x,y)) = 〈x|y〉.
Il s’agit d’un modèle de « l’espace hyperbolique de dimension infinie ». Le
groupe de ses isométries sera noté Isom(H∞) ouO(1,∞) (voir [40], §6). L’es-
paceH∞ est un espaceCAT(−1) complet et est donc hyperbolique au sens de
GROMOV (voir [37]).
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L’action deBir (S) surZ (S) préserve la structure entière deZ (S), le cône nef
et la forme d’intersection. Préservant le cône nef,Bir (S) agit isométriquement
sur l’espace hyperbolique de dimension infinieH

∞(S). Nous obtenons ainsi un
plongement

Bir (S) →֒ Isom(H∞(S)).

3.5. Classification des transformations crémonniennes planes.Puisque l’es-
paceH∞ est un espace métriqueCAT (−1) complet, ses isométries sont de trois
types : elliptique, parabolique ou hyperbolique (voir [37], ou [8] page 228 et
suivantes). Dans le cas précis d’un espace hyperbolique, nous pouvons carac-
tériser ces trois types d’isométries de la façon suivante.

• Isométrie elliptique.Il existe un élémentl de Z (S) tel que f∗(l) = l et
〈l | l〉> 0. En ce cas,f∗ est une rotation autour del et l’orbite de tout vecteurx
deZ (S) (resp. de tout pointx deH∞) est bornée.

• Isométrie parabolique.Dans ce casf n’est pas elliptique mais il existe un
élément non null deZ+(S) tel que f (l) = l . Le vecteurl appartient au cône
de lumière de la forme d’intersection, i.e.〈l | l〉 = 0, et Rl est l’unique droite
invariante parf∗ qui intersecteZ+(S). Si x appartient àZ+(S), la suite de
droites( f∗)n(Rx) tend versRl lorsquen tend vers+∞ (resp.−∞).

• Isométrie hyperbolique.Il existe un nombre réelλ > 1 et deux élémentsl+
et l− du cône de lumière deZ (S) tels quef∗(l+) = λl+ et f∗(l−) = (1/λ)l−. Si
x est un point deZ+(S) n’appartenant pas à la droiteRl−, la suite(1/λ)n f n

∗ (x)
tend vers un vecteur non nul deRl+ (un énoncé analogue vaut pourl− et f−1).

Cette classification est moins fine que celle du paragraphe 2.3. Les deux sont
liées par le théorème suivant (voir la définition 2.4).

Théorème 3.6.Soit f une transformation birationnelle d’une surface projec-
tive complexe. Soit f∗ l’action induite par f surZ (S).

(i) f∗ est elliptique si, et seulement si f est virtuellement isotope à l’identité ;
(ii) f ∗ est parabolique si, et seulement si f est un twist deDE JONQUIÈRES

ou d’HALPHEN ;
(iii) f ∗ est hyperbolique si, et seulement si f est une transformation bira-

tionnelle entropique.

Démonstration.Rappelons quef est entropique si et seulement si son (pre-
mier) degré dynamique satisfait l’inégalitéλ( f ) > 1. D’après [7], il existe alors
un vecteur non nulξ du cône nefZ+(S) tel que f∗ξ = λ( f )ξ. En particulier,
f∗ est hyperbolique si et seulement siλ( f ) est strictement supérieur à 1, si et
seulement sif est entropique.

Soit f une transformation birationnelle virtuellement isotope àl’identité.
Nous pouvons donc conjuguerf à un automorphismef ′ : S′ →S′ à l’aide d’une
application birationnelleh : S′ 99K S. L’isométrie ( f ′)∗ deNS(S′) est d’ordre
fini et préserve donc un fibré en droites amplel ∈ NS(S′). L’image del dans
Z(S) par l’injection canonique deNS (S′) dansZ(S) est un point fixe def∗
d’auto-intersection strictement positive. Doncf∗ est une isométrie elliptique.
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Réciproquement, sif est une transformation birationnelle deS telle que f∗
soit elliptique, et sil est une classe nef, la suite〈l |( f∗)nl〉 est bornée. Il en
résulte que la suite des normes de( f n)∗ : NS(S)→ NS (S) est bornée (voir [7],
preuve du théorème 3.2). D’après le paragraphe 2.3, on sait alors que f est
virtuellement isotope à l’identité.

Les points(i) et(iii ) étant établis, le point(ii) en résulte. Précisons toutefois
que, lorsquef est un twist de HALPHEN ou de DE JONQUIÈRES, l’unique
fibration f -invariante détermine un élément du cône de lumière deZ (S) qui
est préservé parf∗ : c’est l’unique point fixe de l’isométrief∗ sur l’union de
H∞(S) et de son bord. �

Remarque 3.7.Soientl un élément deZ+(S), f un élément deBir (S) et α
un nombre complexe tel quef∗(l) = αl . Alors α est égal àλ( f ) ou λ( f )−1 ;
il est donc égal à 1 si et seulement sif est elliptique ou parabolique. Lorsque
f est parabolique,l correspond à l’unique point fixe def∗ au bord de l’espace
H∞(S) ; un multiple positif del coïncide donc avec la classe d’une fibration,
elliptique si f est un twist de HALPHEN, rationnelle sif est un twist deDE
JONQUIÈRES.

3.6. Stabilisateur d’un point.

Proposition 3.8. Soit f : S′ 99K S une transformation birationnelle entre deux
surfaces. Soient l′ un élément deNS(S′)⊗R et l un élément deNS(S)⊗R
tels que(i) f∗(l ′) = l et (ii) l soit une classe ample. Alors f est un morphisme
birationnel.

Esquisse de démonstration.Factorisonsf à l’aide de deux morphismesg : S′′→
S′ et h : S′′ → S, de sorte quef = h◦ g−1. Supposons pour simplifier queg
est la contraction d’une courbe exceptionnelle de premièreespèceE. Le point
x = g(E) est alors l’unique point d’indétermination def . Soit [E] la classe de
E dansNS(S′′). Nous obtenons alors

0 = 〈g∗(l ′)|[E]〉 = 〈h∗(l)|[E]〉.
Puisquel est ample,h contracteE. Ainsi, l’unique courbe contractée parg l’est
aussi parh et f est holomorphe. Le cas général découle de ce cas particulier
(voir [50], lemme 35.13). �

Remarque 3.9.Si l n’est pas ample, on obtient toutefois la propriété suivante:
toute courbe contractée parg est orthogonale àh∗(l). Si, par exemple,h∗(l) est
la classe des fibres d’une fibration, ceci signifie que les courbes contractées par
g sont contenues dans les fibres.

Cette proposition montre que sil est un point deZ+(S)⊗R issu d’une classe
ample deNS(S′)⊗R (oùS′ est birationnelle àS), alors tout élémentf deBir (S)
pour lequelf∗ : Z (S) → Z (S) stabilisel est conjugué à un automorphisme de
S′ ; cet automorphisme est virtuellement isotope à l’identitécar f∗ est elliptique.
La proposition suivante étend ce résultat de deux façons :l appartient àZ+(S)
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et f est remplacée par un groupe de type finiG. Le fait queG soit de type fini
est essentiel (voir §7).

Proposition 3.10. Soit G un sous-groupe de type fini deBir (S). Soit l un élé-
ment deZ+(S)\{0} fixé par tous les éléments de G.

(i) Il existe un élément l′ deZ+(S) qui est G-invariant.
(ii) Si 〈l |l〉 > 0 on peut choisir l′ de sorte que〈l ′|l ′〉 > 0. Dans ce cas, il

existe une transformation birationnelleΦ : S99K S′ telle que l′ soit issu de
NS (S′), Φ◦G◦Φ−1 soit contenu dansAut (S′), et un sous-groupe d’indice
fini deΦ◦G◦Φ−1 soit contenu dansAut0(S′).

Démonstration.La difficulté consiste à se ramener de l’hypothèsel ∈ Z (S)
à l’hypothèsel ∈ Z(S). Nous utiliserons la remarque 3.5 et les notations qui
l’accompagnent.

Puisque le groupeG fixe un vecteur nef non nul, tous les éléments deG
sont paraboliques ou elliptiques (voir la remarque 3.7). Sil’un des éléments
est parabolique,l est proportionnel à la classe d’une fibration elliptique ou
rationnelle ; dans ce cas, un multiple del appartient àZ+(S). Nous pouvons
donc désormais supposer que tous les éléments deG sont elliptiques.

Soit {g1,g2, ...,gk} un système de générateurs fini deG. D’après le théo-
rème 3.6, chaquegi est virtuellement isotope à l’identité et est donc conjugué
à un automorphisme d’une surfaceSi birationnelle àS. La transformation(gi)∗
préserve donc la décomposition

Z (S) = (NS (Si)⊗R)⊕E (Si).

Pour chaque entieri ∈ {1,2, ...,k}, l’élémentl deZ+(S) peut donc être décom-
posé en

l = pi +∑ar(l)er (3.1)

où pi est issu deNS (Si) et leser sont associés à des éclatements de points
dominantsSi, i.e. à des points de Eclat(Si). D’après la remarque 3.5,gi permute
entre eux les termesar(l)er de la décomposition (3.1) :

∀ j, ∃ j ′, (gi)∗(ar(l)er) = ar ′(l)er ′.

Puisque la somme hilbertienne∑ar(l)2 doit être finie, ou bien l’orbite deer
par(gi)∗ est finie, ou bienar(l) est nul.

Décomposons maintenantl dans la base canonique deZ (S),

l = p0 +∑ax(l)ex

où p0 appartient àNS (S)⊗R et lesex correspondent à des éclatements au-
dessus deS. Soit S′′ une surface qui domine à la fois lesSi et la surfaceS.
Soit J une partie finie de Eclat(S) telle que l’image deNS(S′′) dansZ (S) soit
contenue dans l’espace vectoriel engendré parNS (S) et lesej , j ∈ J. Chaque
pi peut alors être décomposé en une somme finie

pi = pi(S)+ ∑
j∈J

a j(pi)ej
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avecpi(S) ∈ NS(S)⊗R.
Soit ε un nombre réel strictement positif inférieur à la moitié de la plus

petite valeur non nulle parmi les|a j(pi)|, j ∈ J. Soit gi l’un desk générateurs
du groupeG. Soitex un élément de Eclat(S) pour lequel le coefficientax(l) est
plus petit queε. Alors x n’appartient pas àJ doncex n’est pas issu deNS(Si).
Ceci montre que

(gi)∗ax(l)ex = ax′(l)ex′

où x′ = gi(x) est un autre point de Eclat(Si). Nous en déduisons que le groupe
G stabilise le vecteur

l0 = ∑
|ax(l)|<ε

ax(l)ex

où la somme ne porte que sur les termes pour lesquels|ax(l)| < ε. Par consé-
quent, la somme finiel ′ = l − l0 estG-invariante. Puisquel0 est orthogonal àl ′

et 〈l0|l0〉 ≤ 0, nous avons〈l ′|l ′〉 ≥ 〈l |l〉. Ce vecteur appartient àZ(S).
Supposons maintenant que〈l ′|l ′〉 > 0 (ce qui ne permet pas encore d’appli-

quer la proposition 3.8). SiC est une courbe irréductible deS′′ contractée par
un élémentg deG, alors〈l ′|C〉 = 0. Ceci montre que le sous-Z-moduleW de
NS (S′′) engendré par les classes des courbes contractées parG est entièrement
contenu dans l’orthogonal del ′ pour la forme d’intersection. Le théorème de
l’indice de HODGEmontre alors que la forme d’intersection est définie négative
surW, et le critère de MUMFORD-GRAUERT permet de contracter simultané-
ment toutes ces courbes, ce qui fournit un morphisme birationnelπ : S′′ → S′′′,
où S′′′ est une surface munie d’un nombre fini de singularités normales. Le
morphismeπ conjugueG à un sous-groupe deAut (S′′′), et G agit donc par
automorphismes sur l’unique résolution minimaleS′ de S′′′. Puisque tous les
éléments deG sont elliptiques, leur action surNS(S′) est d’ordre fini ; comme
tout groupe linéaire de torsion et de type fini est fini, un sous-groupe d’indice
fini deG est donc contenu dansAut0(S′). �

4. ACTION DE GROUPES DEKAZHDAN SUR LES SURFACES

Dans cette partie nous décrivons les actions birationnelles des groupes de
KAZHDAN sur les surfaces : il s’agit de montrer le théorème A et quelques
corollaires. Nous commençons par le cas facile des surfacesirrationnelles.

4.1. Surfaces irrationnelles.

Théorème 4.1.Si X est une surface complexe compacte kählérienne qui n’est
pas rationnelle, tout sous-groupe dénombrable deBir (X) qui a la propriété (T)
deKAZHDAN est un groupe fini.

Nous distinguerons deux cas, suivant que la dimension de KODAIRA de X
est positive ou queX est une surface réglée irrationnelle. Dans la suite,α :
Γ → Bir (X) est un morphisme d’un groupe de KAZHDAN dénombrable vers
Bir (X). Il s’agit de montrer que l’image deα est finie.



15

4.1.1. Dimension deKODAIRA positive. Lorsque la dimension de KODAIRA
de X est positive ou nulle,X possède un unique modèle minimalX0 obtenu
en contractant une à une des courbes exceptionnelles de première espèce. Le
groupeBir (X) est alors conjugué au groupe des automorphismes deX. Nous
pouvons donc supposer queα est à valeurs dansAut(X0). L’action deα(Γ)
sur le groupe de cohomologieH1,1(X0,R) y préserve la forme d’intersection,
qui est de signature(1,ρ(X)−1) (voir le §3.1). PuisqueΓ a la propriété(T),
tout morphisme deΓ dans un groupe orthogonal de typeO(1,n) a une image
relativement compacte (voir [20]). C’est donc le cas pour l’image deΓ dans
GL(H1,1(X0,R)). Chaque élément deH2,0(X0,C) est représenté par une unique
2-forme holomorphe et l’action deα(Γ) sur H2,0(X0,C) préserve le produit
hermitien (défini positif)

(Ω,Ω′) 7→
Z

X
Ω∧Ω′.

Par conjugaison, l’action deα(γ) surH0,2(X0,C) est également unitaire. L’image
deΓ dansGL(H2(X0,C)) est donc relativement compacte. PuisqueΓ préserve
la structure entière de la cohomologie, cette image est finie. D’après [48], il
existe un sous-groupe d’indice finiΓ0 dansΓ tel queα(Γ0) soit contenu dans
la composante connexe de l’identitéAut0(X0). Puisque la dimension de KO-
DAIRA deX0 est positive, ce groupe est abélien (voir [9]). PuisqueΓ0 hérite de
la propriété de KAZHDAN , α(Γ0) et doncα(Γ) sont finis (voir [20]).

4.1.2. Surfaces réglées.Supposons maintenant queX est une surface réglée
irrationnelle. La fibration d’ALBANESE de X détermine une fibration holo-
morphe non triviale à fibres rationnellesaX : X → B où B est une courbe de
genre supérieur ou égal à 1. Cette fibration est invariante sous l’action de
Bir (X) : il existe un morphisme deBir (X) dansAut (B) tel queaX soit équiva-
riante. On conclut alors avec le lemme suivant, qui est extrait de [22].

Lemme 4.2.Soient S une surface complexe compacte, B une courbe etπ : S→
B une fibration holomorphe de S. SoitBir (S,π) le groupe des transformations
birationnelles de S qui permutent les fibres deπ. Si Γ est un sous-groupe dé-
nombrable deBir (S,π) qui a la propriété(T), Γ est fini.

Démonstration.L’hypothèse signifie qu’il existe un morphismeρ de Γ dans
Aut (B) tel queπ◦ γ = ρ(γ)◦π pour tout élémentγ deΓ. Le groupeAut (B) est
isomorphe àPGL(2,C) lorsqueB est la sphère de RIEMANN et est virtuelle-
ment abélien sinon. PuisqueΓ a la propriété(T), le noyauΓ0 deρ est d’indice
fini dansΓ (voir [20]).

Trivialisons la fibrationπ au-dessus d’un ouvert de ZARISKI B′ deB, de sorte
queπ−1(B′) soit isomorphe àB′×E, où E est une courbe, et queπ s’identi-
fie à la projection surB′. Si γ est un élément deΓ0, il existe une application
rationnelleAγ : B′

99K Aut (E) telle queγ(b,z) = (b,Aγ(b)(z)).
Si E est de genre 0, ceci détermine un morphisme injectifγ 7→ Aγ deΓ0 vers

le groupePGL(2,M (B)) oùM (B) est le corps des fonctions rationnelles de
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B. CommeΓ0 a la propriété(T), l’image de ce morphisme est finie. Si le genre
de E est strictement positif,Aut (E) est virtuellement abélien, et l’on montre
de même que l’image deγ est finie. Le groupeΓ est donc fini. �

4.2. Actions sur le plan. Dans ce paragraphe, nous montrons le résultat prin-
cipal de cette partie, celui qui termine la preuve du théorème A.

Théorème 4.3.SoitΓ un groupe deKAZHDAN discret. Soitα un morphisme
deΓ dans le groupe deCREMONA Bir (P2(C)). Ou bienα(Γ) est fini, ou bien
α(Γ) est conjugué à un sous-groupe deAut (P2(C)).

4.2.1. Automorphismes isotopes à l’identité.SoitSune surface complexe com-
pacte etAut0(S) le groupe de ses automorphismes isotopes à l’identité. SiE
est une courbe rationnelle lisse deSdont l’auto-intersection est égale à−1, E
est uniquement déterminée par sa classe d’homologie. Le groupeAut0(S) agit
trivialement sur l’homologie deS et préserve donc la courbeE. Contractant
la courbeE, nous obtenons un morphismeπ : S→ S′ qui conjugueAut0(S) à
un sous-groupe deAut0(S′). Répétant cette procédure, nous voyons que, pour
toute surfaceS, il existe un morphisme birationnelε : S→ S0 deSvers un mo-
dèle minimalS0 deS tel queεAut0(S)ε−1 soit un sous-groupe deAut0(S0). Si
Sest rationnelle, les modèles minimaux sont

• le plan projectifP2(C) etAut0(P2(C)) = Aut (P2(C)) = PGL(3,C) ;

• la quadriqueQ = P1(C)×P1(C) pour laquelleAut0(Q) correspond au
groupePGL(2,C)×PGL(2,C) agissant diagonalement ;

• les surfaces de HIRZEBRUCH Fm : pour tout entierm≥ 1, la surfaceFm
est construite en quotientant l’espace total du fibréO (m)⊕ O (0) sur P1(C),
privé de sa section nulle, par les homothéties dans les fibres. La surfaceFm
fibre donc naturellement surP1(C), avec des fibres rationnelles ; nous noterons
πm : Fm → P1(C) cette fibration. Les automorphismes deFm préservent cette
fibration et agissent par homographies sur la base et dans lesfibres.

Le lemme 4.2 et le théorème 4.1 fournissent donc le résultat suivant.

Lemme 4.4.Si S est une surface complexe compacte kählérienne, siΓ a la pro-
priété(T) et siα : Γ → Aut0(S) est un morphisme de groupe, ou bien l’image
deα est finie ou bienα est conjugué à un morphisme deΓ dansAut (P2(C)).

4.2.2. Démonstration du théorème 4.3.Il s’agit de juxtaposer la partie 3 à des
idées exposées par GROMOV et VALETTE dans [40], §7.A, et [16], §7.4.

Composantα avec l’action deBir (P2(C)) sur l’espace de PICARD-MANIN

Z (P2(C)), nous obtenons un morphismeα∗ deΓ dans le groupe d’isométries
deZ (P2(C)) pour la forme d’intersection〈 . | .〉. En utilisant les notations du
paragraphe 3.4, ceci détermine une action deΓ par isométries surH∞ (ou plus
précisément surH∞(P2(C))).
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Notonsdist( . , .) la distance associée à la métrique deH∞ et fixons un point
x deH∞. D’après le corollaire 8.2 de [29], la fonction

γ 7→ log(coshdist(γ(x),x))

est de type négatif surΓ, donc bornée puisqueΓ a la propriété(T) ([20], cha-
pitres 5 et 6). L’orbite Orb(x,Γ) de x sousΓ forme donc un ensemble borné
deH∞. PuisqueH∞ satisfait l’inégalité de la médiane nous pouvons appliquer
le lemme du centre ([20], page 37) : il existe un unique pointx0 de H

∞ qui
minimise la fonction

y∈ H
∞ 7→ sup

g∈Γ
{dist(y,g(x))} .

Ce pointx0, appelé centre de l’orbite dex, est invariant sous l’action deα∗(Γ),
ce qui montre queα∗(Γ) fixe un pointx0 deH∞.

Ayant la propriété(T), le groupeΓ est de type fini ([20], page 11). Nous
pouvons donc appliquer la proposition 3.10 : il existe un sous-groupe distin-
gué et d’indice finiΓ0 dansΓ tel queα(Γ0) soit conjugué à un sous-groupe
deAut0(S) où S est une surface rationnelle. Le paragraphe 4.2.1 fournit l’al-
ternative : ou bienα(Γ) est fini ou bienα(Γ0) est conjugué à un sous-groupe
infini de Aut (P2(C)) = PGL(3,C). Nous pouvons donc désormais supposer
queα(Γ0) est un sous-groupe infini dePGL(3,C).

Lemme 4.5.Si G est un sous-groupe deAut (P2(C)) qui a la propriété(T) de
KAZHDAN et si G préserve une courbe C⊂ P2(C), G est fini.

Démonstration.Si G préserve une courbe, son adhérence de ZARISKI est un
sous-groupe algébrique strict dePGL(3,C). Par ailleurs, siH est un sous-
groupe algébrique complexe dePGL(3,C) de codimension supérieure ou égale
à 1, tout sous-groupe de KAZHDAN deH est fini. �

Puisqueα(Γ0) est infini et a la propriété(T), le lemme montre queα(Γ0)
ne préserve aucune courbeC deP2(C). Soit γ un élément deΓ. PuisqueΓ0 est
distingué dansΓ,

γ◦Γ0 = Γ0◦ γ,
et commeα(Γ0) agit par automorphismes sur le plan,α(Γ0) stabilise l’union
finie des courbes contractées par la transformation birationnelleα(γ). Nous en
déduisons queα(γ) ne contracte aucune courbe,i.e. queα(γ) est un automor-
phisme du plan. Ainsi,α(Γ) est entièrement contenu dansAut (P2(C)) et le
théorème est démontré.

4.3. Remarques autour du « programme de Zimmer ».Le « programme de
ZIMMER » consiste à étudier les actions de réseaux de groupes de LIE par dif-
féomorphismes sur les variétés compactes, dans l’esprit des travaux de MAR-
GULIS concernant les actions linéaires. Une conjecture centralede ce domaine
stipule, entre autres choses, qu’un réseauΓ d’un groupe de LIE réel simple
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(connexe)G ne peut agir fidèlement sur une variété compacte dont la dimen-
sion serait strictement inférieure au rang réel deG. Dans cet esprit, le théorème
A admet le corollaire suivant.

Corollaire 4.6. Soient G un groupe deL IE réel, connexe et presque simple et
Γ un réseau de G. Soit S une surface complexe compacte kählérienne. Si le
rang réel de G est supérieur ou égal à3, tout morphisme deΓ dansBir (S) a
une image finie. Si le rang réel de G est égal à2, et si ρ : Γ → Bir (S) est un
morphisme dont l’image est infinie, il existe une application birationnelle de S
versP2(C) qui conjugueρ(Γ) à un sous-groupe dePGL(3,C).

Démonstration.Nous pouvons supposer que le rang réel deG est supérieur
ou égal à 2. En ce cas,G et Γ ont la propriété(T). Si Sn’est pas rationnelle,
tout morphisme deΓ dansBir (S) a donc une image finie. Nous pouvons donc
supposer maintenant queSest le plan projectif et que l’image deΓ est contenue
dansPGL(3,C) (appliquer le théorème 4.3). On déduit alors de [51], théorème
2’ page 4, que le rang deG est inférieur ou égal à 2 (voir par exemple [11],
pages 764-765, pour cet argument). �

Pour ce qui concerne les groupes de rang 1, deux situations distinctes appa-

raissent. SiG est localement isomorphe àSp(1,n) ou F(−20)
4 , alorsG et Γ ont

la propriété(T). On déduit alors du théorème A et des résultats de rigidité de
CORLETTE ([18]) que toute action birationnelle deΓ sur une surface projective
complexe se réduit à l’action d’un groupe fini. Le cas intéressant est donc celui
des réseaux deSO(1,n) et deSU(1,n).

Remarque 4.7. NotonsBirω(P2(R)) le sous-groupe deBir (P2(C)) consti-
tué des transformations birationnelles à coefficients réels qui induisent des
difféomorphismes deP2(R). Ce groupe s’identifie à un sous-groupe des dif-
féomorphismes analytiques réels deP2(R) et se place donc à l’intersection
de Diff (P2(R)) et Bir (P2(C)). Sous cette forme, le théorème A fournit un
exemple supplémentaire confirmant les conjectures de ZIMMER pour les dif-
féomorphismes de surfaces réelles compactes (voir [35] ou [30]).

Exemple 4.8(Surfaces de Coble). SoitC une courbe sextique plane compor-
tant 10 points doubles, choisie génériquement parmi les courbes de ce type.
Soit X la surface rationnelle obtenue en éclatant ces dix points. Le rang du
groupe de NÉRON-SEVERI de X est donc égal à 11 et le fibré canoniqueKX
détermine un élément[KX] deNS (X) d’auto-intersection−1. SoitMX l’ortho-
gonal de[KX] dansNS (X). Puisque le fibré canonique est invariant par tout
automorphisme deX, nous obtenons un morphisme deAut (X) dans le groupe
O(MX) des isométries deMX ⊗R pour la forme d’intersection ; puisque[KX]2

est négatif, la forme d’intersection est non dégénérée et designature(1,9) sur
MX. Les travaux de COBLE montrent que ce morphisme plongeAut (X) en un
réseau deO(MX). Ainsi, X étant rationnelle,Bir (P2(C)) contient une copie
d’un réseau deO(1,9) (voir [27] et les références qui s’y trouvent).
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Exemple 4.9.Soit Σg la surface de genreg, avecg≥ 2. D’après [15], il existe
des plongements deπ1(Σg) dansAut (C2), et donc dansBir (P2(C)) qui ne
sont pas birationnellement conjugués à un plongement dans un groupe d’au-
tomorphismes d’une surface rationnelle. Je ne sais pas s’ilexiste des réseaux
cocompacts deSO(1,3) qui admettent de tels plongements.

Question : Quelles sont les valeurs de l’entiern pour lesquelles existe un ré-
seau deSO(1,n) qui s’injecte dans le groupe des transformations birationnelles
(resp. des automorphismes) d’une surface projective complexe ?

Nous ne savons malheureusement pas répondre à cette question. SiX est une
surface K3, le noyau de l’action deAut (X) surH1,1(X,R) est fini. Puisque la
dimension deH1,1(X,R) est égale à 20, les théorèmes de rigidité de MOSTOW

montrent qu’un réseau deO(1,n) ne peut se plonger dansAut(X) si n est su-
périeur à 19. À l’inverse, pour tout entiern≤ 9, il existe un réseau deSO(1,n)
qui est isomorphe au groupe d’automorphismes d’une surfaceK3 (ceci résulte
du théorème de TORELLI pour les surfaces K3 et des résultats de NIKULIN ;
voir [54] corollaire 2.9). La question précédente se réduitdonc au cas des plon-
gements de réseaux dans le groupe de CREMONA.

5. CENTRALISATEURS ET GROUPES ABÉLIENS

Dans cette partie, nous utilisons l’action sur l’espace de PICARD-MANIN

pour décrire les éléments deCent ( f ,Bir(S)) lorsque f est une transformation
birationnelle entropique d’une surface complexe compactekählérienneS. Une
seconde méthode sera exposée dans l’annexe : elle fournit uncritère portant
sur la dynamique d’une transformation holomorphe, rationnelle ou analytique
réelle qui assure que son centralisateur est virtuellementcyclique.

5.1. Centralisateur et groupe dePICARD-MANIN .

Théorème 5.1.Soit f une transformation birationnelle d’une surface com-
plexe compacte kählérienne X dont le premier degré dynamiqueλ( f ) est stric-
tement supérieur à1. Il existe un morphisme

α : Cent ( f ,Bir (X))→ R∗
+

tel que
(i) pour tout élément g deCent ( f ,Bir (X)), α(g) est égal àλ(g) ou1/λ(g) ;
(ii) le noyau deα est constitué de transformations d’ordre fini ;
(iii) si G est un sous-groupe de type fini dansCent ( f ,Bir(X)), α(G) est un

groupe cyclique ;
(iv) Si g appartient àCent ( f ,Bir (X)), il existe deux entiers n> 0 et m∈ Z

tels que gn = f m.

Ce théorème précise donc le théorème B. La démonstration s’inspire d’ar-
guments classiques dans le groupeSO(1,n) et de [25]. La démonstration qui
suit m’a été suggérée par C. FAVRE.
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Démonstration.Fixons un vecteur propreΘ+ de f∗ dansZ+(X) pour la valeur
propreλ( f ), de sorte queRΘ+ coïncide avec l’espace propre def∗ associé
à λ( f ). Le centralisateur def préserve la droiteRΘ+, ce qui détermine un
morphisme

α : Cent ( f ,Bir (X))→ R∗
+

pour lequelg(Θ+) = α(g)Θ+ quelque soitg dansCent ( f ,Bir(X)) ; d’après la
remarque 3.7,α(g) est égal àλ(g) ou 1/λ(g) quelque soitg.

Puisquef est entropique, aucun multiple deΘ+ ne coïncide avec la classe
d’une fibration rationnelle ou elliptique. Le noyau deα est donc constitué
d’éléments elliptiques. Sih est un élément du noyau deα nous pouvons donc
supposer, quitte à effectuer une conjugaison birationnelle X′

99K X, queh est
un automorphisme deX dont un itéréhk appartient àAut0(X). Si hk est d’ordre
infini, l’adhérence de ZARISKI du groupe

{(hk)m|m∈ Z}

dansAut0(X) est un groupe abélien de dimension strictement positive quicom-
mute avecf . Ceci montre quef commute au flot d’un champ de vecteurs ho-
lomorphe surX, ce qui est impossible pour une transformation birationnelle
entropique (voir [14]). Ainsi, tout élément du noyau deα est d’ordre fini.

Soit G un sous-groupe de type fini deCent ( f ,Bir (X)) pour lequel nous
fixons un système de générateursg1, ..., gk. NotonsαG la restriction deα à G
et étudions son image. Chaqueλ(gi), 0≤ i ≤ k, est un entier algébrique dont
nous noterons le degréd(λ(gi)) (voir [24]). L’image deαG est donc constituée
d’entiers algébriques de degré inférieur à

d := Πk
i=1d(λ(gi)).

Soit t un élément deαG(G) compris entre 1/2 et 2. C’est un entier algébrique
de degréd(t) ≤ d, dont nous noteronsχt(z) le polynôme minimal. Puisquet
est un nombre de SALEM (voir [24]), les racines deχt(z) qui sont distinctes
de t et 1/t sont de module 1. Commet et 1/t sont inférieurs à 2 etd(t) est
inférieur àd, les coefficients du polynômeχt(z) sont majorés par(2d!). Il n’y
a qu’un nombre fini de polynômes à coefficients entiers de degré d dont les
coefficients soient ainsi majorés. Il n’y a donc qu’un nombrefini d’éléments
de αG(G) dans l’intervalle[1/2,2], si bien que l’image deαG est discrète et,
par suite, cyclique.

Soientg un élément deCent ( f ,Bir (X)) et G le groupe engendré parf et
g. Il existe alors un réelλ0 > 1 tel queα(G) coïncide avec le groupe cyclique
{λm

0 |m∈ Z}. Soientn> 0 un entier tel queα( f ) = λn
0 etm∈ Z tel queα(g) =

λm
0 . La transformation birationnellegn◦ f−m appartient ainsi au noyau deα et

est donc d’ordre fini. Puisquef et g commutent, il existen′ > 0 etm′ ∈ Z tels
quegn′ soit égal àf m′

, ce qu’il fallait démontrer. �
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5.2. Centralisateurs des applications birationnelles des surfaces. Nous ve-
nons de décrire les transformations birationnelles qui commutent à une trans-
formation birationnelle entropique. Lorsquef est un twist deDE JONQUIÈRES
(voir la définition 2.4), le calcul du centralisateur est plus délicat et conduit à
des situations variées (voir [23]). Lorsquef est un twist de HALPHEN, il est
encore possible de borner la taille du centralisateur def (nous renvoyons à [39]
ou [12] pour une preuve) :

Proposition 5.2. Soit f une transformation birationelle du plan projectif qui
est un twist deHALPHEN. Le centralisateur de f dansBir (P2(C)) contient un
sous-groupe d’indice fini qui est abélien, libre et de rang inférieur ou égal à8.

6. ALTERNATIVE DE TITS

Dans cette partie, nous montrons l’alternative de TITS pour les groupes d’au-
tomorphismes des variétés kählériennes compactes et, surtout, le théorème C
concernant l’alternative de TITS pour les transformations birationnelles des
surfaces.

6.1. Remarques concernant l’alternative deTITS. La suite des groupes dé-
rivés d’un groupeG est définie par la récurrenceD0(G) = G, D1(G) = [G,G],
Dn+1(G) = D1(Dn(G)). Un groupeG est résoluble s’il existe un entiern tel
queDn(G) soit réduit à l’élément neutre ; la longueur de résolubilitédeG est
le plus petit entiern tel queDn(G) soit réduit à l’élément neutre. Un groupe est
virtuellement résoluble s’il contient un sous-groupe résoluble d’indice fini. La
longueur de résolubilité virtuelle deG est alors définie comme le minimum des
longueurs de résolubilité des sous-groupes d’indice fini deG. Toute extension
d’un groupe résoluble par un autre est résoluble et il en va demême pour les
groupes virtuellement résolubles, comme le montre le lemmesuivant.

Lemme 6.1. Soit G un groupe de type fini. Supposons que G soit une exten-
sion d’un groupe virtuellement résoluble R de longueur r parun autre groupe
virtuellement résoluble Q de longueur q :

1→ R→ G→ Q→ 1.

Alors G est virtuellement résoluble de longueur inférieureou égale à r+q+1.

Démonstration.Quitte à changerQ en l’un de ses sous-groupes résolubles
d’indice fini, nous pouvons supposer queQ est résoluble de longueurq. SoitR0
un sous-groupe deR résoluble, de longueurr et d’indice fini. Soit{g1, ...,gk}
une partie génératrice finie deG. Le groupe

R1 =
i=k
\

i=1

giR0g−1
i

est distingué dansG, résoluble (de longueur inférieure àr) et d’indice fini dans
R.
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SoitG1 le groupeG/R1. Le groupeG1 est une extension deQ par le groupe
fini R/R1 : 1 → (R/R1) → G1 → Q → 1. Soit co : G1 → Aut(R/R1) le mor-
phisme associé à l’action deG1 sur (R/R1) par conjugaison. Le noyau de ce
morphisme est un sous-groupe d’indice finiG2 dansG1. Ce groupeG2 inter-
secte(R/R1) sur un sous-groupeC deG2 contenu dans le centre deG2. Ainsi,
G2 est une extension centrale d’un groupe abélien fini par un groupe résoluble
de longueurq, doncG2 est résoluble de longueur inférieure àq+1.

Considérons maintenant le sous-groupeG′ de G, image réciproque deG2
par la projection canonique deG surG1. Ce groupe est d’indice fini dansG et
est une extension deR1 parG2. C’est donc un sous-groupe résoluble d’indice
fini dansG et de longueur inférieure àr +q+1. �

Un groupeG « vérifie l’alternative de TITS » si tout sous-groupe de type
fini Γ dansG contient un groupe libre non abélien ou un sous-groupe résoluble
d’indice fini. La proposition suivante se déduit facilementdu lemme précédent.

Proposition 6.2. Si G1 et G2 satisfont l’alternative deTITS, et si G est une
extension de G1 par G2, alors G satisfait l’alternative deTITS.

6.2. Surfaces irrationnelles. LorsqueX est une surface complexe compacte
kählérienne irrationnelle, ou bienX est réglée ou bien la dimension de KO-
DAIRA deX est positive. Dans le premier cas, siπ : X → B est la fibration as-
sociée au réglage, le groupeBir (X) est une extension virtuellement abélienne
dePGL(2,M (B)) (voir le paragraphe 4.1.2), et l’alternative de TITS découle
de la proposition 6.2. Dans le second cas,Bir (X) est conjugué àAut (X0) où
X0 est l’unique modèle minimal deX (voir le §4.1.1). Il suffit donc d’appliquer
le théorème suivant pour conclure.

Théorème 6.3.Si M est une variété complexe compacte kählérienne, son groupe
d’automorphismes satisfait l’alternative deTITS.

Démonstration.Le groupeAut (M) agit sur la cohomologie deM, ce qui dé-
termine un morphisme deAut(M) dansGL(H∗(M,Z)), où H∗(M,Z) est la
somme directe des groupes de cohomologie deM. Dans [48], LIEBERMAN
montre que le noyau de ce morphisme est un groupe de LIE complexe n’ayant
qu’un nombre fini de composantes connexes et que sa composante connexe
Aut0(M) est une extension d’un tore complexe compact par un groupe algé-
brique complexe. La proposition 6.2 et l’alternative de TITS classique montrent
donc le résultat. �

6.3. Une alternative faible pour les isométries deH∞. Dans ce paragraphe,
nous montrons une alternative de TITS faible, inspirée de [56], pour le groupe
O(1,∞) des isométries de l’espace hyperbolique de dimension infinieH∞.

Fixons les notations, qui sont celles de la partie 3.4, mais dans un cadre gé-
néral. SoitZ un espace de HILBERT séparable. Considérons le produit scalaire
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défini surZ par la formule

〈x|x〉 = x2
0−

∞

∑
i=1

x2
i

où les corrdonnéesxi sont relatives à une base hilbertienne fixée une fois
pour toutes. Le cône de lumière deZ est l’ensemble des vecteursx satisfai-
sant〈x|x〉 = 0. On choisit alors l’une des deux nappesH

∞ de l’hyperboloïde
{x∈ Z | 〈x|x〉= 1} et l’on munit cet espace de la distance définie au paragraphe
3.4. L’espaceH∞ est un espaceCAT(−1) complet. C’est donc un espace hyper-
bolique au sens de GROMOV. Nous noterons∂H∞ son bord : il s’identifie au
projectifié du cône de lumière deZ .

Théorème 6.4.SoitΓ un sous-groupe deO(1,∞). Si Γ contient une isométrie
hyperbolique f, ou bienΓ contient un groupe libre non abélien, ou bienΓ fixe
un ou les deux points fixes de f au bord deH

∞. SiΓ ne contient pas d’isométrie
hyperbolique, alorsΓ fixe un point deH∞ ∪∂H∞.

Remarque 6.5. Dans le cas d’un groupe de transformations birationnelles
Γ agissant surH∞(S), les points fixes construits appartiennent àZ+(S), car
Z+(S) est invariant sous l’action deΓ.

Démonstration (suggérée par F.PAULIN , voir [56] et [37]). Supposons queΓ
contienne deux isométries hyperboliquesf etg dont les points fixes au bord de
H∞ sont distincts deux-à-deux. L’argument de ping-pong montre qu’il existe
deux entiersn etm tels quef n etgm engendrent un sous-groupe deΓ isomorphe
au groupe libreF2.

Supposons queΓ contient au moins une isométrie hyperboliquef . Soit α
(resp.ω) le point fixe répulsif (resp. attractif) def au bord deH∞. S’il existe un
élémenth deΓ tel que{h(α),h(ω)} et{α,ω} soient disjoints, alorsf eth f h−1

sont deux isométries hyperboliques auxquelles on peut appliquer l’argument
précédent. Dans le cas contraire, c’est queΓ fixe le doubleton{α,ω} ou l’un
des deux points de ce doubleton ; ainsi, il existe un sous-groupe deΓ d’indice
deux qui fixeα ou ω.

Supposons maintenant queΓ comporte deux isométries paraboliquesf et g
dont les points fixesα( f ) et α(g) sur le bord deH∞ sont distincts. Choisis-
sons deux éléments du cône de lumière deZ , encore notéα( f ) et α(g), qui
représentent ces deux points du bord deH∞. Soit l un point deZ satisfaisant
〈α( f )|l〉< 0 et〈α(g)|l〉> 0. L’hyperplan deZ orthogonal àl coupeH∞ sur un
sous-espaceL qui sépareα( f ) deα(g). Il existe alors un entiern et un entier
m tels quef m(L), f−m(L), gn(L) et g−n(L) soient comme dans la figure 6.3.
L’isométrie f mgn a alors deux points fixes au bord deH∞ : un point fixe attractif
dans la zone entourée parf m(L) et un point fixe répulsif dans la zone entou-
rée parg−n(L). Cette isométrie est donc hyperbolique et l’on peut appliquer le
premier argument pour montrer que le groupe engendré parf et g contient un
groupe libre.
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L

α( f )

α(g)

f m(L) f−m(L)

gn(L) g−n(L)

FIG. 1. Dynamique pour deux isométries paraboliques à points
fixes distincts. Le sous-espaceL coupeH

∞ en 2 demi-espaces. L’iso-
métrie f m et son inverse envoient le demi-espace le plus sombre sur
les deux zones sombres proches deα( f ) (le modèle de POINCARÉ est
utilisé pour la figure).

LorsqueΓ contient au moins une isométrie parabolique, nous obtenonsalors
l’alternative : ou bienΓ contient un groupe libre non abélien, ou bienΓ fixe
un point du bord deH∞ qui est l’unique point fixe de toutes les isométries
paraboliques deΓ.

Il reste à traiter le cas où tous les éléments deΓ sont elliptiques ; c’est le cas
le plus délicat. Le lemme 35 et la preuve du corollaire 36 du chapitre 8 de [37]
montrent que : ou bien l’orbite de tout pointx deH∞ est bornée, et en ce cas
le lemme du centre ([20], page 37) montre queΓ fixe un point deH∞, ou bien
l’ensemble limite deΓ est réduit à un point, etΓ fixe donc un point du bord de
H∞. Ceci termine la démonstration du théorème. �

Remarque 6.6.Telle que présentée dans [37], la preuve du lemme et du corol-
laire que nous venons d’utiliser nécessite une hypothèse decompacité locale
qui n’est pas satisfaite par l’espaceH∞. Plus précisément, le lemme 35 du cha-
pitre 8 de [37] utilise le corollaire 22, donc en fait l’implication(ii) =⇒ (i)
de la proposition 21 qui, à son tour, nécessite de montrer quetoute quasi-
géodésique est à une distance bornée d’une géodésique. Cette dernière pro-
priété est valable dansH∞, par la même preuve que dans les espacesHn en
utilisant queH∞ est complet, mais elle n’est démontrée dans [37] que pour des
espaces localement compacts.
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6.4. Groupes de DE JONQUIÈRES et automorphismes.Avant de montrer
le théorème C, nous résumons quelques propriétés concernant les automor-
phismes des surfaces rationnelles et le groupe deDE JONQUIÈRES. Il s’agit de
préliminaires un peu techniques.

6.4.1. Le groupe deDE JONQUIÈRES. Le groupe deDE JONQUIÈRESJonq est
le groupe des transformations birationnelles deP1(C)×P1(C) qui préservent
les fibres de la projection sur le premier facteur,πx : P1(C)×P1(C) → P1(C).
Ses éléments sont donc de la formef (x,y) = (A(x),B(x)(y)) où A est un élé-
ment dePGL(2,C) et B est un élément dePGL(2,C(x)). Le groupeJonq
s’identifie ainsi au produit semi-direct

Jonq ⋍ PGL(2,C)⋉PGL(2,C(x)).

Appliquant la proposition 6.2, nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 6.7.Le groupe deDE JONQUIÈRESvérifie l’aternative deTITS.

Remarque 6.8. 1.− SoientSune surface rationnelle etπ : S→ B une fibration
rationnelle deS. Il existe alors une transformation birationnelleε : S→P1(C)×
P1(C) et un isomorphismeη : B → P1(C) tels queη ◦π = πx ◦ ε. Ainsi, tout
sous-groupe deBir (S) permutant les fibres deπ est conjugué à un sous-groupe
deJonq .

2.− Considérons le groupe des automorphismes algébriques deC×P1(C).
PuisqueC ne contient pas de sous-variété complexe compacte de dimension
1, les fibres de la projection surC sont permutées entre elles par l’action de
Aut (C× P1(C)). Ce groupe et, de manière analogue, le groupeAut (C∗ ×
P

1(C)) se plongent donc dans le groupe deDE JONQUIÈRES.

6.4.2. Automorphismes isotopes à l’identité.

Lemme 6.9. Il existe un entier M tel que les propriétés suivantes soientvé-
rifiées pour toute surface rationnelle S et tout sous-groupede type fini G de
Aut (S) :

(i) si G est fini il contient un sous-groupe résoluble d’indice majoré par M ;
(ii) si G est virtuellement résoluble et ne contient que des automorphismes

virtuellement isotopes à l’identité, G contient un sous-groupe résoluble de
longueur de résolubilité inférieure à M et d’indice majoré par M.

Pour M on peut prendre la constante 602 = 3600. Avant de montrer ce
lemme, signalons qu’il s’agit de propriétés classiques pour les groupes linéaires.
Par exemple, le premier point est un théorème de JORDAN : pour tout entier
positif n, il existe une constantek(n) tel que tout sous groupe fini deGL(n,C)
contienne un sous-groupe central abélien d’indice inférieur àk(n).

Remarque 6.10.Dans ce qui suit, nous utiliserons que tout sous-groupe fini
de PGL(2,C) contient un sous-groupe abélien distingué d’indice inférieur à
60 (voir [45], corollaire 2.13.7, pour la classification desgroupes de MÖBIUS

finis). De même, siG est un sous-groupe virtuellement résoluble dePGL(2,C),
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alorsG contient un sous-groupe résoluble distingué d’indice inférieur à 60 dont
la longueur de résolubilité est inférieure ou égale à 2.

Démonstration de (i).Le point(i) résulte duB, A , BA de la classification des
sous-groupes finis deBir (P2(C)). Si G est un tel groupe, il préserve une fibra-
tion méromorpheπ : P

2(C) 99K P
1(C) dont les fibres sont rationnelles ou el-

liptiques. Il existe donc un morphismeρ deG dansAut (P1(C)) tel queρ(g) =
π ◦g pour toutg dansG. L’image deG est un sous-groupe fini dePGL(2,C).
Elle contient donc un sous-groupe abélienI0 d’indice majoré par 60. Lorsque la
fibration est rationnelle, le noyau deρ est un sous-groupe fini dePGL(2,C(x)).
Mais tout sous-groupe fini dePGL(2,C(x)) se plonge en un sous-groupe fini de
PGL(2,C) (par spécialisation de la variablex) et contient donc également un
sous-groupe abélien central d’indice majoré par 60. L’image réciproque deI0
dansG parρ contient donc un sous-groupe résoluble d’indice inférieurà(60)2.
Lorsque la fibration est elliptique, le noyau deρ contient un sous-groupe abé-
lien d’indice inférieur à 12 et le même argument s’applique. �

Avant de démontrer le second point, remarquons que l’existence d’une telle
constanteM est facile à établir pour le groupe deDE JONQUIÈRES Jonq =
PGL(2,C)⋉PGL(2,C(x)), et donc aussi pour les groupesAut (C×P1(C)) et
Aut (C∗×P1(C)).

Remarque 6.11.Si G est un sous-groupe deAut (C2), le théorème 2.4 de [47]
montre queG satisfait l’une des trois propriétés suivantes :(i) G est contenu
dans le groupe affineAff (C2) ou le groupeEl(C2) des automorphismes po-
lynomiaux qui préservent la fibration par droites horizontales (ce groupe est
résoluble, de longueur 3) ;(ii) G contient un groupe libre non abélien ;(iii )
G est isomorphe au produit semi-direct deZ par un groupe fini cyclique. En
particulier, siG est virtuellement résoluble, alorsG contient un sous-groupe ré-
soluble d’indice inférieur à 60 dont la longueur de résolubilité est inférieure à 3.
Une propriété analogue s’obtient sans difficulté pour les groupesAut(C×C∗)
etAut (C∗×C∗).

Démonstration de (ii).Dans ce qui suit, nous utiliserons les résultats rappelés
au paragraphe 4.2.1. Dorénavant, le groupeG est un sous-groupe de type fini
résoluble deAut (S), où S est une surface rationnelle, et tous les éléments de
G sont virtuellement isotopes à l’identité. NotonsG0 l’intersection deG avec
Aut0(S), G0 l’adhérence de ZARISKI deG0 dansAut0(S) etG1 la composante
connexe de l’identité dansG0. Si G1 est réduit à l’identité, c’est queG est
isomorphe à un sous-groupe fini d’une surface rationnelle ; le résultat découle
alors du premier point. Nous pouvons donc supposer que la dimension deG1
est supérieure ou égale à 1.

Considérons maintenant le dernier sous-groupe dérivé deG1 qui ne soit pas
réduit à l’identité. Ce groupe abélien, notéG2, est un sous-groupe de LIE com-
plexe connexe deAut0(S) de dimension strictement positive. NotonsQ la qua-
driqueP1(C)×P1(C). D’après [9], pages 87–88, il existe un changement de
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variable birationnelε : S99K Q tel queεG2ε−1 soit un sous-groupe deAut0(Q).
Le groupeG est alors conjugué au sous-groupeεGε−1 deBir (Q).

PuisqueGagit par conjugaison sur son sous-groupe distinguéG2, εGε−1 agit
par conjugaison surεG2ε−1. Si f est un élément deεGε−1 et φ est un élément
deεG2ε−1, il existe donc un autre automorphismeψ ∈ εG2ε−1 tel que f ◦φ =
ψ ◦ f . Toute courbe contractée parf est doncφ-invariante. Ceci montre que
εG2ε−1 stabilise les courbes contractées par les éléments deεGε−1 ⊂ Bir (Q).
Ainsi,

• ou bien les orbites deεG2ε−1 sont confinées dans des courbes algébriques
et, en ce cas,εGε−1 préserve une fibration rationnelle ; le groupeεGε−1 est
donc isomorphe à un sous-groupe deJonq (voir la remarque 6.8) et le résultat
cherché en découle ;

• ou bien l’ensemble des courbes contractées parεGε−1 est formé d’au plus
deux verticales{⋆} × P1(C) et deux horizontalesP1(C)× {⋆} ; en ce cas,
le groupeεGε−1 est isomorphe à un sous-groupe deJonq , de Aut (C2), de
Aut (C∗×C) ou deAut (C∗×C∗) et la remarque 6.11 conclut la démonstra-
tion. �

6.5. Alternative de TITS pour le groupe deCREMONA. Nous sommes main-
tenant en mesure de démontrer l’alternative de TITS pour le groupeBir (P2(C)),
ce qui terminera la preuve du théorème C.

Soit Γ un sous-groupe de type fini deBir (P2(C)). Le groupeΓ se plonge
donc dans le groupe des isométries deZ (P2(C)) et nous identifieronsΓ à son
image dans les isométries deZ (P2(C)) ; ceci permet donc aussi d’identifier
Γ à un sous-groupe du groupeO(1,∞) des isométries deH∞. L’alternative de
TITS faible pour les isométries deH∞ permet alors de supposer que l’une des
situations suivantes est satisfaite (voir le théorème 6.4):

(i) Γ fixe un pointx à l’intérieur deH
∞.

(ii) le groupeΓ ne contient pas de transformation hyperbolique, ne fixe pas
de point à l’intérieur deH∞, mais fixe un point du bord deH∞.

(iii) Γ contient un élément hyperboliquef et, quitte à remplacerΓ par un
sous-groupe d’indice au plus 2, l’un des deux points fixesα de f est fixé
parΓ.

(iv) Γ contient un groupe libre non abélien.
Il s’agit désormais d’étudier les trois premières situations : le cas elliptique(i),
le cas parabolique(ii) et le cas hyperbolique(iii ).

6.5.1. Situation elliptique.Supposons queΓ fixe un pointx deH∞. PuisqueΓ
est de type fini, la proposition 3.10 montre queΓ est conjugué à un sous-groupe
des automorphismes d’une surface rationnelleS. Le théorème 6.3 montre alors
queΓ satisfait l’alternative de TITS.

6.5.2. Situation parabolique et stabilisateurs d’une classe nef.Plaçons nous
maintenant dans la situation(ii). L’ensemble limite deΓ est donc réduit à un
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singleton{α}⊂ ∂H∞. Soit l un élément deZ (P2(C)) qui détermineα ; puisque
Γ ne contient aucune isométrie hyperbolique, chaque élémentγ deΓ fixe l :

∀γ ∈ Γ, γ(l) = l . (6.1)

Proposition 6.12.SoitΓ un groupe de type fini. S’il existe un élément non nul l
deZ+(S) qui est fixé parΓ, l’une des deux propriétés suivantes est satisfaite :

(a) il existe une transformation birationnelleφ : S′ 99K S et une fibration
elliptique ou rationnelleπ : S′ → B dont les fibres sont permutées par
φ−1◦Γ◦φ ;

(b) il existe une transformation birationnelleφ : S′ 99K S et un sous-groupe
d’indice fini Γ0 dansΓ tel queφ−1◦Γ0◦φ soit contenu dansAut0(S′).

Dans les deux cas,Γ vérifie l’alternative deTITS.

Démonstration en présence d’un élément parabolique.Si Γ contient un élément
paraboliqueγ, l est proportionnel à la classe du fibré en droites associé à
l’unique fibrationγ-invariante. L’équation 6.1 montre alors que cette fibration
estΓ-invariante. Il reste à voir que l’alternative de TITS est satisfaite.

Si γ est un twist de HALPHEN, la fibration est elliptique et le groupeΓ est
virtuellement abélien (voir le §5.2). Siγ est un twist deDE JONQUIÈRES, la fi-
bration est rationnelle etΓ est isomorphe à un sous-groupe deJonq . On conclut
à l’aide du lemme 6.7. �

Ceci ne termine pas la démonstration de la proposition, car il se peut a priori
queΓ ne contienne aucun élément parabolique. Nous aurons besoindans ce
cas de la construction suivante.

6.5.3. Graphes duaux et éclatements.Soit D = ∑aiEi, ai > 0 pour touti, un
diviseur effectif à croisements normaux dont les composantes irréductbles sont
des courbes rationnelles lisses. SoitG le graphe dual deD, i.e. le graphe d’in-
cidence des courbesCi : les sommets deG sont en bijection avec les courbesCi
et les arètes joignantCi àCj , i 6= j, sont en bijection avec les points d’intersec-
tion deCi avecCj . Le grapheG est un graphe fini non orienté. La donnée du
diviseurD permet alors de munirG d’une distancedistG définie en imposant
que la longueur de toute arète joignant deux courbes adjacentesCi et Cj est
égale à

distG (Ci ,Cj) =
1

aia j
.

Si l’on éclate un pointp deD, la transformée totaleD′ deD fait apparaître le
diviseur exceptionnelE avec multiplicitéai si p appartient à une unique courbe
Ci , etai +a j si p est à l’intersection deCi etCj . Dans le premier cas, le graphe
G ′ de D′ s’obtient en ajoutant un sommetE et une unique arète de longueur
1/a2

i reliantE àCi ; dans le second cas, un sommetE est ajouté sur l’arète de
G déterminée parp, et ce sommet découpe l’arète en deux nouvelles arètes
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[Ci,E] et [E,Cj ] de longueurs respectives

1
ai(ai +a j)

et
1

a j(ai +a j)
.

En particulier, la distance entreCi etCj calculée dansG est égale à celle cal-
culée dansG ′.

Considérant l’ensemble des éclatements possibles deD (y compris infini-
ment proches), nous obtenons ainsi une famille de graphes métrisés dont nous
pouvons prendre la limite injective. Nous noteronsG l’espace limite. Cet es-
pace métrique est muni de structures supplémentaires : siG Q désigne l’union

des sommets des graphes finisG ′, alorsG Q est une partie dénombrable dense

deG telle que
(i) G a localement une structure d’arbre réel dont l’union des points de bran-

chement coïncide avecG Q

(ii) la structure deR-arbre locale deG induit une structure locale deQ-arbre
surG Q.

Le lecteur pourra consulter les chapitres 3 et 6 de [32] pour une démonstration
de ces résultats, l’article de revue [53] pour les actions degroupes sur lesΛ-
arbres, et [38] pour une situation proche de celle que nous étudions.

6.5.4. Démonstration de la proposition 6.12.Reprenons donc maintenant les
hypothèses de la proposition 6.12 en supposant de surcroît que Γ ne contient
que des éléments elliptiques. La proposition 3.10 permet desupposer quel
est un élément deZ(P2(C))⊗R. Nous pouvons donc conjuguerΓ à un sous-
groupe deBir (S) où S est une surface rationnelle,l appartient àNS (S)⊗R
et 〈l |l〉 ≥ 0. Les courbesEi de S contractées par un élément deΓ sont donc
orthogonales àl (voir la proposition 3.8 et la remarque qui l’accompagne) :
〈 l |Ei 〉 = 0. Ainsi, ou bienl est proportionnel à la classe du fibré en droites
associé à une fibration rationnelle, ou bien lesEi sont en nombre fini. Dans
le premier cas, la fibration rationnelle estΓ-invariante,Γ vérifie donc l’alterna-
tive de TITS et la proposition 6.12 est démontrée. Nous pouvons donc supposer
que les courbes contractéesE1, ..., Ek sont en nombre fini et d’auto-intersection
négative ou nulle. Soit∆ l’union des courbesEi ; le groupeΓ agit biholomor-
phiquement surS\∆.

Soit W le sous-Z-module deNS (S) engendré par les classes des courbes
contractéesEi ; W est contenu dans l’orthogonal del . Si la forme d’intersection
est définie négative en restriction àW, le critère de contraction de MUMFORD-
GRAUERT permet de conjuguerΓ à un groupe d’automorphismes (voir la dé-
monstration de la proposition 3.10), et l’on conclut à l’aide du théorème 6.3.
Si la forme d’intersection n’est pas définie négative en restriction àW, c’est
quel2 = 0 et queW intersecte la droiteRl sur un diviseur effectifD, unique à
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multiplication près par un entier positif. Nous noterons

D =
m

∑
i=1

aiEi , Ei ⊂ ∆, ai ≥ 0,

la décomposition deD en composantes irréductibles ; quitte à diviserai par
leur plus grand diviseur commun et à contracter les courbesE j pour lesquelles
a j = 0, nous pouvons supposer que lesa j sont strictement positifs et premiers
entre eux dans leur ensemble.

Nous adaptons maintenant un argument issu de [38]. Pour celanous noterons
G le graphe associé au diviseurD.

NotonsG la limite inductive des graphesG ′ ainsi construits lorsqu’on consi-
dère toutes les surfacesS′ dominantSqui sont obtenues en éclatant les points
d’indétermination d’éléments deΓ. Cet espace métrique est localement un
arbre réel, de valence infinie a priori, dont l’ensemble des points de branche-
ment forme localement unQ-arbreG Q. Cet espace est plus petit que l’en-

sembleG défini au paragraphe précédent car nous n’éclatons que des points
d’indétermination d’éléments deΓ. Puisquel est une classeΓ-invariante, le
groupeΓ agit sur cet arbre par isométries.

Notons qu’avec les hypothèses en coursΓ ne peut avoir de point fixe global
dansG Q. Par construction, en effet, chaque élémentedeG Q correspond à une
courbeE (dans une surfaceS′ dominantS) qui est contractée sur un pointq par
au moins un élémentg deΓ. Le pointe n’est donc pas fixé parg : son image
correspond à une courbe irréductible obtenue après éclatements deS′ au-dessus
du pointq.

Si g est un élément deΓ, g est elliptique, doncg est birationnellement conju-

gué à un automorphismeg0 d’une surfaceS0, et un des itérésgk(g)
0 de g0 est

isotope à l’identité. Vue dansS0, la transformée totale de∆ est une union de

courbes rationnelles qui sont fixées pargk(g)
0 . Ceci montre que chaque élément

g deΓ possède au moins une orbite finie, de longueur divisantk(g), dansG Q.

Supposons maintenant queG est un arbre. Dans ce cas,G est un arbre réel
etG Q est unQ-arbre. Puisque chaque élémentg deΓ a une orbite périodique

dansG Q, chaque élément deΓ y a un point fixe. CommeΓ est de type fini,

le corollaire 2 de [58], §6.5, page 90, montre queΓ fixe un point deG Q. Ceci
contredit les affirmations précédentes.

Supposons maintenant que le groupe fondamental du graphe fini G est iso-
morphe àZ. En ce cas, il existe un unique lacet fermé sans aller retour dans
G engendrantπ1(G ), appelé cœur deG et notéC(G ), sur lequelG se rétracte
par déformation. Utilisant à nouveau que tout élémentg deΓ provient d’un au-
tomorphisme virtuellement isotope à l’identité, nous en déduisons que le cœur
estΓ-invariant. Le groupeΓ agit donc par isométries sur la limite des graphes
finis C(G ′), c’est-à-dire sur un cercleS1 contenu dansG . Nous obtenons ainsi
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une action du groupe de type finiΓ par isométries du cercle, dont tous les élé-
ments ont une orbite finie. Ceci montre qu’un sous-groupe d’indice fini dansΓ
agit identiquement sur ce cercle. Ce sous-groupe fixe chaquecourbe du cœur
C(G ), et vérifie donc la propriété(b) de la proposition 6.12.

Lorsque le groupe fondamental deG est un groupe libre non abélien, un sous
groupe d’indice fini deΓ agit trivialement surπ1(G ). L’argument précédent
s’applique à ce sous-groupe, ce qui permet de conclure.

Ceci termine la démonstration de la proposition 6.12, et donc celle de l’al-
ternative de TITS lorsqueΓ ne contient pas d’élément hyperbolique.

6.5.5. Situation hyperbolique.Supposons enfin queΓ contient une isométrie
hyperboliquef et que l’un des points fixesα ∈ ∂H∞ est fixé parΓ. Soit l
un élément deZ (P2(C)) qui détermine le pointα de ∂H∞. Soit D la droite
Rl . Puisque cette droite est invariante sous l’action deΓ, nous obtenons un
morphisme deΓ vers le groupe abélienGL(D) = R∗. Le noyauΓ0 de ce mor-
phisme ne contient aucune isométrie hyperbolique. A priori, Γ0 n’est pas de
type fini. Cependant, par les étapes précédentes et le paragraphe 6.4, il existe
une constanteM telle que tout sous-groupe de type fini dansΓ0 contient un
sous-groupe résoluble d’indice inférieur àM dont la longueur de résolubilité
est inférieure àM. Ceci montre queΓ est résoluble.

7. APPLICATION

7.1. Groupes de torsion. DansGL(n,C), tout groupe de torsionG est rela-
tivement compact, donc contenu dans un conjugué du groupe unitaire (voir
les théorèmes de SCHUR, [19]). Le théorème suivant montre à la fois que cet
énoncé n’a pas d’analogue au sein du groupe de CREMONA, que la proposition
3.10 ne peut être étendue à des groupesG qui ne sont pas de type fini, et que
l’hypothèse «Γ est de type fini » est cruciale dans 6.5.4.

Théorème 7.1(WRIGHT, [59]). Il existe un sous-groupe G deAut [C2] - donc
deBir (P2(C)) - isomorphe au groupe abélienQ/Z tel que la fonction degré
g 7→ deg(g), ne soit pas bornée sur G.

Dans le cas des groupes de type fini, nous disposons du résultat suivant.

Théorème 7.2.Soit S une surface complexe compacte kählérienne. Tout sous-
groupe de torsion deBir (S) de type fini est fini.

Démonstration.SoitG un tel groupe. Par l’alternative de TITS, G est virtuelle-
ment résoluble. Comme tout groupe de torsion résoluble et detype fini est fini,
le groupeG est fini. �

7.2. Groupes résolubles.L’alternative de TITS et la partie 5 permettent aussi
de décrire les sous-groupes résolubles deBir (S) qui ne sont pas virtuellement
abéliens (voir [12] pour une preuve et des compléments).
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Théorème 7.3.Soit S une surface complexe compacte kählérienne. Si G est un
sous-groupe de type fini deBir (S) qui est résoluble et sans torsion, il existe un
sous-groupe d’indice fini de G qui est abélien ou qui préserveun feuilletage.

Par exemple, la transformationfA de l’exemple 2.1 et les translations du
toreE×E engendrent un groupe résoluble non nilpotent préservant lefeuille-
tage stable et le feuilletage instable def . Des exemples analogues peuvent être
construits à l’aide de transformations monomiales à la place de fA.

8. ANNEXE : DYNAMIQUE ET CENTRALISATEUR

8.1. Le cas des difféomorphismes.Soit S une surface complexe etf une
transformation holomorphe deS. Soit q un point périodique de périodek pour
f . Nous dirons queq est hyperbolique si une valeur propre de la différentielle
deD f k

q a un module strictement plus grand que 1 et l’autre un module stricte-
ment plus petit que 1. Nous noteronsWs

loc(q) etWu
loc(q) (resp.Ws(q) etWu(q))

les variétés stables et instables locales (resp. globales)de f enq.
Soit g un difféomorphisme holomorphe deSqui commute avecf . La trans-

formation g permute les points périodiques hyperboliques de périodek de
f . Si cet ensemble de points périodiques est fini, de cardinalNk strictement
positif, alors le sous-groupeAk de Cent ( f ,Aut (S)) consituté des difféomor-
phismes deS qui fixent chacun de ces points est d’indice inférieurNk! dans
Cent ( f ,Aut(S)). Les variétés stables et instables de chacun de ces pointsq
sont également invariantes sous l’action deAk.

Fixons maintenant l’un desNk points q. La variété instableWu(q) (resp.
Ws(q)) est paramétrée par une application holomorphe injectiveξ+

q : C → S
(resp.ξ−q ) satisfaisantξ+

q (0) = q (resp.ξ−q (0) = q). On dispose donc d’un mor-
phisme

α :

{

Ak → C∗×C∗

g 7→ α(g) = (α−(g),α+(g))

tel queξ−q (α−(g)z) = g(ξ−q (z)) et ξ+
q (α+(g)z) = g(ξ+

q (z)) pour tout nombre
complexez.

Lorsque l’union des variétés stables et instables deq est ZARISKI-dense
dansS, la restriction de tout élémentg ∈ Ak aux germesWs

loc(q) et Wu
loc(q)

détermine entièrement la transformationg : S→S, si bien queα est injectif. En
particulier,Ak est abélien etCent ( f ,Aut (S)) contient un sous-groupe abélien
d’indice inférieur à(Nk!).

Considérons le sous-ensembleΛ deC×C constitué des couples(x,y) pour
lesquelsξ−q (x) est égal àξ+

q (y) et montrons queΛ est un sous-ensemble discret
deC×C. Soit (x,y) un point deΛ et m le point deSdéfini parm= ξ−q (x) =

ξ+
q (y). Dans un voisinage suffisamment petit dem, les composantes connexes

deWs(q) etWu(q) contenantm sont deux sous-variétés complexes distinctes.
Elles ne peuvent donc s’intersecter qu’un nombre fini de fois. Il existe ainsi
un voisinageU de x et un voisinageV de y tels queξ−q (U ) et ξ+

q (V ) ne
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s’intersectent qu’au pointm. Le point(x,y) est donc l’unique point deΛ dans
l’ouvert U ×V , ce qui montre queΛ est discret. Par ailleurs, l’ensembleΛ
ne coupe les axes{0}×C et C×{0} qu’au point(0,0) car ξ+

q et ξ−q sont
injectives.

Proposition 8.1. Soit f un difféomorphisme holomorphe d’une surface com-
plexe connexe S. Supposons qu’il existe un entier k tel que

(i) l’ensemble des points périodiques hyperboliques de f depériode k est
fini et non vide,

(ii) pour l’un de ces points périodiques q, les variétés stables et instables
s’intersectent en au moins un point distinct de q.

Le groupe cyclique engendré par f est alors d’indice fini dansle groupe des
difféomorphismes holomorphes de S qui commutent avec f.

Démonstration.Conservons les notations employées jusqu’à présent et notons
A l’image du groupeAk par le morphismeα. PuisqueW−(q) et W+(q) se
coupent ailleurs qu’enq, ces deux « variétés » se coupent infiniment et forment
un ensemble ZARISKI-dense, au sens où il existe un voisinageU deq tel que
toute fonction holomorphe surU qui est nulle surW+(q)∩U est identique-
ment nulle. Nous pouvons donc affirmer que le morphismeα est injectif et que
l’ensembleΛ est une partie discrète et infinie deC×C qui est invariante sous
l’action diagonale deA.

Soit A l’adhérence deA dansC∗ × C∗. PuisqueΛ est discret,Λ est A-
invariant. SiA n’était pas discret,A contiendrait un sous-groupe à un paramètre
non trivial de la formet 7→ (etu,etv). PuisqueΛ est discret, l’une des trois pro-
priétés suivantes devrait alors être satisfaite :(i) Λ = {(0,0)}, (ii) u = 0 et
Λ ⊂ C×{0}, ou(iii ) v= 0 etΛ ⊂ {0}×C. Ceci est impossible carΛ est infini
et ne coupe pas les axes de coordonnées. Ainsi,A ne contient aucun sous-
groupe à un paramètre non trivial, etA est discret. En particulier,A contient un
sous-groupe abélien libreA′ d’indice fini de rang au plus 2.

L’automorphismef k engendre un sous-groupe cyclique infini deAk. Le rang
deA′ est donc minoré par 1 et, s’il vaut 1, f engendre un sous-groupe d’indice
fini de Cent ( f ,Aut(S)). Il suffit donc de montrer que le rang deA′ ne peut
être égal à 2. Si c’était le cas,A′ serait un sous-groupe discret et cocompact de
C∗×C∗ ; le point(0,0) serait donc une valeur d’adhérence deΛ. Ceci contredit
la discrétude deΛ et termine la preuve. �

Corollaire 8.2 (Théorème de LAMY renforcé, voir [47]). Soit h un automor-
phisme de typeHÉNON du planC2. Le groupe cyclique engendré par h est
d’indice fini dans le groupe des biholomorphismes deC2 qui commutent à h.

Démonstration.Si k est suffisamment grand,h possède un nombre fini stricte-
ment positif de points périodiques hyperboliques de périodek dont les variétés
stables et instables se recoupent (voir [4]). �
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Théorème 8.3.Soit f un difféomorphisme analytique d’une surface réelle,
compacte et connexeΣ. Si l’entropie topologique de f est positive, le centrali-
sateur de f dans le groupe des difféomorphismes analytiquesdeΣ est virtuel-
lement cyclique.

Démonstration.D’après [46], f possède des points périodiques hyperboliques
dont les variétés stables et instables se recoupent et sont donc ZARISKI-denses,
au sens ou toute fonction analytique nulle le long de ces variétés est identique-
ment nulle. Soitq un tel point périodique, soitk sa période, et soitξ : R → Σ
une paramétrisation deWu(q) qui linéarisef k. Si g commute àf et préserveq,
alorsg préserveWu(q) et est également linéaire le long deξ(t). Le paragraphe
précédent s’applique maintenant mot à mot. �

Cette stratégie s’applique en dimension plus grande, et fournit une explica-
tion dynamique heuristique au théorème principal de [25] (voir [12]).

8.2. Dynamique des transformations rationnelles et centralisateur. Soit f
une transformation birationnelle d’une surface projective complexeSpour la-
quelleλ( f ) > 1. D’après le paragraphe 2.2, nous pouvons supposer quef est
algébriquement stable, ce qui signifie que les orbites positives f n(x), n≥ 0, des
élémentsx de Ind( f−1) n’intersectent pas Ind( f ). Nous dirons quef satisfait
la « condition de BEDFORD et DILLER » si la somme

∑
n≥0

1
λ( f )n log(dist( f n(x), Ind( f )))

est une somme finie pour tout pointx de Ind( f−1). On remarquera que cette
condition est vérifiée de manière triviale sif est un automorphisme ou si les
points d’indétermination def−1 ont une orbite positive finie ; cette condition
« générique » n’est pas toujours satisfaite (voir [3], proposition 4.5, et [31]).

Nous dirons qu’un pointq deSest un point périodique def de périodek si
f et ses itérésf 2, ..., f k sont holomorphes sur un voisinage deq, si f k(q) = q
et si f l(q) est distinct deq lorsquel est compris entre 1 etk−1. Les notions de
point périodique hyperbolique et de variété stable ou instable locale s’étendent
de manière similaire. Les variétés stables et instables globales sont définies par

W±(q) =
[

n∈Z

f n(W±
loc(q))

où l’on prend ici l’union des transformées strictes deW±
loc(q) par f n ; W−(q) et

W+(q) sont les prolongements analytiques des germesW−
loc(q) et W+

loc(q). Ils
sont paramétrés par des applications holomorphesξ±q : C → Senvoyant l’ori-
gine surq et réalisant un biholomorphisme local d’un voisinage de l’origine
sur la variétéW±

loc(q). Ces applications peuvent ne pas être injectives : si une
courbeE est contractée parf sur un pointp et siW+(q) coupeE l fois, alors
W+(q) passel fois par le pointp (voir les figures de [52]).

Le théorème suivant permet d’étendre la stratégie du paragraphe précédent
aux transformations birationnelles.
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Théorème 8.4([5], [10] [3], [28]). Si f est une transformation birationnelle
d’une surface projective complexe qui est entropique et satisfait la condition
de BEDFORD et DILLER, alors f possède une infinité de points périodiques
hyperboliques dont les variétés stables et instables se recoupent. Ces points
périodiques s’équidistribuent vers une mesure de probabilité f -invariante dont
l’entropie vautlog(λ( f )).

Lemme 8.5. Soit q un point périodique hyperbolique etξ−q et ξ+
q les paramé-

trisations de ses variétés stable et instable. L’ensembleΛ des couples(x,y) tels
queξ+

q (x) = ξ−q (y) est un sous-ensemble discret deC×C qui ne rencontre les
axes de coordonnées qu’en l’origine.

Démonstration.Soient(x,y) un point deΛ et m le point ξ+
q (x) = ξ−q (y). Les

variétés stables et instables peuvent a priori passer une infinité de fois par le
pointm. Cependant, puisque chacune de ces variétés est l’union croissante des
f±n(W±

loc(q), il existe deux ouvertsU etV deC contenant respectivementx et
y et un ouvertW de Scontenantm tels queξ+

q (U )∩W et ξ−q (V )∩W sont
deux courbes analytiques distinctes deW . Quitte à restreindre ces ouverts,
nous pouvons supposer queξ+

q (U ) et ξ−q (V ) ne se coupent qu’une fois, c’est-
à-dire que(x,y) est le seul point deΛ dans l’ouvertU ×V . L’ensembleΛ est
donc discret. Il ne coupe les axes de coordonées qu’à l’origine carξ+

q (resp.
ξ−q ) ne repasse pas parq : en effet,q étant un point périodique hyperbolique,
aucune courbe n’est contractée surq par un itéré def . �

Proposition 8.6. Soit f une transformation birationnelle d’une surface pro-
jective complexe S. Si λ( f ) > 1, et si f vérifie la condition deBEDFORD et
DILLER, le groupe engendré par f est d’indice fini dansCent ( f ,Bir (S)).

Démonstration.L’ensemble des points périodiques hyperboliques def de pé-
riodek est un ensemble fini. Le théorème 8.4 permet de choisir un entierk pour
lequel existe un tel point périodiqueq dont les variétés stables et instables se
recoupent une infinité de fois et forment chacune un ensembleZARISKI-dense
deS(voir le §8.2).

Soitg une transformation birationnelle deSqui commute avecf . Si W+(p)
est une variété instable ZARISKI-dense def en un point périodiquep, g est ho-
lomorphe au point générique deW+(p) ; ceci permet de définirg par prolonge-
ment analytique le long de toute la variétéW+(p), même si celle-ci passe par
les points d’indétermination deg (en d’autres termes, on considère la transfor-
mée stricte de cette variété parg). Avec cette convention,g permute les variétés
stables et instables des points périodiques hyperboliquesde f . Puisquef a un
nombre finiNk de points périodiques hyperboliques de périodek, il existe un
sous-groupeBk dansCent ( f ,Bir (S)) d’indice majoré par(Nk!) dont tous les
éléments fixent les variétés stables et instablesW−(q) etW+(q). Le reste de la
démonstration de la proposition 8.1 s’applique mot à mot. �

Lorsquef ne vérifie pas la conditon de BEDFORDet DILLER, on peut encore
démontrer le théorème B par un argument dynamique (voir [12]).
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