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Résumé. We apply the Gordin method to prove a central limit theorem for two
families of dynamical systems : forward or backward iteration of holomorphic
endomorphisms of projective spaces and iteration of modular correspondances.

Note. Ce texte est une version remaniée de la version publiée ( Int. Math. Res.
Not. 2005, no. 56, 3479–3510). L’annexe comportait une erreur qui nous a été
signalée par Christophe Dupont et que nous corrigeons ici. Ceci change une
estimation intermédiaire sans changer les résultats principaux du texte. Signa-
lons que l’article de C. Dupont intitulé ”Bernoulli coding map and singular
almost-sure invariant principle for endomorphisms of P

k” développe une ap-
proche similaire mais différente pour l’étude des endomorphismes de l’espace
projectif, avec des résultats plus précis.

1. Introduction

Nous nous proposons d’appliquer une méthode due à Mikhail I. Gordin pour

obtenir un théorème limite central dans deux situations dynamiques différentes :

celle des endomorphismes holomorphes de l’espace projectif complexe, d’une part,

celle des correspondances modulaires, d’autre part.

1.1. Endomorphismes et correspondances modulaires. Si f : P
k(C) →

P
k(C) est une transformation holomorphe de l’espace projectif complexe de dimen-

sion k, son entropie topologique est égale au logarithme de son degré topologique

dt,

htop(f) = log(dt).

Celle-ci est donc strictement positive dès que le degré topologique de f est supérieur

ou égal à 2, ce que nous supposerons dorénavant. On sait alors associer à f une

mesure de probabilité µf sur l’espace projectif P
k(C) qui jouit de propriétés ergo-

diques remarquables :

– µf est l’unique mesure de probabilité f -invariante d’entropie maximale (voir

[8]) ;

– les points périodiques répulsifs de f s’équirépartissent vers µf et les exposants

de Lyapounoff de µf sont minorés par htop(f)/2k (voir [7]) ;

– le triplet (Pk(C), f, µf ) est un système de Bernoulli (voir [5] et [6]).

Le premier but du présent article est de montrer que la méthode employée par

Briend, Duval et Lyubich pour obtenir ces propriétés ergodiques peut être
1
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couplée à celle de Gordin pour établir un théorème limite central pour des fonc-

tions höldériennes.

Signalons dès à présent que le théorème limite central a été obtenu simultanément

par Dinh et Sibony dans le cadre plus général des transformations méromorphes

des variétés kählériennes dont le degré topologique domine les autres degrés dyna-

miques, mais pour des observables lipschitziennes (voir [18]). Par ailleurs, comme

nous l’a signalé Nessim Sibony, l’estimée principale obtenue pour démontrer le

théorème limite central résulte facilement du chapitre 8 de [19] lorsque l’observable

est de classe C2 (voir aussi [17]).

Dans un deuxième temps, nous montrerons un théorème limite central pour

la châıne de Markov qui consiste à itérer l’endomorphisme f négativement en

choisissant, à chaque itération, une image réciproque du point x aléatoirement et

de manière équiprobable parmi les dt éléments de f−1{x}.

Dans un troisième temps, nous obtiendrons le théorème limite central pour les

correspondances modulaires. Il s’agit d’employer la méthode de Gordin en s’ap-

puyant sur les estimées obtenues par Clozel, Oh et Ullmo. Voici le contexte.

Soit G un groupe linéaire algébrique défini sur Q, presque simple et connexe, dont

la partie réelle G(R) n’est pas compacte. Soient Γ un sous-groupe de congruence

de G(Q) et K un sous-groupe compact maximal de G. Soit X l’espace localement

symétrique Γ\G/K et λ la mesure de probabilité sur X obtenue par quotient d’une

mesure de Haar de G. Si a est un élément de G(Q), le groupe Γa = a−1Γa∩Γ est

d’indice fini dans Γ et dans a−1Γa. En particulier, la variété Ya = Γa\G/K possède

deux revêtements finis de même degré sur X, définis par

π1(Γay) = Γy et π2(Γay) = Γay.

La transformation multivaluée π2 ◦ π−1
1 : X → X détermine une correspondance

sur X, dite correspondance modulaire ou correspondance de Hecke. Si l’on munit

G/K d’une métrique invariante à gauche sous G, celle-ci passe au quotient en une

métrique sur X et sur Ya pour lesquelles π1 et π2 sont des revêtements riemanniens.

La correspondance est donc localement isométrique, ce qui différe fortement du cas

des endomorphismes de l’espace projectif puisque ceux-ci ont des exposants de

Lyapounoff strictement positifs vis-à-vis de leur mesure d’entropie maximale.

1.2. Théorème limite central. Soit (M,T , f, µ) un système dynamique proba-

bilisé, ce qui signifie que f : M →M est une transformation mesurable de l’espace

mesurable (M,T ) qui préserve la mesure de probabilité µ. Si ϕ est une fonction

mesurable de M vers R, les fonctions Xk = ϕ ◦ fk forment une suite de variables
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aléatoires sur l’espace probabilisé (M,T , µ) ; on s’attache alors à décrire le com-

portement asymptotique des sommes de Birkhoff

SN =

N−1
∑

j=0

Xj .

L’approche principale consiste à comparer ce comportement à celui d’une suite de

variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Par exemple, le

théorème ergodique affirme que les Xk satisfont la loi des grands nombres : dès que

µ est ergodique et que ϕ est intégrable, les moyennes SN (x)/N tendent µ-presque

sûrement vers la constante
∫

M ϕdµ.

Poussant l’analyse un cran plus loin, il convient de déterminer si la suite Xk

satisfait un théorème limite central. On suppose donc que ϕ a une moyenne nulle

et que son carré est intégrable, puis l’on dit que ϕ satisfait le théorème limite central

s’il existe un réel strictement positif σ tel que

lim
N→+∞

µ

{

x ;
1√
N
SN (x) ∈ A

}

=
1√
2πσ

∫

A
exp

(−t2
2σ2

)

dt,

pour tout intervalle de nombres réels A. À ce stade, la situation se complique

considérablement et, contrairement à ce qui se produit pour la loi des grands

nombres, il devient nécessaire de faire des hypothèses de régularité sur la fonc-

tion ϕ.

Pour s’en convaincre, commençons par quelques remarques. Si l’on additionne à

ϕ un cobord ψ ◦f −ψ, où ψ appartient à L2(M,µ), ceci ne change pas le fait que ϕ

satisfasse ou non le théorème limite central, ni la valeur de σ. D’autre part, lorsque

la mesure µ est ergodique, les cobords ψ ◦ f − ψ forment un sous-espace dense

de l’espace de Hilbert L2
0(M,µ) des fonctions de carré sommable et de moyenne

nulle. Mais d’après un théorème de Burton et Denker, si µ est ergodique et non

atomique, il existe toujours au moins un élément ϕ de L2
0(M,µ) qui satisfait le

théorème limite central (voir [9]). Par addition de cobords et de constantes, on en

déduit alors que les éléments de L2
0(M,µ) qui satisfont le théorème limite central

forment un sous-espace dense de L2
0(M,µ). À l’opposé, on dispose du théorème

suivant de Volný montrant qu’il existe toujours un sous-ensemble Gδ-dense de

fonctions dans L2
0(M,µ) pour lesquelles les moyennes de Birkhoff suivent des

lois arbitraires (voir [34]).

Théorème 1.1 (Volný). Soit (M,T , f, µ) un système dynamique probabilisé, er-

godique et sans atome. Il existe un sous-ensemble E de L2
0(M,µ) qui est un Gδ-dense

et qui satisfait la propriété suivante : pour tout élément ϕ de E et pour toute mesure

de probabilité ν sur R satisfaisant
∫

R
t dν(t) = 0 et

∫

R
t2dν(t) = 1, il existe une

suite Ni tendant vers l’infini telle que la loi de

SNi

‖ SNi ‖2
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converge vers ν.

Remarque 1.2. Si l’on suppose en outre que le système dynamique est suffisam-

ment mélangeant, la norme ‖ SN ‖2 se comporte asymptotiquement comme
√
Nσ

où σ est le nombre strictement positif défini par

σ2 = 〈ϕ|ϕ〉 + 2

N−1
∑

k=0

〈ϕ|ϕ ◦ fk〉.

C’est par exemple le cas lorsque f est la multiplication par 2 sur le cercle, que µ

est la mesure de Lebesgue et que ϕ est höldérienne.

Le cadre général des fonctions de carré sommable est donc trop vaste ; il per-

met tout type de comportement pour les moyennes de Birkhoff. Un théorème

analogue est d’ailleurs valable dans le cadre des fonctions continues (voir [25]). On

s’attend toutefois à ce que le théorème limite central soit valable si la fonction ϕ

est suffisamment régulière et si la dynamique de f est suffisamment mélangeante.

C’est le cas, par exemple, si f est une transformation expansive d’une variété com-

pacte, si ϕ est höldérienne et si µ est la mesure de probabilité f -invariante qui est

absolument continue par rapport à la mesure de Lebesgue (voir [32]).

1.3. Énoncés. Le premier résultat que nous obtenons étend un théorème de Den-

ker, Przytycki et Urbański valable en une variable complexe (voir [14]) au cadre

des endomorphismes holomorphes des espaces projectifs complexes de dimension

arbitraire. En dimension un, la preuve que nous présenterons simplifie l’argument

de [14] (voir la remarque 5.6).

Théorème 1.3. Soient f un endomorphisme holomorphe de l’espace projectif

P
k(C) dont le degré topologique est strictement supérieur à 1 et µf la mesure d’en-

tropie maximale de f. Si ϕ est une fonction höldérienne de moyenne nulle pour µf ,

la suite

σ2
N =

1

N

∫

Pk(C)

(

N−1
∑

k=0

ϕ(fk(m))

)2

dµf (m)

converge vers un nombre positif σ2. Ce nombre est nul si et seulement si ϕ est un

cobord. S’il est strictement positif, ϕ vérifie le théorème limite central de variance

σ2 et les principes d’invariance de Donsker et de Strassen.

Pour ce qui concerne le processus de Markov consistant à itérer l’endomor-

phisme négativement, nous renvoyons le lecteur aux paragraphes 2.2 et 3.6. Si-

gnalons toutefois le cas particulier des applications post-critiquement finies, pour

lesquelles le théorème limite central est valable en partant de tout point hors de

l’ensemble post-critique (voir 2.2 et 3.6 pour le calcul de la variance) :

Théorème 1.4. Soit f un endomorphisme de P
k(C) post-critiquement fini et de

degré topologique strictement plus grand que 1. Soit φ une fonction höldérienne
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sur P
k(C). Pour tout point y hors de l’ensemble post-critique de f, φ vérifie le

théorème limite central partant de y pour le processus de Markov associé aux

branches inverses de f.

Passons maintenant au cas des correspondances modulaires. Nous renvoyons

le lecteur au paragraphe 4.1 pour les définitions et nous nous contenterons ici

d’énoncer le résultat principal. Reprenons les notations du premier paragraphe

et notons Ta l’opérateur pour lequel Taφ(m) est la moyenne de φ sur l’ensemble

π2 ◦ π−1
1 (m).

Théorème 1.5. Soit G un groupe linéaire algébrique défini sur Q qui est presque

simple et connexe et dont la partie réelle G(R) n’est pas compacte. Soient Γ un

sous-groupe de congruence de G(Q) et K un sous-groupe compact maximal de

G(R). Soit a un élément de G(Q) déterminant une correspondance modulaire

extérieure de X = Γ\G(R)/K. Si le Q-rang de G est strictement positif, toute

fonction mesurable ϕ sur X de carré sommable et de moyenne nulle telle que la

quantité

σ2 =

∫

X
ϕ2(m)dλ(m) + 2

∞
∑

k=1

∫

X
ϕ(m) T k

aϕ(m) dλ(m)

ne soit pas nulle vérifie le théorème limite central pour la variance σ2.

Il s’agit d’un corollaire simple de la méthode de Gordin et des travaux de Clo-

zel, Oh et Ullmo (voir [11] et les références qui s’y trouvent). Nous obtiendrons

également un résultat moins précis dans le cas où le Q-rang de G est nul. Nous

renvoyons le lecteur à la partie 4 pour des définitions précises et une description de

ce que signifie le théorème limite central dans ce contexte des correspondances.

1.4. Remerciements. Cet article est le fruit d’un groupe de travail organisé à

Rennes en 2003/2004 dans le cadre de l’ACI Jeunes chercheurs intitulée « Systèmes

dynamiques polynomiaux » ; la partie 3 a été exposée lors de la rencontre ACI de

mars 2004. Nous remercions les participants à ce groupe de travail et à cette ren-

contre pour leurs conseils et leur attention. Merci, en particulier, à Pascal Autis-

sier, Jean-Yves Briend, Charles Favre et Yves Guivarc’h. Merci à Christophe

Dupont pour nous avoir signalé une erreur dans unz version antérieure de ce texte.

2. La méthode de Gordin

Dans ce paragraphe, nous décrivons la méthode due à Gordin, pour étudier

le comportement stochastique des systèmes dynamiques. Il s’agit de placer l’étude

dans le cadre des suites de différences de martingales (ou de différences de martin-

gales renversées).
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2.1. La méthode de Gordin pour les systèmes dynamiques. Soit (X,B, f, µ)

un système dynamique mesuré :X est un espace métrique compact muni de sa tribu

borélienne B, f est une transformation continue de X et µ est une mesure de pro-

babilité f -invariante sur X. Notons L2(X,µ) l’espace de Hilbert des fonctions de

carré sommable sur X et T l’opérateur unitaire de composition par la transfor-

mation f, T (ξ) = ξ ◦ f. Par définition, l’opérateur de Perron-Frobenius P est

l’adjoint de l’opérateur T.

Remarque 2.1. Soit f un endomorphisme de l’espace projectif P
k(C) dont le

degré est strictement plus grand que 1. Soit µf l’unique mesure d’entropie maximale

de f. L’opérateur de Perron-Frobenius pour (Pk(C), f, µf ) cöıncide alors avec

l’opérateur défini au paragraphe 3.5 par la formule

P (ξ)(x) 7→ 1

dt

∑

{y|f(y)=x}
ξ(y).

Ceci illustre le fait que la mesure µf est de jacobien constant dt.

Pour tout entier positif n, notons f−n(B) la tribu constituée des images récipro-

ques d’ensembles boréliens et E( . |f−n(B)) l’espérance conditionnelle associée. En

d’autres termes, E( . |f−n(B)) est le projecteur orthogonal sur le sous-espace fermé

constitué des éléments de L2(X,µ) qui sont mesurables pour la tribu f−n(B). Un

calcul élémentaire montre les égalités suivantes :

PT = Id et ∀n ≥ 0, T nPn = E(·|f−n(B)).

L’espérance conditionnelle sachant f−1(B) d’une fonction φ est nulle si et seulement

si Pφ = 0. Dans ce cas l’espérance conditionnelle sachant f−(k+1)(B) de φ ◦ fk est

nulle pour tout entier positif k. La suite (φ ◦ fk)k≥0 définit alors ce qu’on appelle

une suite de différences de martingale renversée (voir [2], section 35) pour laquelle

on sait obtenir le théorème limite central et d’autres propriétés plus fortes (voir

ci-dessous).

La méthode de Gordin consiste à se ramener à cette situation. On peut le faire

de manière très simple lorsque la série
∑

k≥0 P
kφ converge dans L2(X,µ). En effet,

posons

ψ =
∑

k≥0

P kφ− T
∑

k≥1

P kφ et χ =
∑

k≥1

P kφ.

Comme PT = Id, nous obtenons Pψ = 0, ce qui montre que la suite (ψ◦fk)k≥0 est

une suite de différences de martingale renversée. Un calcul rapide fournit l’égalité

φ = ψ + Tχ− χ. Ainsi, φ et ψ ne diffèrent que par le cobord χ ◦ f − χ. Quand on

divise par
√
n la partie de la somme ergodique correspondant au cobord, on obtient

une quantité tendant vers 0. Ainsi, les propriétés asymptotiques de la suite φ ◦ fn

et celles de la suite de différences de martingale renversée ψ ◦ fn cöıncident.
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2.2. La méthode de Gordin pour les châınes de Markov. Soit (X,B) un

espace mesurable. Une probabilité de transition sur X est une application P de

X × B dans [0, 1] telle que, pour tout A ∈ B, l’application x 7→ P (x,A) soit

mesurable et, pour tout x ∈ X, l’application A 7→ P (x,A) soit une probabilité.

À toute probabilité µ sur X, on peut associer une probabilité Pµ sur XN (muni

de la tribu produit) telle que les projections xk : (xj) ∈ XN 7→ xk forment une

châıne de Markov de probabilité de transition P et de mesure initiale µ. Notons

Fk la tribu engendrée par les k premières coordonnées et, une fonction φ sur X

étant donnée, notons Pφ la fonction définie par

Pφ(x) =

∫

X
φ(y)P (x, dy).

Dire que la suite (xk) est une châıne de Markov de probabilité initiale µ et de

probabilité de transition P , c’est dire que x0 est de loi µ et que, pour tout entier k

et pour toute fonction φ mesurable bornée sur X, on a E(φ(xk+1)|Fk) = Pφ(xk).

Pour nous, montrer le théorème limite central pour une châıne de Markov c’est

montrer le théorème limite central pour un processus de la forme (φ(xk))k∈N. Dans

ce cadre, comme dans celui des systèmes dynamiques dont avons parlé plus haut, la

méthode de Gordin consiste à se ramener à une suite de différences de martingale.

Supposons que la somme ψ =
∑∞

0 P kφ converge dans L2(X,µ). De la relation

φ = ψ − Pψ, on déduit :

n−1
∑

0

φ(xk) =
n−1
∑

0

ψ(xk) −
n−1
∑

0

Pψ(xk)

=
n−1
∑

0

(ψ(xk) − ψ(xk+1)) +
n−1
∑

0

(ψ(xk+1) − Pψ(xk))

= ψ(x0) − ψ(xn) +

n−1
∑

0

(ψ(xk+1) − Pψ(xk)),

et nous sommes ramenés à une suite de différences de martingale.

Lorsque la mesure µ est stationnaire, ce qui signifie que toutes les projections xk

ont la même loi, la méthode de Gordin s’applique et fournit un théorème limite

central pour la suite de variables aléatoires (φ(xn))n∈N. Derriennic et Lin ont

montré que l’hypothèse de stationnarité n’est pas nécessaire. Si la série converge,

alors, pour presque tout point x de X (pour la mesure stationnaire), le théorème

limite central est satisfait pour la mesure Pδx « partant de x » (voir [15]).

2.3. Théorème limite pour les différences de martingale.

Théorème 2.2 ([24], [30]). Soient (X,B, f, µ) un système dynamique mesuré et φ

une fonction de carré intégrable. Si la suite (φ ◦ fk)k≥0 est une suite de différences

de martingale ou de martingale renversée, elle satisfait le théorème limite central

et les principes d’invariance de Donsker et de Strassen .
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Pour mémoire, rappelons ce que sont les principes d’invariance de Donsker et

de Strassen (voir [2]). Soient (X,B, f, µ) un système dynamique et φ une fonction

de carré intégrable. Supposons que la quantité σ2 = E
(

φ2
)

+ 2
∑∞

i=1〈T iφ, φ〉 soit

finie. Désignons par Sn la somme ergodique
∑n−1

i=0 φ ◦ T k.

2.3.1. Le principe d’invariance de Donsker. SoitD l’ensemble des fonctions conti-

nues à droite et ayant une limite à gauche sur [0, 1] et D la tribu borélienne sur D

pour la topologie de Skorokhod. Lorsque σ2 n’est pas nul, définissons le processus

aléatoire à valeurs dans D

ξn (t, x) =
1

σ
√
n
S[nt] (x) , 0 ≤ t ≤ 1; n = 1, 2, . . .

Nous disons que la fonction φ vérifie le principe d’invariance de Donsker si σ2

n’est pas nul et si la loi de ξn converge faiblement vers la mesure de Wiener sur

(D,D).

2.3.2. Le principe d’invariance fort de Strassen. Soit C l’espace des fonctions

continues sur [0, 1] muni de la topologie de la convergence uniforme et K l’ensemble

des fonctions g absolument continues sur [0, 1] telles que

g (0) = 0 et

∫ 1

0
g′2(t) dt ≤ 1,

où g′ désigne la dérivée de g par rapport à t. Supposons que σ2 n’est pas nul. Pour

tout x dans X, considérons l’élément ζ(·, x) de C défini comme l’interpolation affine

par morceaux de l’application définie en k/n, k ≤ n, par :

ζn (k/n, x) =
1

(2nσ2 log log n)1/2
Sk (x) .

Nous disons que la fonction φ vérifie le principe d’invariance fort de Strassen si

σ2 n’est pas nul et si, presque sûrement, l’ensemble {ζn, n > 2} est relativement

compact dans C et l’ensemble de ses points limites cöıncide avec K.

Le principe d’invariance de Strassen est un raffinement de la loi du logarithme

itéré. Il assure ainsi un renforcement du théorème ergodique : pour µ-preque tout x,

lim sup
1

(2nσ2 log log n)1/2

n−1
∑

j=0

φ ◦ f j (x) = 1,

lim inf
1

(2nσ2 log log n)1/2

n−1
∑

j=0

φ ◦ f j (x) = −1.

3. Endomorphismes holomorphes

3.1. Endomorphismes. Dans toute cette partie, f désigne un endomorphisme

holomorphe de l’espace projectif complexe de dimension k dont le degré topologique

dt est supérieur ou égal à 2. Si l’on choisit un système de coordonnées homogènes
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[x0 : ... : xk] sur l’espace projectif, la transformation f est donnée par k + 1

polynômes homogènes de même degré d sans racines non nulles communes,

f([x0 : ... : xk]) = [P0 : ... : Pk].

Le degré topologique de f cöıncide alors avec la puissance k-ième de d.

Le lieu critique de f sera noté Cr(f) et l’ensemble des valeurs critiques de f l sera

noté PCl,

PCl =
l
⋃

j=1

f j(Cr(f)).

L’ensemble critique et les ensembles post-critiques PCl sont des hypersurfaces

algébriques de degrés respectifs c = (2d− 1)k et (d + ...+ dl)c. L’union des valeurs

critiques de tous les itérés positifs de f sera noté PC∞ ; c’est une union dénombrable

d’hypersurfaces.

3.2. Mesure d’entropie maximale. Soit ω une forme de Fubini-Study sur

P
k(C). La suite de formes différentielles 1/dn(fn)∗ω converge alors faiblement vers

un courant positif fermé T qui est à potentiels continus et la mesure µf = T ∧ T ∧
... ∧ T obtenue en faisant le produit de k copies du courant T est une mesure de

probabilité invariante et mélangeante (voir [31]). D’après les travaux de Briend,

Duval et Lyubich, cette mesure est l’unique mesure de probabilité f -invariante

d’entropie maximale.

Pour obtenir ce résultat, deux lemmes jouent un rôle clé. Appelons disque plat

la donnée d’un domaine ∆ dans une droite projective L qui est homéomorphe à un

disque ouvert et dont l’adhérence est homéomorphe à un disque fermé.

Le premier lemme s’énonce ainsi : soit ǫ un réel strictement positif ; il existe un

entier positif l tel que, pour tout disque plat ∆ ne rencontrant pas PCl, f
n possède

au moins (1− ǫ)dt
n branches inverses sur ∆. Autrement dit, l’image réciproque de

∆ par fn contient (1−ǫ)dt
n composantes connexes homéomorphes à des disques ∆i

et les restrictions de fn à ces disques forment des homéomorphismes de ∆i vers ∆.

Les homéomorphismes réciproques f−n
i : ∆ → ∆i sont appelés branches inverses

de fn sur ∆.

Le second lemme permet d’estimer la taille des disques ∆i. Puisque l’image

réciproque f−n(L) de la droite qui contient ∆ est une courbe de degré dn, son aire

est égale à dn. Les disques ∆i étant deux-à-deux disjoints, leurs aires doivent être

petites et un lemme de comparaison aire/diamètre fournit le résultat suivant : si

on fixe un nombre réel 0 < α < 1, il existe une constante C et un entier n0 tels

que les diamètres des disques ∆i sont inférieurs à C/dαn/2 dès que n est supérieur

à n0.

Pour démontrer le théorème limite central, nous allons devoir reprendre les

démonstrations de ces lemmes afin de contrôler les constantes qui apparaissent.
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Nous commencerons par construire les branches inverses ; nous estimerons leur

diamètre ultérieurement (§3.4).

3.3. Branches inverses.

Proposition 3.1. Soient α un nombre réel strictement compris entre 0 et 1. Soit

β(n) une suite de nombres entiers positifs. Il existe une constante strictement po-

sitive C telle que, pour tout disque compact plat ∆ ne rencontrant pas PCβ(n), et

pour tout entier n supérieur à β(n), il existe sur ∆ au moins

dt
n

(

1 − d−(1−α)β(n)

1 − d−(1−α)
− C

d−β(n)

1 − d−1

)

branches inverses f−n
i : ∆ → ∆i telles que les disques ∆i aient une aire inférieure

à d−αn.

La constante C qui apparâıt dans cette proposition est égale au degré de l’en-

semble post-critique PC1.

Démonstration. Nous suivons la démonstration présentée par Briend dans [5]. Soit

L une droite projective et ∆ un disque plat contenu dans L qui ne rencontre pas l’en-

semble post-critique PCβ(n). Nous disposons de dkβ(n) branches inverses de fβ(n) sur

∆ ; celles-ci produisent dkβ(n) disques disjoints tracés sur la courbe f−β(n)(L). L’aire

de la courbe f−β(n)(L) est égale à d(k−1)β(n). Ainsi, parmi les disques images des

branches inverses, qui sont deux-à-deux disjoints, au plus dαβ(n)d(k−1)β(n) peuvent

avoir une aire supérieure à d−αβ(n). Une fois ces disques éliminés, il en reste au

moins dkβ(n)(1 − d(α−1)β(n)) d’aire inférieure à d−αβ(n).

Prenons l’image réciproque de ces disques par f : chaque disque qui ne rencontre

pas PC1 donne ainsi naissance à dt = dk disques. Grace au théorème de Bézout,

nous pouvons estimer la proportion de disques qui rencontrent PC1 :

Card
{

PC1 ∩ f−β(n)(L)
}

≤ deg(PC1)deg(f−β(n)(L)) ≤ Cd(k−1)β(n).

Nous obtenons donc dk(β(n)+1)(1 − d(1−α)β(n)) − Cd(k−1)β(n) branches inverses de

fβ(n)+1. Parmi celles-ci au plus dα(β(n)+1)d(k−1)(β(n)+1) ont une aire supérieure à

d−α(β(n)+1). Par conséquent, nous obtenons au moins

dk(β(n)+1)(1 − d(1−α)β(n) − d(1−α)(β(n)+1) − Cd−β(n))

branches inverses de fβ(n)+1 dont les images sont d’aire inférieure à d−α(β(n)+1).

On montre de cette manière, de proche en proche, qu’il existe au moins

dk(β(n)+m)



1 −
m
∑

j=0

d(1−α)(β(n)+j) − C

m−1
∑

j=0

d−(β(n)+j)





branches inverses de fβ(n)+m dont les images sont des disques d’aires inférieures à

d−α(β(n)+m). Quand on prend m = n− β(n) on obtient le résultat annoncé. �
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3.4. Anneaux et diamètre des branches inverses. Nous aurons besoin d’esti-

mer les diamètres des disques ∆i construits dans la proposition 3.1. Pour cela,

il conviendra de contrôler certains modules d’anneaux, puis d’appliquer le lemme

fondamental suivant, démontré dans l’appendice de [8].

Lemme 3.2 ([8], appendice). Il existe une constante C > 0 telle que, pour toute

paire de disques ∆′ ⊂ ∆ dans P k(C), on ait

(Diam(∆′))2 ≤ C
Aire(∆)

min{1,Mod(A)} ,

où Mod(A) désigne le module de l’anneau ∆\∆′.

Le reste de ce paragraphe a désormais pour but d’établir la proposition technique

suivante.

Proposition 3.3. Soit Z une hypersurface de degré q dans P
k(C). Soit r un

nombre réel strictement positif. Pour toute paire de points x, x′ de P
k(C) qui sont

hors du voisinage tubulaire Tub(Z, r), il existe deux disques plats ∆ et ∆′ dans L\Z
joignant x à x′ tels que :

– {x, x′} ⊂ ∆′ ⊂ ∆ ;

– le module de ∆ \∆′ est minoré par κr/q où κ est une constante indépendante

de q, k, et r.

Munissons la sphère de Riemann C = P
1(C) de sa métrique usuelle. Si Y est

une partie finie de C de cardinal q et si s est un nombre réel positif, nous noterons

Ys le voisinage de Y de rayon s ; Ys est donc l’union de q disques de rayon s et, en

particulier, son aire est majorée par qπs2.

Soit x un point de C. L’ensemble des grands cercles de la sphère C passant par

x s’identifie à la droite projective réelle. Nous munirons celle-ci de sa mesure de

Lebesgue dθ de longueur totale π. Si la distance de x à l’ensemble Y est minorée

par r, avec r > s, la mesure de l’ensemble des grands cercles qui passent par x et

coupent Y2s est majorée par

2qπ arcsin

(

4s

r

)

≤ 16π
qs

r
.

Si r est plus grand que 64πqs, la proportion de ces grands cercles est donc majorée

par 1/4. Les autres cercles sont situés à une distance de Ys qui est supérieure à

s. Si C est l’un de ces grands cercles, le voisinage tubulaire de C de rayon s ne

rencontre pas Ys (voir la figure 1).

Si x et x′ sont deux points de C situés à une distance de Y supérieure ou

égale à r, nous pouvons donc trouver deux grands cercles Cx et Cx′ contenant

respectivement x et x′ tels que les voisinages tubulaires de taille s de ces deux

cercles n’intersectent pas Ys (voir figure 1). Puisque les trois-quarts des cercles

passant par x et x′ conviennent pour cette construction, nous pouvons en outre
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y2

y1

y4

yq

y3

x

x′

∆
x

y1

y4

y2

yq

Cercle de rayon 2s
autour de x

Cercle C

Fig. 1. À gauche, la construction du voisinage tubulaire d’un point

x : le voisinage est grisé et le dessin ne concerne qu’un voisinage de x.
À droite, la construction d’un disque contenant deux points x et x′ et

évitant Ys.

imposer que l’angle entre Cx et Cx′ (en leur intersection) soit compris entre π/6 et

5π/6.

En guise d’application, nous obtenons le lemme suivant.

Lemme 3.4. Soit Y une partie finie de la sphère de Riemann de cardinal q et r un

nombre réel strictement positif. Soit s un nombre réel strictement positif inférieur

à r/(64πq). Pour toute paire de points x, x′ situés à une distance de Y supérieure

à r, il existe deux disques (topologiques) ∆ et ∆′ tels que :

– {x, x′} ⊂ ∆′ ⊂ ∆ ⊂ C \ Ys ;

– le module de l’anneau ∆ \ ∆′ est supérieur à κs où κ est une constante ne

dépendant ni de q, ni de r ni de s.

Démonstration. La construction présentée ci-dessus permet de trouver deux grands

cercles Cx et Cx′ passant respectivement par x et x′ et dont les voisinages de rayon

s ne rencontrent pas Ys ; de surcrôıt, nous pouvons supposer que l’angle formé par

ces cercles en leurs points d’intersection est compris entre π/6 et 5π/6. Soit cx l’arc

de Cx le plus court joignant x à l’un des points d’intersection de Cx avec Cx′ . Soit

cx′ un arc analogue le long de Cx′ joignant x′ à ce même point. Choisissons pour

∆ le voisinage indiqué sur la figure 1, à savoir le voisinage tubulaire de rayon s

de cx ∪ cx′ . Et pour ∆′, prenons le voisinage de rayon s/2. Puisque l’angle entre

les cercles est pincé et que la longueur des cercles est majorée par 2π, le module

de l’anneau ∆ \ ∆′ est minoré par s, à une constante multiplicative κ près. Ceci

termine la preuve. �

Démonstration de la proposition 3.3. Soient x et x′ deux points hors de Z. La

droite L joignant x à x′ coupe Z sur un ensemble fini Y de cardinal inférieur

ou égal à q. Pour tout nombre réel positif r, le voisinage tubulaire de Y (dans L)

de rayon r est contenu dans le voisinage tubulaire de Z (dans P
k(C)) de rayon r.

Le lemme précédent permet donc de conclure. �
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3.5. Estimation principale. Considérons l’opérateur de Perron-Frobenius P

associé à la transformation f ; l’image d’une fonction φ par P est définie par :

Pφ(x) =
1

dt

∑

{y|f(y)=x}
φ(y).

La mesure d’entropie maximale µf est P -invariante.

Soit φ une fonction µf -intégrable de moyenne nulle. Supposons que φ soit höldéri-

enne d’exposant supérieur à un nombre réel strictement positif ζ : |φ(x)−φ(x′)| ≤
Kdist(x, x′)ζ , où K est une constante strictement positive. Notons ‖ . ‖p la norme

sur l’espace Lp(X,µf ). Nous allons montrer que la série
∑

n≥0 ‖ Pnφ ‖p converge,

ce qui est suffisant, comme nous l’avons vu, pour démontrer le theorème limite

central grâce à la méthode de Gordin (voir [20] et les énoncés de la partie 2).

Lemme 3.5. Soit f un endomorphisme holomorphe de l’espace projectif P
k(C)

dont le degré topologique dt est strictement supérieur à 1. Soit µf la mesure d’entro-

pie maximale de f et P l’opérateur de Perron-Frobenius associé à f. Soit φ

une fonction höldérienne de moyenne nulle vis-à-vis de µf . Pour tout élément p de

[1,∞[, la série
∞
∑

n=0

‖ Pnφ ‖p

converge.

Démonstration. Il convient d’étudier les variations de la fonction Pnφ, et donc de

majorer

|Pnφ(x) − Pnφ(x′)| =
1

dt
n

∑

{y|fn(y)=x}
φ(y) − 1

dt
n

∑

{y′|fn(y′)=x′}
φ(y).

Soit β(n) une suite croissante de nombres entiers que nous préciserons ultérieure-

ment. Soit α un nombre réel strictement compris entre 0 et 1. Notons Er(n),β(n)

le complémentaire du voisinage tubulaire de taille r(n) de l’ensemble post-critique

PCβ(n) ; la suite r(n) variera également en fonction de n.

D’après la proposition 3.3, si x et x′ appartiennent à Er(n),β(n), il existe une

paire de disques plats emboités ∆′ ⊂ ∆ telle que : ∆′ contient x et x′ et le module

de ∆ \ ∆′ est minoré par s(n) = κr(n)/deg(PC(β(n))). Appliquons maintenant la

proposition 3.1 relative à la construction de branches inverses : parmi les points y

tels que fn(y) = x au moins

dt
n

(

1 − d(α−1)β(n) 1

1 − d(α−1)
− Cd−β(n) 1

1 − d−1

)

appartiennent à des disques f−n(∆) d’aires inférieures à d−αn qui contiennent aussi

un point y′ tel que fn(y′) = x′. Grâce au lemme de comparaison entre les aires et les

diamètres (voir le lemme 3.2), nous savons que les disques f−n(∆′) ont un diamètre

inférieur à

Diam(n) := C ′d−αn/2 max(1, deg(PC(β(n))/r(n)))1/2
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où C ′ est une constante positive.

Effectuons le découpage

|Pnφ(x) − Pnφ(x′)| ≤ 1

dt
n

∑

|φ(y) − φ(y′)| + 1

dt
n

′
∑

|φ(y)| + 1

dt
n

′′
∑

|φ(y′)|

où la première somme porte sur les couples (y, y′) d’antécédents de x et x′ qui sont

à une distance inférieure à Diam(n), et les deux autres sommes portent sur les

couples d’antécédents y de x (resp. y′ de x′) pour lesquels tout antécédent de x′

(resp. x) est à une distance supérieure à Diam(n).

Ces deux dernières sommes sont inférieures à

‖ φ ‖∞
(

d−(1−α)β(n) 1

1 − d(α−1)
+ Cd−β(n) 1

1 − d−1

)

et la première est inférieure à KDiam(n)ζ car φ est höldérienne (d’exposant ζ et

de constante K). Ainsi, lorsque x et x′ appartiennent à Er(n),β(n) les fluctuations

|Pnφ(x) − Pnφ(x′)| sont majorées par le terme d’erreur

ǫ(n) = K (Diam(n))ζ + C1 ‖ φ ‖∞ d−(1−α)β(n),

où C1 est une constante dépendant uniquement de d et α. Autrement dit, il existe

une constante v(n) telle que, en restriction à Er(n),β(n), P
nφ soit constamment égale

à v(n) plus un terme majoré par l’erreur ǫ(n).

Posons maintenant β(n) = [n1/3], de sorte que β(n) crôıt très lentement devant

n. Soit γ un nombre réel strictement compris entre 1 et dα/2. Prenons r(n) = γ−n.

Tout d’abord, le paragraphe 5.3 nous apprend que la mesure du complémentaire

de Er(n),β(n) satisfait l’inégalité

µf (cEr(n),β(n)) ≤ C2n
2/3dn1/3

t γ−α
√

n/o,

où C2 est une constante strictement positive. Ensuite, remplaçant β(n) par [n1/3]

dans la majoration de Diam(n), nous obtenons

Diam(n) ≤ C ′d−αn/2γn/2(
dk−1 − 1

d(k−1)(β(n)+1) − 1
)1/2 ≤ C ′(γ/dα)n/2.

Puisque γ est strictement plus petit que dα, cette quantité tend vers zéro géométriquement.

Par conséquent, il existe une constante C0 telle que les variations de Pnφ sur

Eγ−n,β(n) soient majorées par

ǫ(n) = C0(γ/d
α)nζ/2 + C1 ‖ φ ‖∞ d−(1−α)β(n),

de sorte que Pnφ s’écarte peu de sa valeur moyenne v(n) sur cet ensemble. Mais

l’intégrale de Pnφ est nulle car φ elle-même a une intégrale nulle, donc

0 =

∫

Pnφ(x)dµf (x)

=

∫

Eγ−n,β(n)

Pnφ(x)dµf (x) +

∫

cEγ−n,β(n)

Pnφ(x)dµf (x).
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La première intégrale est égale à v(n) à ǫ(n) près, la deuxième est majorée par la

mesure du complémentaire de Eγ−n,β(n) fois ‖ φ ‖∞. Ceci permet d’évaluer v(n) et

il s’ensuit que la norme uniforme de Pnφ sur Er(n),β(n) est majorée par

C0(γ/d
α/2)nζdζ(k−1)(n1/3+1)/2+C1 ‖ φ ‖∞ d−(1−α)β(n)+C2n

2/3dn1/3

t γ−α
√

n/o ‖ φ ‖∞,

où les Ci sont des constantes. Ceci démontre que la série
∑

‖Pn(φ)‖p converge. �

3.6. Conclusion et applications. Nous pouvons maintenant coupler le lemme

précédent à la méthode de Gordin décrite aux paragraphes 2.1 et 2.3 et nous

obtenons le résultat suivant.

Théorème 3.6. Soient f un endomorphisme holomorphe de l’espace projectif

P
k(C) dont le degré topologique est strictement supérieur à 1 et µf la mesure d’en-

tropie maximale de f. Si ϕ est une fonction höldérienne de moyenne nulle pour µf ,

la suite

σ2
N =

1

N

∫

Pk(C)

(

N−1
∑

k=0

ϕ(fk(m))

)2

dµf (m)

converge vers un nombre positif σ2. Ce nombre est nul si et seulement si ϕ est un

cobord. S’il est strictement positif, ϕ vérifie le théorème limite central de variance

σ2 et les principes d’invariance de Donsker et de Strassen.

Considérons maintenant le processus de Markov qui consiste à choisir, aléatoire-

ment et de manière équiprobable, des préimages par l’endomorphisme f. Si ν est

une mesure de probabilité sur P
k(C) (muni de la tribu borélienne) nous pouvons

alors associer une probabilité Pν sur P
k(C)N (muni de la tribu produit) telle que

les projections

xn : (xj) ∈ P
k(C)N 7→ xn

forment une châıne de Markov dont la probabilité de transition de x à y soit égale

à m/dt, où m est la multiplicité de y comme solution de f(y) = x. Si φ est une

fonction sur P
k(C) à valeurs réelles, nous dirons que φ vérifie le théorème limite

central « partant de ν » si la suite de variables aléatoires φ ◦ xn vérifie le théorème

limite central vis-à-vis de Pν . En appliquant la méthode de Gordin, les travaux

de Derriennic et Lin et le lemme 3.5, nous obtenons le résultat suivant : pour

µf -presque tout point x, toute fonction höldérienne φ sur P
k(C) vérifie le théorème

limite central partant de x

Supposons maintenant que f est post-critiquement fini, ce qui signifie que son

ensemble post-critique PC∞ est une union finie d’ensembles analytiques. Soit φ une

fonction höldérienne et x un point de P
k(C) \PC∞ tel que φ satisfasse le théorème

limite central partant de x. Soit y un point de P
k(C) n’appartenant pas à l’ensemble

post-critique de f. La droite joignant x à y ne rencontre PC∞ qu’en un nombre

fini de points, ce qui permet de trouver un disque topologique ouvert dans cette

droite qui contient x et y et ne rencontre pas PC∞. Les lemmes du paragraphe 3.4
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montrent alors que les préimages de x et de y se rapprochent exponentiellement

vite ; puisque φ est höldérienne, on en déduit que les sommes de Birkhoff des

φ ◦ xn pour les processus de Markov partant de x et partant de y ont le même

comportement asymptotique. Ainsi, φ vérifie le théorème limite central partant

de y :

Théorème 3.7. Soit f un endomorphisme post-critiquement fini de degré topo-

logique strictement plus grand que 1 sur P
k(C). Soit φ une fonction höldérienne

sur P
k(C). Pour tout point y hors de l’ensemble post-critique de f, φ vérifie le

théorème limite central partant de y pour le processus de Markov associé aux

branches inverses de f.

Remarque 3.8. Le même argument s’applique de manière plus générale sans sup-

poser que f est post-critiquement finie. C’est évidemment le cas lorsque le point y

peut-être relié à un point µf -générique par un disque ne rencontrant pas l’ensemble

post-critique.

4. Théorème limite central pour les correspondances modulaires

Dans cette dernière partie, nous allons appliquer la méthode de Gordin aux

correspondances modulaires.

4.1. Correspondances modulaires. Soit G un groupe linéaire algébrique défini

sur Q qui est presque simple, connexe et simplement connexe et dont la partie

réelle G(R) n’est pas compacte. Soit Γ un sous-groupe de congruence de G(Q). Le

théorème de Borel et Harish-Chandra montre que Γ est un réseau de G(R) et

le critère de compacité montre que le quotient Γ\G(R) est compact si et seulement

si le Q-rang de G est nul (voir [3] et [33]).

Soit K un sous-groupe compact maximal de G(R) et X̃ = G(R)/K l’espace

symétrique associé. Nous noterons g la métrique riemannienne de X̃ et λ la forme

volume associée. D’après le lemme de Selberg, quitte à changer Γ en l’un de ses

sous-groupes d’indice fini, nous pouvons supposer que Γ est sans torsion. La variété

quotient Γ\X̃ est alors munie de la métrique riemannienne et de la forme volume

quotient, qui seront encore notées g et λ.

Soit a un élément de G(Q). Les groupes a−1Γa et Γ sont commensurables ;

autrement dit, le groupe Γa défini comme intersection de Γ et a−1Γa est d’indice

fini dans ces deux groupes. Soit Ya la variété Γa\X̃. Les applications π1 : Ya → X

et π2 : Ya → X définies par

π1(Γay) = Γy et π2(Γay) = Γ(ay)

sont deux revêtements riemanniens de même degré da = λ(Ya)/λ(X). Le couple

(π1, π2) détermine une correspondance sur X, appelée correspondance modulaire,

ou correspondance de Hecke. Il s’agit ici d’étudier les propriétés stochastiques de

cette correspondance, donc d’itérer l’application multivaluée π2 ◦ π−1
1 .
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Suivant [12], nous dirons que la correspondance modulaire est extérieure si Γ et

a engendrent un sous-groupe dense de G(R).

4.2. Opérateur de Hecke. L’opérateur de Hecke Ta associé à une correspon-

dance modulaire est défini de la manière suivante : si ξ est une fonction sur X,

alors

Taξ(x) =
1

da

∑

y

ξ(π2(y))

où y décrit la fibre π−1
1 (x). Si {ai ∈ G(Q), i = 1, ..., da} est un système de

représentants des classes à gauche de l’ensemble aΓ modulo Γ, de sorte que ΓaΓ =

∪da

i=1Γai, alors

Taξ(x) =
1

da

da
∑

i=1

ξ(aix).

Cet opérateur joue un rôle similaire à celui joué par l’opérateur de Perron-

Frobenius pour l’étude des endomorphismes holomorphes de P
k(C). Il préserve la

mesure λ car les πi sont des revêtements riemanniens. En particulier, Ta détermine

un opérateur de norme 1 sur l’espace de Hilbert L2(X,λ). Le sous-ensemble

constitué des fonctions de moyenne nulle sera noté L2
0(X,λ) ; c’est un sous-espace

de Hilbert invariant sous l’action de Ta. Nous noterons T̃a la restriction de Ta à

ce sous-espace.

4.3. Théorème limite central. Au lieu d’itérer l’application multivaluée π2◦π−1
1

nous pouvons décider, à chaque itération, de choisir aléatoirement un point de

l’ensemble

π2 ◦ π−1
1 (x) = {Γa1x, ...,Γada

x}
en affectant la probabilité de tirage 1/da à chacune des lettres ai. Ceci correspond à

une châıne de Markov d’espace d’états X pour laquelle la mesure λ est stationnaire.

Comme nous l’avons vu dans la partie 2, pour montrer le théorème limite central

pour une fonction ξ : X → R il suffit de montrer que la série
∑

T n
a ξ converge.

4.4. Cas des réseaux non cocompacts. Supposons maintenant que le Q-rang

de G est supérieur ou égal à 1, ce qui correspond à dire que Γ n’est pas uniforme :

X est de volume fini mais n’est pas compact. En utilisant les estimées obtenues

par Oh pour la décroissance des coefficients des représentations unitaires de G -

typiquement de G(Qp) - et celles obtenues par Gelbart et Jacquet, Clozel,

Oh et Ullmo ont obtenu le résultat suivant (voir le corollaire 1.4 page 330 de [11])

Théorème 4.1. Soit G un groupe linéaire algébrique défini sur Q qui est presque

simple et connexe et dont la partie réelle G(R) n’est pas compacte. Soit Γ un sous-

groupe de congruence de G(Q). Soit an une suite d’éléments de G(Q) dont le degré

tend vers l’infini. Si le Q-rang de G est strictement positif, alors la norme de T̃an

tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.
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Remarque 4.2. Le résultat de Clozel, Oh et Ullmo est en fait beaucoup plus

précis car il fournit des estimées optimales pour la norme de T̃a, mais nous n’en

ferons pas usage. En outre, pour les applications cherchées ici, il suffit d’étudier la

suite T n
a , alors que l’énoncé concerne une suite quelconque d’opérateurs Tan .

Nous allons montrer comment ce résultat conduit au théorème limite central

pour les correspondances modulaires extérieures sur G.

Théorème 4.3. Soit G un groupe linéaire algébrique défini sur Q qui est presque

simple et connexe et dont la partie réelle G(R) n’est pas compacte. Soit Γ un

sous-groupe de congruence de G(Q). Soit a un élément de G(Q) déterminant une

correspondance modulaire extérieure de Γ\G(R). Si le Q-rang de G est strictement

positif, toute fonction mesurable ξ sur X de carré sommable et de moyenne nulle

vérifie le théorème limite central pour la variance

σ2 = ||
∞
∑

0

T n
a ξ||2 − ||

∞
∑

1

T n
a ξ||2.

Démonstration. Les itérés de l’opérateur Ta sont des moyennes d’opérateurs de

Hecke : pour tout entier positif n, il existe un entier positif kn, des éléments an(i)

de G(Q) et des entiers positifs αn(i) dont la somme vaut da
n tels que

T n
a =

1

da
n

kn
∑

i=1

αn(i)Tan(i).

Cette décomposition de T n
a reste bien sûr valable pour T̃ n

a en restreignant cha-

cun des opérateurs à l’espace L2
0(X,λ). Puisque chaque opérateur Tan(i) est une

contraction, il suffit que la norme de l’un d’entre eux soit strictement inférieure à

1 pour que celle de T n
a le soit. Supposons que ceci se produise pour un entier n0,

de sorte que ‖ T̃ n0
a ‖= η0 < 1. Pour tout entier m supérieur à n0 nous obtenons

‖ T̃m
a ‖≤ η

[m/n0]
0

où [m/n0] désigne le quotient de la division euclidienne de m par n0. En particu-

lier, la somme des normes des opérateurs T̃m
a converge et le principe de Gordin

s’applique.

Il reste à établir l’existence d’un couple d’entiers (n, i) pour lequel la norme de

T̃an(i) est strictement inférieure à 1. D’après le théorème de Clozel, Oh et Ullmo,

il suffit de montrer que le degré des an(i) n’est pas borné. Mais, si c’était le cas,

les correspondances an(i) décriraient une famille finie et le groupe engendré par Γ

et a ne serait pas dense dans G(R), ce qui est incompatible avec l’hypothèse de

correspondance extérieure. Ceci termine la preuve du théorème. �

Remarque 4.4.

1.- La démonstration de ce résultat montre que le théorème limite central est

valable dès que la norme d’un des itérés positifs de T̃a est strictement plus petite
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que 1. D’après [11], ceci est valable pour de nombreux éléments a de G(Q), même

lorsque Γ est cocompact.

2.- Sous les mêmes hypothèses, les résultats de [15] assurent la validité du

théorème limite central pour les mesures Pδx pour λ-presque tout x (voir la fin

du paragraphe 2.2).

4.5. Cas des réseaux cocompacts. La situation est plus délicate, et nous ne

savons montrer un théorème limite central qu’en faisant une hypothèse de régularité

sur la fonction ξ.

Exemple 4.5. Un exemple simple illustre bien cette situation. Soit α un nombre

réel irrationnel compris entre 0 et 1.On munitX = R/Z de sa mesure de Lebesgue

et l’on considère l’opérateur Pα défini par

Pαξ(x) =
1

2
ξ(x+ α) +

1

2
ξ(x− α).

La validité du théorème limite central dépend alors des propriétés diophantiennes

de α et de la régularité de la fonction ξ pour laquelle on cherche à établir le théorème

limite central. Notons ψ la série trigonométrique formelle définie par ψ−Pαψ = ξ ;

ses coefficients de Fourier dn sont liés aux coefficients de Fourier cn de ξ par la

relation

dn =
cn

2 sin2(πkα)
.

La méthode de Gordin montre que le théorème limite central est valable pour ξ

si et seulement si la série de Fourier ψ détermine un élément de L2(X,λ) ; 1 si

α est bien approché par les rationnels, il faut donc supposer que les coefficients de

Fourier de ξ décroissent rapidement pour obtenir le théorème limite central. La

régularité de ξ doit donc être ajustée en fonction des propriétés diophantiennes de

α (voir [29]).

Notons ∆ le laplacien pour la métrique g sur l’espace localement symétrique

X = Γ\G/K. Notons dX la dimension de X. Puisque X est compact, l’orthogonal

des fonctions constantes dans L2(X,λ) s’écrit comme la somme directe hilbertienne

d’espaces de dimensions finies L2
0(ν) tels que la restriction de ∆ à chacun de ces

espaces soit une homothétie de rapport ν :

L2
0(X,λ) =

⊕

ν>0

L2
0(ν).

L’opérateur de Hecke Ta commute avec le laplacien ∆ donc T̃a préserve chacun

des sous-espaces L2
0(ν). Pour tout ν le rayon spectral de la restriction de T̃a à L2

0(ν)

est strictement inférieur à 1 car la correspondance est extérieure (voir [12]). Si Cν,n

1Il serait plus précis de parler ici de théorème limite central pour la suite Sn/
√

n - où Sn est

la somme de Birkhoff
Pn−1

0 P kξ. Il se peut en effet qu’un théorème limite central soit valable

pour Sn/E(S2
n)1/2 avec l’espérance E(S2

n) qui crôıt plus vite que n.



THÉORÈME LIMITE CENTRAL 20

désigne la norme de l’opérateur T̃ n
a restreint à L2

0(ν) alors, pour tout ν, la suite

(Cν,n)n tend vers 0 exponentiellement vite.

Soit ξ une fonction définie sur X de carré intégrable. Appelons ξν la projection

orthogonale de ξ sur L2
0(ν), de sorte que ξ =

∑

ν ξν .

Définition 4.6. Une fonction ξ de carré intégrable est suffisamment régulière (vis-

à-vis de Ta) si la série

∑

n≥1

{

∑

ν

C2
ν,n||ξν ||22

}1/2

converge.

Exemple 4.7. 1.- Si les ξν sont toutes nulles sauf un nombre fini, la fonction ξ

est suffisamment régulière.

2.- S’il existe une constante C > 0 et un réel α ∈]0, 1[ tel que pour tout n et tout

ν on ait Cν,n ≤ Cαn alors la norme de T n décrôıt au moins comme Cαn. La série

de terme général ||T̃ n
a ξ|| converge alors pour toute fonction ξ de carré intégrable.

Dans ce cas, toutes les fonctions de carré intégrable sont suffisamment régulières.

3.- La formule asymptotique de Weyl pour les valeurs propres du laplacien

décrit le comportement asymptotique de la k-ième valeur propre νk lorsque k tend

vers l’infini : il existe une constante C > 0 telle que

(νk)
dX/2 ∼ Ck.

S’il existe un polynôme P et une constante L > 0 tels que pour tout n et tout ν on

ait Cν,n ≤ P (n)
(

1 − ν−L
)n
, alors un calcul rapide utilisant l’équivalent de Weyl

montre que les fonctions

2L(degP + 1) +
dX

2
+ 2

fois continument dérivables sont suffisamment régulières. limite central.

Proposition 4.8. Soit G un groupe linéaire algébrique défini sur Q, presque simple

et connexe. Soit Γ un sous-groupe de congruence cocompact de G(Q). Soit a un

élément de G(Q) déterminant une correspondance modulaire extérieure de Γ\G(R).

Toute fonction ξ sur X suffisamment régulière vérifie le théorème limite central

pour la correspondance de Hecke définie par a.

Démonstration. En appliquant T̃ n
a nous obtenons

||T̃ n
a ξ||22 =

∑

ν

||T̃ n
a ξν ||2 ≤

∑

ν

C2
ν,n||ξν ||22.

Le théorème de convergence dominée assure donc que la norme de T nξ tend vers

0. Pour appliquer la méthode de Gordin, il suffit que la suite ‖ ξν ‖2 décroisse

suffisamment vite, ce qui correspond à dire que ξ est suffisamment régulière. �



THÉORÈME LIMITE CENTRAL 21

Remarque 4.9. Les travaux plus récents de Derriennic et Lin assurent que le

théorème limite central est satisfait sous l’hypothèse plus faible

N
∑

n=1

{

∑

ν

C2
ν,n||ξν ||22

}1/2

≤ O(Nα)

pour un α strictement inférieur à 1/2 (voir [15]).

Exemple 4.10. Les difficultés qui apparaissent pour estimer la norme des opéra-

teurs de Hecke apparaissent déjà dans une situation plus simple, celle des groupes

agissant par rotations sur la sphère. Considérons une partie finie et symétrique

S = {a1, ..., ad, a
−1
1 , ..., a−1

d } du groupe SO(n + 1,R) et notons ΓS le sous-groupe

engendré par S. Le groupe ΓS agit sur la sphère S
n en préservant la mesure de

Lebesgue λ. Si ΓS est dense dans SO(n + 1,R), les fonctions ξ de L2(Sn, λ) qui

sont ΓS-invariantes sont constantes. Soit TS l’opérateur de Hecke associé à S,

défini par

TSξ(x) =
1

card(S)

∑

s∈S

ξ(s(x)),

pour tout point x de S
n et tout élément ξ de L2(Sn, λ). Si l’on applique k fois

l’opérateur TS à une fonction ξ, on moyenne ξ (avec certaines pondérations) sur

l’ensemble des points w(x) où w décrit les mots d’au plus k lettres en les éléments

de S. Pour comprendre la répartition asymptotique des orbites du groupe ΓS, il

s’agit donc à nouveau de comprendre les propriétés spectrales de l’opérateur de

Hecke TS . Cette technique permet d’obtenir des théorèmes ergodiques de type

von Neumann (voir [22]) ou Birkhoff (voir [28]) pour les suites de variables

aléatoires

Skξ(x) =
1

c(k)

∑

w

ξ(w(x))

où w décrit l’ensemble des mots de longueur au plus k en les éléments de S et

c(k) est le nombre de tels mots. Lorsque l’opérateur TS a un « trou spectral »,

la méthode de Gordin s’applique pour fournir le théorème limite central pour

le processus de Markov TS . C’est le cas pour les groupes libres construits par

Lubotzky, Phillips et Sarnak puisque le trou spectral de TS est alors optimal

(voir [13], [26], [27], [10]), mais c’est aussi le cas dès que ΓS a la propriété (T) de

Kazhdan (voir [23]).

5. Annexe : potentiels höldériens et applications

Cette partie annexe concerne la continuité höldérienne de la fonction de Green

d’un endomorphisme de l’espace projectif et le profit qui peut être tiré de cette

continuité.
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5.1. Continuité höldérienne des potentiels. Soit f : P
k(C) → P

k(C) un en-

domorphisme dont le degré topologique dt est strictement plus grand que 1. En

coordonnées homogènes, f est donc donné par k + 1 polynômes homogènes de

même degré d et sans racines communes non nulles, avec dt = dk. Munissons l’es-

pace projectif d’une forme de Fubini-Study ω. Puisque f∗ω est cohomologue à

dω, il existe une fonction infiniment différentiable u telle que f∗ω = dω + ddcu. Si

l’on itère cette relation il vient

1

dn
(fn)∗ω = ω + ddc





n−1
∑

j=0

1

dj
u ◦ f j



 . (5.1)

Puisque le degré d est strictement plus grand que 1, la série de fonctions qui apparâıt

converge uniformément. La limite est une fonction continue u∞ et l’on obtient une

convergence faible dans l’espace des courants :

1

dn
(fn)∗ω −→ ω + ddcu∞. (5.2)

Le courant ainsi construit ne dépend pas de ω (voir [31]) ; ce courant est noté T

et est appelé courant de Green de f. Si gi est un potentiel local pour ω alors,

localement, T = ddc(gi +u∞). Puisque ω est lisse, la régularité des potentiels de T

ne dépend que de la régularité de u∞. Nous allons montrer que cette fonction est

hödérienne (voir [4]).

Munissons l’espace projectif d’une métrique riemannienne quelconque et posons

χtop(f) = lim
j→∞

(

1

j
log ‖Df j ‖

)

,

où ‖Df ‖ est la norme uniforme de la différentielle de f, mesurée à l’aide de la

métrique riemannienne préalablement fixée. Ceci détermine un nombre réel positif

qui ne dépend pas du choix de la métrique. Nous appellerons ce nombre exposant

de Lyapounoff topologique de f.

Lemme 5.1. Les potentiels locaux du courant de Green d’un endomorphisme de

l’espace projectif sont des fonctions höldériennes dont l’exposant est minoré par

α =
log(d)

χtop(f)
.

Démonstration. Munissons l’espace projectif d’une métrique riemannienne et no-

tons M la norme uniforme de Df pour cette métrique. Puisque d est strictement

plus grand que 1, M est aussi plus grand que 1 ; ainsi

α′ =
log(d)

log(M)

est un nombre réel strictement positif majoré par 1. Soit β un nombre réel stricte-

ment compris entre 0 et α′, de sorte que Mβ < d. Puisque la fonction u est lisse et
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puisque P
k(C) est compact, cette fonction est höldérienne d’exposant minoré par

β. En particulier, il existe une constante C telle que
∣

∣

∣

∣

∣

∣

n
∑

j=0

1

dj
u ◦ f j(x) −

n
∑

j=0

1

dj
u ◦ f j(y)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

≤ C

n
∑

j=0

1

dj
M jβdist(x, y)β .

La série géométrique de raison Mβ/d converge et en passant à la limite nous obte-

nons

|u∞(x) − u∞(y)| ≤ Cd

d −Mβ
dist(x, y)β ,

ce qui montre que u∞ est höldérienne d’exposant minoré par β. Puisque β a été

choisi arbitrairement entre 0 et α′, l’exposant de u∞ est minoré par α′. Remplaçant

f par l’un des itérés f j de f, puis passant à la limite lorsque j tend vers l’infini,

cet argument montre que l’exposant de u∞ est minoré par log(d)/χtop(f). �

Les potentiels locaux de T étant continus, on peut appliquer la méthode de

Bedford et Taylor pour définir les produits extérieurs de T avec lui-même. La

mesure d’entropie maximale de f correspond au produit de T avec lui-même k-fois

(voir [31], [8]) : µ = T ∧ T ∧ ... ∧ T. Si T est localement donné par un potentiel u,

la mesure µ cöıncide donc localement avec (ddcu)k.

5.2. Mesure de voisinages tubulaires et dimension de Hausdorff. Si Z

est une sous-variété complexe de la boule unité de Ck, nous notons Tub(Z, ǫ) le

voisinage tubulaire de Z de rayon ǫ. La proposition suivante est une conséquence

directe du théorème 2.4 de l’article [1].

Proposition 5.2 (Bedford et Taylor). Soit u une fonction pluri-sous-harmo-

nique définie sur le polydisque unité de Ck. Soit Z l’intersection du polydisque de

rayon moitié avec un sous-espace vectoriel complexe de codimension q. Si u est

höldérienne d’exposant α, il existe alors une constante C telle que
∫

Tub(Z,ǫ)
(ddcu)k ≤ Cǫqα.

Corollaire 5.3. Soit M une variété complexe compacte de dimension k et T un

courant de bidegré (k − 1, k − 1), positif et fermé sur M qui admet des potentiels

locaux höldériens d’exposant strictement supérieur à α. Soit Z une sous-variété

analytique fermée de M de codimension q (éventuellement singulière), alors
∫

Tub(Z,ǫ)
T k ≤ Csteǫqα.

Démonstration. Lorsque Z est lisse, la proposition permet de majorer la mesure

du voisinage tubulaire de rayon ǫ par ǫαq, où q est la codimension de Z.

Lorsque Z n’est plus lisse, on opère par récurrence sur la dimension de Z. Lorsque

Z est une union finie de points, le résultat est contenu dans la proposition. Suppo-

sons le résultat acquis jusqu’en dimension l et fixons une sous-variété de dimension

l+1. Décomposons Z en l’union de sa partie lisse Zl et de sa partie singulière Zs, qui
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est un sous-espace analytique de dimension inférieure ou égale à l − 1 dans M. Le

voisinage tubulaire de Z de rayon ǫ est contenu dans l’union du voisinage tubulaire

Tub(Zs, 2ǫ) et du voisinage tubulaire de la variété (lisse) à bord Zl \ Tub(Zs, 2ǫ).

L’intégrale de T k le long du premier ensemble se majore en utilisant l’hypothèse

de récurrence. L’intégrale le long du second résulte du cas lisse. �

Corollaire 5.4. Soit M une variété complexe de dimension k et T un courant

positif fermé de bidegré (1, 1) qui admet des potentiels locaux höldériens d’exposant

α. La dimension de Hausdorff de la mesure µ = T k est alors minorée par kα.

Démonstration. La majoration énoncée dans la proposition 5.2 fournit l’inégalité

lim inf
r→0

{

log(µ(B(x, r))

log(r)

}

≥ kα

pour tout point x deM. Par conséquent, la mesure de Hausdorff de µ est minorée

par kα. �

Remarque 5.5. Lorsque l’on applique cette inégalité au cas de la mesure d’entro-

pie maximale d’un endomorphisme de l’espace projectif, on obtient

dimH(µ) ≥ htop(f)

χtop(f)
,

où χtop(f) est l’exposant de Lyapounoff topologique de f. C’est une conséquence

assez faible d’un résultat de Dinh et Dupont (voir [16]) dont voici l’énoncé dans

le cas des endomorphismes de l’espace projectif : la dimension de Hausdorff de

la mesure d’entropie maximale µf satisfait

0 ≤ dimH(µf ) − htop(f)

χk(f)
≤ 2k − 2

Σ(f)

χk(f)
,

où χk(f) est le plus grand exposant de Lyapounoff de f et Σ(f) est la somme

des exposants de Lyapounoff (pour la mesure µf ).

5.3. Mesure de l’ensemble post-critique. Il s’agit maintenant de majorer la

mesure du voisinage tubulaire de rayon r de l’ensemble post-critique PCl d’un

endomorphisme. La remarque suivante trâıte le cas de la dimension 1.

Remarque 5.6. En dimension 1, l’ensemble critique de f est constitué de dt(dt−1)

points au plus et l’ensemble post-critique PCl contient donc au plus (l+1)(dt
2−dt)

points. Son voisinage tubulaire de rayon r est donc majoré par (l+ 1)(dt
2 − dt)r

α,

où α est l’exposant de Hölder du potentiel de Green de f. L’estimée nécessaire

à la preuve du théorème 1.3 est donc évidente.

En dimension plus grande, le volume de l’ensemble post-critique explose comme

d(k−1)l et devient très singulier. Nous nous contenterons d’estimations grossières

mais suffisantes pour cet article.
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Proposition 5.7. Soit f un endomorphisme de P
k(C). Soit V un sous-ensemble

de P
k(C). Il existe un nombre entier o et une constante c tels que

Tub(f j(V ), η) ⊂ f j
(

Tub(V, (cǫo)−jη)
)

∪
j−1
⋃

k=0

fk(Tub(f(Cr(f)), ǫ+ (cǫo)−kη)).

pour tout choix de η et ǫ entre 0 et 1.

Pour démontrer ce résultat, commençons par établir le lemme suivant.

Lemme 5.8. Soit f un endomorphisme de P
k(C). Il existe un nombre réel c > 0

et un entier o > 0 tels que

f(B(x, η)) ⊃ B(f(x), c dist(f(x), f(Cr(f)))oη)

pour tout réel 1 > η > 0 et tout point x de P
k(C).

Démonstration. Soit z un point de P
k(C) pour lequel f(z) n’appartient pas à

f(Cr(f)). Alors Dfz est inversible et l’on peut inverser f au voisinage de f(z).

Il existe alors un réel positif o et une constante M tels que la norme de Df−1
y

satisfasse

‖ Df−1
y ‖≤Mdist(y, f(Cr(f)))−o

dès que y est hors de f(Cr(f)). Notons en outre que, dans cette inclusion, nous

pouvons remplacer o par max(1, o), ce qui permettra toujours de supposer que o

est supérieur ou égal à 1.

Soit x un point de P
k(C) pour lequel f(z) n’appartient pas à f(Cr(f)). Soit y

un point quelconque de la boule de centre f(x) et de rayon

1

2
dist(f(x), f(Cr(f))).

Le supremum de ‖ Df−1
y ‖ sur cette boule est majoré parM(dist(f(x), f(Cr(f)))/2)−o,

et le théorème des accroissements finis entrâıne

f−1(B(f(x), ν)) ⊂ B(x,M(dist(f(x), f(Cr(f)))/2)−oν)

dès que ν est inférieur à (1/2)dist(f(x), f(Cr(f))). En prenant 0 < η < 1, et en

posant

ν =
1

2oM
dist(f(x), f(Cr(f)))oη

nous obtenons alors l’affirmation suivante : il existe une constante c = 1/(2oM)

telle que

B(f(x), c dist(f(x), f(Cr(f)))oη) ⊂ f(B(x, η)).

pour tout 0 < η < 1, et pour tout point x de P
k(C). Cette inégalité reste valable

si l’on remplace o par [o] + 1, ce qui démontre le lemme. �

Démonstration de la proposition. D’après le lemme précédent, il existe une constante

c > 0 et un entier positif o tels que

f(B(x, η)) ⊃ B(f(x), cǫoη)
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pour tout 0 < η < 1, et pour tout point x satisfaisant f(x) /∈ Tub(f(Cr(f)), ǫ).

Notons donc W (ǫ) l’ensemble

W (ǫ) = f−1(Tub(f(Cr(f)), ǫ)).

Si V est un sous-ensemble de P
k(C), et si η appartient à ]0, 1[, nous obtenons

Tub(f(V ∩ cW (ǫ)), η) ⊂ f(Tub(V, (cǫo)−1η)),

ce qui fournit l’inclusion

Tub(f(V ), η) ⊂ Tub(f(V ∩ cW (ǫ)), η) ∪ Tub(f(V ∩W (ǫ)), η)

⊂ f(Tub(V, (cǫo)−1η)) ∪ Tub(f(W (ǫ)), η)

⊂ f(Tub(V, (cǫo)−1η)) ∪ Tub(f(Cr(f)), ǫ+ η).

Appliquant ceci pour f(V ) et V, nous obtenons alors

Tub(f2(V ), η) ⊂ f(Tub(f(V ), (cǫ)−1η)) ∪ Tub(f(Cr(f)), ǫ+ η)

⊂ f2(Tub(V, (cǫo)−2η)) ∪ f(Tub(f(Cr(f)), ǫ+ (cǫo)−1η))

∪Tub(f(Cr(f)), ǫ+ η).

Par récurrence, il vient donc

Tub(f j(V ), η) ⊂ f j
(

Tub(V, (cǫo)−jη)
)

∪
j−1
⋃

k=0

fk(Tub(f(Cr(f)), ǫ+ (cǫo)−kη)).

�

Prenons maintenant pour V une hypersurface de P
k(C). Puisque la mesure µf

est de jacobien constant dt, la quantité µf (Tub(f j(V ), η)) est majorée par

dt
jµf (Tub(V, (cǫo)−jη)) +

j−1
∑

k=0

dt
kµf (Tub(f(Cr(f)), ǫ+ (cǫo)−kη)).

En appliquant le corollaire 5.3 en prenant pour T le courant de Green de f

et pour Z une hypersurface W de l’espace projectif (donc de codimension q = 1),

nous obtenons l’inégalité

µf (Tub(W,ν)) ≤ CWνα,

où CW est une constante strictement positive dépendant de W. Utilisons ceci pour

W = V ou W = f(Cr(f)), et notons K le maximum de CV et Cf(Cr(f)). Nous

obtenons alors la majoration

µf (Tub(f j(V ), η)) ≤ Kdt
j(cǫo)−jαηα +K

j−1
∑

k=0

dt
k(ǫ+ (cǫo)−kη)α.

Soit maintenant n un entier strictement positif et γ un réel strictement plus

grand que 1. Posons alors

η = γ−n, ǫ =
1

c1/o
η1/(o

√
n) =

1

c1/o
γ−

√
n/o,
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de sorte que

cǫo = γ−
√

n.

Supposons enfin que j est majorée par n1/3. En notant encore K le maximum de

K et de 1/c1/o, nous obtenons alors

µf (Tub(f j(V ), γ−n)) ≤ Kdj
tγ

αj
√

nγ−αn +K

j−1
∑

0

dt
k(Kγ−

√
n/o + (γ−

√
n)−kγ−n)α

≤ K2dn1/3

t

{

γαn1/3√nγ−αn +

j−1
∑

0

(γ−
√

n/o + γ−n+n1/3√n)α

}

.

Pour n suffisamment grand, ceci fournit les inégalités

µf (Tub(f j(V ), γ−n)) ≤ 2K2n1/3dn1/3

t (γ−
√

n/o)α.

En appliquant cette estimation à V = Cr(f), nous obtenons le résultat suivant.

Proposition 5.9. Soit f un endomorphisme de l’espace projectif P
k(C) de degré

topologique dt supérieur ou égal à 2. Soit γ un réel strictement plus grand que 1. Il

existe une constante K et un entier N tels que la propriéte suivante soit satisfaite

pour tout n ≥ N : si l est inférieur ou égal à n1/3, la mesure du voisinage tubulaire

de rayon γ−n de l’ensemble post-critique PCl est majorée par

Kn2/3dn1/3

t γ−α
√

n/o.
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