
GEA2016
Exemples d’exercices où intervient la notion d’espace

euclidien

Dans le triangle

Exercice 1 Démontrer l’identité du parrallélogramme dans un espace vectoriel eucli-
dien.

En déduire la formule de la médiane (ou théorème d’Appolonius) dans le un triangle
A,B,C avec I milieu de [BC] :

AB2 + AC2 =
1

2
BC2 + 2AI2

Exercice 2 Soit A,B,C un triangle quelconque. On note a, b, c les longueurs respectives
BC,CA,AB et Â, B̂, Ĉ les angles (géométriques) respectifs B̂AC, ĈBA, ÂCB.

Redémontrer le théorème d’Al-Kashi :

a2 = b2 + c2 − 2bc cos Â

Barycentres

Exercice 3 Soient A,B deux points distincts du plan affine euclidien P et k ∈ R.
Déterminer {

M ∈ P | MA

MB
= k

}
.

Exercice 4 Soient A1, . . . , An des points du plan affine euclidien P et a1, . . . , an des
réels positifs. Déterminer le minimum de

∑n
i=1 aiMAi

2 lorsque M décrit P .
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Exercice 5 Soient A,B,C,D des points distincts du plan affine euclidien P .
1. Déterminer

{M ∈ P | (−−→MA− 2
−−→
MB) · (3−−→MC −−−→MD) = 0}.

2. Déterminer
{M ∈ P | (−−→MA− 2

−−→
MB) · (−−→MC −−−→MD) = 0}.

Géométrie euclidienne et minimisation
Exercice 6 Déterminer le minimum d de∫ 1

−1
(t2 − at− b)2dt

pour a et b décrivant R.

Exercice 7 Soient (xi)1≤i≤n, (yi)1≤i≤n deux séries statistiques dont on note les moyennes
x̄ = 1

n

∑n
i=1 xi et ȳ = 1

n

∑n
i=1 yi.

On veut minimiser la quantité δy/x =
∑n

i=1(yi − (axi + b))2 pour a et b décrivant R.

Démontrer que la quantité δy/x est minimal pour

a =

∑n
i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n

i=1(xi − x̄)2
=

Cov(x, y)

Var(x)

et b vérifiant ȳ = ax̄+ b.
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Indication : On pourra poser X = (x1, . . . , xn), Y = (y1, . . . , yn) et U = (1, . . . , 1) trois
vecteurs de Rn muni du produit scalaire usuel.

Géométrie euclidienne et séries de Fourier
Exercice 8

1. Dans Rn muni produit scalaire usuel, on considère un vecteur ~u et une famille
orthonormale ( ~uk)1≤k≤m. On note (x1, . . . , xn) les coordonnées de ~u, c’est-à-dire
~u · ~uk = xk.

(a) Montrer que, pour tout m ≤ n,

m∑
k=0

(~u · ~uk)2 =
m∑
k=0

x2k ≤ ‖~u‖2

(b) Lorsque m = n, montrer que l’on a même

‖~u‖2 =
n∑
i=1

x2i .

(c) Peut-on généraliser à un espace euclidien E muni d’un produit scalaire <,>.

2. Sur F l’espace vectoriel des fonctions 2π-périodiques continues de R dans C, on pose

< f, g >=
1

2π

∫ 2π

0

f(t)g(t)dt

On introduit les coefficients de Fourier de f :

cn =
1

2π

∫ 2π

0

f(t)e−intdt =< f, en >

avec en : t 7→ eint.

(a) Montrer que <,> définit un produit scalaire (hermitien et non plus euclidien)
sur F .

(b) Montrer que la famille (en)n∈Z est une famille orthonormée de F .
(c) Peut-on généraliser les résultats de la question 1 ?
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Productions des trinomes

Figure 1 – Camille Gouelou, Bertarnd Mahé, Thomas Morant

Figure 2 – Amélie Fournier, Kévin Le Bohec, Charlène Le Théerizien
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Figure 3 – Christelle Mbajon, Adèle Parolin, Célestine Rault
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Figure 4 – Eadwinn Le Duc, Gabriel Manieca, Hélène Pinault
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Figure 5 – Maiwenn Gougon-Rescan, Pierre-Antoine Haumont, Cédric Touzé
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