GEA2016
Exemples d’exercices ou intervient la notion d’espace
euclidien

Dans le triangle

Démontrer I'identité du parrallélogramme dans un espace vectoriel eucli-

dien.
En déduire la formule de la médiane (ou théoréme d’Appolonius) dans le un triangle
A, B,C avec I milieu de [BC] :

AB? + AC? = %BCQ +2AI°

Soit A, B, C un triangle quelconque. On note a, b, c les longueurs respectives
BC,CA,AB et A, B,C les angles (géométriques) respectifs BAC,CBA, ACB.
Redémontrer le théoréme d’Al-Kashi :

a? =b* + % — 2bccos A

Barycentres
Soient A, B deux points distincts du plan affine euclidien P et k € R.

Déterminer VA
M —— =k>.
{ eP| B }

Soient Aq,..., A, des points du plan affine euclidien P et aq,...,a, des

réels positifs. Déterminer le minimum de Z:L:l a;MA;? lorsque M décrit P.

1



Soient A, B, C, D des points distincts du plan affine euclidien P.

1. Déterminer

\

(M e P | (MA - 20B) - (3MC — MD) = 0}.

2. Déterminer

(M € P | (MA-2MB) - (MC — MD) = 0}.

Géométrie euclidienne et minimisation

Déterminer le minimum d de
1
/ (t* — at — b)*dt
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pour a et b décrivant R.

Solent (z;)1<i<n, (¥:i)1<i<n deux séries statistiques dont on note les moyennes
T = %Z?:l z; ety = %2?21 Yi-
On veut minimiser la quantité 6,/,, = > .1, (y; — (az; + b))? pour a et b décrivant R.
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Démontrer que la quantité d,,, est minimal pour

S (=) —g) _ Covla.y)
Si(e 22 Var(a)

a =

et b vérifiant y = az + b.



Indication : On pourra poser X = (x1,...,2,), Y = (y1,...,yn) et U = (1,...,1) trois
vecteurs de R™ muni du produit scalaire usuel.

Géomeétrie euclidienne et séries de Fourier

Exercice 8

1. Dans R™ muni produit scalaire usuel, on considére un vecteur u et une famille
orthonormale (u})1<k<m. On note (xq,...,x,) les coordonnées de i, c’est-a-dire
U- Uy = T

(a) Montrer que, pour tout m < n,

m m
Y@ a) =)« < al
k=0 k=0

(b) Lorsque m = n, montrer que I’'on a méme

n
la)® =«
i=1

(c) Peut-on généraliser & un espace euclidien £ muni d’un produit scalaire <, >.

2. Sur F 'espace vectoriel des fonctions 2m-périodiques continues de R dans C, on pose

27( [
< fg>= %/0 f(t)g(t)dt

On introduit les coefficients de Fourier de f :

1 27 )
Cn = —/ ft)e ™dt =< f,e, >
2 Jo

avec e, : t — e,

(a) Montrer que <, > définit un produit scalaire (hermitien et non plus euclidien)
sur F.

(b) Montrer que la famille (e,,),cz est une famille orthonormée de F'.

(c) Peut-on généraliser les résultats de la question 17



Productions des trinomes

(inspiré d’un exercice extrait de Maths Term S, Collection Indice, Bordas, 2002
Soit ABC'D un rectangle tel que AB =4 em et AD = 3 cm.
Soit A’ et C” les projetés orthogonaux respectifs de A et C' sur (BD).

1. Faire la figure correspondante.

2. (a) Calculer ﬁ ?

(b) En déduire cos ABD D), puis une valeur approchée de ABD.

(a)
(b)

3. (a) Caleuler AC - DR,
(b)

(b) En déduire A'C".

FIGURE 1 — Camille Gouelou, Bertarnd Mahé, Thomas Morant

Groupe 7 Le Thérizien Charléne / Fournier Amélie / Le Bohec Kévin

a a C
Soit  un cercle de centre O et A, B et C trois points distinets de
On note IT le projeté orthogonal de A sur la droite (BC), D I'intersection entre la hauteur (A7) et le cercle C et E le point du
cercle diamétralement opposé 3 A,
Munlri:rqu::fl_ﬁ-r’._ﬁ — AC-AD = AE -AH

e

i A -

a a C

FIGURE 2 — Amélie Fournier, Kévin Le Bohec, Charléne Le Théerizien



o ’ —
Exercice Niveaw. Termnale S

ABCD ok wn Aikasdee ragulian darele o
Sek T & mulien da [@q ok K ocalow do (AD)

— > s

?D Cledon ECF)\ b A OD. En dddine goe G _AD O

g) CL@LLLQUL ATS).C—K m %Sr\.d\%‘n d.»?_ G .

D Seik I’ e pont K ge O - AT
| —A—

Dolermaer G valoun de on ICK.

D) On cowndi b diake D de vedrewn e E(A,Jl 3) ok b
diate (8T) | avec S(4:0;2) o T=(-32,L).
" Démontrer qe Les (LLMt@ D ek (s7) ponk QJ{LQ%&(\OQUD :

| Délic - Term S m@lg{umnk sﬁéﬁﬂl@ 3

FIGURE 3 — Christelle Mbajon, Adéle Parolin, Célestine Rault




N® 79 p 234, Tranmaths 2011, lere S, Nathan

m Produit scalaire et parabole

(0: I, ] est un repére orthonormé, 7 est la parabole
déquation ¥ = x* et M est un point quelconque de &
distinct de O.

La perpendiculaire & la droite (OM) passant par O
recoupe P en M.

On s'intéresse au « déplacement » de la droite (MM) lors-
gue M décrit |a parabole & privée de O.

1. Expérimenter avec GeoGebra

a) Construisez la figure et créez la

droite (MN). )
Activer |a trace

b) Déplacez M sur la parabole 3, de [MN).
Quelle conjecture faites-vous?

2. Démontrer
On note m Fabscisse du point M avec m = 0.
a) Calculez les coordonnées de M en fonction de m.

b} Démontrez que le vecteur Ui-m; 1 - m?) est un vec-
teur directeur de la draite (MN).

c) Déduisez-en une équation de la droite (MM).

d) Prouvez gue la droite (MN) passe par un point fixe F
repéré lors de l'expérimentation.

FIGURE 4 — Eadwinn Le Duc, Gabriel Manieca, Héléne Pinault



Soit ABCD un carré de cbté a et I le milien du segment [AD].

On veut démontrer que la mesure de 8 de U'angle ACT est indépendante de a.
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QUESTIONS
1. Calculer CI et CA en fonction de a.

2. En déduire que CI.CA = GM\Q/ECOS(Q).

Exprimer (7} en fonction de Cﬁ et CT[§
4. En déduire que HCT}’! = %ag.

ws

[}

Calculer cos(f) et conclure.

FIGURE 5 — Maiwenn Gougon-Rescan, Pierre-Antoine Haumont, Cédric Touzé



