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Exemples d’exercices où intervient la notion d’espace vec-
toriel ou d’application linéaire

Exercice 1 Une population de lapins évolue de la manière suivante.
Tous les trois mois un couple de lapins adultes met bas à un couple de lapins bébés.
Tout lapin bébé devient adulte au bout de trois mois.
1. Si on note un le nombre de couple de lapins après 3n mois passés, montrer que la

suite (un)n∈N satisfait la relation de récurrence linéaire d’ordre 2 :

(E) ∀n ∈ N, un+2 = un+1 + un

2. Montrer que les suites données par un = φn et vn = ψn, avec φ, ψ ls deux racines de
r2 − r − 1 = 0, sont solutions de (E).

3. En déduire que toutes les suites de la forme αun + βvn sont solutions de (E) avec
(α, β) ∈ R2.

4. On cherche à établir la réciproque de la question 3). Soit (an) une solution de (E).
(a) On pose bn = an+1 − ψan. Montrer que (bn) est géométrique de raison φ.
(b) On pose cn = (φ− ψ)an − bn. Montrer que (cn) est une suite géométrique de

raison ψ.
(c) Conclure.

5. Sachant qu’à l’origine l’élevage de lapin comportait un seul couple, déterminer au
bout de combien de mois, elle dépassera 2000 couples.

Exercice 2 Soit (E) l’équation différentielle y′′ − 5y′ + 6y = 0. On cherche à en
déterminer toutes les solutions sur R.

1. Montrer que les fonctions données par e2(x) = e2x et e3(x) = e3x sont solutions de
(E).

2. En déduire que toutes les fonctions de la forme αe2+βe3 sont solutions de (E) avec
(α, β) ∈ R2.

3. On cherche à établir la réciproque de la question 2).
(a) Montrer que toute fonction deux fois dérivable f : R → R peut s’écrire sous la

forme f = e2 × z avec z deux fois dérivable.
(b) Montrer que f est solution de (E) si et seulement si z′′ + z′ = 0.
(c) Conclure.
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