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��	���! ���������( 
���	������ �� �����	���� ����� �	#� ��
 �� 
���

���� *���� ���
 +%%% �	��,!

� �������	�
��

�� ��������� ����� � ����������
� ���
� �� � 
 ��!��""
� ����"
� �# �����
����	� 
����
�
������ $�� ��
�
��
� �� �	%�� ��� ������& '()* +�$
,
�� � ��
����
� $�� ���-
� ���� �#�
� �� ������ �� ����#���% � 
 .
"� /0
�"
-��� �
!
�����% �"%���� � #�� �

�/1�"���� ���
�* +
 ����%
� �� ��%	
 � �� �� ����
���
�� � 
 ����
� ��	"� �
 ���-
� �� ��"������"!���
 �� �
��,
���% � 
 ,�"��
�"����
2� #��� � 
 ��� 
��
2� '3)* 4��
 �
�
��"� � �
�	"� �� 5������ ��� �	�%
� �$
� � �� �� $�� ��� ������"
 �� � ���
 �� �� 
� $�� �# �
��	��% � 
 ����
�
�	� �� �����% ���
 
����� ��� � 
� 	���% 1	��� "���!�
�����% �"%���� � '6)* �
��7
�
�� ���
��� $�� �� 	�
 ����
���
� �# � 
 ����
 ��
����� �� ������"
 � 

���	��	�
 ��� �
��%� � �
�	�
 ����������
�* ���
 �%��� �� $�� � �$� � �� � ��
����
� ��	"� �
 ���-
� '�� 3)*

8� � �� ���
� $
 �
��%� � ����������
� ���
� �� � �
$ ����"
� ��""
� p�
��������	�
 
����
�
������ �
�����* . 
�
�� � 
 �"������" ��"������" �
���!
���	����� ����"
� �� �"��
"� �
"��
� �� � 
 �
�����% �# �

�/1�"���� ���
�� � ��
����"
� �� �"��
"� �
"��
� �� � 
 ����"
� �# �
�����% 9����	"�� ���
� ':)* .

� �$  �$ � 
 �����-� ��,
���%��
� �� � 
 ���
 �# � 
 ���%���" �	%��/������& ����!
������
� ��� �
 ��
,
��
�* ;��
"�� � 
 
<��
��� �# � 
 �����-� ����"� �
�
���
�� � 
 �
���� 	�
� �� � 
 �
��%� �# � 
 ����
�* .
 �"�� ������	�� � �	�"��!-
�
����������
� $�� � �	�"��!-
� ��&
 �# �� ���� 4000 ����� ��� � �
�	���� �� � 

����
 �# � 
 ��� �����-�*

� 
 �	�"��
 �# � 
 ���
� �� � 
 #�""�$��%* 8� �
����� �� $
 ���
=� �
��"" � 

�
>������� �# ���- �
���� ��� "��
�� ��"������"�� ����"� �� ���
� �� >2 � 
 ��!
�������* 8� �
����� �� $
 ��
�
�� � >���� ����"
 ���������� �# � 
 �	%��!������&
����
�� ��� $
 � �$ ��� ,	"�
����"���* 8� �
����� 3� $
 ������	�
 � 
 ����
 ��
�!
����� ��� $
 	�
 �� �� �	�"� � 
 ����������
� $ �� �� � 
 ���� �	�?
�� �# � 

���
�* 
���"�� �� �
����� @� $
 ����	�� ���	� � 
 �
�	���� �# � �� �
���� ����
�*

�� ������	 
���
� ��� ����� ���� ����� ��� �������� �����
�© ��� !"��#$��%&" '��% ! (� ��%)��" ����
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� p �
 � ����
 �	��
� A��������""� p = 2B� q = pm� ��� GF (q) �
 � 
 >
"�
$�� q 
"
�
���* p!��"������"� A�"�� ��""
� ����	
���� ��������	�
B �,
� GF (q)
$
�
 $��
"� ��,
���%��
� �� C�
 �� (:��� (:�3 '(�� (()* � 
� ��
 ��"������"� �#
� 
 #���D

P (X) = akXpk

+ . . . + a�X
p�

+ . . . + a1X
p + a0X,

$ 
�
 a0, . . . , ak ��
 
"
�
��� �# GF (q)* 8# ak �= 0� � 
 ���
%
� k �� ��""
� � 


p!�
%�

 �# P * ���� ��$ �� $
 $�"" �
���
 [�]
def
= p�* ��� ��� ,
���� x ∈ GF (q)n�

$
 �
���
 P (x)
def
= (P (x1), . . . , P (xn))*

��������� �	 ��� c = (c1, . . . , cn) �� 	 �����
 �� ������ n ���
 ��� ���� GF (q) =
GF (pm)� ��� 
	�� �� c� ������� ��(c) �
 ��� 
	�� �� ��� m × n p�	
� �	�
��
���	���� �� ���	����� �	�� ���
���	�� �� c ���
 	 �	
�
 �� GF (pm)/GF (p)�

����% � �� �
>������� $
 ��� �	�"� � 
 ���- �������
 �
�$

� �$� $����� ��
����	���% � 
 ���- A$ �� ��� ��,
 #��� � �� nB �# � 
�� ��7
�
��
* � 
�� $

������ � 
 ���- �
���� �,
� $���� �# "
�%� n �� GF (q)*

� 
 ���- �
���� �� 	�
� �� � �	�����	�
 �# � 
 +�����% �
����� #�� ������!
%��� �� %��"� ����"�* 4��� ����
���
� �# � 
 ���- �
���� $
�
 $��
"� ��	��
��
��� �� �� ��� � 
 %��" �# � �� ���
� �� �
,�
$ � 
� �""*

.
 ��$ ���	�
 k ≤ n ≤ m* 

� g ∈ GF (q)n
� ,
���� �# ���- n* � 
 9����	"��

���
 �# "
�%� n� ���
����� k ��� %
�
�����% ,
���� g �� � 
 �
� �# $���� ������
�
�� � 
 
,�"	����� �# � p!��"������" �# �
%�

 �� ���� k − 1 �,
� gD

Gabk(g)
def
= {(P (g1), . . . , P (gn)) = P (g) , degp(P ) ≤ k − 1}.

0� � �� ������	������ �� ��� �
 � �$� � �� � 
 ���
 Gabk(g)  �� �����	� ���-
�������
 n − k* +
��
 �� �� �� ������" ���
 #�� ���- �
���� 'E)* 4��
�,
� � 
�


2��� ��"������"!���
 �
�����% �"%���� �� � �� ��� ����
�� 	� �� � 
 
����!
����
����% ������"��� �# � 
 ���
 'F� :� (�� (3)*

� �� �������
�

�� ���� ������������

8� � �� �
����� $
 � �$  �$ �� �
��%� � ����������
� ����"�� �� � 
 �	%��/
������& ����������
�* .
 �"�� � �$ � �� �����G� �����-� ��� 
H	�""� �
 �����
��
�"� �	% � 
�� ����"
2��� �� ��� ��� ���
 "��
�� �� � 
 $
�% � �# � 
 
����!,
�����
�	� 
2���
����"*
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� n ≤ m� ��� k < n� �
 ���
%
�� ��� "
� g = (g1, . . . , gn) ∈ GF (q)n �
 � ,
����
�# "��
��"� ���
�
��
�� 
"
�
��� �,
� GF (p)*



&%0 '! "���� �
� -! 1�	�����

"�� #���
	����!
� 
 ����
�,
� �# � 
 ����
� ���-� ������"� � p/��"������" P �,
� GF (q) �#
p/�
%�

 k − 1* +
 � ���
� ������"� � ,
���� E �# "
�%� n ��� �# ���- W >
(n − k)/2*

� � 
 �	�"�� -
� �� K = P (g) + E*
� � 
 �
��
� -
� �������� �# � 
 ���� (P,E)*

$��
������!
� 
 �
���%
 m = (m0, . . . , mk−2) ∈ GF (q)k−1

��� �
 �����#���
� ���� � 
 p!

��"������" m(x) =
∑k−2

i=0 mix
[i]* � 
 �
��
� � ���
� ������"� α ∈ GF (q)� ���

�� 
����!,
���� e �# ���- ω ≤ (n − k − W )/2* � 
 ��� 
��
2� y ��D

y = m(g) + αK + e.

%��
������!
� 
 �
�
�,
� ���?
��� y �� � 
 �	�����
 �# GF (q)n

�# ���
����� n − W � ��
�� ��� �%���" �� � 
 ,
���� ����
 %
�
���
� �� � 
 ���������
� �# E* 1���
  

-��$� E�  
 
H	�""� -��$� �� ��� 
���"� ����	�
 � ���!���%	"�� p!��� �����2 R
�	� � �� ERG� n − W >��� ��������� ��
 
H	�" �� 0* +
��
 ����
 R �� p!"��
���
� 
� P (g)R = P (gR)� ���

yR = m(g)R + αP (g)R + αER + eR = (m + αP )(gR) + αER + eR.



� ỹR �
 � 
 ,
���� �# "
�%� n−W ������
� �� �
��,��% � 
 "��� W ���������
�# yR* .
 ������ � ��

ỹR = (m + αP )(g̃R) + ẽR.

0	� �-(ẽR) ≤ �-(eR) ≤ �-(e) ≤ w ≤ n−W−k
2 * � 
�
#��
� ����
 (m + αP )  ��

p!�
%�

 "
�� � �� k�

0� �
�����% ỹR �� � 
 9����	"�� ���
 Gabk(gR) ��
 �
��,
�� Q = m + αP *
1���
 P  �� p/�
%�

 
2���"� k − 1� ��� ����
 m  �� �
%�

 �� ���� k − 2� � 

>
"� 
"
�
�� αPk−1 �� � 
 "
����% ��
<��
�� �# Q* � 	� � 
 �
�
�,
� %
�� α ���
>��""� �
��,
�� m = Q − αP *


	� ������������� �� ��� ����
��� �� ��� ������

� 
 �
�	���� �# � 
 ����
� �
"�
� �� � 
 #��� � �� %�,
� � 
 �	�"��!-
�

K = P (g) + E,

�� �� ��� ����	�������""� #
����"
 �� �
��,
� (P,E)* 1���
 ��� �� 
� ������"

��������
 (R,F) �	� � �� K = R(g) + F $�	"� "
�� �� $���% �
�����%� ��
�����-
� $�	"�  �,
 �� "��� �"" �������"���
� ��� ��� � 
� ��
 �� ��
* 8� �� �
-��� �# "��� �
�����% �# 9����	"�� ���
� 	� �� � 
 ���- W * .
 ��� � �$ � ��



� ��� -���	��.�� '��
�������� &%2

�	� � "���!�
�����% �� ������"� 
H	�,�"
�� �� >����% �"" p/��"������" V $�� 
degp(V ) ≤ W ��� f $�� degp(f) < k �	� � ��

∀i = 1, . . . , n V (Ki) = V (f(gi)). A(B

� �� �
��� � �� $
 $�	"�  �,
 �� ��",
 � 
 #�""�$��% ����"
�

�������
�������K,g = (g1, . . . , gn), k, W �	
&��� ��� 
�� 'V, f( )��
� V �
 	 ������
� p���������	� �� p����
�� ≤ W 	��
)��
� f �
 	 p���������	� �� p����
�� < k� 
��� ��	� V (gi) = V [f(gi)]� ��
 	��
i = 1, . . . , n�

8� ���- �
���� $
  �,
 �� 
H	�,�"
�� �# � 
 I� ���� ��	��� �	� �	� ���	"�!
���� �
�	"�� �
�� �� � �$ � �� � �� ����"
� ��  ��� �� ��",
* ���	�""�� $
 	�
�
� 
 4�94� ����	�������" �"%
��� ����
�� $ �� �� ������&
� #�� #��� ���!
�	������� �,
� >���
 >
"��* �,
� ���"" ��&
� Ap = 2, n = 3B� �� �� ������"
 ��
����	�
 � 
 
2 �	���,
 "��� �# ��"	����� �� � 
 �
������	����� ����"
�* 0	� � 

��&
 �# � �� "��� ����
��
� ���������""� A�

���%"� 
2���
�������"�B �� ���� �� W
�� "��%
� � �� � 
 
����!����
����% ������"��� �# Gabk(g)* � 
�
#��
 ��",��% � ��
����"
� ��� �
 ������
�
� �� �
��%  ���� �� �� ���"�
� � 
 �����	"����� �# ��
�,
���&
� "���*

� 
 ����"
� �� $ �� � 
 �
�	���� �# � 
 �	%��!������& ����������
� �
"�
� ��
�"�� �  ��� ����"
�* � 
 ����
� $�� �
,
�� 
"
�� ���-
� �� ����� $ � � �$
�
� �� ��
 ��	"� %
�
��""� �
��,
� �"����
2�� �� >����% ����� �# � ��"������" �#
�
%�

 ω + 1�'3)* � �� �
$ ����
� ��
� ��� �	7
� #��� � 
 $
�-�
�� � �$� ��
����� #�� � 
 ���%���" ����
�* ;��
"�� �� #�""�$��% � 
 ���
 ��
�� �� �����-
�
$�	"�  �,
 �� >�� � 
 ����� �# � ��"������" A��� � p!��"������"B �# �
%�


(qω+1 − 1)/(q − 1)* � 
�
#��
 � �� ����
� $�	"� ���,��
 � �	� �
��
� �
�	����
� �� � 
 ���%���" ��
*

�	� ����
� �	7
�� #��� �� �� 
� $
�-�
��� $ �� $�� � �$� �� '@)* 9�,
� �
�
�
�,
� ��� 
��
2� y �� �����-
� $���� �� >�� m, α, e �	� � ��D

y = m(g) + αK + e,

$�� degp(m) ≤ k − 2 ��� �-(e) ≤ n−k−W
2 *

����% � -��� �# .
"� /0
�"
-��� �
� ��H	
� �� �� '3)� ��",��% � �� ����
� ��

H	�,�"
�� �� >����% m, α, V �	� � ��D

V (y) = V ◦ m(g) + V (αK), A�B

$�� degp(m) ≤ k − 2 ��� degp(V ) ≤ ω*
8���
�� �# ��",��% � �� ����
�� $
 ��	�� � ���
 %
�
��" ����
�* .
 �
��� 

N, V, V ′ �	� � ��D
V (y) = N(g) + V ′(K),

$�� degp(N) ≤ k + ω − 2� degp(V ) ≤ ω� ��� degp(V ′) ≤ ω* ������
���% � 

��
<��
��� �# N, V, V ′ �� 	�-��$��� �� �� � "��
�� ����
� $�� n 
H	������ ���
k+3ω+1 	�-��$��* � 
�
#��
� �� ��� �
 ��",
� �� ��"������" ���
* 1���
 � 
�

�� �� ������	����� �� "
��� ��
 ��"	���� �� � 
 ����
�� ��� ����
 $
 ��� � �$



&%3 '! "���� �
� -! 1�	�����

� �� k + 3ω + 1 < n� � �� ���"�
� � �� � 
 �����2 �# � 
 ����
� �� �
%
�
���
�
��� � 
 ��"	���� ����
 �#�
� �� �# ���"" ���
������ ������""� 1* 8# �� �� � 
 ���

$
 ��� >�� � ��"	���� �� ����
� A�B*

� ������  �
�� �!� ��
	� "���
���

8� � �� �
����� $
 $
�
 ������
� �� � 
 ���
��� �� �
���� � 
 ���%���" ����
� ��
�
��� �# � 
 ����
 ��
����� $ �� $�� ������	�
� �� '�)* 8� +�����% �
�����
����� � �$
� � �� � �� ��	"� ��� $��-* 8� ���- �
����  �$
,
�� �	� �����-�
������ �
 �����
�*

��������� �	 ��� �
	�� ���
	��
 �
�� GF (qu) �� GF (q) �
 ������ �� !

∀x ∈ GF (qu), T r(x) = x + xq + xq2
+ . . . + xqu−1

.
 ��� 
2�
�� � �� �
>������ �� ,
����� D

Tr(x)
def
= (Tr(x1), . . . , T r(xn))

��� �� "��
���&
� ��"������"� �,
� GF (qu) D

Tr(
k∑

i=0

piX
[i])

def
=

k∑

i=0

Tr(pi)X [i]

.
 $�"" �
H	��
 � 
 #�""�$��% ����������� D

�
��������� �	 *� (g1, . . ., gn) ∈ GF (q)n� 	�� P �
 	 p���������	� ���
 GF (qu)�
���� Tr(P (g)) = (Tr(P ))(g)�

 
����


� j ∈ [1, n]* 1���
 gj ∈ GF (q), ∀x ∈ GF (qu)� $
  �,
 D
Tr(xgj) = gjTr(x) A�� GF (q)!"��
�����B*
1� Tr(P (gj)) = Tr(

∑k
i=0 pig

[i]
j ) =

∑k
i=0 g

[i]
j Tr(pi) = Tr(P )(gj)*

+
��
 Tr(P (g)) = (Tr(P ))(g)*

� �� "
��� �� � 
 �
��%� �# � ����������
� ���
� �� � 
 ����
 ��
�����*

 	� ������ �� ��� ������

 	
	����



� .
 ������
� g = (g1, . . . , gn) � ,
���� #���
� �# 
"
�
��� �# GF (q) � �� ��

"��
��"� ���
�
��
�� �,
� GF (p)J

� �� 
2�
����� >
"� GF (qu) �# GF (q)J
� �� ���
%
� kJ
� �� ���
%
�W > n−k

2 * � �� ���"�
� � �� � 
 "��
���&
� �
������	����� ����"
�
�� ��<�	"� �� �� $�� ����	��
� �� �
����� �*�*



� ��� -���	��.�� '��
�������� &%4

"�� ����
	����
.
 %
�
���
 ������"� � p/��"������" P $�� ��
<��
��� �� GF (qu)� �# p!�
%�


k−1� �	� � �� � 
 ��
<��
��� pk−1, . . . , pk−u #��� � ����� �# GF (qu) �,
�GF (q)*

.
 �"�� %
�
���
 �� 
���� ,
���� E� $�� ��
<��
��� �� GF (qu)� �# ���- W *

� � 
 �	�"�� -
� �� K = Tr(P (g)) + E ∈ GF (qu)n
*

� � 
 �
��
� -
� �� � 
 ���� (P,E)*

$��
������


� m ∈ GF (q) �
 � �"����
2� $����
� �� � p/��"������" �# �
%�

 �� ����

k − u − 1� � �� �� m(X) = m0X + m1X
p + . . . + mk−u−1X

pk−u−1
* .
 %
�
���


������"� α ∈ GF (qu) ��� e �� 
���� ,
���� �� GF (q) �# ���- ω ≤ (n−W −k)/2*
� 
 ��� 
��
2� ��D

y = m(g) + Tr(αK) + e ∈ GF (q)n

� 
 
��������� ��� �
 ���
 �� O(nk) �	"���"�������� �� GF (q)*

%��
������
.�� �	� "��� �# %
�
��"��� $
 ��� ���	�
 � �� � 
 �
�
�,
� -��$� �� ��,
����"

p!��� �����2 R� �	� � �� � 
 >��� n − W ��"	��� �# ER ��
 
H	�" �� &
��*

1���
 p!��"������"� ��� � 
 ����
 ��
����� ��
 GF (p)!"��
�� �����#����������
$
  �,
 � �� Tr(αP (g))R = Tr(αP (gR))* 1���
 g  �� ��
<��
��� �� GF (q)�
� 
 ,
���� gR  �� �"�� ��
<��
��� �� GF (q) ��� �� ����������� (� � �� ���"�
�
� �� Tr(αP (gR)) = Tr(αP )(gR)* � 
�
#��
D

yR = m(g)R + Tr(αP (g))R + Tr(αER) + eR,

⇔ yR = (m + Tr(αP ))(gR) + Tr(αER) + eR.



� ỹR �
 � 
 ,
���� ������
� �� �
��,��% � 
 "��� W ��������� �# yR* .

 �,
D

ỹR = (m + Tr(αP ))(g̃R) + ẽR.

0	� �-(ẽR) ≤ �-(eR) ≤ �-(e) ≤ w ≤ n−W−k
2 .

+
��
� �� �
�����% ỹR �� � 
 ���
 Gabk(g̃R)� ��
 �
��,
�� � 
 "��
�� ��"�!
�����" Q = m+Tr(αP )* 1���
 � 
 p!�
%�

 �# m �� �� ���� k −u− 1� ��� ����

pk−1, . . . , pk−u #��� � ����� �# GF (qu) �,
� GF (q)� � 
 �
�
�,
� �
��,
�� α� ���
� 
� m = Q − Tr(αP )*

����% ��
����	������� � 
 ����"
2��� �# � 
 �
�������� � ��
 �� � 
�
O(ω2(k + ω) + (k + ω2) + u2 + kn) �	"���"�������� �� GF (q)*

# ��	��
�� �$ �!� ������

8� � 
 ���
 �# +�����% �
����� ������ � �$
� � �� � 
 ����������
�� ��	"�
�
 ���-
� �� ��"������"!���
* 8� $�� 
,
� � �$� �� 5������ ��� �	�% � �� ��



&5% '! "���� �
� -! 1�	�����

$�� �""	������� �� ��� �� �
���� � 
 ����
� �� �����% ���
 
����� ��� � 
� 	���%
1	��� �"%���� � ��� 
� � �� �"������" �
�����% �"%���� �� #�� �

�!1�"����
���
� '6)*

+
�
� ��
 �����- ��� �
 �����"��
� ���
��"� #��� �����G� ������� ���"���%
� �� � 
 �����
�
��  �,
 �� �
 ���
#	""� � ��
�� �	� � 
 �
���� ��
 �� ��� �	� 
�
"��
� $�� ����
���
� �# +�����% �
���� �� �
 �����
� �� ���- �
����*



� γ1, . . . , γu �
 � ����� �# GF (qu) �,
� GF (q)* 8# $
 $���
 α =
u∑

t=1
αtγt� $


 �,
D Tr(αK) =
u∑

t=1
αtTr(γtK)* 

� Kt = Tr(γtK)� #�� t = 1 . . . u*

� 
 ,
����� Kt ��
 ,
����� �� GF (q) 
���"� ����	���"
 #��� � 
 �	�"�� -
�
K* 5��$��% y,g,K1, . . . ,Ku� �
��,
���% � 
 �"����
2� �������� �# ��",��%D

∃e, m, α1, . . . , αu,

⎧
⎨

⎩

y = m(g) +
u∑

t=1
αtKt + e,

degp(m) ≤ k − u − 1, Rk(e) ≤ ω.
A�B

� 
 �
�� �# � �� �
����� �������� �# ��,
���%����% � �

 $��� �# ��",��%
����
� A�B*

!	� ����"��� #����$�

� 
 �
�����% �����- �� � ��� 
�!�
2� ��"� �����-* � 
 ��� 
��
2� ��� �
 �

�
	��
� � 
 #���

y = cG + e,

$ 
�
 c = (m0, . . . , mk−u−1, α1, . . . , αu)� ���

G =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

g1 · · · gn

***
* * *

***

g
[k−u−1]
1 · · · g

[k−u−1]
n

K1
***

Ku

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

+
��
 �� ��� �
 �
�	�
� �� � ����"
� �# �
�����% � 
 "��
�� ���
 �# ���
�����
k %
�
���
� �� G 	� �� � 
 ���- �������
 ω* �� �� � �� $
 �� ��� -��$ � �
��
�
�
���
� � �� � %
�
��" �	����
 �
���
�* � 
 ���� 
<��
�� ��
 $�� �
��%�
�
�� �	��,�-� ��� I� ������ ��� $��-� �� O((qω3)p(k+1)(ω−1))� ��
������� �� � 

���
 >
"�� '(�)*

!	� #����$ %� &����
�'�����

� �� �����- �� ���
 �� � 
 ��� 
��
2�* � 
 �����-
� $���
� � 
 
��������� 
H	�!
����� ��� 	�
� �� �� ������ � "��
�� ����
� �,
� GF (q)*



� ��� -���	��.�� '��
�������� &55

�
��������� �	 +

����� k+(u+2)ω ≤ n� 	� 	��	���
 �	� 
�����
 ��� ��	���
���� �
�� 	 ����� �����
���� �� ��������	� ���� )��� ��
� ���� �
��	������� *�
n > k + (u + 2)ω� ���� ��� 
	�� 	��	�� �	� �� �	�� �� O(n3qn−k−(u+2)ω) ����
������	����
 )��� ��
� ���� �
��	�������

 
����
.
 ������
� ���� 
� -��� �# .
"� /0
�"
-��� ������� * ;��
"�� ��",��% ����
�
A�B �� 
H	�,�"
�� �� ��",��%D

∃m, α1, . . . , αu, V,

⎧
⎨

⎩

V (y) = V ◦ m(g) +
u∑

t=1
αtV (Kt),

degp(m) ≤ k − u − 1, degp(V ) ≤ ω

0� "��
���&��% � 
 
H	������� $
 ��$ ������ � 
 #�""�$��% ����
�D

∃V, R1, . . . , Ru, N,

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

V (y) = N(g) +
u∑

t=1
Rt(Kt),

degp(V ) ≤ ω, degp(Rt) ≤ ω,
degp(N) ≤ k + ω − u − 1

8# ��
 $���
� � 
 	�-��$� ��
<��
��� �# ��"������"� V, R1, . . . , Ru, N �� �
,
������" #���� ��
  �� �� ��",
 D

M

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

V
R1
***
Ru

N

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

= 0

$ 
�
 D

M =

⎛

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎝

y1 . . . y
[ω]
1 −K11 . . . −K

[ω]
11 . . . −Ku1 . . . −K

[ω]
u1 −g1 . . . −g

[k+ω]−u−1
1

***
***

***
***

***
***

***
***

yj . . . y
[ω]
j −K1j . . . −K

[ω]
1j . . . −Kuj . . . −K

[ω]
uj −gj . . . −g

[k+ω]−u−1
j

***
***

***
***

***
***

***
***

yn . . . y
[ω]
n −K1n . . . −K

[ω]
1n . . . −Kun . . . −K

[ω]
un −gn . . . −g

[k+ω]−u−1
n

⎞

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎠

	���% � 
 �������� [i] = pi*
M �� n × (k + (u + 2)ω + 1)!�����2 �� GF (q)� $
 ��� ����	�
 ��� -
��
" ��

��"������" ���
 �� >�� �"" � 
 ��"	����� #�� ��"������"� V, R1, . . . , Ru, N *
0
��	�
 � 
�
 
2���� � ���!���,��" ��"	����� � 
 -
��
" �# M �� �# ���
����� ��

"
��� (* ����
 #��� � �� ���������� ��������" 
2�
���
��� "
�� 	� �� � ��- � ��
M �� ,
�� "�-
"� ��  �,
 ��2��	� ���-* � 	�� $
 ����"� �
�	�
 � 
 ���
�����
�# ker(M) #��� � 
 ��&
 �# M � ��� $
 �"���� �"$���  �,
 D dim(ker(M)) =
max(1, k + (u + 2)ω + 1 − n)*



&5$ '! "���� �
� -! 1�	�����

���� � 
 ����
 �# ��"	����� #�� V, R1, . . . , Ru, N � $
 ��$  �,
 �� 
2����� �
�	����"
 ���!���,��" ��"	���� #��m, α1, . . . , αu, V � ��� � 
� � �� m �� � 
 �"����
2�*

8# k + (u + 2)ω ≤ n� � 
� $��  �% �������"��� dim(ker(M)) = 1� ��� � 	��
��� ��"	���� �# � 
 "��
���&
� ����
� �""�$� 	� �� >�� m �� � �
�
 "
#� �	�"�����
��,������ � 
 $ �"
 �����- ���
 �� ��"������" ���
*

8# � �� �� ��� � 
 ���
� ��
  �� �� � 
�- 
�� ���
����� �# � 
 ��"	���� ����
�
$ �� "
��� �� �� �����- �� ��	% "� O(n3qn−k−(u+2)ω) �	"���"��������� '@)*

!	
 #(��%
��� #����$�

� �� ���� �� �
,��
� �� >����% � 
 �
��
� 
"
�
�� α* ���
 ��
 �
��,
�� � 


"
�
�� α ∈ GF (qu)� �� �� ���,��" �� �
��,
� � 
 �"����
2�� �� ����	���% y −
Tr(αK) = m(g) + e ��� �
�����% � �� ,
���� �� � 
 9����	"�� ���
*

�� �
����� $
  �,
 �� ��",
 � 
 #�""�$��% ����
�

yi − Tr(αKi) = m(gi) + ei, ∀i = 1, . . . , n,

$ 
�
 � 
 	�-��$�� ��
 e = (e1, . . . , en) �# ���- ω� α ∈ GF (qu)� ��� � 
 p!
��"������" m* 1�",��% � �� ����
� �� ���"" 
H	�,�"
�� �� ��",��%

V (yi − Tr(αKi)) = V ◦ m(gi), ∀i = 1, . . . , n, A3B

$ 
�
 � 
 	�-��$�� ��
 m� α ��� � 
 ��
<��
��� �# � p!��"������" V �# �
%�


ω* ;�$ �� ��",
 � �� ����
� $
 ������
� � 
 ����
�

V (yi − Tr(αKi)) = N(gi), ∀i = 1, . . . , n A@B

$ 
�
 � 
 	�-��$�� ��
 � 
 
"
�
�� α� ��� � 
 ��
<��
��� �# �$� p!��"������"�
V �# �
%�

 ω ��� N �# �
%�

 k + ω − u − 1* 8# (α, V, m) �� � ��"	���� �# A3B�
� 
� (α, V, N = V ◦ m) �� � ��"	���� �# A@B* � 
�
 ��
 �$� ����
�� �� ��",
 � ��
����
�D

,���	
�	�� �	
�


� 	� �
>�
 � 
 #�""�$��% n × (k + 2ω − u + 1) �����2

M(x) =

⎛

⎜
⎜
⎝

y1 − Tr(xK1) · · · (y1 − Tr(xK1))[ω] g1 · · · g
[k+ω−u−1]
1

***
* * *

***
***
* * *

***

yn − Tr(xKn) · · · (yn − Tr(xKn))[ω] gn · · · g
[k+ω−u−1]
n

⎞

⎟
⎟
⎠ ,

$ 
�
 [i] = pi*
���,��
� α �� -��$�� M(α) �� � 
 �����2 �# ����
� A@B* 1���
 �� ������	�����

(k + 2ω − u + 1) ≤ n ��� ����
 � �� $
 -��$ � �� � 
�
 �� � ���!&
�� ��"	�����
� 
 �����2 M(α) �� ��� �# #	"" ���-* � 
�
#��
� � 
 �
�
������� �# 
,
�� �H	��

�	������2 M̃(x) �# M(x) �����>
� � 
 
H	�����

Det(M̃(α)) = 0.



� ��� -���	��.�� '��
�������� &5&

� 
 ����
 ��
����� �� � ��"������" �# �
%�

 qu−1� � 
�
#��
 ��� �
�
�������
�� � ��"������" �,
� GF (qu) �# �
%�

 �� ���� qu−1(pω+1 − 1)/(p − 1)* +
��
�
� $�� �� >�� � 
 ,�"	
 �# α $�	"� �
 �� �
��� #�� ������ ��,����� �
�$

�
���
 �# � 
 ������
� �
�
��������* +�$
,
� #�� ��������" ���
�� �� $
 $�"" �


#	�� 
�� � 
 H	������ qu−1(pω+1 − 1)/(p − 1) > 280*

1���
 �	� �� ������� �� ��� ,
�� ��������"� $
 �-�� �� ���� 
� ���
 ���
�!

����% ���
*

-�����	
�	�� �	
�
8# $
 �
� x =

∑u
j=1 γjxj � $ 
�
 γ1, . . . , γu �� � ����� �# GF (qu)/GF (q)� �� �
����%

Ki,t
def
= Tr(γtKi) #�� t = 1, . . . , u ��� i = 1, . . . , n, $
 ��$ �
>�


M(x1, . . . , xu) def=

�
���

y1 −
�u

t=1 K1,txt · · · (y1 −
�u

t=1 K1,txt)[ω] g1 · · · g
[k+ω−u−1]
1

!!!
! ! !

!!!
!!!

! ! !
!!!

yn −
�u

t=1 Kn,txt · · · (yn −
�u

t=1 Kn,txt)[ω] gn · · · g
[k+ω−u−1]
n

�
��� .

���
 �%��� �# α
def
=

∑u
t=1 γtαt� � 
� M(α1, . . . , αu) �� � 
 �����2 �# � 
 "��
��

����
� A@B* +
��
� � 
 �
�
������� �# 
,
�� �H	��
 �	������2 M̃(x1, . . . , xu) �#
M �����>
� � 
 
H	�����

Det(M̃(α1, . . . , αu)) = 0.

� 
 �
�
�������� M̃(x1, . . . , xu) ��
 �	"��,�����
 ��"������"� �# �
%�

 �� ����
(p(ω+1) −1)/(p−1)* �� u ,�����"
�* .
 ��� ������	�� 	� ��

(
n

k+2ω−u+1

)
��7
�
��

�
�
�������� �� � �����% 
2���"� k + 2ω − u + 1 "��
� �	� �# n*
.
 ���
 ���
 ���	"������ �� � 
 4�94� "��%	�%
 �� 	���% � 
 �"%���� ��

>����% >��� 9�K��
� ���
� ��� � 
� ��",��% � 
 
H	������* �,
�� ���
 $
 �	�!
�

�
� �� ����	���% � 
 9�K��
� 0���� �# � 
 ����
� $
 ������
� ��"� ��

��"	���� � �� $�� 
2���"� � 
 
"
�
�� α �# � 
 ���,��
 -
�*

1��	"����� �
�	"�� ��� �
 #�	�� �� ���"
 (* ��� � 
�
 ����	������� $
 	�
�
�� ������; ����
���� ���9 & $�� 69� �# �
����*

	��
� �� �	�����	�
� �� ������� ���� �
 
��������� n = 36, q = 236, k = 10, W = 14

������ �� ���	����� ������6�
� 7����� 8���� $!55�$9"+
ω = 2 2 0.01�
ω = 3 5/ 0.340�

u = 2 ω = 4 &5 9�
ω = 5 0& 500�
ω = 6 5$2 11 �����
ω = 2 2 0.06�

u = 3 ω = 3 5/ 54�
ω = 4 &5 15 �����
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!	 ���������� #%��� ��� ������ �� ��
�����
�
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