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Programme

Les résultats exposés dans ce cours sont admis. En revamelpl@muera comment les utiliser.

Etude de fonctionsDéfinitions intuitives de la limite en un point d’une fonatiale la continuité,
de la dérivée (pente de la tangente, limite du taux d’acseoment, approximation affine). Théoréeme
des valeurs intermédiaires, des accroissements finisvddién d’'un produit, d'un quotient, d’'une
fonction composée. Fonctions classiques : polyndémesgidracrationnelles, exponentielle, ch, sh,
sin, cos. Représentations graphiques, variations, caigoar, ordres de grandeur. Formules de trigo-
nométrie sphérique et hyperbolique. Encadrement par dgsdroes au voisinage de zéro. Applica-
tion au calcul de limites. Fonctions Arctan, Arcsin, ArccBsimitives. Définition. Formulaire (exp,
sin, 1/(x+a)®, 1/(1+x2), 1/(1—x3)%2, ...). Intégration par parties. Changement de variable déa
théorie de la décomposition en éléments simples (quelquespes par coefficients indéterminés).

Nombres Complexe<Construction des nombres complexes comme ensemble deesalgiéels.
Complexe conjugué, module et inverse. Ecriture des comapler coordonnées polaires, interpréta-
tion géométrique de la multiplication par un complexe de ale@d et du passage au conjugué. Expo-
nentielle complexe et applications a la trigopnométrie. ligapion des complexes a des probléemes de
géomeétrie plane, similitudes. Equations différentiellemefficients constant du premier et du second
ordre. Au second ordre, un ou deux exercices avec un secomiraesimple. Application : circuits
RLC.
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Remarque

Les résultats exposés dans ce cours sont tous admis. Echevamexpliquera comment les utili-
ser. L'objet du cours est de permettre a I'étudiant de comefiret renforcer sa pratique de I'utilisation
des premiers outils de I'analyse réelle et complexe. Il essid’occasion de découvrir des énonceés
de théorémes d’analyse qui ont des applications immédiatesles sciences.



| Fonctions et graphes
1 Introduction

Remarque 1.1 Nous ferons un usage élémentaire des notiodgalité d’ensembledesous-ensemble
d’ensemble vided’'élémentd’appartenanced’inclusion d’intersectionde réunionet dedifférence
d’ensemblesinsi que des symboles

:7%707C7¢7E7¢7U7Q7\

qui leurs sont associés. Nous éviterons tant que possitdedeirs aux symboléset3 qui s’appellent
respectivemenguantificateur universel et quantificateur existentiel et se lisent respectivement
pour toutetil existe

Définition 1.1 SoientA et B deux ensembles. Urfenction (ou application) de A dansB est la
donnée pour tout élémeatde A d’'un élémenb = f(a) deB appelévaleur de f ena. On note :

f: A—B
a— f(a)=h

L'ensembleA s’appelledomaine de f, I'ensembleB s’appelle’ensemble d’arrivée et le sous-
ensemble

f(A)={beBl|dac A f(a)=b}
de toutes les valeur§(a) obtenues lorsqua décrit A s’appellel'image de f. Siac Aetbe B
vérifientb = f(a) alorsb est appelémage dea par f eta est appel@antécédent deb par f. Si
b € B, le sous-ensemble d& formé de tous ses antécédents est rfotéb). Il est non vide si et
seulement gb est un élément dé(A)

Exemples 1.1Soit f la fonction dont le domaine egt=| — 1, 1], 'ensemble d’arrivéeB = R et
définie par la formulef (x) = 2x2. Alors f (] — 1,1[) = [0, 2] est différent d&R. On af ~1(3) = {1, 3
alors quef ~1(3) = 0 est 'ensemble vide.

Définition 1.2 Soientf : A— BetA’ C A Larestriction f def aA’ estlafonction dé\' dansB
définie parf (x) = f(x) six € A'. Si la restriction def a A’ vérifie une propriété donnée on dit que
f vérifie cette propriété suk. Soit A’ etB” des ensembles contenant respectiverAeettB et g une
application deA” dansB”. Si pour tout élément € A on af(x) = g(x) on dit queg prolonge f a A”

ou queg est un prolongement def a A" .

Exemple 1.2 SoitA' = {a,b,c,d,e},A={a,b,c,d}, B ={a,B,y,d,&} etB={a,B,y,d}. On consi-
dere I'applicationf : A — B définie par

fa = «a
f(b) B
f(c) y
f(d) =9,
I'applicationi : A" — B’ définie par
i(a) = a
i(b) = B
i(c) =y
i(d) = 0o
i(e) = ¢



et 'applicationj : A" — B définie par

o< ™A

(e =
Les applications et j sont deux prolongements différents fla A'. L'application f est la restriction
dejaA: jja= f.Bienquei(x) = f(x) pour tout element deA, f n’est pas la restriction dea A car
f eti n’ont pas le méme ensembe d’arrivée.

Dans la suite on s’intéressera a des fonctionsériques d’une variable réelle Ceci signifie
gueA est un sous-ensemble de I'ensemBleles nombres réels (d’'une variable réelle) ainsi Bue
(numérique).

Remarque 1.2 Souvent une fonction numérique d’une variable réelle eande par une formule
sans preécision de son domaine. Le premier travail a fairalest de trouver le domaine le plus grand
sur laquelle elle est définie. Par exemple la fonction dopaéé(x) = >—1( admet pour domain@ \ {0}

et la fonction donnée p&(x) = /x admet pour domain@, +).

Définition 1.3 La fonctionvaleur absolueest la fonction | : R — R définie par|x| = x six > 0 et
IX| = —xsix < 0.

Pourvisualiserune fonction et ses propriétés on utilise son graphe.

Définition 1.4 Le graphe d’une fonction numérique de la variable réélleA — B est le sous-
ensemble d® x R

{(x, f(x))|x € A}.

X

Exemples 1.3Voici le graphe de la fonctioh de[—1,1] dansR et définie par la formulé (x) = 5.

o

NI

FiG. 1 - Le graphe de la fonction— 3|x|

Définition 1.5 Si f et g sont deux fonctions numériques définies suet siA € R on définitla
sommef + g, le produit A f et le produit fg par :

si xeA, (f+9)(x) = f(x)+9(x), AH)(x) =A(f(x), (fg)(x) = f(x)9(x).
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2 Les polynébmes

Définition 2.1 On appellepolyndmeune fonctionP deR dansR pour laquelle il existe des réels en
nombre finiay, ..., a4 tels que sk € R alors

d
P(X) =agx®+ ... +aix+ag = > axs.
&

Lesa; s’appellent lexoefficients deP. Si tous lesg; sont nuls le polynbme est lepolynéme nul et
sondegré est—co. Si au moins I'un des; est non nul, on appelldegré deP le plus grand indicé
pour lequely; est non nul. Si sewdy est non nul alor® est appelénonéme de degréd.

Proposition 2.1 Si P et Q sont deux polyndmes\et R alors P+ Q, PQ etAP sont des polynémes.

Notation 2.1 Le polynéme dont les coefficients soad,...,aq est notéagxd + ... + a;x + ag ou
d K
2 k=0 &X"-

Remarque 2.1Si(ay,...,aq) et(bo,...,bs) sont associés & un méme polynéme aeg 0 etbs #0
alorsd = f et pour touti on aa; = b; : les coefficients sont égaux.

Exemples 2.1Le polyndmeP = x? — 3x+ 2 est un polyndéme de degré 2.&E R la fonction f de

R dansR définie parf (x) = c est un polynéme de degré 0 ewo appelédonction constantec. Si

a,b € R lafonctionf : R — R définie parf (x) = ax+ b est un polynéme de degré au plus 1 appelée
fonction affine. Sib = 0 on dit quef estlinéaire.

Théoreme 2.1Soit A et B deux polyndmes avec B non nul. Alors il existe uguencouple de
polyndmegQ, R) tels que A= BQ+ R et le degré de R est strictement inférieur a celui de B

Définition 2.2 SoientA, B, Q,R des polynémes tels gugnon nul,A=BQ+ Ret le degré dd est
strictement inférieur a celui d& On dit queQ est lequotient de la division euclidienne deA par B
et queR est lereste Le polyndmeA est appelé Ielividende et le polyndbmeB le diviseur.

Exemple 2.23x+2 et—x+ 1 sont respectivement le quotient et le reste de la divisimtidienne
de 6 + 4x% + 2x+ 3 par 2@+ 1.

Proposition 2.2 Soientre R et P un polyndme. Alors r est racine de P (i.¢t P= 0) si et seulement
si le reste de la division euclidienne de P par k est le polynédme nul.

Exemple 2.30nax?—1= (x—1)(x+1) et 1 est racine de? — 1.

Définition 2.3 Un nombre réet estracine (zéro) d’'une fonctionf si f(r) = 0. Si f estun polyndme
et sim e N* on dit quer estracine (zéro) de multiplicité m s’il existe un polyndmeg tel que

f=(xx-r)"getg(r)#0.

Exemple 2.4 Soit f =x*+2x3+2x% + 2x+ 1. Alors f = (x4 1)°gavecg = x> +1. Org(—1) = 2.
Par conséquent1 est racine de multiplicité 2 de



3 Fractions rationnelles
Définition 3.1 Soientf et g deux polynémes. Sj n’est pas le polyndme nul alofa fraction ra-
tionnelle { est la fonction d& \ g~*(0) dansR définie pars (x) = %

Exemples 3.1Le domaine de la fraction rationnelie— %2 estR alors que le domaine de la
fraction rationnellex — 3*2 estR\ {—2,2}.

4 Parité

Définition 4.1 Une fonctionf : A — B est ditepaire (respectivemenimpaire) si pour toutx € A
alors—x € Aet f(—x) = f(x) (respectivement (—x) = —f(x)).

Proposition 4.1 Soit f: A— B une fonction. On suppose que s A alors—x € A. Alors il existe
un unique coupléP, | ) tel que P: A— R est une fonction paire,:IA — R est une fonction impaire et

i f f(— f(X)—f(—
f =P+1.Sixc Aalors Fx) = w et I(x) = 101X 2( X)
Exemple 4.1 La valeur absolue est une fonction paire.

Exemple 4.2 Un polyndme non nul est pair si et seulement s’il est somme dedmes de degré
pair. Il est impair si et seulement si il est somme de mondreatedré impair.

Exemple 4.3Si f et g sont deux polyndmes non nuls alors la fraction rationnéllest paire si
et seulement sf et g sont simultanément pairs ou simultanément impairs et sliengpaire si et
seulement sf est pair pendant qugest impair ou qud est impair pendant qugest pair.

(=x,0(—X)) A
X X

(%.9(x))

(=% (=) (% f(x))

f paire : symetrie par rapport@y g impaire : symetrie par rapport@

FIG. 2 — Symétrie du graphe en fonction de la parité

5 Composition de fonctions, injection, surjection, bijecion, réciproque

Définition 5.1 Si f : A— B etg: B — C sont deux fonctions on appeli®mposée def par g la
fonctiongo f (on lit g rond f) la fonction deA dansC définie par(go f)(x) = g(f (X)) pour toutx € A.



Exemple 5.1 0n considére les ensemblgs- {a,b,c,d}, B={a,B,y,8,&} etC={1,2,3,4} etles
applicationsf : A — B définie par

fa) = a
f(b) B
f(cpy=f(d) = 9o
etg: B — C définie par
ga) = 1
gB)=aly) = 2

g(d) =g(e) = 4
Alors la composégo f est I'application deA dansC définie par

(gof)(@ = 1
(gof)(b) = 2
(gof)(c)=(gof)(d) = 4

Définition 5.2 On dit quef : A — B estinjective si pour tous lex et X' de A distincts & # x)
les imagesf (x) et f(x) sont distinctes f{(x) # f(X)), c’est a dire touy de B possede au plus un
antécédent.

Exemples 5.2La fonction f deR dans|0, +) définie parf (x) = x> n’est pas injective caf (1) =
f(—1) = 1. En revanche la fonctiog: [0, +) — R définie pamg(x) = /X est injective car sk etx
sont positifs ou nuls gfx = /X alorsx = \/>’<2 = \/?2 = X. Sauf sile domaine est réduit au singleton
{0}, une fonction paire n’est jamais injective.

Définition 5.3 On dit quef : A— B estsurjective si f(A) = B c’est & dire si touy dansB possede
au moins un antécedent.

Exemples 5.3La fonction f de R dans|0,+o) définie parf(x) = 2x? est surjective car pour tout
réel positif ou nuly il existe un réek tel quex? =y. En revanche la fonctiog: [0, +) — R définie
parg(x) = /X n’est pas surjective car un nombre strictement négatit pas une racine carrée d’'un
réel.

Définition 5.4 On dit quef : A — B estbijective si elle est injective et surjective.

Remarque 5.1 Lafonctionf : A— B est bijective si et seulement si tout élémgne B admet un et
un seul antécédent.

Exemple 5.4 La fonctionf deR dansR définie parf (x) = 2x+ 1 est bijective car elle est injective
et surjective (injective car si# X alors X+ 1 2xX' + 1 et surjective car gf € R alorsx = y;zl est
un antécédent dg

Définition 5.5 Soit f : A— B. On dit queg : B — A est laréciproque de f (ouinverse def pour
la composition) si pour tous lex deA et tous leg/ deB on a(go f)(x) =xet(fog)(y) =Y.

Proposition 5.1 Soit f: A — B. La fonction f posséde une réciproque si et seulement si slle e
bijective et alors cette réciproque est unique.



Notation 5.1 On notef ~1 la réciproque dé si elle existe.
Remarque 5.2 Sigestlaréciproque dé alorsf est la réciproque de.

Exemple 5.5La fonction f de R dansR définie parf(x) = 2x+ 1 et la fonctiong de R dansR
définie parg(y) = y;21 sont réciproques l'une de l'autre.

Exemples 5.6Soit A’ = {a,b,c,d,e}, A= {a,b,c,d} etB = {a,B,y,d,€}. On considére aussi les
ensembl€ = {a,B,y} etD = {a,B,y,d}. L'application f : A — B définie par

fa) =
f(b) =
f(c)
f(d)

o< ™A

est injective mais elle n’est pas surjective. L'applicatip A — C définie par

g@=gb) = a
gic) = B
gd) =y

est surjective mais elle n’est pas injective L'applicatiorA — D définie par

o< ™A

Qo oo

Définition 5.6 On dit de fagon équivalente :
— f estinjective eff est unanjection,
— f est surjective et est unesurjection,
— f est bijective eff est unebijection.

6 Fonctions monotones

Définition 6.1 Soit f : A— B. On dit quef estcroissantesi pour tous lex, X' de A tels quex < X
on af(x) < f(x). On dit quef eststrictement croissantesi pour tous lex, X' de A tels quex < X
onaf(x) < f(xX).

Définition 6.2 Soit f : A— B. On dit quef estdécroissantesi pour tous les, X' deAtels quex < X
on af(x) > f(x'). On dit quef eststrictement croissantesi pour tous lex, X' de A tels quex < X
onaf(x) > f(xX).



Définition 6.3 Soit f : A— B. On dit quef estmonotonesi elle est croissante ou si elle est dé-
croissante. On dit qu’elle estrictement monotonesi elle est strictement croissante ou si elle est
strictement décroissante.

Exemples 6.1Les fonctionsx— 1, X — 54X, X — —2+4x+ XC et la racine carrée/ sont crois-
santesX— 5-+X, X — —2+4x+ X3 et \/ sont méme strictement croissantes). Les fonctions2,

X — 4 —5x’ sont décroissantes {(45x’ est méme strictement décroissante). Les fonctioasx?,
valeur absoluex — )—1( ne sont ni croissantes ni décroissantes.

croissante decroissante non monotonne

Fic. 3 — Monotonie

Proposition 6.1 Une fonction f: A— B qui est strictement monotone est injective.

7 Trigonométrie

Définition 7.1 Une fonctionf : A— R est ditepériodique depériode T si et seulement si pour tout
xe Aonax+T e Aetf(x+T) = f(x).

Définition 7.2 On considerain cercle de rayon 1 Son périmeétre vaut alorsddire deux pi). On
peut repérer les points de ce cercle par leurs coordonné@ssudarepere orthonormé dont I'origine
O est le centre du cercle. Les points du cercle sont les poorislds coordonnées,y) vérifient

I'équation
%+f:1

NotonsA le point de coordonné€g, 0). Parcourir le cercle darle sens positif ou trigopnométrique
c’est le parcourir dans les sens anti-horaire. Si on paft elequ’on parcourt sur le cercle la longueur
t en tournant positivement on arrive au poM({t) de coordonnées = coqt) (dire cosinust) et

y = sin(t) (dire sinust). Si on tourne négativement en parcourant la longti@ur arrive au poinM

de coordonnées= cogq —t) ety = sin(—t).



> <

sint(t

cogt) O Al

FIG. 4 — Le cercle trigopnométrique

Proposition 7.1 Les fonctions cosinus et sinus sont définies5u valeurs dans—1, 1] et vérifient
cog +sir? = 1.

Proposition 7.2 La fonction cosinus est définie drr 2repériodique, paire, son image est le segment
[—1,1]. Elle est strictement décroissante sur l'intervallery. Sit€ R co§m—t) = —cogt). On a

cog0) = 1,co F) = 2 cog ) = %,cos(%) = 1,coqJ) = 0,cogm) = —1. L'ensemblecos (0)
est égal & 5+ kmk € Z}.

1

N S L
\/ P/

FIG. 5— Le graphe de cos

Proposition 7.3 La fonction sinus est définie sRt 2r-périodique, impaire, son image est le segment
[—1,1]. Elle est strictement croissante sur l'intervalle 7, 7]. Sit € R sin(t) = cogt — 7). On a

sin(0) = 0,sin(d) = 1,sin(§) = %,sin(g) — V3 sin(%) = 1,sin(T) = 0. L'ensemblesin™1(0) est
égal a{kmk e Z}.



JAN/ANN
ViV

FIG. 6 — Le graphe de sin

Proposition 7.4 Pour tous lesréelst etson a

cogt+s) = cogt)cogs)—sin(t)sin(s)
sin(t+s) = sin(t)cogs)+cogt)sin(s).

Définition 7.3 La fonctiontangenteest la fonction définie stR \ {7 +kmk € Z} par

sin(t)

tant) = cosl)’
_1
sin(x)
tan(x)
sin(x)
0 cogx) Cog(x)

FIG. 7 — X,cogX), sin(x), tan(x), Cog-(x),sinl(x) et tarl(x)

Proposition 7.5 La fonction tangente estpériodique, impaire, son image d8tElle est strictement
croissante suf— 5, J|.
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> X

FIG. 8 — Le graphe de tan

Proposition 7.6 Pour tous lesréelst etsona

tan(t) +tan(s)

tan(t+s) =

1—tan(t)tan(s)’

Définition 7.4 La fonctionarccosinus est la fonction bijective et strictement décroissantg-¢k 1]

dans|0, 17 définie pary = arccogx) six = cogy).

y o

.

> X

-1

O

e

FIG. 9 — Le graphe de arccos

Définition 7.5 Lafonctionarcsinus est la fonction bijective et strictement croissanteé-dg, 1] dans

[, 7] définie pary = arcsir(x) si x = sin(y).

y o

NI

FIG. 10 — Le graphe de arcsin
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Proposition 7.7
. 11
arcsir4-arccos= >

Définition 7.6 La fonctionarctan est la fonction bijective et strictement croissantdRdgans
| — 3, 5[ définie pary = arctar{x) six = tan(y).

y o

NI

FIG. 11 — Le graphe de arctan

8 Logarithme, exponentielle, trigonométrie hyperbolique

Définition 8.1 Intuitivement lelogarithme (ou logarithme neperien) est la fonction dg0,+)
dansR définie de la fagon suivante. $i> 0 alors In(x) est l'aire (comptée algébriquement) de la
zone délimitée par I'axe des abscisses le graphe de la doricti %, la droite verticale qui passe par

le point(1,0) et la droite verticale qui passe par le pairt0).

FiG. 12 — Le graphe de— { et le logarithme

Proposition 8.1 La fonction logarithme est une bijection strictement csaiste dg0, +) dansR
qui vérifie la propriété d’addition suivante. Si x et y appaninent §0, +) alors

In(xy) = In(x) +In(y).

En particulier
1
In()—() = —In(x).

12



FIG. 13— Le graphe de In

Définition 8.2 L' exponentielle est la fonction réciproque du logarithme. C’est une big@tstric-
tement croissante de dans]0, ) qui vérifie la propriété de multiplication suivante. Siet y
appartiennent R alors

exp(X+Yy) = exp(x) expy).

En particulier

1
y
3
e
0 1 X

FIG. 14 — Le graphe de exp

Définition 8.3 Six > 0 ety € R on définitx puissancey parx’ = expyIn(x)).
Proposition 8.2 Soitxx >0etyy e R.Ona
(XY = (W) (XY), WY = () () et ()Y =x.

Notation 8.1 Sine N\ {0} on notexa parfoisy/X.
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FIG. 15 — Graphes de puissances

Définition 8.4 Le cosinus hyperbolique le sinus hyperboliqueet latangente hyperboliquesont
les fonctions dd&k dansR définies de la facon suivante.X6€ R on pose

exp(x) +exp(—x) exp(X) — exp(—X)

coshx) = > , sinh(x) = > et tanhx) = Sinh(x)

coshx)

Remarque 8.1 Puisque le cosinus hyperbolique est, comme I'exponeeatistlictement positif, le
domaine de la tangente hyperboliqueRst

Proposition 8.3 Le cosinus hyperbolique est pair. Son image &st). Il est strictement croissant
sur [0, +o0).

Proposition 8.4 Le sinus hyperbolique est impair et c’est une bijectiorcgtment croissante de
dansR.

FIG. 16 — Les graphes du cosinus hyperbolique, du sinus hypguecét de I'exponentielle

Proposition 8.5 La tangente hyperbolique est impaire et c’est une bijecsinittement croissante
deR dans|—1,1].



FIG. 17 — Le graphe de tanh

Proposition 8.6 Sixy < R alors
exp(X)
costf(x) —sintf(x) =
coshix+y) = cosr(x) coshy) + sinh(x) sinh(y)
sinh(x+y) = coshXx)sinh(y)+ sinh(x) coshy).

Remarque 8.2 Lidentité cost(x) — sintf(x) = 1 permet de donner une interprétation graphique
du cosinus hyperbolique et du sinus hyperbolique. La cod8uiationu? —v2 = 1, u > 0 est une
branche d’hyperbole qui admet comme paramétrisationthigeapplicationx € R — (coshx), sinh(x)).
L'aire délimitée par le segment d’extrémitéd, 0) et (1,0), par le segment d’extrémit&®,0) et
(coshx),sinh(x)) et par I'arc d’hyperbole relian(©, 0) et (coshx), sini“(x)) est3. Pour le montrer on

se place dans le systeme de coordonnées orthogdmaie%”— V= ”\?’ Dans ces coordonnées

I'équation de I'hyperbole et = %, U > 0 et l'aire conS|deree est I'aire délimitée par le segment

d’extrémitéq0,0) et ( par le segment d’extrémités, 0) et(e’\‘%), TS [:(t)> et par I'arc d’hy-

= cosr(x) + sinh(x)

7

perbole rellan(f f) et(e)\(fg)vfexp(t))

N

sinh(x) |

u
] \ coshx)

FIG. 18 —x, cosh(x) et sinh(x)

Proposition 8.7 Pour tous les réelst etson a
tanh(t) + tan(s)
1+tant)tan(s)

tanht+s) =

15



Définition 8.5 La fonctionargsh est la fonction bijective et strictement croissanteRleansR
définie paty = argshix) si x = sinh(y).

\
X

FIG. 19 — Le graphe de argsh

Définition 8.6 La fonctionargch est la fonction bijective et strictement croissantge-«) dans
[0, +0) définie paty = argch(x) six = coshy).

A
X

o 1

FIG. 20 — Le graphe de argch

Définition 8.7 La fonctionargth est la fonction bijective et strictement croissantg del, 1| dans
R définie pary = argth(x) si x = tanh(y).

\/
b

FIG. 21 — Le graphe de argth
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Proposition 8.8
argshix) = In(x+vx2+1)
argchx) = In(x+vx2—1)

argth(x) $in ()

17



[l Limites de fonctions, fonctions continues
1 Limite d'une suite

Définition 1.1 Soit ng € N. On appellesuite numérique débutant au rangng une applicatioru
définie su{n € N;n > ng} et & valeurs darR.

Remarque 1.1 Sing = 0 on parle simplement daiite numérique

Notation 1.1 On noteu= (un)n>n, €t Sin est un entier naturel supérieur ou égabalorsu, désigne
I'image u(n) den paru et s’appellde n-eme terme de la suiteu ou le terme d’indice n.

Définition 1.2 Soitu = (un)n>n, Une suite numérique débutant au railggSoitl € R. On dit queu
admet| comme limite si u, est arbitrairement proche diéorsquen est arbitrairement grand.

Notation 1.2 L’écriturenlirp u, = | signifie queu admetl comme limite.

Remarque 1.2 (culturelle) La phrasey, est arbitrairement proche de | lorsque n est arbitrairement
grandest équivalente a la formulatidtour tout intervalle ouvert | contenant | il existe un rangg\N
tel que pour tout entier naturel n supérieur ou égal a n le teupappartient a I:

Ve>0,aNeN,Vne N,[(n>npetn>N) = (Jun— 1| <€)].

Exemples 1.1 — La suite(un)n>1 définie par la relationy, = % admet 0 comme limite. En effet
si€ > 0 alors pour tout entian supérieur ou égal a “dla partie entiére dé" onalu,—0| <e.
— La suite(vn)n>0 définie par la relatiow, = 2—1,1 admet 0 comme limite. En effet si> 0 alors
pour tout entiem supérieur ou égal a “la partie entiere d%" on a|v,—0| < €. Pour s’en

convaincre il suffit d’observer que pour tout entier natareh an < 2".
Proposition 1.1 Si u admet une limite cette limite est unique.

Définition 1.3 SoitA € R, u suite numérique débutant au ramget v une suite numérique débutant
au rangn,. On définit les suites+ v, uvetAu en posant

(u+v)(n) =u(n) +v(n), (uv)(n) =u(n)v(n) et (Au)(n) = Au(n)

si n est supérieur ou égalrg et an. Si les termes de sont tous non nuls alors on définit la suﬂ;te
en posant

1 .
(=)(n) = ——= sin>no.

u u(n)

Proposition 1.2 Si u et v admettent comme limites | eét siA € R alors les suites u-v, uv etAu
admettent respectivementl’, [I” etAl comme limites. Si les termes de u sont tous non nuls‘ed |
alors 1 admet{ comme limite.
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2 Limite finie, continuité

Définition 2.1 Soit f : A— R, soienta et| dansR. On suppose qu’il existe > 0 tel quela,a+ h|
ou]a—h,a[ soitinclus dané\. On dit quef possede une limite em égale a siles valeurd (x) sont
arbitrairement proches ddorsquex est arbitrairement proche @een étant dandnja—h,a+h|.

Notation 2.1 L’écriture)!irr;f(x) = | signifie quef posséde une limite & égalé ana.

Remarque 2.1 (culturelle) La phraskes valeurs fx) sont arbitrairement proches de | lorsque x est
arbitrairement proche de a en étant dansja— h,a+ h[ est équivalente a la formulatidfour tout
intervalle ouvert | contenant | il existe un intervalle outveon vide J contenant a et tel que I'image
f(J) soit incluse dans |

Ve >0,30>0,Vxe A [(]x—al < d) = (|f(x)—1| < €)].

Remarque 2.2 Dans certains cours on prend une définition différente deniéd ena. En particulier

au lieu de prendre € Anja— h,a+ h[ comme ici, certains auteurs préférent prendee(An (Ja—
h,alU]a,a+ h[)) qui correspond dans notre texte a la définition ci-dessopssigeder une limite en a
guand x tend vers a en étant différent dé.a choix fait dans ce document permet d’avoir un énoncé
simple du théoreme de composition des limites.

Définition 2.2 Soitf : A— R, soientaetl dansR. On suppose qu’il existe > 0 tel que l'intervalle
Ja,a-+ h[ est inclus dan#\. On dit quef possede une limite a droite era égale al si les valeurs
f(x) sont arbitrairement proches Hersquex est arbitrairement proche deen étant dang, a+ h.

Notation 2.2 L'écriture Iim+ f(x) = | signifie quef posséde une limite & droite égaleeéna.
X—a

Remarque 2.3 (culturelle) La phraskes valeurs fx) sont arbitrairement proches de | lorsque x est
arbitrairement proche de a en étant dgasa+ h| est équivalente a la formulatidtour tout intervalle
ouvert | contenant | il existe un intervalle ouvert non viddaht I'extrémité gauche est a et tel que
I'image f(J) soit incluse dans.|

Remarque 2.4 La conditionll existe h> Otel que l'intervalle]a, a+ h[ est inclus dans Aest toujours
vérifiée sia est dan®\ et A est un intervalle ouvert ou une réunion d’intervalles otser

Remarque 2.50n définit de fagon analogue a la limite a droitelitaite a gauche et 'écriture

lim f(x) =1 signifie quef posséde une limite a gauche égalecaa.
X—a~

Définition 2.3 Soit f : A — R, soienta etl dansR. On suppose qu’il existe > 0 tel queja,a+ h|
ou]a— h,a] soit inclus dang\. On dit quef posséde une limite era quand x tend versa en étant
différent de aégale d siles valeurd (x) sont arbitrairement proches biwrsquex est arbitrairement
proche dea en étant dandn (Ja— h,alU]a,a+ hi).

Notation 2.3 L'écriture [imf(x) = | signifie quef posséde une limite a égalé guandx tend versa
X#a
en étant différent da.
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Proposition 2.1 Si f possede une limite en a (respectivement une limite ahgaoie a droite) cette
limite est unique.

Remarque 2.6 Soitf:A— R,ac R eth > 0tel quela,a+h[C A (respectivemenja—h,a[C A). Si
f posséde une limite emalors f possede une limite a droite (respectivement a gauche) étraeess
sont égales.

Remarque 2.7 Soitf : A— R et soitac A. Si f posséde une limite emalors cette limite vaut (a).

Définition 2.4 Soientf : A— R etac A. On dit quef estcontinue ena si f posséde une limite en
a. Dans ce cas nécessairement cette limite Vaaiy.

Remarque 2.8 Ici, il estimportant quea appartienne a.
Définition 2.5 On dit quef : A— R estcontinue si pour touta dansA f est continue ea.

Remarque 2.9Lafonctionf est continue easilimf(x) existe et vauf (a).
X#£a

=) g\\/"/\m > X

FIG. 22 — graphe d’une fonction continue S0f]

Remarque 2.10(culturelle) La notion de continuité traduit (imparfaitent) le tracé du graphe de
la fonction sans lever le stylo. En revanche la continuit@mepoint est une notion plus faible.

Exemple 2.1  — SoitA € R et soientf etgles fonctions définies si par f (x) = x et parg(x) = A
six € R. On vérifie facilement en utilisant la formulati®our tout intervalle ouvert | contenant
| il existe un intervalle ouvert non vide J dont I'extrémitéughe est a et tel que I'imagd J)
soit incluse dans fue siac R alorsxﬂgl f(x) =a (prendrel = INja, +)) etxir;l+ g(x)=A

(prendred =|a, +)). On obtient de fagon analogue le méme résultat pour legdinai gauche.
On en déduit qué etg sont continues.

— Soit f la fonction deR dansR définie parf(0) = 1 et f(x) = 0 six# 0. Alors f est continue
enx si X # 0 mais elle n’est pas continue en 0 S%Jm) =0= X[ngﬁ f(x) £A1=f(0) :les

limites & gauche et a droite deen 0 existent, sont égales mais differentfde).
— Soit f la fonction deR dansR définie parf(0) =1, f(x) =0six<0etf(x)=2six> 0.
Alors Iir(r)u+ f(x) =2+# Iirg f(x) =0 : les limites & gauche et a droite fleen O existent mais
X— X—0~

sont différentes.
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— Soit f la fonction deR dansR définie parf (x) = sin()—l() six# 0etf(0)=0. Alors f n"a pas
de limite a droite (ni & gauche) en 0

AN . x
VIR

FIG. 23 — Le graphe dg sin()—l()

3 Limites infinies vs limites a I'infini

On peut étre intéressé au comportement d’une fonctionderkgvariablex devient arbitrairement
grande positivement ou négativement. Pour cette raisontoyduit les notions de limite eftco et en

_oo.

Définition 3.1 Soit f : A— R. On suppose qu'il existég € A tel que]Ag,+o) C A. On dit quef
possede une limite en-co égale @ si les valeurd (x) sont arbitrairement proches trsquex est
arbitrairement grand positivement.

Remarque 3.1 (culturelle) La phrasées valeurs fx) sont arbitrairement proches de | lorsque x
est arbitrairement grand positivemeest équivalente a la formulatidPour tout intervalle ouvert |
contenant | il existe un intervalle ouvert J du type[\, +) avecA > 0dont I'image f(J) estincluse
dans L

Définition 3.2 Soit f : A— R. On suppose qu'il existég € A tel que(—o, Ag[C A. On dit quef
posséde une limite en-c égale a si les valeurd (x) sont arbitrairement proches H®rsquex est
négatif et sa valeur absolue est arbitrairement grande.

Notations 3.1 L’écritureX ”T f(x) = signifie quef possede une limite égald &n+oco. L'écriture

Xlirpoo f(x) = | signifie quef posséde une limite égald &n —co.

Exemple 3.1 La fonction définie paff (x) = )—1( vérifiex lim f(x)=0= X”T f(x).
On souhaite aussi caractériser le comportement d’uneionqui prend des valeur§(x) arbi-
trairement grandes a proximité d’'un reel

Définition 3.3 Soit f : A— R et soita dansR. On dit que+~ (respectivement-o) estla limite a
droite de f ena siles deux conditions suivantes sont vérifiées.
— Il existeh > 0O tel que l'intervallela, a-+ h[ est inclus dans.
— Les valeurd (x) sont positives et arbitrairement grandes (respectiverm&gdtives et de valeurs
absolues arbitrairement grandes) lorsgast arbitrairement proche desn étant dang, a+h.
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Remarque 3.2 (culturelle) La phraskes valeurs {x) sont positives et arbitrairement grandes lorsque
X est arbitrairement proche de a en étant daas + h[ est équivalente a la formulatid?our tout in-
tervalle ouvert | de typé\, +o) avecA > 0 il existe un intervalle ouvert non vide J dont I'extrémité
gauche est a et dont I'imag€ J) est incluse dans.|

On a des définitions analogues pour des limites a gaucheséate ou —oo.

Définition 3.4 On dit que+o (respectivemento) estla limite de f ena si c’est a la fois la limite
a droite et la limite a gauche deena.

Exemple 3.2 La fonction définie parf (x) = 3 ver|f|e I|m f(X) =+ et I|m f(x) = —oo. Cette
X—0 X—

fonction n’a donc pas de limite en O car elle a des Ilmltes #elsd a gauche en 0 qui sont différentes.

Notation 3.2 On utilise suivant les cas les notations suivantes : fifr) = +o, lim f(x) = +oo,
x—at X—a~
)I(lnaf(x) = +o0, Xlrg f(X) = —oo, len;f f(X) = —o et)ll_rgf(x) = —oco,

Enfin on caractérise le comportement d’'une fonction qui grées valeurd (x) arbitrairement
grandes pour desarbitrairement grands.

Définition 3.5 Soit f : A— R. On suppose qu’il existdg € A tel que]|Ag, +) C A. On dit que
+oo (respectivement-) estlimite de f en +o si les valeursf (x) sont positives et arbitrairement
grandes (respectivement négatives et de valeurs absohigaisement grandes) lorsqueest positif
et arbitrairement grand.

On a des définitions analogues pour des limites infiniesen

Notation 3.3 On utilise suivant les cas les notations suivantes : fi() = +oo, X”T f(X) = —oo,

X— 00

lim f(x) = +ooetXI|rI1 f(X) = —co.

X— —00
Exemple 3.3 La fonction définie parf (x) = x3 vérifiexlir+n f(X) =+ etxlir_n f(X) = —co alors
que la fonction définie pag(x) = x? vérifieX ”T f(X) =400 = Xlirp f(x).

Remarque 3.3 Qu’elle soit finie ou infinie, la limite ea € R ou en+c ou —co est toujours unique.

4 Regles algébriques

Proposition 4.1 Soit f et g deux fonctions numeériques de la variable réelke,RaU { —oo, +} et
|,I” € R. On suppose qu)E'amaf(x) =1let )I(imaf(x) =1". Alors

X—a

lim f(x)+9g(x)= 1+l
9(

)I(iin@f(x) X)= 1II'
si I’ #£0, I|m 83 ll—
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Proposition 4.2 Soit f une fonction numériquescaRU{ —oo, 4-c0}. Si)l(imaf(x)

alors L
lim =0.
x—a f(x)
Si )I(ima f(x) =0etsif est strictement positivealors
lim 1 _ +o0
oaf()
Si )I(ima f(x) =0etsif est strictement négativealors
lim 1
—af(x)

= 4o ousilim f(x) = —c
X—a

Proposition 4.3 Soit f et g deux fonctions numériquess & U{—co, +o} etl € R. On suppose que

)I(lnaf(x) =l et Llnag(x) = +oo. Alors

i -
(

i 06+

si >0, lim f(x)g(x) =

= lim

si1<0, im f(x)g(x) = lim 25

X—a

= —00

Proposition 4.4 Soit f et g deux fonctions numériquess & U{—co, +} etl € R. On suppose que

)I(mnaf(x) =let )I(mnaf(x) = —oo. Alors

i g0 =
9(x) =

I|m f( X) 4+
fx) _
si 1>0, lim f(x)g(x) =

si | <0, lim f(x)g(x) =

X—a

Proposition 4.5 Soit f et g deux fonctions numériques e & U {—o,+o}. On suppose que

)I(@a f(X) = 40 et que)l(@ag(x) = +oo. Alors
)I(imaf(x) +0(X) = +oo
)I(imaf(x)g(x) = +oo,
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Proposition 4.6 Soit f et g deux fonctions numériques e & U {—o,+o}. On suppose que
lim f(x) = —oo et que)l(imag(x) = —oo. Alors

lim £(x)+g() = o
lim f(x)g(x) = +o.

Proposition 4.7 Soit f et g deux fonctions numériques e & U {—o,+o}. On suppose que
)I(imaf(x) = —oo et que)l(imag(x) = +oo. Alors

lim f(x)g(x) = —co.
Remarques 4.1Ces propositions donnent la liste exhaustive de toutestlegtions ou on déduit les
limites def 4 g, fgou é enade la seule connaissance des limite§a# g ena. Les situations non

envisagées s'appellelas formes indéterminéesDanstous ces autres cas +g, fgou T nont pas
nécessairement de limitesaet la preuve de I'existence éventuelle de limites nécedsitiévelopper
une argumentation.

5 Composition

Proposition 5.1 Soient f: A— R g: B— R deux fonctions telles quéA) soit inclus dans BSoient
a,b,l e RU{—0o0, 400}. Si)l(imaf(x) =D etIimbg(y) =1 alors )I(imag(f(x)) =1.
— y— —

Remarque 5.1 La simplicité de cet énoncé résulte du choix qu’on a fait dééfnition de limite.

Proposition 5.2 Si f: A— B et g: B— R sont continues alorsgf : A— R est continue.

6 Comparaison

Proposition 6.1 Soient fg et h trois fonctions numériques définies sur un sous ensefdeR
et soient a dan® U {—o, +} et | dansR. On suppose que six A alors f(x) < g(x) < h(x). On
suppose aussi qL!(Enaf(x) = )I(imah(x) =1. Alors )I(imag(x) =1.

Proposition 6.2 Soient f et g deux fonctions numériques définies sur un saamdre A dR
et soit a danR U {—, +0}. On suppose que six A alors f(x) < g(x). On suppose aussi que
)I(ima f(X) = 0. AIors)I(imag(x) = +o0,

Exemple 6.1 0n admet que sk > 0 alors sirix) < x. De plus six €]0, [, I'inégalité triangulaire
appliguée a un triangle rectangle d’hypothénuse 1 et denblegueurs des deux autres cbtés sont
sin(x) et cogx) implique que k- cogx) < sin(x) et donc 1-cogX) < x. On déduit de ces inégalités,
de la continuité de+— x, du théoréme de comparaison et de la parité que les fonciiumset cosinus
sont continues en.0
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sin(x)

0 1—cogx)

FIG. 24 — sir{x) < x et 1—cogx) < sin(x) < X

7 Continuité des fonctions classiques

Proposition 7.1 Les polyndmes, les fonctions rationnelles, la valeur albesdes fonctionsos sin,
tan arccos arcsin arctan In, exp, cosh sinh tanh argch argshet argth sont continues sur leurs
domaines respectifs.

8 Quelques limites classiques

Proposition 8.1 Si ne N* alors

) ) 1
im X" =40 I|m = =0
X— 00 X— 0o XN

.1 . - :
im — =40 |lim — = —oco sinimpair
x—0t+ XN X—0~ )?II:]
lim — = 400 sin pair.
x—0~ XN P

Cette proposition permet de calculer des limites des fonstrationnelles.

X sin(x)
0 1 0 1
aire=% aire=SneosX) | gin(x)(1—cogx))

FiG. 25—3"'2()() <3< w +sin(x)(1—cogx))

" . sin(x
Proposition 8.2 lim > =1
x—0 X
Proposition 8.3
lim tan(x) = 4o lim tan(x) = —oo
x—5" X—>—%[+
i I ' =_1I
Xlngmarctar(x) =5 Xlnjmarctar(x) 5

Proposition 8.4 Six> 0Oalorsin(1+Xx) < x.
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On déduit de cette proposition et des résultats de compos#i de comparaison précédents
quelques limites classiques relatives aux fonctions degartométrie hyperboliques.

Proposition 8.5
lim exp(x) = 4o Xlin_1 expx) =0

X— 400
lim In(x) = lim In(x) =-—
Jm G =+ limin) =
Proposition 8.6 SiA > 0,
. eX[XX) o . A -
XI_Im00 |X)\ =+ XI_|>n_1m\x\ exp(x) =0
. In(x .
lim # =0 lim x*In(x) =0.
X——400 X X—0t

Proposition 8.7
lim coshx) =+ lim cosh(x) = oo

X—foo X—o—o
XI_.|>n+1ms|nh(x) = 00 XI_!>rDOOS|nI‘(x) = —00
Xl_l)ngootanr(x) =1 Xlrpw tanhx) =-1

Proposition 8.8
X”T argchx) =+ lim argchx) =0

x— 1t
”T argshiix) = 4o lim argshx) = —o
X——+00 X——00
lim argthx) =+ lim argthx) = —o
X—1~ X——1t
9 Asymptotes
A .. f(x) : . f(x) . .
Définition 9.1 Si X|IT = a (respectlvemen)} EmT =a) on dit quef admet comme di-

rection asymptotique en+oo (respectivement er) la directiony = ax (oux=0sia € {—co, 4-00}).

Définition 9.2 Si | Iim+f(x)\ = 4o etsi| lim f(x)| =+ on dit que la droite verticale d’équation
X—a X—a~
X = a estasymptote au graphe def.

Définition 9.3 Si X”T f(x) — (ax+B) = 0 on dit que la droite d’équation= ax+ [3 estasymptote
au graphe def en +o. Si XIirp00 f(x) — (ax+B) = 0 on dit que la droite d’équation= ax+ 3 est
asymptote au graphe def en —co.

Proposition 9.1 Si la droite d’équation y= ax+ 3 est asymptote au graphe de f ¢ (respecti-
vement—o) alors f admet comme direction asymptotique{en (respectivement-o) la direction
y = 0OX.

Exemple 9.1 La fonction donnée paf(x) = In(x) admet la direction asymptotique la droite d’équa-
tiony = 0 en+c0 mais n"admet pas d’asymptote efo.

26



Remarque 9.1 Si la droite d’équatioty = ax+ 3 est asymptote au graphe fleen+o et si f (x) —
(ax+ B) est positif (respectivement négatif) pouarbitrairement grand alors le graphe tiestau
dessuqrespectivemerdau dessousde cette droite en-.

X2 — X

Exemple 9.2 Soit f définie parf (x) = )—1( + ﬁ
V14X

verticale au graphe dieen Q la droite d’équatiory = x— 1 est asymptote au graphe flen—+o alors
que la droite d’équatiop = —x+ 1 est asymptote au graphe tien —co.

. Alors la droite d’équatiorx = 0 est asymptote

y

\
X

2

1
FIG. 26 — Le graphe de— R et ses asymptotes

1+x2

10 Théoreme des valeurs intermédiaires

Théoreme 10.1(Théoreme des valeurs intermédiairesSoit f une fonction continue définie sur
un intervalle | et soit a et b dans Alors pour tout réeh compris entre fa) et f(b) il existe au moins
un c compris entre a et b tel quéd) = A.

y

3

f(a)

A entref(a) et f(b) \/

f(b)

> X

O a cef™“(A\) b

FiG. 27 — Les valeurs intermédiaires
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Exemple 10.1Soit f : R — R continue. Six IiJ[n f(X) =400 etxlirp f(x) = —oo alors il existea et

b tels quef(a) < 0 < f(b). Par conséquent, d’aprés le théoréme des valeurs interineédiaexiste
ctel quef(c) =0.

11 Prolongement par continuité

Définition 11.1 Soit f : A— R eta € R\ A. On suppose qu'il existé > 0 tel que]la— h,a] et
]a,a-+ h[ soient inclus dans. S'il existel € R tel quexlirgf(x) = | alors on appell@rolongement

par continuité de f enala fonctiong définie surAuU {a} parg(a) = et six € A, g(x) = f(x). La
fonctiong est continue ea.

Exemple 11.1La fonction définie pag(0) = 1 etg(x) = S";SX) si x # 0 est le prolongement par
sin(x)

continuité en O d& — -

y o

FIG. 28 — Les graphes de— xsin(3), x — |x| etx— —|x|

Exemple 11.2La fonction définie pag(0) = 0 etg(x) = xsin()—l() si x # 0 est le prolongement par
continuité en 0 de+— xsin(3).

12 Monotonie et continuité, existence de réciproque
On déduit du théoréme des valeurs intermédiaires la proposiuivante.

Proposition 12.1 Soit f une fonction définie sur un intervalle | et continue.faaction f est une
bijection de | sur fI) si et seulement si f est strictement monotone. Si c’est yeetibn, alors sa
réciproque f1: f(1) — | est aussi continue.

Remarque 12.1Les hypothése$ continue etl intervalle sont indispensables pour conclure.

Le théoerme des valeurs intermédiaires permet aussi detéaser, parmi les fonctions strictement
monotones, les fonctions continues.

Proposition 12.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle | et strictemmoiotone. La fonction
f est continue si et seulement i fest un intervalle.
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13 Image d’'un segment par une fonction continue

Proposition 13.1 Soit f: A — R continue eta, b] un segment inclus dans Alors f([a,b]) est un
segment. Plus précisément, il exiatd € [a, b] tels que {[a,b]) = [f(a), f(B)].

Remarque 13.1Les nombres et3 sont en général différents @eetb. Par exemple sf est définie
par f (x) = x(x*— 1) alorsf ([-1,1]) = [—ﬁé, 3—\2@] = [f(—%), f(%s))] alors quef (—1) = f(1) =0.
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[l Dérivation d’'une fonction
1 Dérivée en un point, dérivée
Définition 1.1 Soientf : A— R etac A. On dit quef estdérivable enasi letaux d’accroissement

entre xeta
f(x)—f(a)
X—a
admet une limite finie quardtend versa. Si f est dérivable ea on appelledérivée def ena et on
note f’(a) la limite du taux d’accroissement :

xeA\{a} —

e =g

Si f est dérivable en tout point d&on dit quef estdérivable et la fonctionf’ ainsi définie suA
s'appellela dérivée def.

La dérivée d’'une fonctiori en un pointa permet de donner uregproximation affine de la fonction
f quandx est proche da.

Proposition 1.1 Si f est dérivable en a alors

i f0-(f@+F@x-a)
x—a (x—a)

Définition 1.2 Si f est dérivable enla fonction affinex+— f(a) + f’(a)(x— a) s’appelle’approxi-
mation affine de f ena.

Proposition 1.2 Si f est dérivable en a et &ix,B) # (f(a), f’(a)) alors

i 00— (@) + (@) (x—a))
2 F(X) - (a+Bx—a)

=0.

Remarque 1.1 Cette proposition explique pourquoi la fonction affines f(a) + f'(a)(x—a) s'ap-
pelle approximation affine déena.

La dérivée et le taux d’accroissement admettent I'integtién cinématique suivante. 3ix)
représente une position en fonction du tempdors le taux d’accroissement enkreta estla vitesse
moyennentre les tempa etx alors que la dérivéé’(a) estla vitesse instantannéai temps.

Exemples 1.1 - Les fonctions constantes sont dérivables de dérivée tifomnulle.
— La fonctionx — ax est dérivable de dérivée la fonction constamte
— La fonctionx — x2 est dérivable de dérivée la fonctigm— 2x.
— Lavaleur absolue n’est pas dérivable en 0

sin(x)

— Légalité IirraT = 1 signifie que le sinus est dérivable en 0 et(§ip= 1.
X—

Proposition 1.3 Si f est dérivable en a alors f est continue en a
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Définition 1.3 Si f est dérivable et si’ est dérivable ema alors(f’)'(a) est notéef”(a) et s’appelle
dérivée secondele f ena. Soitn € N\ {0}. Si on peut dériven fois la fonctionf on dit quef estn
fois dérivable et on notef’ = f( 7 = £ 7 = £3) (" |es dérivées successives. La fonction
f(" s'appelledérivéen-eémede f.

Remarque 1.2 En cinématique, la dérivée seconde s’appatieélération
Notation 1.1 Les dérivéesd’ = f( §7 =@ 7 =B 0 sontaussi notées

df d?f d3f  d"f
dx’ dx2’ dxd” 7 dx

En appliquant la proposition précédente aux dérivées sanes def on obtient

Proposition 1.4 Si f est n fois dérivable alors, f/, ..., f("~1) sont continues.

2 Droite tangente au graphe d’une fonction en un point

Définition 2.1 Si f est une fonction définie sur un intervalle qui contient lesxdgointsa etb on
appellesécante au graphe dd qui passe par(a, f(a)) et (b, f(b)) la droite qui passe par ces deux
points. C’est la droite d’équation

f(b) - f(a)

y="f(a)+——

(x—a).
Définition 2.2 Si f est une fonction dérivable enon appelledroite tangente au graphe def en
(a, f(a)) la droite d’équation

y= f(a)+ f'(a)(x—a).

o

O / b a
FIG. 29 — Tangente ef®, f(a)) et sécante au graphe dleentre les pointga, f(a)) et (b, f(b))

La droite tangente est en gartain senga limite des sécantes qui passent (@aif (a)) et (b, f(b))
lorsqueb tend versa. C’est aussi, parmi les droites qui passent (@aff (a)) celle quis’approche le
plusdu graphe dd.
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3 Regles algébriques

Proposition 3.1 Soient f et g deux fonctions définies sur A et A. On suppose que f et g sont
dérivables en a de dérivée§d) et d(a). Alors
— lafonction f+ g est dérivable en a et

(f+9)(a) = f'(a) +d(a),
— la fonction fg est dérivable en a et

(fg)'(a) = f'(a)g(a) + f(a)d'(a) (Reégle de Leibni?,

: f -
— signe s’annule pas la foncﬂog est dérivable en a et

f\ . _ F(@g@ - f(ad(a
(6) @) g@?

On déduit de ces régles le calcul de la dérivée d’'un polyn&mdune fraction rationnelle.

Proposition 3.2 Soit ne N\ {0}. La dérivée du polyndbme
P=aX"+..+a;x+ag

est le polynbme
P =nax"™ 1+..+a.

Proposition 3.3 La dérivée de la fraction rationnelle

R— —
Q

est la fraction rationnelle
PQ—-P
R — QTQ

: e . 1 :
Exemple 3.1Soitn e N\ {0}. La dérivée de la fonctior — i est la fonctiorx — — T

4 Dérivée d’'une composée et dérivabilité de la réciproque

Proposition 4.1 Soient f: A— B et g: B— R deux fonctions et & R. Si f est dérivable enaetg
en f(a) alors la composée gf est dérivable en a et

(9o f)'(a) =g'(f(a))- f'(a).
Exemple 4.1Sinc N, la dérivée de la fonctior— (1+x%)" est la fonctiornx — 2nx(1+ x?)"1,

Remarque 4.1 0n déduit de cette proposition que la réciproque d’'une fonatiérivable dont la
dérivée s’annule n’est pas dérivable. La proposition su&andigue que c’est la seule obstruction.
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Proposition 4.2 Soit f: A— B une fonction dérivable et bijective. On suppose ) £ 0 en tout
point xe A. Alors la fonction réciproque de, ff~1: B — A, est dérivable et

1y 1 .
(f~1) (y)zm, siye B.

Exemples 4.2Sin e N\ {0} alors la fonction définie di, ) dans|0, +) par f(x) = X" est une
bijection dérivable et sa dérivee ne s'annule pas. Par qoesg, sa réciproque, la fonctign- 1y =

y% est dérivable et gi €]0, +) alors
1 1 121
) = —5— =yt
n(ys)r-1 N

Par le résultat de dérivation des composées on déduit alersige Q \ {0} alors la fonction définie
de]0,+0) dans|0,+) par f(x) = X' est dérivable et si €]0, +) alors

(Xr)/ _ ryr—l_

5 Quelques exemples classiques

Proposition 5.1 Les fonctionsin, cos tan arcsin arccos etarctansont dérivables et

. . . . . 1 .
sin = cos cos= —sin tan = =5 = 1+tar?

arcsifi(x) = 731 arccod(x) =~ arctaf() =g

Proposition 5.2 Les fonctionsn etexpsont dérivables et

In’(x) = )—1(,exd = exp.

Proposition 5.3 SiA € R alors la fonction définie dé0, +-e) dans]0, +) par f(x) = x* est déri-

vable et
M) =t

Proposition 5.4 Les fonctionsinh cosh tanh argsh argch argthsont dérivables et

sinH = cosh cosh= sinh tanh= ﬁ = 1—tanl?
argsh(x) = \/11+_X2 argch(x) = \/ﬁ argth(x) = 11,

6 Théoréme des accroissements finis

Théoreme 6.1 (Théoréme des accroissements finisoit f une fonction définie et dérivable sur un
intervalle | et soient a< b deux points de.lAlors il existe oc]a, b tel que

TS C)

Remarque 6.1 La conclusion reste vraie en supposant seulerhantinue sur | et dérivable sur
Ja,b].
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Ce théoréme admet I'interprétation géomeétrique suivamtsecante au graphe d’une fonction dé-
rivable f entre deux pointsa, f(a)) et(b, f (b)) est parallele a une tangente en un poitgrmédiaire

(¢, f(c)).

y
f(b)
/ f(b)—f(a)
f(c) f'(c) =
f(a) b—a
O a c b X

FiIG. 30 — Sécante entif@, f(a)) et(b, f(b)) et tangente efxc, f(c)) paralléles

Exemple 6.1 La fonction définie suj0, ) par f (x) = (exp(Xx—2) — 1) In(x) est dérivable et s’an-
nule en 1 et en 2Par conséquent, il existeentre 1 et 2 tel qué’(c) = 0.

Ce théoréeme admet l'interprétation cinématique suivadrmtes d’'un mouvement la vitesse moyenne
entre les tempa etb coincide au moins une fois avec la vitesse instantanée @ptie

Proposition 6.1 Soit f dérivable. Si f est croissante (respectivement desaote) alors fest posi-
tive (respectivement négative).

Proposition 6.2 Soit f définie sur un intervalle | et dérivable. Sigfst strictement positive (respec-
tivement strictement négative) alors f est strictemerissente (respectivement strictement décrois-
sante).

Remarque 6.2 Ces deux propositions ne sont pas réciproques I'une ded’aar exemple la fonc-
tion x — x> est dérivable, strictement croissante et sa dérivée slammu0 Dans le second cas il est
important de supposer que le domaine est un intervalle Xean@e la fonctiork — >—1( qui est définie
surR\ {0} n’est pas décroissante alors que sa dérivée est stricterdgative.

Remarque 6.3 11 découle de ces propositions que les variations d’'unetfonaérivable se dé-
duisent du signe de sa dérivée.

Proposition 6.3 Soit | un intervalle, ac | et f continue sur | et dérivable sur\l{a}. Si)l(imaf’(x)
existe et est finie alors f est dérivable en a et

f'(a) = lim f'(x).

X—a
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7 Extrema, points stationnaires, points d’'inflexion, convgité et concavité

Définition 7.1 Soit f : A— R dérivable era. On dit quea est unpoint stationnaire si f’(a) = 0.

Définition 7.2 Soit f : A— R. On dit quef admet unrmaximum global ena (respectivemenmini-
mum global) si f(x) < f(a) (respectivement(x) > f(a)) pour toutx € A.

,ymaximum

//\ )
N

minimum

o

FIG. 31 — Maximum et minimun globaux

Définition 7.3 Soit f : A— R. On dit quef admet unmaximum local ena (respectivementni-
nimum local) s’il existe un intervalld ouvert qui contient tel que f(x) < f(a) (respectivement
f(x) > f(a)) pour toutx € I NA.

Définition 7.4 On dit quef admet urextremum global (respectivemenrbcal) ena si elle admet un
maximum ou un mininum global (respectivement local) en datpo

Exemple 7.1 Soit f la fonction définie suf—2, +) par f (x) = x3— 3x. Alors f admet un minimum
global en—2 et 1 et elle admet er1 un maximum local qui n’est pas un maximum global. La
fonction f ne possede pas de maximum global.

FiG. 32 — Extrema

Proposition 7.1 Soit f: A— R et ac A. On suppose gu'il existe un intervalle ouvert inclus dans A
et qui contient a et que f est dérivable enSa f admet un extremum local en a alors ce point est

stationnaire : f(a) = 0.

Exemples 7.2La fonction dérivable définie pair(x) = 1 — x> admet un extremum local en Bar
conséquent’(0) = 0 : c’est un point stationnaire. En revanche 0 est un poitibstaaire de la fonc-

tion dérivablex® qui ne posséde aucun extrum local.
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Proposition 7.2 Si f est deux fois dérivable en un point stationnaire a et éaf < 0 (respectivement
f”(a) > 0) alors f admet un maximum local en a (respectivement minitouat).

> X

O

FIG. 33 — Nature de I'extremum local en fonction de la dérivé®nde
Définition 7.5 On dit que(a, f(a)) estun point d’'inflexion du graphe dé si le graphe dd coupe
sa tangente en ce point : la fonctib(x) — f(a) — f’(a)(x—a) s’annule et change de signe@n
Proposition 7.3 Supposons que f soit trois fois dérivable en a et dU@)f= 0 et f(3(a) £ 0. Alors
(a, f(a)) est un point d’inflexion du graphe de f : le graphe deolupesa tangente en ce point et la
fonction f(x) — f(a) — f'(a)(x— a) s’annule et change de signe engi f®(a) > 0 elle est négative
pour x< a et proche de a puis positive pourxa et proche de aSi f(®) (a) < 0 elle est positive pour

X < a et proche de a puis négative pour>a et proche de a

Exemple 7.3Le point (0,0) est un point d’inflexion du graphe du sinus car’¢0) = 0 quand

sin”(0) = —1.
%‘ X

FIG. 34 — Linflexion du graphe du sinus €0,0)

Proposition 7.4 Soit f une fonction définie et de classe<tir un intervalle | Si la dérivée seconde

f” ne s’annule pas alors elle est de signe constant sur | et putrate | la tangente au graphe de f
en(a, f(a)) ne coupe le graphe qu'efa, f(a)). Si f’ > 0 alors le graphe de f est au dessus de ses
tangentes et on dit que f extnvexe Si f’ < 0 alors le graphe de f est au dessous de ses tangentes
et on dit que f estoncave
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8 Regle de L'hospital

Proposition 8.1 Soient f et g deux fonctions dérivables définies sur un iatienouvert | et ac
RU{—o,+} une des extrémités de l'intervalle. On suppose )t(i;ma\ef (x) = )I(imag(x) =0 ou que
f'(x) . . fx) .

() existe alordim Q existe et

g'(x) x=ag(x)

)I(lnaf(x) = Llnag(x) = +o0. Side plus)l(lma

. f/(x , . f/ .
|I% est supposée exister c’est que le quotbca;rmst défini sut et donc

qued’ ne s’annule pas sur

Remarque 8.1 Puisquex

f(x)

Remarque 8.2 Deux fonctions sont dites daéme ordre de grandeur era Si )I(lrr;m € R\ {0}.
D’aprés la regle de L'hospital, $i g, f' etg’ sont définies et continues aret vérifief (a) = g(a) =0
alorsf etg sont de méme ordre de grandeuraeties quef’ etd’ le sont.

Remarque 8.3 Supposons qug, g, f’ etg’ soient définies et continues amque quef (a) =g(a) =0

. : (%) . g(x)
/ — — / — / — =7
etqueg’(a) #0.Ona donci(ﬂma f(x) = J(Lmag(x) =0, f'(a) = )I(|max_ a et,g(a) = )I(|max_ a # 0. De

plus, puisqud’ etg’ sont supposées continuesamon axlin; f'(x) = f(a) et)!in;g’(x) =d'(a). Ainsi,
par la regle de la limite d’un quotient on retrouve les cosiduas de L'hospital :

- f(x) . (X)
Mg - M

Exemple 8.1 En appliquant la regle de L’hospital on montre que
In(1+4x)

x—0 Sin(x)

Exemple 8.2 Soit f une fonction fonctiom fois dérivable telle qué ™ est continue en.®8i f(0) =
— (-1 (0) = 0 alors en appliquant— 1 fois la régle de L’hospital on montre que
fo _ (0

lim =
x—0 XN n!

9 Plan d'étude d’'une fonction numérique

Voici les étapes essentielles dans I'étude d’une fonctionérique d’une variable réelle.
— Recherche du domaine de

— Réduction du domaine en fonction de la périodicite, de taépau d’autres symétries
— Continuité, dérivabilité dé

Signe de la dérivée

Limites def aux bords du domaine de

Résumé sous forme d’un tableau de variation

Recherche des asymptotes éventuelles

Etude des points stationnaires et des points d’inflexion

Représentation garphique fle
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IV Intégration et primitives
1 Primitive
Définition 1.1 Uneprimitive d’'une fonctionf est une fonction dérivable dont la dérivée est.

D’un point de vue cinématique, la fonctidnreprésente une vitesse en fonction du temps et la diffé-
renceF (b) — F(a) représente la distance comptée algébriguement entre $éfope aux tempsa et

Exemples 1.1La fonctionx — x?+4x—5 est une primitive d& — 2x+ 4. La fonction In est une

primitive dex — 3 sur]0, +). La fonctionx — 2+ arcsin(x) est une primitive dex — Tioe Sur

[—1,1]. La fonctionx — x|X| est une primitive d& — 2|x|.

Proposition 1.1 Soit F une primitive de f sur un intervalle I, si G est une ptiva de f sur | il
existe cc R tel que G=c+F.

2 Quelques primitives classiques

la fonction f une primitiveF
X— XM N £ -1 X - ’)‘\A—ﬁ
Xi— 2 =x"1 x— In(|x|)
X — exp(AX), A # 0 X— 3 exp(AX)
cos sin
sin —CO0S
tan —In(|cos|)
cosh sinh
sinh cosh
tanh In(cosh
1 .
Xio ey arcsin ou—arccos
X 1 arctan
X — ﬁ X — argch(x) ou In|x+ v/x2 — 1| suivant le domaine
X — ﬁ X +— argshx) ou In(x+v/x2+ 1)
X X +— argth(x) ou 3 In | }X| suivant le domaine

L'existence d'une formule exacte a I'aide de fonctions lisgeet qui fournit une primitive d’une
fonction donnée n’est pas possible en général. Cependanrtdda fonction de départ est assez simple
on essaie par des manipulations algébriques de se rameaspaiitives de fonctions appartenant
a la liste précédente.

Exemple 2.1 Considérons la fonctioti donnée paff (x) = m Pour trouver une primitive
de f il suffit d’observer quef (x) = 27 + 311 — 2. Sous cette forme on obtient que

x+1 X
(x—1)(x+1) D o (’1_ 1

X2 X2 )

F(x) =In(|x—1|) +In(|x+1]) — 2In(|x|) = In (

est une primitive dd .

38



3 Intégrale

L'objet initial de la théorie de l'intégration est de fournin cadre mathématique rigoureux au
calculs des longueurs, des aires et des surfaces. On corampans’intéresser a l'aire délimitée par
la graphe d’une fonction définie sur un segmienb]. Pour la comprendre on va I'approximer (dans
un sens a préciser) par une somme d’aires de rectangles ele dgaes mais de hauteurs variables.
Les bases de ces rectangles divisent régulierement le segaria.

-
0—' 1 2 3 4 5 6

FiG. 35 — Division du segmerj0, 17 en 7 intervalles de longuedr

Définition 3.1 Soient une fonction continué et un segmenfa, b] inclus dans le domaine die Si
ne N\ {0} on pose

b— anl b—a

La sommd, s’appellesomme de Riemanrassomee d.Sila I|m|ten ”T I, existe et appartient
alors on appelle cette limitatégrale de f entre aet b et on la note

/:f(x)dx

Théoreme 3.1Des que la fonction f est continue sur un intervalle borneehg |, siac | etbell,
alors I’ intégrale de f entre a et b existe.

ol

FIG. 36 — Une fonction continué et une approximation en escaliers sur un segrzeht

b
L’intégrale/ f(x)dx représente I'aire comptée algébriguementomprise entre la courbe repré-

a
sentative def, 'axe desx et les droites d’équations= a et x = b. Pour définir mathématiquement
cette aire orapproximela fonction f par une fonctioren escaliersf, qui vaut f (a+ b%”1k) sur les

|ntervalles[a+ -ay a+ -2 (k+ 1)], k=0,...,n—1. L'aire associée d, estly :

banl

=003 flas :/bfn(x)dx
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On considére quk, approxime l'aire associéeefa
Exemple 3.1 Soientf(x) =x,a=0,b=1. Soitne N\ {0}. Ona

1”1k 1nn 1) 1. 1
nZon =210

et donc

b
Définition 3.2 Si /

a

a b
f(x)dx est définie on posf f(x)dx= —/ f(x)dx
b a

4 Premiéres propriétés

Proposition 4.1 (linéarité de l'intégrale) Soient f et g continues sur un intervalled,b € | et
AeER.

_ /:(f+g)(x)dx:/:f(x)dx+/:g(x)dx
- /:()\f)(x)dx:)\/:f(x)dx

Proposition 4.2 (comparaison a0) Soit f continue sur un intervalle | et sda, b|] C

b

— Si f(x) > 0 pour tout xe [a,b] alors/ f(x)dx>0
a
b

— Si f(x) <0 pour tout xe [a,b] alors/ f(x)dx<0
a

On déduit de cette proposition les inégalités suivantes.

Proposition 4.3 Soient f et g continues sur un intervalldd, b] Cletm<M e R.
b

b

— Si f(x) < g(x) pour tout xe [a, b alors/ f(x)dxg/ g(x)dx (comparaison
a a

— Sim< f(x) <M pour tout xe [a,b] alors

b
mb—a) < / f(x)dx< M(b—a) (Inégalité de la moyenng
a

-/

0 a b

y

FIG. 37 — Les airesn(b— a) etM(b— a) encadrent l'airef? f (x)dx
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Définition 4.1 Le nombre—/ x)dx s'appellevaleur moyenne def sur le segmenta, b).

Si on applique le théoréme des accroissements finis on okgiedsultat suivant.

Proposition 4.4 (propriété de la valeur moyenng Soient f continue sur unintervalle | etabell.
Alors il existe ¢ entre a et b tel que

f Lo f(x)d
(c)= El/a (x)dx.
En d’autres termes la valeur moyenne de f gub] est prise au moins une fois.

Proposition 4.5 Soit f continue sur un intervalle | et soitlac € |. Alors

Cc
/ f(x)dx= / dx+/ x)dx (Relation de Chasley
a

y

c

Fic. 38 — La relation de Chasles d’addition des aires

5 Intégrales et primitives
Tr;(éoréme 5.1Soient f une fonction continue sur un intervalleale | et x € 1, alors I'intégrale
/ f(t)dt:= F(x) est une primitive de f sur I.
a
b
De plus pour tout kE | et toute primitive G de f sur | on ?( f(x)dx= G(b) — G(a) = [G(X)]2.
a

Exemple 5.1 Soientf(x) =x,a=0,b=1. Soitn€ N\ {0}. On a vu précédemment que

n—1
1ZI_< 1n(n 1) %(1_%)

et donc

1 1 X
/o xdx= nli)mmln_ 5= [E]O'

Notation 5.1 SiF est une fonction €fia, b] est inclus dans le domaine &eon poseF(b) —F(a) =
[F(x)]3 etF(a) —F(b) = [F(X)J;.

D(;i‘(finition 5.1 Soientf une fonction continue sur un intervallea € | etx € | on appelle la primitive
/a f(t)dt qui s’annule era intégrale fonction de sa borne supérieure
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6 Intégrales impropres
Définition 6.1 Soit f continue sur un intervalle ouvdrt=|A, B[ (avecA etB dansR U {—o, +}) et

b
soitadand. Sila Iimitebliné/ f(x)d(x) existe et appartientl on appelle cette limiténtégrale im-
— a

B a
propre de f sur [a,B[ eton la note/ f(x)d(x). De méme sila Iimiteb Ii/rkn/b f(x)d(x) existe et ap-

a
a

partient 38R on appelle cette limitentégrale impropre de f sur]A,a] etonla note/ f(x)d(x). En-
A

fin siles intégrales impropre/éB f(x)d(x) et/Aaf(x)d(x) existenton pos§[AB f(x)d(x) :/A f(x)d(x)+

B
/ f(x)d(x) et ceci définitl'intégrale impropre de f sur]A,BJ.
a

1

b o 1

quandb tend vers OPar conséquent onﬁ ;dx: 1 mais l'intégrale impropre de— X—lz sur]0,1]
1

b1
Exemple 6.10n a/ Fdx: 1 qui tend vers 1 quand tend vers+oco mais qui tend vers-oo
1

n'est pas définie.

[ee]

. 1 . R
FIG. 39 — L’alre/ Fdxest égaleal
1

0 1

Théoréme 6.1Soient f et g continues sUA, B[ et ac]A, B[. On suppose que | < g. Si g posséde
une intégrale impropre sue, B[ (respectivemenf a)) alors f en posséde également et

B B
[ 10de)| < [~ g0d(x
a a
a a
(respectivemer{t/ f(x)d(x) g/ g(x)d(x)).
A A
Exemple 6.2 La fonctionx — |$| est majorée sul2rt, +o0) par la fonctionx — X—12 et X—1de
2n
sin(x)

(00
existe et vaut-. Par conséquerf dx existe et est compris entres- et 5.
2n

X2
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211

FIG. 40 — Les fonctiong — w, X — Xiz etx— —X—12 sur [211,+)

La définition suivante généralise encore un peu plus la nafintégrale.

Définition 6.2 Soientfune fonction el = ag, ay, ..., an, 8,11 = b des réels. Si pour=1,....nlin-
tégrale (éventuellement improprfgj+l f(x)dx est définie alors on définﬁ? f(x)dx par

/: f(x)dx= TZ/:H f(x)dx

A I'exception de la propriété de la valeur moyenne et de $tetice de primitive, toutes les propriétés
vues précédemment (linéarité, comparaison, inégalitéadadyenne, relation de Chasles) restent
vraies pour cette généralisation des intégrales.

Exemple 6.3 La fonctionen escaliers fdéfinie sur0,2] par f(x) =1 six € [0,1] et f(X) = 2 si
x € [1,2] vérifie

2
/ f(x)dx=3.
0

La fonctionf n’a pas de primitive et la propriété de la valeur moyennetigas vérifiée caf (x) # %
sixe [0,2].

0 1 7~ X

FIG. 41 — Intégrale d’'une fonction en escalier (deux marches)

7 Trois méthodes d’intégration

Définition 7.1 Soit f une fonction définie sur un intervallecontinue et dérivable. Si ne s’annule
pas sull on appelledérivée logarithmique def la fonctionfT.
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Proposition 7.1 Soit f une fonction définie sur un intervallecbntinue et dérivable. Si f ne s’annule
pas sur | alors la fonctiomn(| f|) est une primitive de la dérivée Iogarithmiqﬁ,le:

/

(In([f])" ==

Exemple 7.1 La fonction In1+ x?+ sin(x)) est une primitive de la fonctio j;iﬁ:&)

Proposition 7.2 Intégration par parties Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle |
et dont les dérivées’ Bt d sont continues. Sa,b] C | alors

[ 1009 = [100a0018 — | 199000

avec|f(x)g(x)]3 = f(b)g(b) - f(a)g(a).
Exemple 7.2 Le calcul defO xsin(x)dx se fait par intégration par parties. On preh) = x et
g= —cos. On a doncf’ = 1 etg’ = sin. Ceci donne

/Onxsin(x)dx = [—xcogx)|§+ /Onxcos(x) = [sin(X) —xcogX)]§ =Tt

Proposition 7.3 Changement de variabl&oient | et J deux intervalles & f : 1 — R une fonction
continue etp: J — | une fonction dérivable et dont la dérivée est continuerg\tmura, € J on a

o) B
/(p(a) f(t)dt:/a f(o(u)) @ (u)du

Exemple 7.3Le calcul defog sin?(u) cogu)du se fait par un changement de variable. On pose ici
f(t) =t2 etg=sin. On ag = cos @(J) = 1 et@(0) = 0. Par conséquent

LS ot 1
/o S|n2(u)cos(u)du_/0 tPdt = 3

Exemple 7.4 On veut calculer I'aire comprise entre le demi-cercle usiipérieur, I'axe des abs-
cisses et les droites= 0 etx = 2 Or le demi-cercle supérieur est le graphe de la fonctidnr-

y

of 1

FIG. 42 — Aire d’'une portion de disque

1
On doit donc calculef? v/1—t?dt. Ce calcul se fait par un changement de variable. On pose ici

@=cos. Onag = —sin, ¢(3) = % et@(5) = 0. Par conséquent, puisque @ih= /1 —co(u) si
ue (3, 5,ona

/Oi \/1—t2dt:[f—sin2(u)du:/n sirf(u)du /_2 1%S(zu)du:[%—Singfzu)]gzﬂjuf’,

3

2 3
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8 Longueur d’'une courbe, aire d’une surface de révolution

Longueur dune courbe Soit f : | — R une fonction dérivable sur un intervallet dont la dérivée
est continue. Soifa,b] C | ett €]0,b—a[. On notelN; la partie entiére d@{—a etsik=0,..,N.+1
on poseax = a+ kt. Sur chaque intervalléay, ayx.1] (aveck = 0,...,N;) on approximef par son
approximation affinex — f(ax) + f'(ax)(x — a). D’apres le théoreme de Pythagore, la longueur

du segment de droite € [ay, ax: 1] — f(ak) + f/(ak) (X — ax) est égale daxi1 — ax)/1+ f/(a)?
N

ou encorety/1+ f/(ax)? car (ax 1 — a) = t. De plus la somme; =t Z \/1+ f’(ak)? tend vers
K=0

b
/ \/1+ f/(x)2dxlorsquet tend vers O
a

Définition 8.1 Lalongueur de la courbey:t € [a,b] — (t, f(t)) est

/:\/1+f’(x)2dx

X

O' a b

FIG. 43 — Approximation d’'une courbe par desgments de droites tangentes

Exemple 8.1 Appliquons cette définition a la fonction définie plix) = v/r2 —x? avec—r < a<
b < r. Puisque le graphe de cette fonction est le demi-cercle mupéte rayorr centré a I'origine on
va calculer la longueur de la portion du demi cercle compigeex = aetx =b.

y

A

al ol bl r ~

FiG. 44 — Portion de cercle

Onaf/(x) = \/ﬁ etdoncy/1+ f/(x)% = \/r?lrfx?l Par conséquent on obtient

/b\/1+ f/(x)2dx = /b \/rzrfxzdx: r(arcco$?) —arcco$tr—))).
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Ceci correspond bien a la longueur attendue de la portionedu dercle comprise entre= a et
x=Dh.

Exemple 8.2La longueut (a,b) de I'arc de parabole d'équatign= x> avecx € [a, b] est

b
ab):/ V11 Hadx
a

En posant = sinh(t) on obtient

argst{2b) argst{2b)
! costf(t)dt = 1

sinh(2t) + 2] 29sH20)
4 argsti2a) }

l(a,b) = 3

cosh(2t) + 1dt = {

2 argsh{2a) argslh{2a) .

Exemple 8.3 La longueur (a,b) de I'arc dechainette y= cosh(x) avecx € [a,b] (c’est le nom du
graphe du cosinus hyperbolique car on peut démontrer qsé ledorme d’'une chainette fixée en
deux points sous I'action de la pesanteur) est

b b
I(a,b):/ \/1+sinhz(x)dx:/ cosH{x)dx— sinh(b) — sinh(a).

Aire d’'une surface de révolution On conserve les notations précédentiesa( b, t etN;) et on sup-
pose la fonctiorf positive. Considérons la surface de révolution définie par

(h,0) € [a,b] x 0,21 — (cog8) f (h),sin(8) f (h), h).

FiG. 45 — Surface de révolution

De la méme facon qu’on approxime la longueur d’'un petit maucge courbe par la longueur d’'un
segment on peut approximer l'aire de la portion de surfacegdelution comprise entre les hau-

N

teursay et a1 par 2tf (aty/1+ f'(a)? Or la sommes§ =t 2mif(a)y/1+ f'(a)? tend vers
k=

/ 2nf (h),/1+ f’(h)Zdh lorsquet tend vers 0

Définition 8.2 L aire de la surface de révolution(h,8) € [a, b] x [0, 21] — (cog0) f (h),sin(8) f (h),h)
est

/ 2t (h)y/1+ F(h)2dh,
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Exemple 8.4 Appliquons cette définition a la fonction donnée fiéh) = Ah pourh > 0 avecA >

0. Puisque le graphe de cette fonction est une demi-droite mjyieaa 'origine, par révolution il
engendre un cone de révolution. On va donc pouvoir calcldeelde la portion de cbne comprise
entreh=a > 0 eth=b > 0 en appliquant la formule précédente.

FiG. 46 — Portion de cbne

On obtient
/an 1+ f/(h 2dh /er)\h\/1+)\2dh /14 A2(b? — &)

Ceci correspond bien a I'aire attendue de la portion de con®dse entrén = aeth=b.

Exemple 8.5 Appliquons cette définition a la fonction donnée péh) = /r2—h? avec—r < a <

b < r. Puisque le graphe de cette fonction est un demi-cercle aaragentré a l'origine, par révo-
lution il engendre une sphére de rayi®©n va donc pouvoir calculer I'aire de la portion de sphére
comprise entréd = aeth = b en appliquant la formule précédente.

FIG. 47 — Portion de sphére

On obtient ) .
o1ef (h)+ /14 f/ h2dh:/ orrdh = 2w (b—a).
| 2nf (/14 #/(2an= | (b-a)
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Ceci correspond bien a I'aire attendue de la portion de spt@mnprise entre =aeth=b.

Exemple 8.6 Soient O< r < R. Considérons un cercle vertical de rayodont le centre est & une
distanceR de I'axeOh. En faisant tourner ce cercle autour de I'axe vertical, oreadge un tore. On
obtient donc ce tore par révolution des graphes des forsctionnées paf(h) = R+ v/r2—h? et

g(h) = R—+vr2—h2 sur[—r,r].

FIG. 48 — Tore

On a

, ] 2R
f(h)y/1+ f/(h)2+g(h) 1+g(h)2—7m.

Par conséquent en appliquant la formule précédente a cesalations on obtient que I'aire du tore

est égale a
r * ORr
ot | £(h)y/1+ F/(h)2+g(h)y/1 ’h2dh:/27dh
[ m|ty/1r a1 g an= [ an ZX

c'est a dire 42Rr.

9 Développement de Taylor avec reste intégral

Le théoreme qui lie l'intégrale d’'une fonction continue @tariation de sa primitive admet le
corollaire suivant.

Théoréeme 9.1Soit f: | — une fonction dérivable définie sur un intervalle ouvert |. £ippose que
f’ est continue surl. Sib | etac | alors
b

f(b)— f(a) :/ £ (x)dx

a

Ce théoreme admet la généralisation suivante pour lesiémsagui sonn fois dérivables.

Théoreme 9.2 (Formule de Taylor avec reste intégra) Soit ne N* et f: | — une fonction n fois
dérivable définie sur un intervalle ouvert | telle qué& fsoit continue sur I. Sikr | etae | alors

) = ”il (b—a>kf(k)(a)+/:(tzn__7x):&_!1f(”)(x)dx
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On déduit de ce théoreme et des critéres de comparaisontédgsailes le résultat suivant.

Corollaire 9.1 Soitne N* et f: | — R une fonction n fois dérivable telle qué&™fsoit continue. Soit
[a,b] C I. On suppose qu'il existe r M tels que pour tout x [a,b] on a m< (W (x) < M. Alors

(b n!a) m< f(b)—f(a) — kZO € k!a)

(b—a)"

(k)
e = n!

M.

Exemple 9.1Sine N etx € R alors

n (1 k 2n+2
oo - 3 e < D

Exemple 9.2Sine N etx € R alors

e VA TR TR
sinx) — § ——— <.
SN =3 ket S @ng 3
Exemple 9.3Sine N*, xe R, 0<yetx<yalors
|exp(x) — Z X exp(y)
Exemple 9.4Sine N*, 0 <xalors
n k+1
[IN(1+x) — Z x| < L
& n+1
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V Les nombres complexes
1 Construction du corps des complexes, C

Définition 1.1 On noteC et on appelleorps des complexetensemble des couples de réels muni
des trois lois suivantes : &x,y) et (X,y') sont dan<C etA dansR

— addition

(X7y> +c (X,7y,> = (X+X/7y+}/>
— multiplication
<X7y) Xc <X/7y,) = (XX—W,X)/ +X/y)
— multiplication par un réel
A (Xa y) = ()\X7 )\y)

Les éléments d€ s’appellennombres complexe®u complexes

Notations 1.1 Le complexe(0,0) est noté @, le complexe(1,0) est noté ¢ et le complex€0,1)
est noté.

Proposition 1.1 Soient z= (x,y),Z = (X,Y),Z' = (X',y") des complexes &t A’ des réels. Ils véri-
fient les proriétés suivantes.
— Oc +cz= z+¢c 0c = z (Oc neutre pourt+c)
— Z+c (=%, —Y) = (=X, —Y) +¢c z= Oc (tout €élément admet un inverse pext)
— z+c(Z+cZ') = (z+cZ) +c Z’ (+¢ est associative)
— z+cZ =Z +¢ z (+¢ est commutative)
(C,+c) est ungroupe commutatif
- AN (z+Z)=N-z+cA-Z
A+AN)-z=N-z+cN -z
- (A\)-z=A-(N -2
(C,+c,-) est unR-espace vectoriel
— 1c Xcz=zx¢c 1c = zc (1c neutre pourxc)
— Si z# Oc alors zx¢ (ijiyz, _xziyZ)
admet un inverse pouxc)
— zxc (zxcZ') = (zxc Z) xc Z' (xc est associative)
— zxc(Z+cZ') = (zxcZ)+c (zxcZ') (xc estdistributive par rapport a-c)
— zxcZ =7 xc z (Xxc est commutative)
(C\ {0}, x¢) est ungroupe commutatif et (C,+c, x¢c) est uncorps commutatif
A-z=(A0) xcz
Ceci permet ddentifier les réels et les complexes de la for(re0).

(22 —ye) ¢ 2= Lc (tout élément différent dac

Convention Lidentification des réels avec les complexes de la fofmn@®) conduit a identifier O et
Oc ainsi que 1 et &. Dans la suite on noterac et x¢c simplement+ et x et on adoptera pour les
complexes les mémes regles d’écriture des opérations padesthéses que pour les réels.

Notations 1.2 Soitz= (X,y).
— On pose-z= (—x,—Y). C'est I'opposé dez, c’est a dire linversepour+.
— Siz#0onpose ! = % = (ﬁ, —ﬁ). C’est I'inverse dez, c’est a dire linversepour x.
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Définition 1.2 Siz= (x,y) on appellepartie réelle dez et on note R&) le nombrex et on appelle
partie imaginaire de z et on note Infz) le nombrey.

Notation 1.3 Le complexez = (x,y) s’écrit aussi de maniére unigue= X+ iy = Re(z) +ilm(2)
avecx € R ety € R. Ceci signifie que le coupl€l, i} estune basedu R-espace vectoriel qui est de
dimension2.

Définition 1.3 Un complexez est ditimaginaire pur si sa partie réelle est Q'ensemble des imagi-
naires purs esR eton aC = R+IiR.

Proposition 1.2
i2=-1

Ainsi, alors que I'équation? = —1 n’a pas de solution dari elle en posséde deux daB@sjui sont
i et—i.

Proposition 1.3 Soient z= C\ {1} et ne N. Alors

n—1 Zn
)3 K=14 .. +Z+..2"1=
n=0 z

1=z
1—
Proposition 1.4 Soientab € C et ne N. Alors

n! 2Kk

2 Conjugué, module et argument d’'un nombre complexe

Définition 2.1 On appelleconjugué du nombre complexez= x+iy (avecx € R ety € R) et on
notezle nombre complexe= x—ly.

Proposition 2.1 Soient zZ € C.

— 2=z (la conjugaison est uriavolution)

- —z=-2
:—$z%0
= Rez(z) +1m?(2)
=z si et seulement si z est réel
— 2= —z si et seulement si z est imaginaire pur
- 2+7=2+7

727=7

NI N NI

Définition 2.2 On appellenodule dez et on notdz| la racine carrée dez = Re?(2) + Im?(2).
» . 1 z
Proposition 2.2 Size C\ {0} alors o= 77

Proposition 2.3 Soient zZ € C etA € R.
— |zl =0Osi et seulement siz 0
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-4=1-2
- 1z = |Z|| < |z+Z]| < |7+ |Z] (inégalité triangulaire )
— [AZ =|AllZ
- |zZ| = |Z|Z|

Ainsi le module est ungorme.

On déduit de cette proposition le résultat suivant.

Proposition 2.4 Les ensembleS \ {0} et S= {z€ C, |z = 1} munis de la multiplication sont des
groupes commultatifs : ils contiennent le neutre pour la iplitation, 1, et sizZ,Z’ € C\ {0} (res-
pectivement,z,Z’ € S) alors zz=Zz € C\ {0} (respectivement 2z 7z S), € C\ {0} (respec-

- 1
tivement; € S) et 77') = (z2)7".
Définition 2.3 L'ensembleS= {z< C,|z| = 1} s’appelle lecercle unité

'"“Z(‘Z) = é est de module 1 il existe uhdansR tel que

Définition 2.4 Soitz # 0. Puisque%ﬁ

cog0) = % et sing) = '”“Z(‘Z). Ce nombred est unargument dez Les nombres et6 associés a

s'appellenttoordonnées polaires de.

Proposition 2.5 Soit z# 0 et® un argument de.ZAlors les arguments de z sont les réels de la forme
0+ 2kmke Z.

Proposition 2.6 Tout complexe non nul z est déterminé par son module r et uesdarguments :
z=r(cog0)+isin(0)).

Proposition 2.7 Si z et zsont deux complexes non nuls de modules f et d’argument® et &
alors zZ est de module fret d’argumen® + 6’ :

[r(cog®) +isin(B))][r'(cog®’) +isin(®))] = (rr')(cog0+0') +isin(®+8)).

3 Lesracines d’'un polynéme d’ordre 2 a coefficients complexse

Proposition 3.1 Soient ab,c € C avec a# 0. On noted une racine carrée dA = b — 4ac. Alors

7 = —b-3 et z, = —b+9
2a 2a
sont les solutions de I'équation
aZ+bz+c=0.

Proposition 3.2 SoitA = X +iY un complexe non nul. L'équati@? = A poséde exactement deux
solutionsd; = x+iy etd = —8;. OnaX +y? = VX2 + Y2, x> —y? = X et2xy=Y. Par conséquent
X2 et —y? sont solution de I'équation

Y2
zz—xz—Z =0.

Ona
— %(\/X2+Y2+X), Y2 = %( X24Y2 - X).

De plus x et y sont de méme signe s$t¥ et ils sont de signes opposés skX0.
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4 Exponentielle complexe

Définition 4.1 L' exponentielle complexeest I'application deC dansC qui az = x+ iy associe le
complexe exfz) = € de module exfx) = € et d'argumeny :

exp(z) = exp(x+iy) = exp(x)(coqy) +isin(y))

gu’on écrit aussi
e = &(cody) +isin(y)).
Cette application prolonge@ I'exponentielle définie sur.

Proposition 4.1 Siz= x+1y alors

exp(z) = exp(x) exp(iy)

gu’on écrit aussi
X tiy) — eXdy .

En particulier _
cogy) +isin(y) = exp(iy) = €Y.

Proposition 4.2 Sia et be C, la fonctoin de la variable réelle définie part bexp(at) est dérivable
(ceci signifie que ses deux fonctions coordonnées sonadhies) et sa dérivée est la fonctioa R —
abexp(at).

Proposition 4.3 (Identité d’Euler) _
e"+1=0.

Proposition 4.4 L’exponentielle est une surjection @edansC \ {0}. Plus précisément si Z X +
iY € C\ {0} alors les antécédents de Z par I'exponentielle complexelssitomplexes de la forme
z=Xx+1y avec x=In(|Z|) et y= 8+ 2krtou 6 est un argument de Z et k un entier relatif.

Proposition 4.5 SizZ < C alors
exp(z+Z) = exp(z) expZ)

gu’on écrit aussi

elzt?) — e? |
Proposition 4.6 Site R alors
it —it
coqt) = e'+2e = cosHit)
it it e
gl —et tanh(it)
tant) = @iem ~ 1
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Proposition 4.7 LinéarisationSine N alors

eit+e_it " _ 2k njt
%k' n— k

cod\(t) = < 5
1 cos((2k—n)t)

2 Ki(n— k)'2”
s = (€281 _ (&) t-5)
- 2 - %k'n k'2”

1 T
= z 7k' K> cos((2k — n)(t—é)).
Exemple 4.1
cosi(t) = is cog —3t) + 2—?;, cog —t) + % cogt) + 2—13 cog(3t)

= = cos(3t) + §cos(t)
. 1 3 T 3 T 1 T
sirt(t) = > cog — 3(t—E))+¥cos(—(t—E))+¥cos(t—§)+¥cos(3(t—E))

1. :
= —Zsm(3t) + Zsm(t).

Proposition 4.8 (Formule de Moivre) Site R et ne N alors
. n!
.. o . . n__ . _k .n_k
cognt) +isin(nt) = (cogt) +isin(t))" = kZO K=K cos(t) sil"K(t)i

Exemple 4.2 Laformule de Moivre permet de calculer rapidement8pset sin3t). On a
cog3t) +isin(3t) = cos’(t) + 3i cog(t) sin(t) — 3cost) sirf(t) —isire(t)
et en séparant les parties réelles et imaginaires on trouve
cog3t) = cos’(t) — 3cost)sirt(t), sin(3t) = 3cog(t)sin(t) — sirt(t)
puis en utilisant I'identité cds+ sin = 1 on obtient
cog3t) = 4cos(t) — 3cost), sin(3t) = 3sint) — 4sirt(t) = 4cog(t)sin(t) — sin(t).

Proposition 4.9 Soit z=rexp(it) € C\ {0} et ne N\ {0}. L'’équation Z' = z a exactement n solu-
tions complexes, les nombres

it 1 ift+2km 1 it+2(n-1m
Zo=rnen, .. Z=I"€ n ,..,Zp1="rne n

En particulier I'équation 22 = 1 a exactement n solutions complexes appetéemes n-emes de
I'unité . Ceux sont les nombres

i2krt i2(n-1)m
U=1...uu=en  ....Uy1=¢€e n



Proposition 4.10 L'ensemble = {up, ..., uy—1} des racines n-emes de I'unité muni de la multipli-
cation est un groupe commutatif.

Proposition 4.11 Les racines n-émes de 'unité différentesldmnt les solutions de I'équation
I .. 424 4271 =

Proposition 4.12

%eT =0
k=
Exemples 4.3 — 1et—1 sontlesracines carrées de 1
~ 1j=—1+iY¥etj?= -1 —i¥3 sontles racines cubiques de 1

— 1i,—1 et—i sont les racines quatriemes de 1
—1L1+j= 2+i‘/§, j,—1,j2et 14 j2= 1 —i¥3 sont les racines sixiémes de 1

,f(1+ ), i ,f( 1+i), 1,ﬁ(—1— ), —i etT(l— ) sont les racines huitiémes de 1
-1 \/§+2,1+1,|,J,—%+2,—1 —i—l g g eti—z sont les racines douziemes 1

5 Interprétation géométrique

Considérons uplan affine euclidien et orienté# muni du repére orthormé direct (O, T, V).
Au point M de coordonnéeg, y)%ns ce repere correspond le complz%ex+ iy qui est appelé
affixe deM. Lanorme du vecteulOM est égale au module de ||OM|| =|z|. Lamesure algébrique
de I'angle orienté (T, OM) est égale a un argument dé¢si M # O, ce qui est équivalent a dire si
z+# 0). L'identification point/affixe qu’on opére permet de \adiger les complexes ou inversement de
résoudre des problemes de géométrie plane a l'aide de cdze@®m

Le plan® ainsi indentifié & est appel@lan complexe Le complexe 0 est identifié a I'origir@,
le complexe 1 est identifié au point de coordonn@eb) et le complexé au point(0,1). L'axe des
abscisses est identifiéRaet celui des ordonnésiR. Enfin, siA et B sont deux points de d’affixes
a etb on identifie le vecteuAB au complexd — a. La norme||AB|| est égale au module— a.

iR

iy z=X+Iiy =rexp(it)

FIG. 49 — Représentation graphique@e
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Proposition 5.1 Si AB et C sont trois points distincts du plan affine euclidienfiiXas respectifs
: , . b—c
a,b et c alors la mesure de I'angle onen(t@ﬂ,cé) est eégale a 'argument du compleaée—c.

i 21
. — N
jp=e73

FiG. 50 — Des racines de I'unité.

6 Droites et cercles

Proposition 6.1 Soitd une droite du plare identifie avecC.
— Si0e detrpet € 8\ {0} alors .
d={z=re'"r cR}.

— Si0¢ dil existe p > 0 ety € R tels que

5= (2= ogpy@ VIt el ~ 5 51} =rodo £ REOHD.

coqt)

Le point 3 = roe® est le point ded le plus proche de l'origine.

NS

iR

Z= I’oeito

Fic. 51 — Une droite et un cercle da@s



Proposition 6.2 Soit C un cercle du plamr identifié avecC. Si a est son centre et r son rayon alors
C={zeClz—a=rexpit),t € R}.

Proposition 6.3 Soit 3 =ree'® € C\ {0} et C le cercle qui passe péret z et de centred. Alors

. Tt
C={z=(rocoqt))expi(to+1t))|t € [_5’ E]}'
iR
%g(t)ei(toﬂ)
roeito

i
rocog(t)d(fott)

0 1 R

FIG. 52 — Cercle qui passe par 0z&t= roe'°.

Proposition 6.4 L'image de la droite % iR par I'exponentielle est le cercle de centre I'origine et de
rayon €.

7 Similitudes planes directes et indirectes, isométries ebtations

Proposition 7.1 L’'ensembles™ des applications d&€ dansC de la forme z— az+ b avec ac
C\ {0} et ce C muni de la loi de composition est un groupe. C'esjleupe des similitudes planes
directes

Proposition 7.2 Les applications d&€ dansC de la forme z— az+b avec ac C\ {0} etce C
sont lessimilitudes planes indirectes La composée de deux similitudes planes indirectes est une
similitudes plane directe.

Proposition 7.3 L'ensembles formé de toutes les similitudes planes, directes et intheeenuni de
la la loi de composition des applications, est un groupegroupe des similitudes planes

Proposition 7.4 Soitte R,r € R\ {0} etbe C. Alors

— L'application z— exp(it )z estla rotation de centre I'origine et d’angle t.
L'application z— rz est’homothétie de centre I'origine et de rapport r
L'application z— bz estla translation de vecteur b A

— Sit¢ 2rnZ alors I'application z— b+ exp(it)z est la rotation de centre— oy et d'anglet

— Sir+# 1alors I'application de z— b+ rz est I'hnomothétie de cent% et de rapport r
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Exemple 7.1Les multiplications pai, j, 1+ j, %(1+ i) correspondent aux rotations d’angles
T2 T Ty
2:3:2:3°'%:
Proposition 7.5  — Laconjugaison &z esa symétrie orthogonale (ouréflexion) par rapport
air.
— Soitte R, r e Retb=rexp(i(35)). L'application z— b-+exp(it )z est la symétrie orthogonale
par rapport & la droite3 + Rexp(i%).

2z
241

N

FIG. 53-22ziz,z—2+i etz

Proposition 7.6 Soient a=rexp(it) € C\ {0} etbe C. Alors
— La similitude plane directerz> b-+az= f(z) estla composée de la rotatiorzexp(it )z= g(2)
avec I'homothétie 2~ rz = h(z) et avec la translation 2= b+z=1t(z) : f =to(hog). Elle
conserve les angles orientés et dilate les distances daappert r.
— La similitude plane indirecterz: b+ az = f(z) est la composée de la symétrie orthogonale par
rapport I'axe réel z— 2= g(z) avec la similitude plane directe-z b+az=h(z) : f =hog. Elle
change l'orientation, conserve les angles géométriquedage les distances dans le rapportr

Proposition 7.7  — Une similitude plane directe qui admet plus de deux poixesfest I'identite.
Si elle admet un unique point fixe a elle est de la forme a+ r exp(it)(z— a) avec r> 0. Si
elle n"admet pas de point fixe c’est une translation.

— Une similitude plane indirecte qui posséde au moins deintpfixes est une symeétrie ortho-
gonale par rapport & une droite. Elle est de la forme-za+ exp(it)z—a Si elle admet un
unique point fixe a elle est de la formeza-+rexp(it)z—a avec r> 0 et r # 1. Une simili-
tude plane indirecte qui n'admet pas de point fixe estsymétrie glisséeElle est de la forme
z— a+rexpis) +expit)z—a

Proposition 7.8  — La composee,s, o Sat, des deux réflexions par rapport aux droites concou-
rantes a+ Rexp(it1) et a+ Rexp(itz) est la rotation z— a+ exp(2i(t—t1))(z—a). La compo-
sée g1 0 Syt des deux réflexions par rapport aux droites parallelesfexp(it) et b+ R exp(it)
est la translation z— Re_g(b— a) exp(—i(t— 1)) expli(t —-3)+z

— Latranslation z— r exp(i3) +z et la réflexion z- a+exp(it)z— a commutent et leur composée
est la symétrie glissée-z a+rexp(is) +expit)z—a
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8 Cocyclicité
Proposition 8.1 Soit A= exp(ia),B = exp(if) et M = exp(ip) trois complexes distincts du cercle

unité. Alors "
exp(ip) —exp(ip)  sin(5~) B-—a
exp(ip) —explia) — sin(%%) exp<l ) '

2

La version angulaire de cette proposition est le criterecgdicité suivant.

Proposition 8.2 Soit A= exp(ia),B = exp(if) et M = exp(ip) trois complexes distincts du cercle
unité. Alors le double de la mesudale I'angle onente(j ) est indépendante du point M sur le
cercle unité et est égale a la mes@®@ale I'angle orlente((ﬁ (73) ) c’esta dire —a.

© =26 = 26’ modulo 2t

FIG. 54 — Points cocycliques

Cet énoncé admet lui méme une version complexe :

Proposition 8.3 Quatre points disnctincts B8,C et D d'affixes ab,c et d sont alignés ou sur un
méme cercle si et seulement si
c—bd-a

——— R
c—ad—bG

Proposition 8.4 L'image d’une droite (respectivement d’un cercle) par umeiltude est une droite
(respectivement un cercle).

Proposition 8.5 Soient su,v,w quatre complexes tels que swv # 0 et v# 0. Alors I'application
z— h(z) = 3252 (appelée homographie) est une bijection@e{—¥} surC\ {Z}. De plus si ab,c

VZ+W
et d sont quatre complexes distincts et appartena®hg — '} alors

c—bd—-a h(c)—h(b)h(d) —h(a)
c—ad—b h(c)—h(a)h(d) —h(b)

Proposition 8.6 L'image d’un cercle ou d’'une droite par une homographie estcercle ou une
droite.
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VI Equations différentielles linéaires a coefficients cortants d’ordre 1 et 2

1 Position du probleme

Certains phénoménes qui dépendent du temps sont modéisdsgprelations simples (linéaires
ou affines) entre une fonction deux fois dérivable, et seséEs. En voici quelques exemples histo-
riques.

Considérons un objet de massajui se déplace sur un rail. Sa position en fonction du temips es
une fonctiort — f(t). Lhypothése géniale de Newton (1687) est que I'accélénatecet objet, c’est
a dire la dérivée seconde’, multipliée par la masse de I'objet est égale a la sorfimes forces
exercees sur l'objet :

mf’ =F.

F
E&» masse ()

rail

FiGc. 55 — La loi de Newton

Supposons que le rail soit vertical. La foncti6(t) sera I'altitude de I'objet. Supposons aussi
que la seule force qui s’exerce soit le poRls- qui résulte de I'attraction terrestre. Le poidsest
proportionnel an. On aP = —mgou g est une constante qui ne dépend que de la terre, mais pas du
temps ni de I'objet. L'équation de Newton devient alors

(1) f"=-g

P=-mg
FIG. 56 — Chute d’un corps

On en déduit que si a I'instaht= 0 I'objet est enf (0) = a et qu'’il a une vitesse de départ égale a
f'(t) =v, alorsf’(t) = v—gtet f(t) = a+vt— gt

Supposons maintenant que le rail soit horizontal et queukederce qui s’exerce soit une force
de rappel d'un ressort, proportionnelle a la distance a &itipa du ressort au repos. Il existe donc
une constant& > telle que si on prend comme origine de la droite la positioreg@s alors

(2) Kf+mf’=0.
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C’est le modele physique de I'oscillateur harmonique.

ressort

( messe O QUIENID

rail

FIG. 57 — Oscillateur harmonique

Le démographe et économiste Malthus (1798) considére @uellition en fonction du temps
d’'une population qui se développe se modélise de la facomsig. La population est représentée
par une fonction dérivable du temps- f(t). La dérivéef’ représente la vitesse d’évolution de cette
population. L'hypothése de Malthus est qu'il existe unestantek > 0 telle que

(3) kf-f'=o0.

Ceci signifie que la vitesse de croissance de la populatiosugposée proportionnelle a la taille de
la population.

Selon les physiciens Rutherford et Soddy (1902) la vitedaguelle les atomes se désintegrent
est aussi proportionnelle a la quantité d’atomes non déggi@s. Il existe une constarite- 0 tel que
sit — f(t) représente les atomes non désintégrés en fonction du téongs a

(4) Af+f =0

Un circuit RLC est un circuit éléctrique fermé constituémBuésistance parfait® d’'une bobine
parfaiteL et d’'un condensateur parf&t le tout monté en série aux bornes d’'un générateur de tension
E. On suppose que les éléments caractéristifRieset C ne dépendent pas du temps mais tjue
E(t) est une fonction du temps. On désigne pa¥ | (t) I'intensité électrique du circuit en fonction
du temps.

FiG. 58 — Un circuit RLC

Selon Ohm (1825), la tension aux bornes de la résistanti@st= RI(t). Selon Faraday (1831),
la tension aux bornes de la bobine Est= LI’(t). La charge du condensateur est égal@g(t) ou
Uc(t) désigne la tension a ces bornes et selon Ampére (1827)n&itéedu circuit est égale a la
dérivée de la charge du condensatel(t} = CU.(t) et doncl’(t) = CUL(t). Enfin d’apés la loi de
Kirchhoff (1845), la somme des tensions des trois compssasttégale a la tension du générateur.
Ainsi si on posdJc = f on obtient :

(5) f(t)+RCF(t)+LCF(t) =E(t).
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Les cing exemples ci-dessus ont une certaine unité formidleentrent tous dans la famille des
équations différentielles linéaires a coefficients camstd’ordre 1 et 2lls admettent des traitements
mathématiques similaires.

Définition 1.1 — Soienta, b, c trois réels non tous nuls et s@t | — R une fonction continue
sur un intervalld . Résoudre I'équation différentielle linéaire a coefficiens constants

(x) af’+Dbf +cf=g

consiste a rechercher toutes les fonctibn$ — R et deux fois dérivables qui vérifiefst). De
telles fonctions sont appelésslutions de(x).
— Sia# 0 I'équation différentielle ) est ditedu second ordreet I'équation algébrique

aZ+bz+c=0

s’appelleéquation caractéristquede (x).
— Sia= 0 etb # 0 elle est ditedu premier ordre. Enfin sia= b = 0 I'équation différentielle x)
est dited’ordre 0.
— Sig=0TIéquation différentiellé ) est ditthomogénesinon elle est ditavec second membre
— L'équation différentielle
()" af’+bf +cf=0

est appelééquation différentielle homogéne associée(&).

— Fixonstp € |. Les conditions initiales vérifiées par une solutiofh de (x) aty sont la posi-
tion f(tg) entp si (x) est du premier ordre et le couple (position, vitessé) &est a dire
(f(to), f'(to)) si (x) est du deuxieme ordre.

Proposition 1.1 Soit

(x) cf=g
d’odre 0. La solution de(x) estd.
Proposition 1.2 Soit

(x) bf'=g

d’odre 1. Les solutions déx) sont les primitives d.

Ceci ramenéne la résolution des équations différentiéiiéaires d’ordre 1 dans lesquelles seule la
dérivée def intervient a la recherche de primitives.

Proposition 1.3 Si(x) est homogeéne et si,ff; sont des solutions de) etA € R alorsAf; et fi + 7
sont encore solutions. De plus la fonction nulle est sofutie(x).

Proposition 1.4 Si f; et f, sont solutions d’'une équation différentielle linéaire agecond membre
alors la différence f — f; est solution de I'’équation homogéne associée.
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2 Reésolution de I'équation homogéne

Lemme 2.1 Soit{ € R. L’équation différentielle b'f+cf = 0, homogene d’ordre 1, admet une seule
solution qui s’annule emnpt: la fonction nulle.

Proposition 2.1 (équation homogéne d’ordre ] Les solutions de I'équation différentielle
bf +cf=0

sont les fonctions c
t— Aexp(—Bt) avecA e R.

/ N
LS -

FIG. 59 — Comportement des solutionshu + cf = 0 suivant le signe de-c/b

On déduit de cette proposition le résultat suivant.

Proposition 2.2 Soit { et X € R. Il existe une et une seule solution f de I'équation difféediat
bf +cf = 0 qui vérifie f(tg) = xo.

Ce résultat est vrai aussi dans le cadetil etc est une fonction continue de

Proposition 2.3 Soitpetx € R, c(t) une fonction continue SWR. Il existe une et une seule solution
f de I'équation différentielle 'ft) +c(t) f (t) = O qui vérifie f(tg) = Xo.

Cette solution est la fonction t

t— xoexp(— [ c(s)ds).

to

Supposonsgx) homogéne d’ordre.2Pour résoudre cette équation différentielle on discut®ratfon
du nombre et de la nature des racines dquation caractéristque

aZ+bz+c=0.
On considére donc le signe de son discriminant b® — 4ac.

Lemme 2.2 Soit § € R. L'équation différentielle a'f + bf’ +cf = 0, homogene d’ordre 2, admet
une seule solution qui s’annule ainsi que sa dérivég etetfonction nulle.
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Proposition 2.4 (équation homogéne d’ordre 2 aved > 0) Supposons quéx) soit homogene
d’ordre 2 et que les racinesjlet w de I'équation caractéristique 8z bz+ ¢ = 0 soient deux réels

distincts. Alors les solutions de
(x) af’+bf +cf=0

sont les fonctions
t — Arexpluit) + Azexp(ugt) avec A, A € R.

y

p——

FiIG. 60 — Une solution de I'équation différentielf¢ — f' —2f =0

Proposition 2.5 (équation homogene d’ordre 2 aved = 0) Supposons quéx) soit homogene
d’ordre 2 et que I'équation caractéristique 4z bz+ c posséde une racine double réellelors les

solutions de
(x) af’+bf +cf=0

sont les fonctions
t — Agexp(ut) +Astexp(ut) avec A, A2 € R.

Proposition 2.6 (équation homogene d'ordre 2 aved\ < 0) Supposons quéx) soit homogene
d’ordre 2 et que les racinesjet W, de I'équation caractéristique 8z- bz-+ ¢ ne soient pas réelles :
ilexistere Retwe Rtelsquew=r+iwetwp =r —iw. Alors les solutions de

(x) af’+bf +cf=0
sont les fonctions
t — Apexp(rt) cogwt) +Azexp(rt)sin(wt) avec A1,A2 € R.

y

/\/\/\/\t
0 \/vv

FIG. 61 — Une solution de I'équation différentielf¢ — 2’ +2f =0

On déduit de ces propositions le résultat suivant.
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Proposition 2.7 Soit i, Xy et w € R. Il existe une et une seule solution f de I'équation difféediat
af”+bf’ +cf =0qui vérifie f(to) = X et f'(to) = vo.

3 Recherche d’'une solution particuliére

Il reste & trouver une solutioparticuliére de I'’équation différentiellex). Les autres s’en dé-
duisent par addition de solutions de I'équation homogérmaisNe ferons en toute généralité seule-
ment pour les équations différentielles linéaires a caefits constants d’ordre 1.

Proposition 3.1 (équation différentielle d’ordre 1) Une solution particuliere de I'équation diffé-
rentielle
bf' +cf=g

est la fonction
c t1 c N
t»—>exp<—6t>/toBg(u) exp<6u>du avec ¢ dans lintervalle |

Exemples 3.1 - Les solutions dé’ + f = 0 sont les fonctions de la fornte— A exp(—t).
— Une solution particuliere de I'équatidin+ f =t est la fonction

t— exp(—t)/otuexp(u)du,

c’est a dire la fonctioth — 1+ exp(—t).
— L'équation différentiellef’ + f = % s’appelle équation d’Euler. Une solution particuliére de
cette équation définie sif, +) est la fonction

t

t.—>exp(—t)/ }exp(u)du.

1 U

Proposition 3.2 (équation différentielle d’ordre 2 avec second membre partiulier) On consi-
deére I'’équation différentielle linéaire d’ordre 2

(x) af’+bf +cf=g
ou g est une fonction de la forme
g(t) = P(t) exp(vt) cogwt + @)
ou P est un polyndme de degréAdors (x) admet une solution particuliere sous la forme
t — Q(t) exp(vt) cogwt + )

ou Q est un polynédme de degré au plus P. Plus précisément et on note at w les racines de
I'équation caractéristique &z+ bz+c = 0.

— Si v+ iw est différent des racineg @t w alors le degré de Q peut étre choisi égal a p

— Sivtiw =u; et i # Uy le degré de Q peut-étre choisi égal ard.

— Siv+iw =u; = up le degré de Q peut-étre choisi égal ar2.
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M/

FIG. 62 — Une solution de I'équation différentielf¢ — 2’ +2f =t +1

Exemples 3.2 — Les solutions dd¢” —2f’ 4+ f = 0 sont les combinaisons linéaires des fonctions
exp(t) ettexp(t). Le polyndmet? + 4t + 6 est une solution particuliére d& — 2f/ + f =t2,
cogt) est solution particuliere d&’ —2f" 4 f = 2sin(t), exp(2t) est une solution particuliere
de f” —2f' + f = exp(2t) ett?exp(t) est solution particuliere d&’ — 2f + f = 2exg(t).

— Les solutionsf” — 2/ +2f = 0 sont les combinaisons linéaires des fonctiong®xpgt) et
exp(t)sin(t). La fonction% + 1 est une solution particuliére de I'équation différenéel” —
2f'+2f =t+1. LafonctionS + 1+ exp(t) sin(t) en est une autre.

Proposition 3.3 Superposition des solution®n considére deux équations différentielles linéaires
d’ordre au plus 2
(x1) af’+bf' +cf=0gs

et
(x2) af’+bf +cf=g

associées a la méme équation homogéne
()" af’+bf +cf=0

mais avec des seconds membregtgyp qui peuvent étre différents. Sj ést une solution déx;) et
f, une soultion dé€x,) alors f; + f, est une solution de I'équation différentielle

af’ +bf +cf =g1+0g.
Exemple 3.3 Puisque cod) est solution particuliére d&’ — 2f' 4 f = 2sin(t) et que et?exp(t) est

solution particuliere dé” — 2f' + f = 2exg(t) on en déduit que cdb +t2exp(t) est une solution
particuliére def” — 2’ 4 f = 2sin(t) +2exqt).
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