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FEUILLE D’EXERCICES # 3
Lois de variables aléatoires

Exercice 1 Mesurabilité et tribu triviale
Montrer qu’une application X : Q — (R, B(R)) est une variable aléatoire par rapport a la tribu
triviale sur € si et seulement si elle est constante.

Exercice 2 Limsup et liminf, le retour
Soit (Xp),cn une suite de va. réelles définies sur un espace mesurable (€2, F)

1. Comparer les ensembles {limsup,, X, > 1}, limsup, {X,, > 1}, {limsup,, X;,, > 1} et
lim sup,, {X,, > 1}.

2. Comparer les ensembles {liminf,, X,, > 1}, liminf,, {X,, > 1}, {liminf,, X,, > 1} et
liminf, {X, > 1}.

Exercice 3 Copies ordonnées
Soient X,Y deux variables aléatoires réelles sur un espace de probabilité (2, F,P).

1. On suppose que P(Y <t < X) =0, pour tout ¢t € R, montrer que P(Y < X) = 0.

2. On suppose maintenant que X et Y ont méme loi. Montrer que si X <Y p.s. alors X et Y
sont presque stirement égales.

Exercice 4 FEgalité p.s. et en lot
Soient X, Y deux variables aléatoires réelles sur un espace de probabilité (2, F,P).
(i) {X # Y} est-il un événement ? Montrer que pour tout B € B(R) on a

IP(X € B)—P(Y € B)| <P(X £Y).

(ii) On suppose que X et Y sont presque stirement égales. Montrer qu’elles ont la méme loi.

Exercice 5 Fonctions et fonctions de répartition
Soit 1" espace de probabilité (2, F,P) = ([0, 1], B(]0, 1]), A). Montrer que les applications suivantes
sont des variables aléatoires et calculer leur fonction de répartition :

1. Xj(w) = 2w, Xo(w) =2 —2w et YV (w) = w?
2. Z1=X1+ X9, Zo=X1+Y et Z3=X1 AN 1.
3. W(w) = [10w] et T(w) = [1/w] ([-] désigne la partie entiére).

4. V(w) = cos?(2mw). V posséde-t-elle une densité ?

Exercice 6 Pesked ha farz

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X a valeurs dans N telle que

pour une unique valeur de a que ’on déterminera.



2. Soit Y une variable aléatoire de loi de Poisson de paramétre A > 0. Trouver la loi de la

variable aléatoire
7. Y/, si Y est pair,
’ 1=Y/2,  siY est impair.

3. Soit T une variable aléatoire de loi géométrique de parameétre p €]0,1[. On considére U =
4[T/2] — 2T + 1, ou [-] désigne la partie entiére. Trouver la loi de U.

Exercice 7 Une fonction de répartition

1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire X dont la fonction de répartition vaut
Fx(t)=(1+e) 7", VieR

2. La variable X admet-elle une densité fx 7 Si oui, explicitez cette densité.

3. On définit de nouvelles variables en posant U := X,V := Lio<x<log2)y et W = X1 ocx <1}
Déterminer les lois des variables U,V et W.

Exercice 8 Partie enticre et inverse d’une variable uniforme
Soit U une variable aléatoire de loi uniforme Uy et X := L%j la partie entiére de son inverse.

1. Déterminer la loi de X.
2. Calculer la probabilité de I’évenement {X > 100}.

3. La variable aléatoire X est-elle intégrable ?

Exercice 9 Densités et marginales
Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires dont la densité par rapport a la mesure de Lebesgue
sur R? est donnée par

Ixy (@, y) = cylipo ()L (y)-
1. Déterminer la valeur de la constante ¢. Calculer les densités marginales fx et fy.

2. Mémes questions pour f(z,y) = cy(xz —y)exp(—(z + y))Lo<y<az-

Exercice 10 Couple de variables aléatoire
Soit (X,Y) un vecteur aléatoire & valeurs dans R? de densité (z,y) — ce™Locjy|<z-

1. Quelle est la valeur de ¢? Déterminer ensuite les lois marginales de X et Y.

2. Quelle est la loi du vecteur (%, #) ?

Exercice 11 Propriété d’absence de mémoire
On dit qu'une variable aléatoire X a valeurs dans R* (respectivement N*) vérifie la propriété
d’absence de mémoire si

P(X >s4+t) =P(X >s)P(X >t), Vs,t>0

et respectivement

P(X >k+0) =P(X > k)P(X >0), Vk, (€N,

1. Montrer que si X suit la loi exponentielle £(\) alors X vérifie la propriété d’absence de
mémoire. Etudier la réciproque.



2. Montrer que si X suit la loi géométrique G(p) alors X vérifie la propriété d’absence de
mémoire. Etudier la réciproque.

Exercice 12 Quelques transformations remarquables

1. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [—m/2,7/2]. Déterminer la loi de ¥ =
tan(X).
2. Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy C(1). Déterminer la loi de la variable Y = 1/X.

3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] et A > 0. Déterminer la loi de la
variable Y = —1 log(U).

4. Soit € une variable aléatoire de loi de Rademacher i.e P(e = —1) =P(e = 1) = 1/2 et X une
variable gaussienne N (0, 1) indépendante de e. Quelle est la loi de Y = eX. Généraliser.

Exercice 13 Tuaux de panne et loi de Weibull
Soit X variable aléatoire positive de densité f telle que f(x) > 0 si x > 0, et de fonction de
répartition F'. On regarde X comme la durée de vie d’un composant ; son taux de panne & l'instant
t > 0 est défini par
Pt<X <t+h)
r(t) := lim —
®) hlo  hP(t < X)

1. Calculer r en termes de F et f et réciproquement. Donner une condition nécessaire et

suffisante sur r pour que lim;_,o F'(t) = 1.
2. Déterminer les densités correspondant aux taux de panne constants.
3. Calculer f et F lorsque 7(t) = kt®*~ 1, t > 0, k,a > 0 (loi de Weibull).

Exercice 14 Trinomiale
Soient n > 1 un entier fixé et pi1, p2, p3 trois réels positifs tels que p; + p2 + p3 = 1. On note :

n! i J . n—i—j .o .
pii = 4 T3 pipps 7, siitj<n,
1] — .
/ , sinon .

Montrer qu’il existe un couple (X,Y’) tel que P(X =14,Y = j) = p;; et ensuite trouver les lois de
XetdeV.

Exercice 15 Jouer a la fléchette
Le couple aléatoire (X,Y) a la densité, par rapport & la mesure de Lebesgue sur R?,

1
flz.y) = —1p(z,y), ou D={(z,y) € R?: 2% +y* < 1}.

Calculer P(X > 1/y2), P(Y > 1/v2), puis P(X > 1/v2,Y > 1//2).
Calculer P(X >Y) et P(X > AY).

Trouver les marginales de X et de Y.

Ll

Soient a, b deux réels égaux a +1. Montrer que (X,Y") a la méme loi que (aX,bY’). Montrer
que (X,Y) a la méme loi que (Y, X).

5. On note (R, 0) les coordonnées polaires de (X,Y’). Trouver la loi du couple (R, O) et ses
marginales.



