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Résumé - Nous montrons dans cette note que le théoreme du support de Stroock-
Varadhan [S-V] est valide en norme a-holderienne, a < § (cf. Théoréme 2). L’outil
principal est une majoration (énoncée au Théoreme 1 et au Corollaire 1) de la probabilité
pour qu’'un mouvement brownien ait une grande norme holderienne et une petite norme
uniforme. Cette majoration est obtenue a l’aide du théoreme de Ciesielski (cf. [B-R] pour

d’autres utilisations de ce théoreme).
Holder norms and the support theorem for diffusions

Abstract - We show that the Stroock-Varadhan [S-V] support theorem is valid in
a-Holder norm, o < } (Theorem 2). The central tool is an estimate (stated in Theorem 1
and in Corollary 1) of the probability that the Brownian motion has a large Hoélder norm
but a small uniform norm. This estimate is obtained by using Ciesielski’s theorem (see
[B-R] for other applications of this theorem).

Soit = une fonction continue réelle sur [0, 1], nulle en 0. On définit les normes

lzllo = sup ||, [lzlla = sup (| — 2|t —s|7*), a €]0,1]. (1)
0<t<1 0<s<t<1

Soit w un mouvement brownien réel et «a, § deux réels tels que 0 < g < a < % On

2
notera a = 3 —a, b=3 — 3, p(t) = (2m)"2e 7.

Théoréme. 1 Soit (r, R) un couple de réels positifs et v = (RPr=)5=a. Alors il existe
des constantes po g, qa , C telles que

P(llw-flo > R | lw.llsg <)

o0

Pa,pv

Pa,5 v ~ _ 1 1_ 2
< ([ o007 (o0 plma0) +an B0F [ o)t explerr 7). @
PREUVE. D’abord on prouve une majoration pour lanorme ||z}, = sup,,>; Im*=2&,, ()|,
o € [0,3], ot &uin(r) = 2% (22(ZH) —a(E) —2(5) ,n>0, k=1,...,2". On
obtient alors (2) avec p, s =qo =1 et ¢z = 0.
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Ensuite par des inégalités entre les normes || - ||, et || - ||o pour @ € [0, 1] (le théoreme
de Ciesielski [C] pour o # 0) et grace a l'estimation donée par Baldi-Roynette [B-R] de
la probabilité des petites boules pour la norme || - || on prouve (2). q.e.d.

Corollaire. 1 Lorsque 1 est fixé et R est grand, il existe une constante c;(«, [3) telle que

—23

P(lwla> R | Jw.|s <) < et RTm exp(—cy(r) Ror ), (3)

1—2«a
ot co(r) est une constante strictement inférieure a 3 pagr =8 . Lorsque R est fixé et r

est petit il existe une constante cs(a, 3) telle que

1—2a

P(|wlla>R| |Jwlls <7)<cs R T% exp(—cy(R)r~ a5 ) exp(cgr 777), (4)

\ . . s . \ 1-20
ot c4(R) est une une constante strictement inférieure a %pa,g R==7

Remarques. 1) Si 7 | 0 les estimations sont utiles seulement quand o < 1 9 6> 0.
2) Soit Bo(R) = {||lw.]la < R} et r = 1. Alors par (3) on peut dedulre que pour

~25
un grand R on a P(B,(R)¢ | Bs(1)) < ¢; exp(—cy Res ). En particulier on comparera
cette majoration a ’estimation gaussienne classique

hm];logP(Hw.Ha > R) €] —o0,0]. (5)
(voir [BA-L] ou [B-BA-K] pour des conséquences de cette estimation). Alors on voit
que si R est assez grand P(B.(R) | Bs(l)) > P(Ba(R)), ce qui confirme dans ce cas
particulier la conjecture générale de [DG-E-...], qui prévoit que deux convexes symétriques
sont positivement corrélés pour une mesure gaussienne.
Le Théoreme 1 permet d’étendre le théoreme du support de Stroock-Varadhan aux
normes hélderiennes, si a < 1. Soit P, la loi de la solution (z;) de I'équation différentielle
stochastique

m
dry = op(t, z;) o dwy + b(t, xy) dt, avec xg = x, (6)

k=1
ol o(t,x), k = 1,...,m et b(t,x) sont des champs de vecteurs C*® sur IR*™ et ot
(w!, ..., w™) est un mouvement brownien m-dimensionnel. On note par @, I'application

quiah € L? = L?([0,1], IR™) associe la solution de 'équation dy; = 7, ox(t, y;) ¥ dt+
b(t,y,) dt, avec yo = x.

Théoréme. 2 Soit o € [0,1[. Le support de la probabilité P, pour la norme || - ||, est

l'adhérence de ®,(L?), i.e

suppa(Py) = ©,(L2)" . (7)



Pour la preuve on a besoin d’un résultat plus fort que celui du Corollaire 1.

Lemme. 1 Soient o, 3 telles que o < ﬁ. Pour tout u € [0, (1 —4a+4af) (1 —408 +

432)7 il existe My(av, B,u) et les constantes positives ki(o, B,u) , i = 1,2, telles que pour
tout M > My on a

sup P(||w.]la > M" | |lw.||s < 6) < ky M™% exp(—ko M55 ) . (8)

0<56<1

PREUVE. On peut utiliser les estimations obtenues, en considérant R = M§* grand et

r = 0 petit, et en s’assurant de 'uniformité des majorations en 9. q.e.d.
Pour a, 8 € [0, 1] et u € [0, 1] on note M3 I'ensemble des processus stochastiques Y’

tels que limpsjoo SUPgos5<y P(||Y.|la > M" | [[w.||g <) =0.

Lemme. 2 Soit f : RY — R une fonction C®. Soient, pour i,j € {1,....r}, n’ =

LI (Wi dwl — wi dw?) 7= Jtwl o dwl. Alors on a

(i) wie M3 pour0<f<a<i,a< ﬁ etu € [0, (1—4a+4af) (1—-48+46*) 7.

(it) 0.7 € M2, pour a € [0,1] et uw e [0,1].

(iti) €9 € MO, pour v € [0, 3] et w € [0,2(1 — 2a) A1].

(v) [y fzs)dE9 € MEO, pour a € (0,3 et u € [0,2(1 — 2a) A 1].

(v) [ f(zs) o dwt € MO, pour o € [0, 1] et uw € [0,1 — 4a.

PREUVE. Le (i) est prouvé dans le Lemme 1.

(ii) On peut écrire, comme [S-V] 1 = B(a(t)) , a(t) = 1 [§((w!)? + (w?)?)ds ou B
est un mouvement brownien 1-dimensionnel indépendant de ||w.||p. Apres un changement
d’échelle dans la norme || - ||lo, ot on utilise ||z 0 Z|las < [|2la, 210 - [IZ]|5, (la norme
|z|la est prise sur linterval [0,]|Z]|o]) on obtient grace a l'inégalité (5) la majoration
P(||7.9]]o > M&* | Jw.|jo < ) < exp(—caM?§2u=D),

(iii) On obtient la conclusion par (i), (ii) et la remarque triviale : ||zZ]|o < ||2||a -
1200+ 12l - 2]

(iv) On applique plusieurs fois la formule d'Tt6. Outre des termes qui sont majorés par
des produits des normes |[w.||o, [|€.% |0, ||€.7]|a, il reste & controler les normes hélderiennes
de browniens changés de temps, B(a(t)). On les majore comme dans (ii), sans toutefois
pouvoir utiliser I'indépendance de a et B.

(v) On utilise les mémes idées que dans (iv). La restriction & o < ; vient du fait
qu’on doit controler des termes du type c||w.||, (qui correspondent au cas ou f est une
constante). q.e.d.

On prouve ensuite que limg)g P( ||z. — @.(0)][o > € | |Jw.|lo <) =0, pour tout € >
0. Pour cela on voit par le Lemme 2 (v) que limgjo P(|| J; ox(s, zs) odw®||o > € | [w.|lo <
d) =0, pour tout € > 0, et on conclut grace au Lemme suivant :

Lemme. 3 Soient z; = z +m; + [y 1(zs)ds , = z + [41(Z,) ds ot ||m]lo <€, m(0) =0
et | est lipschitzienne de constante L. Alors ||z — Z|lo < (1+ L)eFe.



PREUVE. Par le lemme de Gronwall on a ||z — Z||o < eel. Ensuite on déduit, par un
calcul facile que ||z —2|lay < e+ L||z—Z|lo+ L J ||z — 2| andu . D’ot1 on tire la conclusion,
par une nouvelle application du lemme de Gronwall. q.e.d.

Enfin la formule de Girsanov donne P( ||®,(w.)—®,(h.)||o <e) > 0, pour tout € >0
et pour tout h € L2,

Ainsi supp, (P,) 2 ©,(L?)" .

L’inclusion inverse est obtenue en utilisant l’approximation polygonale du mouvement
brownien. Le raisonnement est classique, on prouve la tension de cette approximation
pour la norme holderienne, a ’aide des majorations standard pour les moments et le fait
qu'un ensemble borné dans || - ||« , @' > « est compact dans || - ||4-

On acheve ainsi la preuve du Théoreme 2. Les résultats qui précedent sont développés
dans l'article [BA-G].

Les auteurs remercient P. Baldi pour ses suggestions, en particulier pour le Lemme 3.
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