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FEUILLE D'EXERCICES # 2

Exercice 1 Sous le tapis
On se place sur la tribu A := {4 € P(R), A dénombrable ou A® dénombrable}. Montrer que I’application
w définie par p(A) =0 si A dénombrable et pu(A) = 1 sinon est bien une mesure sur (R, .A).

Exercice 2 Invariance par translation
Soit p une mesure sur (R, B(R)) vérifiant ([0, 1]) = 1 et invariante par transation, i.e.

Va € R, VB € B(R), p(a+ B) = u(B).

Pour a < b, determiner p({a}) et p([a,b]). En deduire u([a, +oo|).

Exercice 3 Intersection d’ensembles de mesure pleine

Soit p une mesure finie sur (E,.A) un espace mesurable. Soit (A4,)
telle que p (A,) = p(E) pour tout n > 1. Montrer que p (Np>145)
suppose plus la mesure finie ?

, une suite d’ensembles mesurables

n>
= u(E). Est-ce encore vrai si 'on ne

Exercice 4 Queue d’une distribution
Soit 1 une mesure finie sur (R, B(R)). Posons F : x — pu([x, +o00[]. Justifier que la mesure p est entiérement
déterminée par la donnée de F. Que dire de ensemble D = {z € R, pu({z}) > 0} 7

Exercice 5 Somme de négligeables
Déterminer A, B € B(R) de mesure de Lebesgue nulle, tels que A + B = [0, 1].

Exercice 6 Suites monotones de mesures

1. Soient (E,.A) un espace mesurable et (p,) une suite de mesures sur (E, .A) telle que :
VAe A, VneN, pun(A) < pint1(A).

Montrer que g = lim, o ft, définit ume mesure sur (£, A).

2. Trouver une suite de mesures décroissante dont la limite n’est plus une mesure.

Exercice 7 Dilatation et translation
Soient a,b € Ret f: 2 € R+ azx+b. Montrer que f(A) € B(R) pour tout A € B(R) et A(f(A)) = |a|A(A)
ol A désigne la mesure de Lebesgue.

Exercice 8 Sur les fonctions mesurables

Soit (E, A, ) un espace mesuré et f : (E,A) — (R,B(R)) une fonction mesurable, autrement dit pour
tout B € B(R), f~1(B) € A. Montrer que, si u(E) # 0, alors il existe A € A tel que pu(A) > 0 et f est
bornée sur A. De la méme fagon, montrer que si u({f # 0}) # 0 alors il existe A € A tel que pu(A4) > 0 et
|f| est minorée par une constante strictement positive sur A.



Exercice 9 Limite de fonctions mesurables
Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables d’un espace mesurable (E, .A) dans (R, B(R)).

1. Montrer que les fonctions suivantes sont mesurables :

inf f,, supf,, liminff,, limsup f,.
neN neN n—oo n—00

2. En déduire que si (f,,) converge simplement vers une fonction f, alors f est mesurable.

Exercice 10 Ensembles de niveau
Soient f, g deux fonctions mesurables d’un espace mesurable (E,.A) dans (R, B(R)). Montrer que les en-
sembles suivants sont mesurables :

A={f<gt={ze b flz)<g(x)}, B={f<g}, C={f=g}

En déduire que f + g est mesurable.

Exercice 11 Lieu de convergence
Soit (f,) une suite de fonctions mesurables d’un espace mesurable (E,.A) dans (R, B(R)). Montrer que
lensemble A = {z € E, (fn(7)),>, converge } est un élément de la tribu A.

Exercice 12 Propriétés élémentaires
Soit (E,.A) un espace mesurable.

1. Soit A C E. Montrer que 14 est mesurable si et seulement si A € A.

2. Soit (E) une partition dénombrable de E qui engendre .A. Montrer qu’'une fonction f : £ — R est
mesurable si et seulement si elle est constante sur chacun des Ej,.

3. L’inverse d’une bijection mesurable est-elle toujours mesurable ?

Exercice 13 Monotonie et mesurabilité
Montrer qu’une application f : R — R monotone est mesurable.

Exercice 14 Convergence en mesure
Soient (F,.A, 1) un espace mesuré et (f,) une suite de fonctions mesurables de (E,.A) dans (R, B(R)). On
dit que (f,) converge en mesure vers f si :

ve> 0, lim p({Ify—f1><h =0,

Montrer que si u(FE) < 400, alors la convergence p-presque partout implique la convergence en mesure.
Mountrer que si (f,,) converge en mesure vers f, alors (f,,) converge p-presque partout vers f a une extraction
de suite prés.



