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Exercice 1 Question de cours ou presque
Soit (X,Y ) un couple de variables aléatoires admettant une densité f(X,Y ) par rapport à la mesure
de Lebesgue dans R2. On note fX et fY les densités marginales. On note ϕ(X,Y ), ϕX et ϕY les
fonctions caractéristiques associées.

a) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les densités qui assure que les variables X
et Y sont indépendantes.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur les fonctions caractéristiques qui assure
que les variables X et Y sont indépendantes.

c) Soient U et V deux variables indépendantes de loi N (0, 1). Déterminer les fonctions carac-
téristiques ϕ(X,Y ), ϕX et ϕY des variables X := U − V et Y := U + V .

d) Les variables X = U − V et Y = U + V sont-elles indépendantes ?

Exercice 2 Réduction de variance
Soit g : [0, 1] → [0, 1] une fonction de carré intégrable, on note I(g) :=

∫ 1
0 g(x)dx. Soit U de loi

uniforme dans [0, 1]. On pose

X := g(U), Y :=
1

2
[g(U) + g(1− U)].

a) Montrer que E[X] = E[Y ] = I(g)

b) Via l’inégalité de Cauchy–Schwarz, montrer que Var(Y ) ≤ Var(X).

Exercice 3 Sur les lois de Poisson
On considère une suite (Xn)n≥1 de variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson P(λ), i.e
P(X1 = k) = e−λλk/k! pour k ∈ N.

a) Déterminer la fonction caractéristique de X1.

b) Expliciter la fonction caractéristique de (X1 + . . .+Xn)/n

c) Que peut-on en déduire ?


