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Exercice 1 Questions de cours (ou presque)

i) a) Soient F un e.v.n, G un sous-espace vectoriel de E et g € G’ une forme linéaire continue.
Soient f1, fo € E’ deux extensions de Hahn-Banach de ¢ distinctes. Montrer que 1’en-
semble des extensions de Hahn-Banach est un convexe de E’ et c’est un ensemble infini.
Commenter 'unicité d’extension de Hahn-Banach.

b) Supposons dans cette question que F est un espace de Hilbert et que G est un sous-espace
vectoriel fermé de E. Notons P,z la projection orthogonale de x € E sur G. Montrer
que si g € G’ alors f(x) = g(P,z), Yz € E, est 'unique extension de Hahn-Banach de
g. On pourra remarquer que si f est une (autre) extension de Hahn-Banach de g alors

f(z) = (z,a), Y € E, avec P a=0.

ii) Soient E et F' deux espaces de Banach et soit T': E — F' un opérateur linéaire. On introduit
N :=n{T(V) : V voisinage de Og}.

Montrer que N est un sous-espace vectoriel fermé de F' et que T continu ssi N = {0p}.

Exercice 2 Eztension de normes équivalentes

Soit (E, || - |l1) un e.v.n. et soit G un sous-espace vectoriel de E. Soit || - |2 une autre norme sur E
telle qu’elle soit équivalente a || - ||1 sur G, i.e. Im, M > 0t.q.m|lyl1 < |lyllz < M|ly|l1, Yy € G.
Montrer qu'’il existe une norme sur E équivalente a || - ||; sur E et dont la restriction & G est || - |2
On pourra introduire

2] := max {ml|[l1, sup |f(x)[},
N

le sup étant pris sur f et f, ot f € (G, | -|l2), £l o)y < 1, et ot f e (B, |l1) est une extension
de Hahn-Banach de f} G
ST

Exercice 3 FExtension de Phillips d’un opérateur

i) Soit H un espace de Hilbert, G un sous-espace vectoriel fermé de H et E un e.v.n. quelconque.
Soit T": G — E un opérateur linéaire continu. Montrer qu’il existe un opérateur linéaire continu
T : H — E qui est une extension de T, c’est-a-dire T|G =T, et tel que ||T|| = ||T|| (extension
de Phillips de T').

ii) Soit H = {2 avec sa norme usuelle d’espace de Hilbert, G = {x € ly : (x,e1) = 0}, ou
e1 = (1,0,0,...), et soit T : G — ¢ l'inclusion canonique Tx = z, pour tout x € G (¢y étant
muni de sa norme usuelle |[(£1,£2,&3, .. .)|lco = sup [€x|). Montrer que les extensions de Phillips

k>1

de T sont de la forme Tval : Uy — ¢, Tal(fl,fg,fg, o) = (a1&1, 82,83, ...), avec |ag| < 1.



