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Fiche de TD n° 2 : Martingales

Exercice 1 (Martingale et fonction caractéristique) Soit (Z,,),>1 une suite de variables aléa-
toires indépendantes, de méme loi. On note ¢(u) := E[exp(iuZ1)], u € R, la fonction carac-
téristique de la loi commune et on pose Sop = 0 et S, = Y ,_; Zi, n > 1. Montrer que pour
u € R tel que p(u) # 0, M, (u) = exp (@uSn)/puw)", n > 0 est une martingale (complexe).

Exercice 2 (Martingale multiplicative I) Soit (Y;,),>1 une suite de variables aléatoires indé-

n
pendantes intégrables avec E[Y,,] = m,, # 0. Montrer que M,, = H (Yj/mj), n>1 My=1
j=1
définit une martingale.

Exercice 3 (Martingale multiplicative II) Soit Y7,Y5,... des variables aléatoires positives in-
dépendantes et identiquement distribuées et la suite (X,,)n>0 définie par Xg = 1 et X, :=
[Tj-1 Yj pour n > 1.
1. Sous quelles conditions la suite (X, ),>0 est-elle une sur-martingale ? Une sous-martingale 7
Une martingale ?

2. On se place dans le dernier cas et on suppose de plus que P(Y; = 1) < 1 et qu’il existe
6 >0 tel que Y7 > 6.
(a) Montrer que In(Y7) est intégrable.
(b) Montrer que E[InY;] < 0.

(c) Utiliser la loi des grands nombres pour (In X»)/n pour montrer que lim,,_, 4~ X, =0
presque strement.

Exercice 4 (Urne de Pélya I) On dispose (d’une infinité) de boules blanches et noires. A I'ins-
tant 0, une urne contient une boule de chaque couleur et on effectue une succession de tirages
définis par la regle suivante : on tire une boule de I'urne uniformément au hasard et on la
remet dans 'urne en ajoutant une boule de la méme couleur. On note .S, le nombre de boules
blanches au temps n, et X,, := Sn/(n+2) la proportion de boules blanches au temps n.
1. Montrer que la suite (X,,)n,>0 est une martingale par rapport a sa filtration naturelle
(canonique) (Fp)n>0 et calculer E[X,].
2. Si au lieu d’ajouter une seule boule, on ajoute ¢ € N* boules de la méme couleur que la
boule extraite, est-ce que la proportion de boules blanches reste une martingale ?

Exercice 5 (Martingale et loi géométrique) Soit Z une variable aléatoire géométrique de pa-
rametre p €]0, 1] sur N (ie. P(Z = n) = (1 — p)"p pour tout n > 0). Pour tout n > 0, soit F,
la tribu engendrée par Z A (n + 1).

1. Montrer que :
Fo=0c({Z2=0},{Z=1},.... {Z=n},{Z >n+1}).

2. Montrer que :

est une martingale.



Exercice 6 (Martingale et suite récurrente I) Soit a € [0,7/2] et (Uy)n>1 une suite de va-
riables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On pose Xy := a et on définit par
récurrence X4 := Upy1sin(X,) pour n > 0. On note (F,)n>0 la filtration naturelle asso-
ciée a la suite (X,,)n>0. Montrer que (X,,)n>0 prend des valeurs positives, puis que la suite
(2”Xn)n>0 est une sur-martingale relativement a (F,)n>0.

Exercice 7 (Transformée de Lévy discréte) Soit (X,,),>0 une suite de variables aléatoires in-
dépendantes et de méme loi P(X; = 1) = P(X; = —1) = /2. On pose Fy := {0,Q},
Fn = O'(Xl,...,Xn) et So :=0,5, = X1+ ---+ X, pour n > 1. On considere la suite
(My,)n>0 définie par My := 0 et pour n > 1 :

n
My :=) " sign (Sg-1) Xp,
k=1

ou sign (z) = +1six >0, sign () = —1 si < 0 et sign (0) = 0.

1. Quel est le compensateur de la martingale (Sp,)n>07

2. Montrer que (My,)n>0 est une martingale et calculer le compensateur de (My,)n>0.
3. Quelle est la décomposition de Doob de ([Sy,]), 5,7
4

. En déduire que M,, est mesurable par rapport & la tribu o (|S1], ..., |Ss|).

Exercice 8 (La prochaine est rouge) On consideére un jeu de 52 cartes, et on en retourne les
cartes une a une. Le joueur peut, une et une seule fois au cours du jeu, dire "la prochaine est
rouge” ; il gagne si la carte suivante est rouge, sinon il perd.

On se demande quelles sont les stratégies de jeu qui optimisent la probabilité de victoire. Pour
n=20,...,51, on note R, le nombre de cartes rouges encore dans le jeu apres avoir retourné
n cartes. Soit A, I’événement "la n-iéme carte retournée est rouge”.

1. Calculer P(Ay4q |Ry, = j), pour j € {2,...,26} et n € {0,...,50}.

2. Calculer P(Ry41 = j|Rn) = P(Rn41 = j|Fn), pour n € {0,...,50} et j € {0,...,26},
ot on a posé F,, := (R, ..., Ry,).

3. Montrer que, pour n € {0,...,50},

R
E[Rn+1 |]:n] = Rn - ﬁ
4. Montrer que X,, := Bn/(52-n), n = 0,..., 51, est une martingale par rapport a la filtration
(Fn)n>0 et que X, = ]P’(An+1 ].Fn)
5. On définit 7 € {0,...,51} le temps ou le joueur dit “la prochaine est rouge” avant de

retourner la (7 + 1)-iéme carte. Montrer que 7 est un temps d’arrét et que la probabilité
de victoire est E[X;]. Montrer que, pour toute stratégie, la probabilité p de victoire dans
ce jeu est toujours la méme et calculer p.

Exercice 9 (Martingale identiquement distribuée) Soit (X, ), >0 une sous-martingale telle que
les variables aléatoires X,, ont toutes méme loi.

1. Montrer que la suite (X,),>0 est en fait une martingale, ainsi que (X, V a)p>0 et
(Xn A a)p>0 ol a est un réel fixé.



2. Soit n > m deux entiers et a un réel. Montrer que sur 'ensemble {w € Q : X,,(w) > a},
on a X, > a presque strement. En déduire que la suite (X,,),>0 est constante presque
strement.

Exercice 10 (Une réciproque du théoréme d’arrét) 1. Soit (F,)n>0 une filtration, 7" un
temps d’arrét et A € Fpr. On pose

Ty T sur A
A7 400 sur AC.

Montrer que T4 est un temps d’arrét.

2. Si S est un autre temps d’arrét tel que T' < S et si A € Fp, on pose

T sur A
U'_{S sur A°€.

Montrer que U est un temps d’arrét.

3. Soit (Mp)n>0 une suite adaptée de variables aléatoires intégrables. Montrer que M est
une martingale si et seulement si E[M;] = E[Mj], pour tout temps d’arrét borné 7.

Exercice 11 (Un critére de finitude pour les temps d’arrét) Soit 7" un temps d’arrét pour une
filtration (F,)n>0. On suppose qu’il existe € > 0 et N > 1 un entier tels que pour tout n > 0,
on a

P(I'<n+N|F,) >¢ bps.

Montrer que T est fini presque strement et que E[T] < +oo.

Exercice 12 (Autre version du théoréme d’arrét) Soit (X,,),>0 une martingale définie sur un
espace de probabilité filtré (Q, F, (Fn)n>0,P) et T un temps d’arrét vérifiant P(T' < 4o00) = 1,
E[|X7|] < 400 et limg, s 400 B[|Xn| 1irsny] = 0.

1. Montrer que lim,_ 1 IE[|XT| 1{T>n}] =0.

2. Montrer que lim, o0 E[|X7an — X7|] = 0.

3. En déduire que E[X7] = E[X].

Exercice 13 (Ruine du joueur) Soit a et b des entiers strictement positifs et (X}, ),>1 une suite
de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées de loi p := pd; + ¢d_1 ou
0<p,g<letp+qg=1. 0OnposeSy:=0et S, :=X;+ -+ X, pour n > 1 et on désigne
par (Fy)n>1 la filtration naturelle associée. On suppose dans un premier temps que p # ¢ (cas
asymétrique).
1. Montrer que les suites W, := S, — (2p — 1)n, n > 0, et M,, = (4/p)%", n > 0, issues de 0
et 1 respectivement sont des martingales par rapport (Fy)n>1.
2. Soit T = inf (n >0: S, ¢ —aq, b[) Montrer que T est un temps d’arrét fini presque
sirement.

3. En déduire les valeurs de P(Sp = —a), P(St =b) et E[T].

On suppose maintenant que p = ¢ = /2 (cas symétrique) de sorte la suite (Sy)n>0 est une
martingale.

4. Montrer que le temps T est toujours fini presque sturement.



5. Etablir les identités de Wald : E[S7] = 0 et E[S2] = E[T].

6. En déduire les probabilités de sortie de [—a,b] et la date moyenne de sortie

P(Sr = —a), B(St = b), E[T].

Exercice 14 (Un nouveau temps d’arrét construit 4 partir d’un temps d’arrét) Soit 7' un temps
d’arrét par rapport a une filtration (F,),>0. Pour tout n € N, on pose :

¢(n) = int (k >0:{T=n}e ]—“k>.
Prouver que ¢(T") est un temps d’arrét et qu’il est majoré par 7.

Exercice 15 (Une martingale qui converge en probabilité mais pas presque siirement) Soit (Xp,),>1
une suite de variables aléatoires indépendantes vérifiant P(X,, = 1) = P(X,, = —1) = 1/2n et

P(X, =0) =1—1/n. On note (F,),>1 la filtration naturelle associée. On définit une nouvelle

suite de variables aléatoires (Y},)n>1 en posant Y] := X;, et pour n > 2 :

S X Si Ypo1 =0,
" n|X,|Y,-1 sinon.

1. Montrer que (Y},)n>1 est une martingale pour la filtration (Fp)p>1.
2. Montrer que (Y;,)n>1 converge vers 0 en probabilité.

3. Montrer a 'aide du lemme de Borel-Cantelli que (Y;,),>1 ne converge pas presque si-
rement. Quelle hypothese fait défaut pour l'application du théoréeme de convergence
presque sure ?

Exercice 16 (Martingale et suite récurrente II) Soit ¢ un réel et (U,),>1 une suite de va-
riables aléatoires indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]. On pose Xy := a et on définit par
récurrence Xy 41 := Upt1 + (1 — Up41) X2 pour n > 0. On note (F,)n>0 la filtration naturelle
associée a la suite (X,)n>0.

1. Montrer que la suite (X}, ),>0 est une sous-martingale relativement a (F,)n>0.

2. On suppose maintenant que a € [0, 1]. Montrer que lorsque n tend vers I'infini, la suite
(Xn)n>0 converge presque sirement vers une variable aléatoire X, que I'on précisera.

Exercice 17 (Martingale qui converge presque siirement vers +o0o) Soit (X,,)n>2 une suite de
variables aléatoires indépendantes telles que pour n > 2 :

n? 1

]P’(Xn:—nQ):— et P(Xn:n2_1):1—712.

On pose S, := Xa+---+X,, pour n > 2. Montrer que (Sy,)n>2 est une martingale relativement
a la filtration engendrée par (X, ),>2 et qu’elle converge ps vers +oc.

Exercice 18 (Martingale non bornée dans L') Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées telles que P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. On
pose Sy := X1+ .-+ X, pour n > 1 et Sy = 0. Montrer que (Sy,),>0 est une martingale
relativement a la filtration engendrée par les (X,,),>1 et qu'il existe une constante ¢ > 0 telle
que pour n assez grand, on ait E[|S,|] > cv/n.



Exercice 19 (Martingale qui converge ps mais qui n’est pas bornée dans L)

Soit (X,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
telles que P(X; = 1) = P(X; = —1) = 1/2. Soit T" une variable aléatoire indépendante de la
suite (Xp)n>1 telle que P(T = n) = C/n> pour n > 1 avec a >l et C = (Y, ~;n %)L On
pose

nAT
Sy = ZXk, n>1.
k=1
Montrer que (Sp,)n>1 est une martingale relativement a la filtration F,, := U(T, X1,. .. ,Xn),

n > 1, qu’elle converge ps, mais que pour « bien choisi, elle n’est pas bornée dans L.

Indication. Pour ce dernier point, on pourra se servir de I’Exercice 18.

Exercice 20 (Loi du 0-1 de Kolmogorov via les martingales) Soit (X, ),>1 une suite de va-
riables aléatoires indépendantes. On définit :

Fn 2:O'(X1,...,Xn), Foo :=0(U.7:n>,
n>1
f"::a(Xn,Xn+1,...), F = ﬂ]:”

n>1

Soit A un évenement asymptotique (ie. A € F°°). En utilisant la martingale fermée (M,,)n>1
définie par M, := E[14|F,], montrer que P(4) € {0,1}.

Exercice 21 (Théoréme de Rademacher sur les fonctions lipschitziennes)

Soit (£2, F,P) un espace de probabilité, X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et
f :10,1] — R une fonction lipschitzienne de constante de Lipschitz L > 0. Pour tout n > 0,
on pose X, :=2""[2"X | et Y, :=2" (f(X,, +27") — f(Xp))-

1. Pour n > 1, montrer les égalités de tribus suivantes :

.Fn = U(X07X17 s 7X7l) = U(XTL)7 ﬂ U(Xn’Xn+1’ o ) = U<X>
n>0

2. Déterminer E[h(Xp41) | X5] pour toute fonction & : [0,1] — R mesurable continue. En
déduire que (Y3,)n>0 est une martingale bornée relativement & (F,)n>0.

3. Montrer qu'il existe une variable aléatoire Z, limite ps et dans L' de (Yn)n>0, puis qu’il
existe une fonction g : [0,1] — R borélienne bornée telle que Z = g(X).

4. Calculer E[h(X)|X,] pour toute fonction & : [0,1] — R mesurable bornée. En déduire

Xp427"
que presque surement : Y, = 2" / g(u) du.
" n
5. Conclure que f(x) = f(0) —|—/ g(u) du, pour tout x € [0, 1].
0

Exercice 22 (Urne de Pélya II) On consideére une urne dans laquelle se trouvent initialement
deux boules, une blanche et une noire. On dispose par ailleurs d’un stock infini de boules
blanches et noires. Partant de la configuration initiale, a chaque pas de temps, on tire au
hasard une boule de I'urne et on la remet dans I'urne avec une boule de méme couleur issue
du stock. A Dinstant n, il y a ainsi n 4+ 2 boules dans 'urne. On note S;, le nombre de boules
blanches dans l'urne a Uinstant n et X,, := S»/(n+2) la proportion de boules blanches.



1. Montrer que la suite (X,)n>0 est une martingale bornée. En déduire que (X, )n>0
converge (dans un sens a préciser) vers une variable aléatoire X, telle que 0 < X, < 1.

2. Pour k£ > 1, on considere la nouvelle suite (Yrgk))n>0 de variables aléatoires :

Sp(1+Sp)...(k—148y)
2+n)...(k+1+n)

Yék) =
Montrer que (Yn(k))n>0 est également une martingale bornée qui converge (dans un sens
a préciser) vers A Xk (la puissance k-ieme de X)) et que ]E[Yogf)] =1/(k+1).

3. En déduire que X est de loi uniforme sur [0, 1].

Exercice 23 (Sur les arbres de Galton-Watson) Soit i =}, - pnd;, une loi de probabilité sur
N et (ka)nZl une famille de variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées
k>

de loi p. On définit par récurrence une suite (Zn)n>o telle que Zp :=1 et pour n >0 :

Zn

Zny1 = Z Xn—l—l,k-
k=1

La suite (Z,)n>0 représente le nombre d’individus a la génération n d’un arbre de Galton-
Watson de loi de reproduction p. On adopte ici la convention ) = 0 de sorte que si Z,, =0
alors Z,41 = 0. On désigne par T := inf (n >0: 2, = 0) € N le temps d’extinction de
I’arbre.
1. Etablir les points suivants :
(a) Sipyp=1pourun k €N, ie. u = 0, alors Z, 11 = kZ, = --- = k"1 7.
(b) Sipp =0 et p; <1 alors IP’(Z” Ve +oo) = 1. Autrement dit, la taille de I’arbre
tend vers l'infini avec n (comparer au jeu de pile ou face).
(¢) Si pp+p1 = 1 alors ]P’(Zn Ny 0) = 1. Autrement dit, I’arbre s’éteint presque
stirement et la loi du temps d’extinction 7" est géométrique.

Dans toute la suite, nous supposerons que :
Zo=1, 0<po<po+p1<1l, pi<1pourtoutk e N.

On note m := E[Z1] lorsque cette moyenne existe, et 02 = E[Z?] — E[Z1]? € R..

2. Montrer que si m < +o0, alors E[Z,,] = m™ pour tout n > 0 et si 02 < +oo alors

n
mt —1
n0_2

Var(Z,) =m

5 ., prolongé en no? si m = 1.
m [e—

Le cas m = 1 est dit critique, les cas m < 1 et m > 1 sont dits respectivement sous-critique
et sur-critique.
3. Montrer que la probabilité d’extinction vérifie P(T' < +00) = lim,,—, 10 P(Z, = 0).
4. Soit g la fonction génératrice de X171 = Z1, ie. g(s) := E[s%] = > k>0 ppst, et soit gn
la fonction génératrice de Z,, ie. g,(s) = E[s?"]. Montrer que ’on a la relation

on

gn —=3go0go...0g=4g
| —

n fois



5. Remarquer que P(Z, = 0) = g,(0) et en déduire d'une part que, si m < 1 alors
I'extinction est presque sire ie. P(T' < 4+00) = 1, et d’autre part que si m > 1 alors
P(T' < +00) est 'unique racine dans |0, 1[ de I’équation de point fixe g(s) = s. Expliciter
cette probabilité lorsque la loi de reproduction est une loi géométrique G(p) modifiée
sur N (ie. u(k) = (1 —p)kp).

6. Montrer que la suite Y;, := Zn/mn, n > 1, est une martingale. En déduire le comporte-
ment asymptotique de Z,, lorsque n tend vers ’infini.

7. On cherche maintenant a préciser ce comportement asymptotique dans les cas critique
et sur-critique. On suppose tout d’abord que m = 1 et 0 < +o00. En faisant un dévelop-
pement de Taylor de la fonction g & 'ordre deux en 1, montrer que

(a) limpy—qoonP(Z,, > 0) = 2/02;
(b) limy—yyo0 B[Zn/n|Z, > 0] = 02/2;
(¢) L(%n/n|Zy > 0) tend lorsque n tend vers linfini vers la loi exponentielle &(2/02).

8. On suppose maintenant que m > 1 et ¢ < 4o00. Montrer que la martingale (Y,)n>1
converge presque siirement et dans L? vers une variable aléatoire positive Y, qui vérifie :

(a‘) E[Yoo] =1let V&I‘(YOO) = U2/(m27m);
(b) ¢L.(0) = —1, et oo (mt) = g(¢oo()), olt on a posé poo(t) := E[e*tYm]_

Exercice 24 (Modéle de Wright-Fisher) Soit k& et N deux entiers tels que 0 < & < N. On
définit par récurrence une suite de variables aléatoires (X,]LV )n>0 de la fagon suivante : Xév =k
et pour pour tout n > 0 et i € {0,...,N}, laloi de X}, sachant que F,, = o(X{,..., X2)
est la loi binomiale B(N, X2'/N).

1. Montrer que la suite (XT]LV )n>0 est une martingale.

2. Montrer que lorsque n tend vers 'infini, (X,JZV ) converge presque stirement et dans

L? pour tout p > 1.

n>0
3. Décrire la loi de la variable aléatoire limite X 2.
Exercice 25 (Concentration sur 0 et 1) Soit (X,),>0 une suite de variables aléatoires réelles.

On pose F,, = 0(Xo,...,X,), n > 0. On suppose que X = a presque siirement avec a € [0, 1]
et que pour n > 0,

X 1+ X
1. Montrer que, pour tout n >0 :
X 14+ X
P(Xn+1 = Tn ou Xn+1 = +2 n) =1.

En déduire que presque surement X,, € [0, 1], pour tout n > 0.

2. Montrer que (X, )n>0 est une martingale qui converge presque stirement et dans LP pour
tout p > 1 vers une variable aléatoire que ’on note X ..

3. Montrer que, pour tout n > 0 :

E[(Xni1 — Xn)?] = %E[Xn(l - X,)].



4. En déduire la valeur de IE[Xoo(l — Xoo)}, puis la loi de X.

Exercice 26 (Ruine et grande fortune) Soit (.S,,),>0 une marche aléatoire simple sur Z : Sp :=
0,8, :=X1+---+ X, pour n > 1, ou les variables aléatoires X,,, n > 1, sont indépendantes
etdemémeloi 0 <P(X1=1)=p<1,P(X;=-1)=¢q=1-0p.

1. Pour n > 0, on pose Y, := (q/p) Sn Montrer que (Y},)n>0 est une martingale positive.

(oo < (2"

2. Montrer que pour k > 0,

et que lorsque ¢ > p :

E{supSn} < —.
n>0 q—p



