Sur une constante liée aux matrices 3 X 3

Michel CROUZEIX

1 Introduction.

Soit A € C%? une matrice carrée a coefficients complexes. On lui associe son image numérique
W (A) définie par W (A) := {v*Av;v*v = 1, v € C?}. On définit une constante Qg par

Qg = sup{||p(A)||; A € C*¢, |p| <1 dans W (A), p polynéme}.
Ayp

On sait que Q2 = 2 [1], de plus nous avons la borne uniforme Q; < 11.08, voir [2]. Dans ce
manuscrit nous nous intéressons plus précisémment a la constante Qs. Pour cela il nous sera
utile d’introduire les fonctions

P(A)
by (M)

sup{|lp(A)||; |p| <1 dans W(A), p polynome}, Aecdd
P

sup{||f(M)]||; |f] <1 dans D, f e H>®(D)}, M e C% o(M) c D.
f

On a noté ici D := {z € C;|z| < 1} le disque ouvert unité du plan complexe et H*°(D) l'espace
de Hardy des fonctions holomorphes et bornées sur D. La condition o(M) C D implique que
f(M) est bien défini (par exemple par la formule de Cauchy) des que f € H™(D).

Remarque. Si on choisit

V2 0
0 V2|,
0

0 2 0 0
A1=10 0 0], ouencore Ao= 10
0 0 0 0 0

on a, par un calcul simple, W(A;) = W (Ay) = D et ||A;1]| = 2 = |[|A2||, donc (A1) > 2 et de
méme 1(Ag) > 2 (en fait on peut montrer que ¥(A;) = 1¥(A2) = 2). Par suite Q3 > 2.

Il y a donc deux possibilités
e O3 = 2 ce qui est ma conviction, la constante Qg est donc atteinte pour des matrices A
dont I'image numérique est un disque. Nous n’étudierons pas plus en détail ce cas, mais

il resterait la question ouverte : est-ce que ¥(A) = 2 implique W (A) est un disque ? (La
réponse est positive pour les matrices 2 x 2, c.f. [1]).

e Le reste de ce papier est donc écrit sous la condition hypothétique Q3 > 2.

Dans le reste de ce papier, nous supposons donc Q3 > 2 et nous regardons essentiellement
des matrices 3 x 3.



2  Etude de ¢, (M) et de (A).

Soit M € C33 et soit A\, A2, A3 ses valeurs propres. On suppose qu’elles appartiennent & D.
Rappelons que, pour f holomorphe dans D, on a la représentation de Newton

JM) = fIMI A fIA, M) (M —=X1d) + f[A1, A2, As][(M =M 1) (M — A1),

avec les différences divisées

1
fM) = O, fIh el = /0 P + tho) dt,

1,1
f[)\l, Aa, )\3] = / / (1—7f)f”((1—t)(1—8))\1 + (1—t)8)\3 + t)\Q) dsdt.
0Jo
Pour des valeurs propres distinctes, on a les expressions plus simples

f(A1) = f(Q2) JA2, As] — f[A1, Ao
Al — Ao A3 — A1

f[)\l,)\g] = , s A 7& Ao, et f[)\l,)\g,)\g] = , SiAg 7é Al.

Soit f une fonction holomorphe donnée, satisfaisant || f||o := sup,ep|f(2z)] = 1. On lui
associe la fonction holomorphe g qui réalise le minimum de ||g||« sous les contraintes

glM] = flA], gl A2 = A1, A2l et g[Ar, A2, Azl = fA1, A2, As).
D’apres 'annexe, une telle fonction existe, est unique, et est de la forme

9 < — 01 2 — Q2

g(z):meieb(z):me ar,as € D, m>0, 6 €R.

1l—az1— 5[22’
De plus, on am = [lglles < 1 et F(M) = g(M) = m e b(M), doit [|p(M)] = |.f(M)]]
Il en résulte que I'on a

zZ— 01 22— Q9

¥ (M) = max{[[b(M)][| ; b(2) = ai, a2 € D}, (1)

1l—az1— 5[22’
(La fonction (aq,as) — ||b(M)]|| étant continue sur le compact D x D, le maximum est bien
atteint et est fini.)

Soit maintenant une matrice A ; on suppose que son spectre o(A) est contenu dans 'intérieur
de 'image numérique W (A). D’apres les résultats sur les transformations conformes, il existe
une bijection bicontinue a de I’ensemble convexe W (A) sur D qui est holomorphe & l'intérieur
de W(A). Soit d I'application réciproque de a. Si on pose M = a(A) et f(z) = p(d(z)), p étant
un polynome, on a p(A) = f(M); de plus f € H(D) et [[floo = P,y ()] On en
déduit que (A) < 9, (M). D’autre part, si b est de la forme donnée dans (1), et si on pose
g(z) = b(a(z)), alors g est holomorphe a l'intérieur de W(A) et continue dans W(A4). On a
g(A) = b(M) et de plus g est limite uniforme dans W (A) de polynémes. Il en résulte que

a(z) — a1 a(z) —ag

¥(A) = max{||g(A)];9(2) = , o, €D} (2)

1—aja(z) 1 — aga(z)



3 Quelques propriétés de I’'image numérique.
Les propriété suivantes de 'image numérique nous seront utiles et sont faciles a vérifier.

e W(A) est compacte et contient le spectre o(A) de la matrice A,
o WANA+ pl) =IW(A) + p,
e si U est une matrice unitaire alors W (U*AU) = W (A),

e si A et B sont deux matrices carrées de méme dimension, alors la distance de Hausdorff
entre leurs images numériques vérifie d,, (W (A), W(B)) < ||[A—B]|.

Nous donnons maintenant une démonstration élémentaire du résultat de Toeplitz et Hausdorff

Lemme 1. L’tmage numérique est convexe.

Démonstration. Soit A = % et p = % deux points distincts de W(A). Remplagant si

besoin g par €??g, on peut supposer que

- —= € R, donc
= A = A
(A-NL9) +(A=Ng. /) _ (A-NLg) (A=) o (A-No )
= A = A = A = A
Posons alors, pour ¢t € R,
ot) = (A(f+tg), f+tg) — M(f+tg, f+tg)
(n=XN){f+tg, f+tg)
_ AN+ (AN f) g9
(n=A)(f+tg, f+tg) (f+tg. f+tg) —
La fraction rationnelle ¢ est continue sur R et prend ses valeurs dans R. On a ¢(0) = 0,

p(00) =1 d’ou, pour tout 7 € (0,1), il existe t € R avec ¢(t) = 7. En remarquant que

(A(f+tg), [+tg)
(f+tg, f+tg)

on en déduit que le segment joignant A a u est contenu dans W(A). O

(=T A+ 7= A=p)e(t) + A=

W(A)7

Nous aurons aussi besoin des propriétés suivantes

Lemme 2. a) Si A € o(A) NOW(A), alors C¢ = Ker (A—\I) @ Im (A—X1I). De plus cette
décomposition est orthogonale.
b) Si \ est un point anguleur de OW (A), alors X est valeur propre de A.

Démonstration. a) Quitte a utiliser la propriété W (uA — AI) = pW(A) — A, on peut se ramener
au cas ot 0 € o(A) NOW (A) et Re(Av,v) > 0, pour tout v € C%. On écrit alors A = B +iC,
avec B = B*, C = C*. Siu € Ker A, on a clairement (Bu,u) = Re(Au,u) =0, or (Bv,v) >0
pour tout v. On a donc Bu = 0. Par suite Ker A = Ker A* = (Im A)*.

b) On se rameéne de méme au cas ot 0 € W(A) et |arg(Av,v)| < 6 < Z, pour tout v € C%

Il existe u tel que (Au,u) = 0; avec les notations précédentes, on a (Bu,u) = Re(Au,u) = 0,

or (Bv,v) > 0 pour tout v, donc Bu = %(A—i—A*)u = 0. Pour € > 0 assez petit on a encore
|arg(e’® Av,v)| < Z, donc de méme (e A+e " A*)u = 0. Par suite Au = A*u = 0.

U



Equation tangentielle de la frontiére OW (A) de l'image numérique.

Soit g = xg+iyg = g*Ag, avec ||g|| = 1, un point de la frontiere. Il existe un demi-plan
IT = {(z,y);ux + vy + w > 0} avec oy € I (donc uzy + vyy + w = 0) qui contient I'image
numérique : II D W(A). On pose

G(f):=uRef Af +vIm ffAf +w f*f.

On a G(g) = 0 et, puisque f*Af/f*f € I, G(f) > 0 quel que soit f € C%. On écrit maintenant
la matrice A sous la forme A = B +iC, avec B et C auto-adjoints. Alors

G(g+h) = G(g) + 2 Re (uh*Bg, h) + vh*Cg +wh*g) + O(||h||*),

ce qui implique Re h*(uB+vC4+wl)g = 0, Yh € C%, et par suite I'égalité (uB +vC +wl)g = 0.
Or g # 0, on en déduit

P(u,v,w) := det(uB + vC + wl) = 0. (3)

Ainsi toutes les tangentes (et méme toute les droites d’appui) de I'image numérique W (A)
vérifient 1’équation tangentielle P(u,v,w) = 0 (de plus, si P(u,v,w) = 0, la droite d’équation
ur + vy + w = 0 possede au moins un point appartenant a 'image numérique. La frontiere
de image numérique est donc contenue dans la courbe algébrique C d’équation tangentielle
P(u,v,w) = 0. Notons que P est un polynoéme homogene, a coefficients réels, de degré 3, cette
courbe est alors dite de classe 3. Ses foyers sont les valeurs propres de A. En effet A = zg+iyg
est une valeur propre de A ssi P(1,i,—\) = 0, la droite d’équation = + iy — A = 0 est tangente
a la courbe algébrique et passe par le point de coordonnées (xg, o). (Rappelons qu’on appelle
foyer d’'une courbe algébrique, tout point a coordonnées réelles par lequel on peut mener une
tangente isotrope a la courbe).

Lorsque le polynéme P est irréductible, 'équation cartésienne F'(x,y) de cette courbe s’obtient
en éliminant (u,v,w) des relations (redondantes)
ur + vy +w =0, P(u,v,w) =0,
P{L(u,v,w) Pé(u?vaw)

= == Pl .
. " > (u, v, w)

On peut prendre, par exemple,
F(x,y) := resultant (P, (1,t,—(z + ty)) — z P, (1,t, —(x + ty)),

ainsi F' est un polynome de degré 6.

Pour obtenir une représentation graphique de la courbe C on peut procéder de la maniere
suivante :

soit wy () > we(a) > ws(«) les racines de P(cos v, sin v, w) = 0,

e Pour le parametre « variant de 0 a 27, on utilise la représentation paramétrique, j = 1,2, 3,

_ P/(cosa,sina, w;(a)) _ P/(cosa,sina, w;(a))

v =zjla) = P! (cos i, sin o, wj(av))’ y=yi(a):

~ P(cos a,sin o, wj(a))

Notons que z3(a) := z3+iys)(a) = z1(a+7) et zo(a) = z2(av + 7). Lorsque le parametre
a varie de 0 a 2m, le point z1 () (tout comme z3(«)) parcourt la frontiere de W (A), tandis
que le point zs(«) parcourt deux fois une composante connexe de C contenue dans W (A).



4 La constante O3 est atteinte.

Lemme 3. Il existe des matrices A € C>3 telles que Q3 = ¥(A). Si Q3 > 2, alors les valeurs
propres de ces matrices sont intérieures a W(A), et donc W(A) n’a pas de point anguleuz.

Démonstration. On regarde uniquement le cas Qg > 2, 'autre cas étant déja résolu. Il résulte
des propriétés de I'image numérique que (A A 4+ p ) = 1p(A) si A # 0. 1l existe donc une suite
de matrices A,, a trace nulle et de norme tendant vers 1 telle que lim, . ¥ (4,) = Q3. Quitte
a en extraire si besoin une sous-suite, on peut supposer que A, converge vers une matrice A,
qui sera donc & trace nulle et de norme 1. On a aussi W(A4,,) converge vers W(A) au sens de
Hausdorff. On regarde les deux cas possibles :

ler cas: A posséde une valeur propre A € 0W (A). Quitte & effectuer une similitude unitaire
(ce qui ne change pas la valeur de 1(A)) on peut supposer d’apres le lemme 2 que

A0 O —2X0 0
soit A= |0 A | soit A=10 X O
0 0 0 A

Le premier cas correspond a A valeur propre simple, le second cas a une valeur propre double;
ce sont les seuls cas possibles puisque la trace est nulle et la norme vaut 1. Dans les deux cas
on peut trouver (au moins pour n assez grand) une suite de matrices H,, inversibles telles que

un 00
H'A,H,= |0 , et lim H, =1.
0 ATL n—oo

Il est clair que Y(H, 1A, H,) = ¥(AL) < Qy = 2 et ¥(A,) < ||Hul| ||H, | (H, A, Hy). Ce
cas n’est donc possible que si Qg = 2.

2¢eme cas ; les valeurs propres de A sont toutes intérieures a I'image numérique. Cela implique
en particulier que leur barycentre 0 est intérieur. On déduit de la convergence de W (A,,) vers
W(A) qu'il existe une suite €, convergeant vers 0 telle que W (A) C W((1+¢e,)Ay).

Il existe une suite de polynomes p,, telles que |p,| < 1 dans W(A,,) et lim,, . [|pn(4,)]] = Q3.
Posons ¢n(2) = pa(17=;)- On aalors |g,| < 1 dans W(A), d’'ot ¢(A) > [[gn(A))[|. En choisissant
n assez grand pour que les valeurs propres de A,, soient intérieures & W(A), on a

1

_ 1 -1
m(A) = 277 Jow pn(2)(z — 7 A) 7 dz,
1

Pn Ay) = — Pnl2 z— A, “Ldz.

() = gz [ piEIE— )

On en déduit
1

qn(A) — pn(Ay < Z—#Ail—Z—Anil dz — 0, et
g (A) (Al 2 Jowin 1(z — 74) ( )l

Qi > 0(A) = lim u(A))] = lim [[pu(A0))] = Qs
On a donc ¢(A) = Q3. O
Avec (2), on en déduit

as(z) —a1 ap(z) —ag

eD 4
1 _ 6(10,A(Z) 1 _ dQG,A(Z)’ a17a2 }7 ( )

Q3 = Arg?gg{\\g(A)H ;9(2) =



aa étant une représentation conforme de 'intérieur de W (A) sur le disque unité.

Remarque. Soit A la matrice fournie par le lemme; elle est unitairement semblable & une
matrice triangulaire supérieure 7', on a donc aussi ¥(7) = Qs. On remarque que W(T) =
W (e1D=T D) et ¢(T) = ¢(e!* D=IT D), lorsque D = diag(1, e, ¢%). En choisissant les 6,
de maniere appropriée, on peut se ramener au cas ou les éléments non diagonaux de 7" sont > 0.
On peut donc se limiter dans (4) a prendre le maximum sur les matrices triangulaires, a trace
nulle et a éléments non diagonaux > 0. On peut aussi rajouter un terme de normalisation (par
exemple la somme des éléments non diagonaux égale a 1).

Une autre possibilités est de prendre le maximum sur les matrices de la forme A = B +iC,
avec B diagonale réelle a trace nulle, C' auto-adjointe a trace nulle et a éléments non diagonaux
> 0 et de somme 1.

L’expression (4) permet d’envisager un calcul numérique de Q3 via un programme d’optimisation
portant sur 10 parameres réels (2 pour les coefficients de B, 2 pour les coefficients diagonaux de
C, 2 pour les coefficients non diagonaux de C, 2 pour les arguments de a1 et as, 2 pour leurs
modules (soumis a la contrainte < 1. Pour cela il faut calculer la fonction cotit, ce qui exige
d’abord la connaissance de OW (A), et ensuite le calcul de ag4.

5 Taxonomie des images numériques des matrices 3 x 3.

Etudions maintenant la forme des images numériques possibles :

1¢" cas. (Cas régulier). Le polynéme P est irréductible et il n’existe pas de point (ug, vy, wp),
(ug,v9) # 0, tel que P(ug,vo,wo) = P! (ug,vo, wo) = 0, autrement dit : le polynome P(u,v,.)
n’a jamais de racine double, (rappelons que les racines sont toujours réelles). Sans perte de
généralité, on peut supposer que trace(A) = 0 (on s’y ramene aisément par une translation). Le
polynome P est alors de la forme

P(u,v,w) = w’ = 3p(u,v)w + 2q(u, v),

avec p et ¢ polynomes homogenes de degrés respectifs 2 et 3. L’hypothese des racines simples se
traduit par p3(u,v) > ¢%(u,v), pour tout (u,v) # 0. Cela implique en particulier que p(u,v) > 0.
Rappelons que les racines du polynéme sont données par les formules
Yz ! . q ! . q
w; = 2,/psin <——— arcsin —) wo = 2,/p sin (— arcsin —)
vpsin(gog e 5) v sin (g aresing 7 )
Lo(m o1 . q
wy = —2,/psin <——|—— arcsin —)
vpsn{grz e g

Notons que ws est la racine intermédiaire. Posons

—3w;(u, v) pl, (u,v) + 24, (u,v) _ Piu,v,w;)

xj(u,v) = 3wj(u,v)—3p(u,v) - P@(U,v,wj)’
yi(u,0) = —3w;(u,v) py(u,v) + 24, (u,0) _ Pl(u,v,w;)
i\, 3wj(u,v)—3p(u’v) P{U(U,v,wj)’

et zj = z;+1y;. Lorsque o parcourt [0,27], le point d’affixe z;(cos o, sin o) décrit la frontiere
OW (A), tandis que lorsque « parcourt [0, 7], le point d’affixe (22(cos a, sin a) décrit une courbe
intérieure C;. La courbe algébrique totale C = W (A) U C; est de classe 3. Il existe donc 3



tangentes, et 3 seulement, paralleles a toute direction donnée; deux exactement d’entre elles
correspondent nécessairement a OW (A), puisque W (A) est convexe. Il en résulte que la courbe
intérieure a exactement une tangente parallele & une direction donnée, elle a donc au moins
trois points de rebroussement réels, et au plus trois puisque C est de classe 3 (notons que cette
courbe ne peut étre réduite a un point zg = zg+iyg, sinon P serait divisible par uxg+vyg+ w et
donc réductible). Pour des raisons algébriques, il existe aussi six autres points de rebroussement
qui sont complexes. Les relations de Pliicker impliquent alors qu’il n’existe pas d’autres points
singuliers et que la courbe algébrique C est exactement de degré 6.

En particulier la frontiere de W (A) est analytique.

glme ¢, (Racine double). Il existe un point (ug, vo, wo), (uo,vo) # 0, tel que P(ug,vo, wp) =
P/ (ug,v9,wp) = 0 et P est irréductible. Notons que A ne peut avoir des valeurs propres sur
la frontiere sinon, d’apres le lemme 2, le polynéme serait réductible. Nous ne supposerons pas
ici trace (A) = 0. Quitte a effectuer une rotation, puis une translation, on peut se ramener
au cas (ug,vg,wp) = (1,0,0); en effectuant ensuite une homothétie, on se rameéne au cas ou
P(1,0,w) = w?(w — 1). Puisque I'image numérique ne change pas si on opere une simili-
tude unitaire, on peut supposer que A = B + i C est telle que B est diagonale; on a alors
B =diag(0,0,1). Pour la méme raison, on peut supposer que la sous-matrice principale 2 x 2
de C est diagonale, et que les coefficients non diagonaux de C' sont positifs. Enfin quitte a
remplacer A par A — c33i I, on peut supposer que czz3 = 0. On se rameéne ainsi au cas ou A est
de la forme

000 a
A=[0 0 o]+i [0
00 1 a B 0

Notons que a # b, a # 0 et 3 # 0, sinon A serait unitairement semblable & une matrice bloc
diagonale, et donc P serait réductible; on peut donc supposer aussi a > b. Le polynéome P est
alors

P(u,v,w) = w® 4+ w?(u+(a+b)v) + w((a+b)uv+(ab—a? — 52)v?) + abuv? — (aB?+ ba?)v®.

Notons que 'on a P(1,0,0) = PJ(1,0,0) = P/(1,0,0) = P/(1,0,0) = 0. Toute cubique a
point double étant unicursale, on obtient une représentation paramétrique des solutions de
P(u,v,w) =0, qui est

u=—(+ (a+b)t* + (ab—a®— )t — (aB*+ba?)), v = (t+a)(t+b), w=to.



On a alors
Pl(u,v,w) = w?+wv((a+b)+abv® =03,
Pl (u,v,w) = 3w?+ 2w(u+t(at+b)v) + (a+b)uv+(ab—a? —F)v?
= v+ v (22— (& +5%)v + (2t+a+b)u)
= 3w® + 2w(u+(a+b)v) + (a+b)uv+(ab—a? —%)v?
= v (v2 + o2 (t+a)? + ﬁQ(H—b)Z).

On en déduit la représentation paramétrique de la courbe C

z(t) = (t+a)?(t+b)
C (ta)?(t+b)? + a?(t+a)? + F2(t+b)?
gy = —Lelre (t-+a)(t+b) u(t)
! (t+a)2(t+b)? + a2 (t+a)? + F2(t+b)?

Par dérivation
2(t+a)(t+b) (a?(t+a)* + B2(t+b)?)

YO = P b7+ odrar + D
iy o~ ) 2u(t) (@*(t+a)* + B7(t+0)°)
yit) = ——, T [(t+a)2(t4b)2 + 2(t+a)? + f2(t+5)2)2

On remarque qu'il existe un unique » pour lequel o?(r+a)? + 3?(r+b)? = 0, de plus cette racine
est simple et r € (—a, —b) ; le point (x(r), y(r)) est donc un point de rebroussement de premiére
espece. De plus u(t) = P(0,1,t) possede trois racines réelles simples 71 < 79 < 73; on a u(—a) =
a?(b—a) et u(—b) = B%(a—b) et u(t) = —t3 aVinfini. On en déduit 71 < —a < 79 < —b < 73. Rien
ne nous permet de situer 7o par rapport a r. Le choix r < 75 fait dans le tableau de variations
ci-dessous est donc arbitraire.

— 00 T —a r T2 —b T3 00
2 (t) - 0O + 0 — 0 +
x(t) N 0 7 n N 0 /
y(t) | 0 SOMoON e N v S Nobo N m 0
y'(t) + 0 - 0 + 0 - 0 +

a

La courbe est une cardioide.
Son enveloppe convexe est W (A).

7’/

Dans les cas restants,

soit P(u,v,w) = (uzg + vyo + w)q(u,v,w) avec ¢ polynéme irréductible de degré 2, alors
W(A) est 'enveloppe convexe du point zg = xo + iyp et de lellipse d’équation tangentielle
q(u,v,w) =0,



soit P(u,v,w) = (uzg+vyo+w)(uzs + vy +w)(uze +vys +w), les points z; = x; + iy;,
j =0,1,2 sont alors les valeurs propres de A, W(A) est le triangle de sommets zg, z1, z3 et la
matrice A est normale.

6 Calcul de la représentation conforme.

Soit Q l'intérieur de 'image numérique W (A) d’une matrice correspondant & I'un des deux cas
du paragraphe précédent. Quitte a effectuer une translation, on peut supposer A a trace nulle de
sorte que 0 € Q. Soit a une représentation conforme de € sur le disque unité telle que a(0) = 0.
Elle est de la forme a(z) = z exp(u + iv), avec u, v harmoniques & valeurs réelles. On a alors

Au=0, dans{, et wu=—logl|z|, sur d.

On en déduit qu’il existe une fonction ¢ définie sur 912 telle que, pour tout z € €2,

(u + i) (2) :/

4(y) Log(y—2) do(y) +ic et / 4(y) do(y) = 0.
o0 o0

On peut faire le choix ¢ = 0. La fonction ¢ est & valeurs réelles et s’obtient en résolvant, pour
tout z € 09,

—log\z!=/mq(y)10g!y—z!d0(y) et /q(y)da(y)=0-

[%9]

7 Matrices dont 'image numérique est le cercle unité.

Lemme 4. Soit A € C*3. Une condition nécessaire et suffisante pour que W (A) soit le disque
unité fermé D est que A soit unitairement semblable a une matrice de la forme

(0 2a 2b
e 10 0 2|, (5)
0 0 ¢

avec a = cos B, b =sinf cos p, c =sinf sinp, ¢ = —asin2p, p € R et 6,9 € [0, 7).

Démonstration. La condition W (A) = D implique que, pour tout u,v € R on a.

P(u,v, Vu+12) =0 et P(u,v,—Vu2+v2) =0.

Cette propriété est donc aussi vraie pour tout u,v € C, ce qui montre que 0 est une racine
double de P(1,i,w) = 0. Or on a P(1,i,w) =det (A — wl), donc 0 est valeur propre double
de A; il en résulte que A est unitairement semblable & une matrice de la forme (5), on peut
imposer de plusa > 0,6>0,¢c> 0,9 € R; a priori ( = x1+iy; € C. On a alors
w a(u—iv) b(u—iv)
P(u,v,w) = det [a(utiv) w c(u—iv) ,
b(utiv) clutiv) wHuzi+vy;
= w4 (uzy+oy)w? — (A2 +0%+2) (WP +v?) w
+2abcu(u?+v?) — a®(uxy +vyr) (u?+v?)
= (0 — (V¥+v?))(w + (ur1+vyr)) + (1 — (*+b%+2)) (v +0*) w
+2abcu(u?+v?) + (1— a®) (uzy +vy1) (u® +02).



En écrivant que
P(u,v,Vu?+v?) =0 et P(u,v,—Vu?+0v?) =0, Vu,v e R,
on en déduit a?+b*+c? = 1, 2abc+ (1—a?)z; = 0 et (1—a?)y; = 0, le lemme s’ensuit aisément. [0

On recherche maintenant, parmi les matrices ayant pour image numérique le disque unité,
lesquelles vérifient 1)(A) = 2. D’apres le lemme précédent, il suffit de regarder les matrices de
la forme (5) avec ¥ = 0.

Premier cas : a =1 oua =0 ou ¢ =0. Dans le cas a = 1, on est ramené a regarder la matrice

0 20
A=1(0 0 0], avec |¢| < 1.
00 ¢
Il est clair que ¥(A) = 2, puisque ||A|| = 2. On est dans le méme cas lorsque a = 0 ou lorsque

= 0 puisque les matrices correspondantes sont unitairement semblables a la matrice que 'on
vient d’écrire, avec ¢ = 0.

On suppose dans tout ce qui suit a # 1, a # 0 et ¢ # 0 ; on pose

1 0 0 2 0 0 z = /(1—a2)2+a?b? = sin 0 \/1—cos? 0 sin? ¢,
H=|0 @ =191 0], on
0 1;‘12 —ab 00y y = max(1, \/12137) = max(1, /1—cos? 6 sin? ),

(notons que H est ainsi le produit d’une matrice élémentaire de Householder par une matrice
diagonale). On remarque alors que

2

0 2a 2b 0 L oy
A=HBH™, avecA=|0 0 2| e B=[0 0 0 |,
2c
00 ¢ 0 2 ¢
de plus |H|| =2 et |[H | = 1. (Cette écriture a été obtenue en s’inspirant de la démonstration

de Badea de C'(D) = 2 basée sur une décomposition d’Ando (cf. [1]). Nous regardons les cas
restants

Deuzxieme cas : y # \/12f7’ a# 1, a# 0 et p # 0. Notons que cela implique y = 1 et
cosf sinp > § En effet 422 < 1—a? s’écrit aussi 4 sin® 6 + 4 cos? 6 cos® ¢ < 1, ou encore

cos ) sinp > @ On a alors
1 —sin? @ sin? o 0 2sinfsin ¢ cos go\/l — cos? fsin? ¢
BB* = 0 0 0
2 sin @ sin @ cos Lp\/l —cos2fsin?p 0 4sin? p(1 — cos? fsin? )

On en déduit aussi det (I — B B*) = sin? § sin ¢ (4 cos?§ sin? p — 3). Il en résulte que [ — B B*
est définie positive, car ses trois mineurs fondamentaux sont strictement positifs (rappelons que
a # 1 donc € # 0). Il en résulte que ||B| < 1. Par suite on a toujours (A) < 2 dans ce
deuxiéme cas.

En effet, si on avait )(A) = 2, il existerait un produit de Blaschke & au plus deux termes
f tel que ||f(A)|| = 2; on aurait alors nécessairement |f(B)| = 1 d’ou, puisque ||B|| < 1,
f = constante, ce qui contredit ||f(A)| = 2.
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Troisiéme cas : 1 <y = \/12167 <2,a#1,a+#0 et p#0. Cela s’écrit de maniere équivalente

0<cosé?sinap<§ et 0 # 0.
On a alors b # 0 et, par un calcul simple,

00 O
B*B={(0 1
2,.2
00 Zz
Notons que
b — 2222 = sin?6 cos® o(1 - 4(sin? 0 4 cos? 0 cos? ) cos? O sin? )
= sin® 6 cos® (1 — 2 cos? Asin® )% > 0.
On en déduit | B|| = 1. Supposons maintenant que 'on a ¢(A) = 2. Il existe alors un produit de

Blaschke f(z) = 12—_5\)\2 lsz“z, avec |u| < |A <1, tel que [[f(A)| = 2. On peut donc trouver deux
vecteurs u et v € C3 avec ||ul| = ||v]| = 1 tels que u*f(A)v = 2. On a alors 2 = w*H f(B) H 'v,
avec |[u*H| < 2, [|f(B)|| < 1et ||[H 'v|| < 1; il en résulte que |[u*H|| = 2, || f(B)|| = 1 et
|H 'v|| = 1. Compte-tenu de la forme de H, cela implique que u*H = 2p (1, 0, 0) = 2pel et
H v = gey, avec |p| = |o| = 1. En utilisant que ||f(B)|| = 1, cela montre finalement que 1’on
a f(B)es =vey, avec |v| = 1. On utilise maintenant la représentation de Newton

f(B) = fol + 1B + f2B?, avec fo = f(0), f1=f'(0), fo= [[0,0,¢],

on obtient aisément
% " 2c
0 = e3f(B)ex = fo, Ozegf(B)ezzg(ﬁ%—sz),

v = eif(B)ex = é(bfl +2ac’ f).

On en déduit p = 0, f1 = =X, fo = E—%\"Z; notons que 6 # 0 et donc ¢ # 0, on a alors

fitCfo=0,dou=A=¢(, fo=1et f; = —(. Par suite

1 2 cos @ sin ¢(sin? @ sin? p + cos? @)

v==(-b(+2ac) = =2 cosf singo\/l—cos26?sin2<p.
z /1 — cos? Osin? ¢

Cela n’est compatible avec |v| = 1 que lorsque cosf sinp = %; dans ce dernier cas on a

effectivement u* f(A)v = 2v en prenant u = e; et v = Hes. Donc dans ce troisiéme cas on a

P(A) = 2 si, et seulement si, cosf sinp = %

Quatrieme cas : y = \/12167 =1,a#1,a#0 et p=#0. Ce cas correspond a cosf sinp = @

et 0 # 0; on a donc 0 €]0, %], v €]5,5], * = sin = 1. Comme on a 2 cosy < 1, on peut

5
trouver t €]0,7/2] tel que cost = 2 cos . On a alors
4¢® + 4 cos? ¢ = 4(sin? § sin® + cos? ) = 1, donc % = sint,
¢ =—2cosf singpcosgo:—é cost, ac = /3, donc ¢¥ = V3 sint
D’ou
0 cost @sint 00 O
B=1]10 0 0 et B*B=(0 1 0
0 sint —@ cost 0 0 3/4
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On en déduit comme précédemment ||B]| = 1 et, en supposant ¢(A) = 2, il existe un produit

de Blaschke & deux termes f tel que || f(A)| = 2 et deux vecteurs u et v € C3 avec ||ul| = |Jv|| =1
tels que ||[u*H|| =2, |f(B)|| = 1 et ||H 'v|| = 1. Compte-tenu de la forme de H, cela implique
comme précédemment que u*H = 2pe] avec |p| = 1, mais maintenant on sait seulement que

w = H v = (0,0,8)7, avec |a|?> + |B|> = 1. En utilisant que | f(B)|| = 1, cela montre
finalement que l'on a f(B)w = vey, avec |v]| = 1.
En reprenant la représentation de Newton utilisée au cas précédent on obtient

0 = esf(B)w= foa, 0=e3f(B)w=(f —@ cost fo)(a sint — ﬁ@ cost) + fof3,
v = ejf(B)w= fi(acost +6§ sint) + f2§ sint(asint — 6@ cost).
On a trois sous-cas possibles
e fo=0et f1+ fo=0. Alors =0, flz—)\:—ngcost, fo= 1__%{
V= § a, ce qui est incompatible avec |v| = 1.
e fo=0et f1 +( fo#0. Alors asint —ﬁ@ cost =0 donc a = n@cost, [ =n sint, avec

In| = (3 cos?t + sin?t)~/2. Par suite v = n@ fi,oronalfi| <1et 77@ < 1, ce qui est aussi
incompatible avec |v| = 1.

2
C = 1. Par suite

e o = 0. On peut prendre w = e3, i.e. = 1. On doit alors avoir
fo = L cost (fi—L cost fo) = —C(fi+C fo) = fo— F(C). Par suite £(C) = 0, dot i = C,
fo=A¢, (fi+C f2) = —fo/C = —A. En reportant dans v on obtient v = @ sint (f1+¢ f2) =
- @ sint ce qui est encore incompatible avec |v| = 1.
Dans ce dernier cas on n’a donc jamais ¢(A) = 2.

Lemme 5. Parmi les matrices 3 x 3, les matrices telles que (A) = 2 et W(A) = D sont les
matrices qui sont unitairement semblables a une matrice de l'une des deux familles suivantes

0 2 t(v/2—2t2

A \/2_2 \/2_2
e o Y0 ﬁ : avec t €[0,1], ¥ €R,
0 0 —t
0 2 0
00 0}, avec 0 €C, |(| <1.
00 ¢

8 Annexe. Un probleme de Pick-Nevanlinna.

Avant d’aborder ce probleme, rappelons que tous les automorphismes holomorphes du disque
unité (ouvert) D du plan complexe sont de la forme z — m(z) (transformation de M&bius)

eig zZ—Q

m(z) = , a€eD, §eR.

1—az

Par ailleurs, on appelle produit de Blaschke a k termes les fonctions de la forme

k
b(z):e“’HZ__aj, a; €D, €R.
]_ll—ajz

Les transformations de M&bius sont donc des cas particuliers des produits de Blaschke. De plus
on vérifie assez aisément que si m est une transformation de Mobius, et si b est un produit de
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Blaschke a k termes, alors mob et bom sont des produits de Blaschke a k termes. Remarquons la
propriété |b(z)| = 1, pour tout z € dD. Enfin on note H> (D) I'espace des fonctions holomorphes
et bornées dans D.

Le probleme de Pick-Nevanlinna est le suivant :

On se donne (g, (1,. . .,Cx, k+1 points distincts de D,
et fo, fi,- -+ fx, k+1 nombres complexes.

Trouver f € H*(D) qui réalise le minimum de || f|| o,

(6)

sous les contraintes f(&G)=1f;, 7=0,... .k

Théoréme 6. Le probleme de Pick-Nevanlinna admet une solution et une seule. De plus cette
solution est de la forme f = Cb, ou C est la valeur du minimum et b un produit de Blaschke a,
au plus, k termes.

Démonstration. a) Existence. L’ensemble des fonctions holomorphes réalisant les contraintes
n’est pas vide; il y a au moins le polynéome d’interpolation de Lagrange. Soit M sa norme;
Pexistence se déduit alors de la compacité (dans C™(K) quel que soit K compact avec K C D)
des fonctions f € H*(D) telles que || f]| <M.

Leo(D) —
b) Forme et unicité. Le cas C' = 0 est trivial ; dans le cas contraire, quitte a diviser les f; par
C, on peut supposer que f réalise le minimum et que C' = 1. On procede alors par récurrence
sur k. Pour k = 0, il est clair que I'unique solution est f(z) = fo, fonction constante. Supposons
le résultat montré jusqu’a k — 1 et C' = 1. Dans le cas trivial ol tous les f; sont égaux, la
solution est encore f(z) = fo, fonction constante. Autrement, par le principe du maximum, on
a nécessairement |fi| < 1. On pose alors

f(z) = (mo f)(z), fj =m(f;), ou 'on a posé m(z) S

On a clairement f € H*(D), f(¢;) = f; et
L= fll ooy | = min{llgll,c ) 159 € HX(D), 9(G) = i, =0, .k}

En effet, s'il existait g € H*(D), avec ||g][ 0 p) [l < 1 et g((;) = fi, j=0,...,k, on aurait
m~tog € H®(D), ||m_1ogHLOO(D)H <1, (m tog)(¢;) = f;, 7=0,...,k, cequiserait contraire
a I’hypothese 1 valeur minimale.

N 1—2k2.

Notons que f(¢x) = 0. On pose maintenant
£ 1-¢ F(1— Culs
z—Ck G — Ck
Onah e HOO(D)’ h(Cj) = hja J=0,....k=1, et ||h||LOO(D)H = ||hHLOO(aD)|| = HfHLOO(D)H =L
Par un raisonnement similaire a précédemment, on obtient
L= IAll ooy | = min{llgll e ) 19 € H(D), h(¢j) =Ry, j=0,....,k=1}.

L’hypothese de récurrence nous donne que / est unique, et est un produit de Blaschke a au plus
k—1 termes, donc f est unique, et est un produit de Blaschke & au plus k termes, par suite
f=m"1o f est unique et est un produit de Blaschke & au plus k termes.

j=0,... k-1

O
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Remarques.
1) Il n’est pas difficile de modifier la démonstration pour voir que le théoréme reste valable
si on considere le probléeme généralisé suivant :

On se donne (y, (1,...,(x, k+1 points, distincts ou non, de D,

et fo, fi,- -+, [k, k+1 nombres complexes.
Trouver f € H*(D) qui réalise le minimum de || f||
sous les contraintes flCos---,Gl=1Ffj, 7=0,... k.
2) Si |a| = 1 alors === = —a est de module 1. En admettant d’accepter des o € D, on peut

donc considérer qu’'un produit de Blaschke a au plus k£ termes est aussi un produit de Blaschke
a k termes.
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