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Abstract

Développement issu d’une partie d’un article de Ricardo Durán et de Maria Amelia
Muschietti. Les résultats présentés ici se trouvaient déjà pour l’essentiel dans une note de
M.E. Bogovskǐı.

Soit ω ∈ D(Rd) une fonction C∞ à support compact telle que
∫

w(x) dx = 1, la dimension d
sera supposée ≥ 2. On lui associe

• la fonction Gω(x, y) définie pour x 6= y ∈ R
d par

Gω(x, y) =

∫ ∞

1
sd−1ω(y+s(x−y)) ds (x−y),

• l’opérateur Rω défini par

(Rωf)(x) =

∫

Gω(x, y) f(y) dy.

Nota. Lorsque le domaine d’intégration n’est pas précisé, il est supposé être l’espace R
d entier.

Lemme 1. Soit f une fonction à support compact, f ∈ L1(Rd). Alors Rωf est bien défini, Rωf
appartient à L1(Rd) et le support de Rωf est contenu dans l’enveloppe étoilée1 du support de f
par rapport au support de ω. De plus on a

divRωf = f −
∫

f(y) dy ω.

En particulier divRωf = f si f ∈ L1
0(R

d) = {f ∈ L1(Rd) ;
∫

f(y) dy = 0}.
Démonstration. Soit R tel que la boule de centre 0 et de rayon R contienne le support de ω et
le support de f , soit η ∈ D(Rd) une fonction vérifiant η(x) = 1 dans la boule de centre 0 et de
rayon 1. On pose η

R
(x) = η(x/R).

a) On remarque que ω(y+s(x−y)) 6= 0 avec s > 1 entrâıne : x = 1
s (y+s(x−y))+ (1−1

s )y est
combinaison convexe de y avec un point du support de ω. Il en résulte que, si x n’appartient à
aucun segment joignant un point du support de ω avec un point du support de f , (Rωf)(x) est
bien défini et vaut 0. Cela montre la propriété sur les supports.

b) On introduit les fonctions

H(x, y) = η
R
(x) η

R
(y)

∫ 1

0
sd−1ω(y+s(x−y)) ds (x−y),

K(y, z) = η
R
(y)

∫ ∞

0
sd−1ω(y+sz)) ds z.

1On appelle enveloppe étoilée de E par rapport à F , le plus petit ensemble qui contient E et qui est étoilé par

rapport à F
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On vérifie facilement que, pour |x| ≤ R et |y| ≤ R, on a

Gω(x, y) = K(y, x−y) −H(x, y).

De plus (Sd−1 désignant la sphère unité de R
d)

H ∈ D(Rd× R
d; Rd), K ∈ D(Rd× Sd−1; R

d),

K(y, λz) = λ−(d−1)K(y, z), pour tout λ > 0.

On en déduit que

C(R,ω) = sup
|x|,|y|≤R

|x−y|d−1 |Gω(x, y)| < +∞,

d’où en posant h
R
(z) = C(R,ω) η

2R
(z) |z|−(d−1),

|Gω(x, y) f(y)| ≤ h
R
(x− y)|f(y)|, ∀x, y ∈ R

d.

On a h
R
∈ L1(Rd), il en résulte que Rωf est bien défini et appartient à L1(Rd). Remarquons

que de plus, si f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ +∞ (resp. f ∈ C0(Rd)), alors Rωf ∈ Lp(Rd) (resp.
Rωf ∈ C0(Rd)) et

‖Rωf‖
Lp(Rd)

≤ ‖hR‖
L1(Rd)

‖f‖
Lp(Rd)

c) Soit maintenant ϕ ∈ D(Rd). On part de

ϕ(y) −
∫

ϕ(z)ω(z) dz =

∫

(ϕ(y) − ϕ(z))ω(z) dz

= −
∫ ∫ 1

0
∇ϕ(y+t(z−y)) (z−y)ω(z) dt dz.

Avec le changement de variables x = y+t(z−y), s = 1/t, on obtient z = y+s(x−y) et

ϕ(y) −
∫

ϕ(x)ω(x) dx = −
∫ ∫ ∞

1
∇ϕ(x) (x−y) sd−1 ω(y+s(x−y)) dt dx

= −
∫

Gω(x, y)∇ϕ(x) dx.

On en déduit
∫

(Rωf)(x)∇ϕ(x) dx =

∫ ∫

Gω(x, y)∇ϕ(x) f(y) dy dx

= −
∫

ϕ(y) f(y) dy +

∫

ϕ(x)ω(x) dx

∫

f(y) dy,

c’est à dire

div (Rωf) = f − ω

∫

f(y) dy.

On a vu au cours de la démonstration que, si f ∈ Lp(Rd), 1 ≤ p ≤ +∞ (resp. f ∈ C0(Rd)),
alors Rωf ∈ Lp(Rd) (resp. Rωf ∈ C0(Rd)). De plus l’application f 7→ Rωf est uniformément
continue de l’espace des fonctions f ∈ Lp(Rd) (resp. f ∈ C0(Rd)) nulles en dehors de la boule
B(0, R) dans Lp(Rd) (resp. C0(Rd)). On a en fait plus de régularité
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Lemme 2. Pour tout 1 < p < +∞ et tout R > 0, l’application f 7→ Rωf est continue de

l’espace des fonctions f ∈ Lp(Rd) nulles en dehors de la boule B(0, R) dans (W 1,p(Rd))d. Plus

généralement, pour tout entier m ≥ 0, cette application est continue de l’espace des fonctions

f ∈Wm,p(Rd) nulles en dehors de la boule B(0, R) dans (Wm+1,p(Rd))d.

Démonstration. On a vu que

(Rωf)(x) =

∫

K(y, x−y) f(y) dy −
∫

H(x, y) f(y) dy =: (R
K
f)(x) − (R

H
f)(x).

Comme on a H ∈ D(Rd × R
d; Rd) on en déduit que l’application f 7→ R

H
f est continue de

Lp(Rd) dans Wm+1,p(Rd) pour tout m et tout p. Il suffit donc de montrer la continuité de
l’application f 7→ R

K
f . Rappelons que l’on a

K ∈ D(Rd × Sd−1; R
d) et K(y, λz) = λ−(d−1)K(y, z), pour tout λ > 0.

On définit θ ∈ D(Rd,Rd×d) et G ∈ C∞(Rd × (Rd \ 0),Rd×d) par

θkl(y) = η(y)

∫

Sd−1

∫ ∞

0
sd−1ω(y+sσ)σkσl ds dσ =

∫

Sd−1

Kk(y, σ)σl dσ,

Gkl(y, z) =
∂

∂zl
Kk(y, z),

(Kk(., .) désignant la k−ième composante de K(., .)). Remarquons que (en restreignant la se-
conde variable à la sphère unité) G ∈ D(Rd × Sd−1,R

d×d). On définit aussi l’opérateur S par

(Sf)
kl

(y) = lim
ε→0

∫

|y−x|>ε
Gkl(y, x−y) f(y) dy.

Nous verrons dans le lemme ci-après que, pour tout f ∈ Lp(Rd), Sf est bien défini à valeurs
dans (Lp(Rd))d×d (la limite ci-dessus étant comprise au sens de D′(Rd)). Considérons alors
ϕ ∈ D(Rd), on a

〈(RKf)k,
∂ϕ
∂xl

〉 + 〈(Sf)kl, ϕ〉

= lim
ε→0

∫ ∫

|y−x|>ε

(

Kk(y, x−y) f(y) ∂ϕ
∂xl

+ ∂
∂xl
Kk(y, x−y) f(y)ϕ(x)

)

dy dx

= lim
ε→0

∫ ∫

|x−y|>ε

∂

∂xl

(

Kk(y, x−y)ϕ(x)
)

dx f(y) dy

= − lim
ε→0

∫

(

∫

σ∈Sd−1

Kk(y, εσ)ϕ(y+εσ)σl d(y+εσ)
)

f(y) dy

= −
∫

θkl(y)ϕ(y) f(y) dy.

Cela signifie que l’on a

∂

∂xl

(

RKf
)

k
= θkl f +

(

Sf
)

kl
.

On déduit le résultat du lemme suivant

Lemme 3. Pour tout 1 < p < +∞ et tous 1 ≤ k, l ≤ d, l’application linéaire f 7→
(

Sf
)

kl
est

continue de Lp(Rd) dans Lp(Rd) ; plus généralement, pour tout entier m ≥ 0, elle est continue

de Wm,p(Rd) dans Wm,p(Rd).
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Proof. Rappelons que l’on a Gkl ∈ D(Rd × Sd−1,R) (en restreignant la seconde variable à
la sphère unité) ; par ailleurs on vérifie facilement la propriété d’homogénéité Gkl(y, z) =
λdGkl(y, λz), pour tout λ > 0. De plus on a

∫

Sd−1

Gkl(y, σ) dσ = 0.

En effet, par exemple si l = n, pour σ′ ∈ Sd−2, on a

∂

∂xn
Kk(., (σ

′, xn√
1−x2

n

)) = Gkn(., (σ′, xn√
1−x2

n

))
1

(1−x2
n)3/2

,

donc, puisque Kk(., (σ
′, t) → 0 quand t → ±∞,

∫ 1

−1
Gkn(., (σ′, xn√

1−x2
n

))
1

(1−x2
n)3/2

dxn = 0.

Par suite, en utilisant l’homogénéité de Gkn,
∫

Sd−1

Gkn(., σ) dσ =

∫ 1

−1

∫

Sd−2

Gkn(., (
√

1 − x2
nσ

′, xn)) d(
√

1 − x2
nσ

′)
dxn√

1 − xn2

=

∫ 1

−1

∫

Sd−2

Gkn(., (σ′, xn√
1−x2

n

)) dσ′)
1

(1−x2
n)3/2

dxn = 0.

Le noyau Gkl vérifie donc toutes les hypothèses pour que S soit un opérateur du type
Calderón-Zygmund ([2], théorème 2), ce qui montre le lemme.

Théorème 4. Soit Ω ⊂ R
d un ouvert borné connexe qui est réunion finie d’ouverts de frontières

lipschitziennes. Alors il existe un opérateur R linéaire continu de L1(Ω) dans (L1(Ω))d tel que

∀f ∈ L1
0(Ω), div (Rf) = f,

∀ 1 < p < +∞, R opère continûment de Lp
0(Ω) dans

(

W 1,p
0 (Ω)

)d
,

et de plus, si f ∈ D(Ω), alors Rf ∈
(

D(Ω)
)d
.

Démonstration. a) Cela découle des lemmes précédents lorsque Ω est étoilée par rapport à une
boule fermée B ⊂ Ω (de rayon non nul). On prend alors une fonction de classe C∞, ω, ayant
pour supportB et telle que

∫

ω dy = 1, et on choisit R = Rω. Soit f ∈ L1
0(Ω) (fonction prolongée

par 0 hors de Ω). On a Rωf ∈
(

W 1,p(Rd)
)d

et le support de f est contenu dans l’enveloppe

étoilée du support de f par rapport à la boule, donc dans Ω. Il en résulte que Rf ∈
(

W 1,p
0 (Ω)

)d

dès que f ∈ Lp
0(Ω) et Rf ∈ D(Ω) lorsque f ∈ D(Ω) .

b) Dans le cas général, Ω est union finie d’ouverts lipschitziens, donc il s’écrit aussi comme
une union finie d’ouverts Ωj chacun étoilé par rapport à une boule Bj : Ω = ∪n

j=1Ωj. On se
ramène alors au a) en utilisant le résultat suivant :

il existe des applications Pj de L1
0(Ω) dans L1

0(R
d), j = 1, . . . , n telles que

• f = P1f + · · · + Pnf, support de Pjf ⊂ Ωj ,

• ∀ 1 < p < +∞, Pj est continue de Lp
0(Ω) dans Lp

0(Ωj),

• si f ∈ D(Ω), alors Pjf ∈ D(Ωj).
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Il suffit alors de prendre Rf =
∑n

j=1Rωj
Pjf . Notons que le résultat est évident si n = 1.

Sinon on peut au besoin réordonner les ouverts de sorte que Ω′ = Ω1 ∪ · · · ∪ Ωn−1 soit connexe.
On suppose alors le résultat vrai pour Ω′. On a Ω = Ω′ ∪ Ωn. De plus, Ω étant connexe, on
en déduit Ω′ ∩ Ωn 6= ∅. Il existe d’une part une fonction θ ∈ D(Rd) telle que

∫

θ dy = 1 et
support θ ⊂ Ω′ ∩ Ωn. D’autre part on peut trouver une fonction ψ ∈ C∞(Ω) vérifiant ψ(x) = 1
dans Ω \ Ωn, ψ(x) = 1 dans Ω \ Ω′, 0 ≤ ψ(x) ≤ 1 dans Ω. On définit alors

(P ′f)(x) =

{

f(x)ψ(x) −
∫

Ω′ f(y)ψ(y) dy θ(x), si x ∈ Ω′,

0 autrement,

(Pn)f(x) =

{

(f − P ′f)(x), si x ∈ Ω,

0 autrement.

Il est clair que P ′f ∈ L1
0(Ω

′) et a son support dans Ω′ ; de même Pnf ∈ L1
0(Ωn) et a son support

dans Ωn. L’hypothèse de récurrence permet d’écrire P ′f =
∑n

j=1 P
′
j(P

′f). Le résultat s’obtient
ainsi en posant Pj = P ′

jP
′, pour j = 1, . . . , n− 1.

Corollaire 5. Soit Ω ⊂ R
d un ouvert borné connexe, réunion finie d’ouverts de frontières

lipschitziennes. On note V := {v ∈ (D(Ω))d ; div v = 0}. Alors les conditions

T ∈
(

W−1,q(Ω)
)d

, 〈T, v〉 = 0, pour tout v ∈ V et 1 < q <∞,

entrâınent : il existe p ∈ Lq(Ω) tel que grad p = T .

Démonstration. Soit g ∈ Lq′(Ω), 1
q + 1

q′ = 1. On considère l’application

g 7→ `(g) := −〈T,Rg〉.

D’après le théorème précédent cette application est linéaire continue de Lq′

0 (Ω) dans R. Il existe
donc p ∈ Lq

0(Ω) tel que `(g) =
∫

p g dx.
Soit maintenant ψ ∈ (D(Ω))d. On a ψ −R( divψ) ∈ V, donc

〈T,ψ〉 = 〈T,R(divψ〉 = −`(ψ) = −
∫

Ω
p divψ dx,

c’est à dire T = grad p.

Remarque. Le théorème ainsi que le corol-
laire sont en particulier vrais lorsque l’ouvert
(connexe borné) Ω est lipschitzien, mais le
fait de considérer aussi les unions finies per-
met par exemple d’obtenir l’ouvert ci-contre
qui présente une fissure. Cela permet aussi
de prendre en compte tous les polyèdres (con-
nexes et bornés) alors qu’ils ne sont pas néces-
sairement lipschitziens si n ≥ 3.

Lorsque l’ouvert Ω est lipschitzien, on a le résultat plus complet
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Théorème 6. Soit Ω ⊂ R
d un ouvert borné connexe de frontière lipschitzienne. Alors il existe

un opérateur R linéaire continu de L1(Ω) dans (L1(Ω))d tel que

∀f ∈ L1
0(Ω), div (Rf) = f,

∀ 1 < p < +∞, ∀m ≥ 0, R opère continûment de Wm,p
0 (Ω) dans

(

Wm+1,p
0 (Ω)

)d
,

et de plus, si f ∈ D(Ω), alors Rf ∈
(

D(Ω)
)d
.

Démonstration. La démonstration donnée précédemment marche pour n = 1 pour tout m, mais
n’est plus valable pour n > 1 car, tel qu’on l’a défini, P ′ n’est pas nécessairement continu de
Wm,p

0 (Ω) ∩ L1
0(Ω) dans Wm,p

0 (Ω) si m ≥ 1. On modifie la preuve de la façon suivante. Tout
d’abord on choisit les Ωj de la forme Ωj = Oj∩Ω où les ouverts Oj forment un recouvrement fini
de Ω (chaque Ωj étant étoilé par rapport à une boule). Il est alors possible d’avoir ψ′ ∈ C∞(Ω,
ce qui implique la continuité de l’opérateur P ′ de Wm,p

0 (Ω)∩L1
0(Ω) dans Wm,p

0 (Ω) pour tout m.

On obtient donc de même le corollaire

Corollaire 7. Soit Ω ⊂ R
d un ouvert borné connexe de frontière lipschitzienne. Alors les

conditions

T ∈
(

W−m−1,q(Ω)
)d

, 〈T, v〉 = 0, pour tout v ∈ V, m ≥ 0 et 1 < q <∞,

entrâınent : il existe p ∈W−m,q(Ω) tel que grad p = T .

Pour terminer nous donnons une démonstration du théorème de de Rham (ce théorème ne
requiert aucune hypothèse de régularité de la frontière)

Théorème 8. Soit Ω un ouvert de R
d et soit T ∈

(

D′(Ω)
)d

une distribution telle que 〈T, v〉 = 0,
pour tout v ∈ V. Alors il existe une distribution S ∈ D′(Ω) telle que T = gradS.

Démonstration. Supposons pour simplifier, tout d’abord, que Ω est connexe. On note alorsD0(Ω) =
{ϕ ∈ D(Ω) ;

∫

ϕdx = 0}.
a) Soit K ⊂ Ω un compact d’intérieur non vide. Il existe un ensemble fini de boules ouvertes

Bj tel que K ⊂ Ω′ := ∪n
j=1Bj et Ω′ ⊂ K. D’après le théorème 6 il existe un opérateur linéaire

R′ défini sur D0(Ω
′) à valeurs dans

(

D(Ω′)
)d

, donc dans
(

D(Ω)
)d

tel que div(Rϕ) = ϕ. De plus

R opère continûment de Wm,p
0 (Ω′) dans

(

Wm+1,p
0 (Ω)

)d
pour tout p < +∞. On en déduit, en

utilisant les injections de Sobolev, que R opère continûment de D0(Ω
′) muni de la norme Cm

vers
(

D(Ω)
)d

, muni de la norme Cm, quel que soit l’entier m.

b) On se donne θ ∈ D(Ω) une fonction fixée telle que
∫

θ(x) dx = 1. Étant donné maintenant
une fonction ϕ ∈ D(Ω), on lui associe ψ ∈ D0(Ω) définie par ψ(x) = ϕ(x) − θ(x)

∫

ϕ(y) dy. On
pose s(ϕ) = −〈T,Rψ〉, où R est défini comme au a) à partir d’un compact K ⊂ Ω contenant le
support de ψ. Notons que s ainsi défini est indépendant du choix de K puisque pour tout autre
choix R′ on a Rψ − R′ψ ∈ V, d’où 〈T,Rψ〉 = 〈T,R′ψ〉. Le a) montre la continuité dela forme
linéaire s pour la topologie de D(Ω), elle correspond donc à une distribution S, i.e. s(ϕ) = 〈S,ϕ〉.

Soit maintenant ξ ∈
(

D(Ω)
)d

, on a ξ −R (div ξ) ∈ V, donc

〈T, ξ〉 = 〈T,R (div ξ)〉 = −s(div ξ) = −〈S,div ξ)〉.
Cela montre que T = gradS.

c) Lorsque Ω n’est pas connexe, il suffit de reprendre le même raisonnement sur chaque
composante connexe.
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