Relevement de la divergence
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Abstract

Développement issu d’une partie d'un article de Ricardo Durdn et de Maria Amelia
Muschietti. Les résultats présentés ici se trouvaient déja pour I'essentiel dans une note de
M.E. Bogovskii.

Soit w € D(R?) une fonction C™ & support compact telle que [w(x)dz = 1, la dimension d
sera supposée > 2. On lui associe

e la fonction G, (z,y) définie pour z # y € R par
o0
Go(z,y) = / sy +s(z—y)) ds (z—y),
1
e l'opérateur R, défini par

(Rof)(x) = / Gl ) £ () dy.

Nota. Lorsque le domaine d’intégration n’est pas précisé, il est supposé étre espace R? entier.

Lemme 1. Soit f une fonction a support compact, f € LY(R?). Alors R, f est bien défini, R, f
appartient a Ll(Rd) et le support de R, f est contenu dans l’enveloppe étoiléel du support de f
par rapport au support de w. De plus on a

divR.f =1~ [ Sy w.

En particulier divR,f = f si f € LY(RY) = {f € LY(RY); [ f(y) dy = 0}.

Démonstration. Soit R tel que la boule de centre 0 et de rayon R contienne le support de w et
le support de f, soit € D(R?) une fonction vérifiant n(z) = 1 dans la boule de centre 0 et de
rayon 1. On pose n,(z) = n(x/R).

a) On remarque que w(y+s(z—y)) # 0 avec s > 1 entraine : z = 2(y+s(z—y)) + (1—1)y est
combinaison convexe de y avec un point du support de w. Il en résulte que, si  n’appartient a
aucun segment joignant un point du support de w avec un point du support de f, (R, f)(z) est
bien défini et vaut 0. Cela montre la propriété sur les supports.

b) On introduit les fonctions
1
Ha) = n@)n) [ < oly+sa—y)ds (o).

K2 = maly) [ st tyrsa)ds =

1On appelle enveloppe étoilée de E par rapport & F, le plus petit ensemble qui contient E et qui est étoilé par
rapport a F'



On vérifie facilement que, pour |z| < Ret |y| < R, on a
Gu(z,y) = K(y,x—y) — H(z,y).

De plus (Sgq_1 désignant la sphere unité de RY)
H e DRIxRERY), K e D(RYx Sy 1;RY),
Ky, z) = A" VEK(y, 2), pour tout A > 0.

On en déduit que

C(R,w) = sup ]w—yld_l |Gy (z,y)] < 400,
lz|,ly|<R

d’ott en posant h,(z) = C(R,w) n,,(2) |z|—(d—1)’
Gu(z,y) fW)] < hp(z —)|f ()],  Va,y e R%

On a h, € L'(RY), il en résulte que R, f est bien défini et appartient & L'(R?). Remarquons
que de plus, si f € LP(R?), 1 < p < 400 (resp. f € CO(RY)), alors R,f € LP(RY) (resp.

R, f € CO(RY)) et
HRWfHLp(Rd) — ||hRHL1(Rd)||f||Lg) Rd)

¢) Soit maintenant ¢ € D(RY). On part de

o) — / p()w(z)dz = / (0) — p(2)) w(z) d=

1
= = [ [ Vetrrte-m) cpale) de-

Avec le changement de variables © = y+t(z—y), s = 1/t, on obtient z = y+s(x—y) et

o0 - [e@ulds = - [ / Veola) (z—y) ¢

On en déduit

[Eep@Vels s - / [ Guto) Vo) 110) dy ds

c’est a dire

div(Ruf) = f —w / f() dy

On a vu au cours de la démonstration que, si f € LP(R?), 1 < p < 4o0 (resp. f € CO(R?)),
alors R,f € LP(R?) (resp. R,f € C°(R?)). De plus I'application f — R, f est uniformément
continue de I’espace des fonctions f € LP(R?) (resp. f € C°(R?)) nulles en dehors de la boule

w(y+s(x—y)) dtdx

x)dx /f ) dy,

B(0, R) dans LP(RY) (resp. C°(R%)). On a en fait plus de régularité



Lemme 2. Pour tout 1 < p < 400 et tout R > 0, Uapplication f — R, f est continue de
Uespace des fonctions f € LP(R?) nulles en dehors de la boule B(0, R) dans (W'P(R%))%. Plus
généralement, pour tout entier m > 0, cette application est continue de [’espace des fonctions
f € W™P(RY) nulles en dehors de la boule B(0, R) dans (W™H1P(RY)),

Démonstration. On a vu que
= [ Ko=) f)dy = [ Hw) F0)dy = (R D) @) = (R, )0)

Comme on a H € D(R? x R%R?) on en déduit que l'application f +— R, f est continue de
LP(R?) dans W™FLP(R?) pour tout m et tout p. Il suffit donc de montrer la continuité de
I’application f +— R, f. Rappelons que l'on a

K e DR x Sq_1;RY) et K(y,Az) = A" VK (y, 2), pour tout A > 0.
On définit § € D(R?, R¥*9) et G € COO(Rd x (R%\ 0), R™*?) par

Hkl(y) = / / y—i—sa)akaldsda— Kk(y,a)alda,
Sa-1 Sa—1

Gr(y,z) = a—ZKk( z),

(Kk(.,.) désignant la k—ieme composante de K(.,.)). Remarquons que (en restreignant la se-
conde variable & la sphere unité) G € D(R? x Sy_1, R¥™%). On définit aussi I'opérateur S par

(Sf)u(y) = lim Gr(y,—y) f(y) dy.

=0 Jjy—z|>e

Nous verrons dans le lemme ci-apres que, pour tout f € LP(R?), Sf est bien défini & valeurs
dans (LP(R?))?*? (la limite ci-dessus étant comprise au sens de D'(R?)). Considérons alors
¢ € D(RY), on a

(B flrr 52y + ((SHre
— hm// (Ki(y,2=y) F(y) 52 + 7= Ki(y, 2—y) () o()) dy d
ly—z|>e

e—0

- im / /x_wa—m(m(y,x—y)so(a:))dmf(y)dy

= —lim (/Uesd 1Kk(y,6a) o(y+eo) oy d(y+6a)> fy)dy

e—0

. / 0(y) () () dy.

Cela signifie que l'on a

0
a_ml(RKf)k =0 f+ (Sf)kl

On déduit le résultat du lemme suivant O

Lemme 3. Pour tout 1 < p < 400 et tous 1 < k,I < d, Uapplication linéaire f — (Sf)kl est

continue de LP(RY) dans LP(R?) ; plus généralement, pour tout entier m > 0, elle est continue

de W™P(RY) dans W™P(RY).



Proof. Rappelons que l'on a Gy € D(R? x S;_1,R) (en restreignant la seconde variable &
la sphére unité); par ailleurs on vérifie facilement la propriété d’homogénéité Gp(y,z) =
)\del(y, Az), pour tout A > 0. De plus on a

Gri(y,0)do = 0.
Sq-1
En effet, par exemple si [ = n, pour o’ € Sy_9, on a

0 ' on B ' o 1
8—%[(/?('7 (o, m)) - Gkn(? (U ) \/1733%)) (1_1_%)3/27
donc, puisque Kg(., (¢’,t) — 0 quand ¢t — +o0,
1 / 1
/la,m(.,(a ) e e =0

Par suite, en utilisant I’homogénéité de G,

1 dx
Gin(.,0)do = / Gin(, (V1 — 220", 2,)) d(\/1 — 220") ——
S0 k( ) 1 Ss, k( ( )) ( )m

In

1
1
/ /

Le noyau Gy vérifie donc toutes les hypotheéses pour que S soit un opérateur du type
Calderén-Zygmund ([2], théoréme 2), ce qui montre le lemme. O

=0.

Théoréme 4. Soit Q C R? un ouvert borné connexe qui est réunion finie d’ouverts de frontiéres
lipschitziennes. Alors il existe un opérateur R linéaire continu de L'(Q2) dans (L'(2))? tel que

V€ Lo(Q), div (Rf) = f,
V1<p<+oo, R opére continiment de L§(Q) dans (Wol’p(Q))d,
et de plus, si f € D(), alors Rf € (D(Q))d.

Démonstration. a) Cela découle des lemmes précédents lorsque €2 est étoilée par rapport a une
boule fermée B C Q (de rayon non nul). On prend alors une fonction de classe C*°, w, ayant
pour support B et telle que [wdy = 1, et on choisit R = R,,. Soit f € L}(Q) (fonction prolongée

par 0 hors de ). On a R, f € (lep(Rd))d et le support de f est contenu dans I’enveloppe
étoilée du support de f par rapport a la boule, donc dans Q. Il en résulte que Rf € (VVO1 P (Q))d
dés que f € LE(Q) et Rf € D(Q) lorsque f € D(Q) .

b) Dans le cas général, € est union finie d’ouverts lipschitziens, donc il s’écrit aussi comme
une union finie d’ouverts €); chacun étoilé par rapport a une boule B; : ) = U?:1Qj- On se
ramene alors au a) en utilisant le résultat suivant :

il existe des applications P; de L§($2) dans Li(RY), j=1,...,n telles que
o =P f+- -+ P,f, support de P; f C €,
e V1<p<+oo, Pjestcontinue de L{(Q) dans LE(Q;),

e si f € D(Q), alors Pjf € D(2).



Il suffit alors de prendre Rf = 2?21 R, Pjf. Notons que le résultat est évident si n = 1.
Sinon on peut au besoin réordonner les ouverts de sorte que ' = Qq U ---UQ,,_1 soit connexe.
On suppose alors le résultat vrai pour . On a Q = Q' UQ,,. De plus, Q étant connexe, on
en déduit ' N Q, # 0. 1l existe d’une part une fonction § € D(R?) telle que JOdy =1 et
support§ C Q' N Q,. D’autre part on peut trouver une fonction ¢ € C°°(Q) vérifiant ¥ (z) = 1
dans Q\ Q,, ¥(z) =1 dans 2\ @, 0 < ¢(z) < 1 dans Q. On définit alors

z)(z) — [, dyf(z), sixzel,
(P ) = {f( )¥( )0 Jo f(y)¢(y)allytrinjent €

(f_Plf)(x)7 Six€Q7
(Pn)f(z) =

0 autrement.
Il est clair que P'f € L§(€') et a son support dans ' ; de méme P, f € L}(€2,) et a son support
dans €,,. L’hypothese de récurrence permet d’écrire P’ f = 27:1 P{(P'f). Le résultat s’obtient
ainsi en posant P; = P{P’, pour j =1,...,n — 1. O

Corollaire 5. Soit O C R? un ouvert borné connexe, réunion finie d’ouverts de frontiéres
lipschitziennes. On note V := {v € (D(Q))?;dive = 0}. Alors les conditions
T e (W_l’q(Q))d, (T, vy =0, pour tout v €V et 1 < q < oo,

entrainent : il existe p € LY(Q) tel que gradp =T

Démonstration. Soit g € LY (), % + % = 1. On considere I'application
g — lg) == —(T, Rg).

D’apres le théoreme précédent cette application est linéaire continue de Lg/(Q) dans R. Il existe
donc p € LE(Q) tel que £(g) = [ pgda.
Soit maintenant ¢ € (D(Q2))¢. On a ¢ — R(dive) € V, donc

(T, ) = (T, R(divep) = —£()) = — /Q pdiva dr,

c’est a dire T' = grad p.

Remarque. Le théoreme ainsi que le corol-
laire sont en particulier vrais lorsque ’ouvert
(connexe borné) Q est lipschitzien, mais le
fait de considérer aussi les unions finies per-
met par exemple d’obtenir I'ouvert ci-contre
qui présente une fissure. Cela permet aussi
de prendre en compte tous les polyedres (con-
nexes et bornés) alors qu’ils ne sont pas néces-
sairement lipschitziens si n > 3.

Lorsque I'ouvert 2 est lipschitzien, on a le résultat plus complet



Théoréme 6. Soit O C R? un ouvert borné connexe de frontiére lipschitzienne. Alors il existe
un opérateur R linéaire continu de L*(Q) dans (L'(2))? tel que

vf € Lo(9), div(Rf) =,
V1<p<+oo, Vm>0, R opére continiment de W;"P(Q) dans (WOmH’p(Q))d,
et de plus, si f € D(Q), alors Rf € (D(Q))d.

Démonstration. La démonstration donnée précédemment marche pour n = 1 pour tout m, mais
n’est plus valable pour n > 1 car, tel qu’on I'a défini, P’ n’est pas nécessairement continu de
WP(Q) N LA(Q) dans W™ P(2) si m > 1. On modifie la preuve de la fagon suivante. Tout
d’abord on choisit les 2, de la forme ©; = O; N oti les ouverts O; forment un recouvrement fini
de Q (chaque ©; étant étoilé par rapport a une boule). Il est alors possible d’avoir 1 € C>(9,
ce qui implique la continuité de Popérateur P’ de W§"*(Q) N L(Q) dans WP (Q) pour tout m.

O

On obtient donc de méme le corollaire

Corollaire 7. Soit Q@ C R% un ouvert borné connexe de frontiére lipschitzienne. Alors les
conditions
T e (W‘m_lvq(Q))d, (T,v) =0, pour toutv eV, m>0etl<q< oo,

entrainent : il existe p € W™"9(Q) tel que gradp =T.

Pour terminer nous donnons une démonstration du théoreme de de Rham (ce théoreme ne
requiert aucune hypothese de régularité de la frontiere)

Théoréme 8. Soit Q un ouvert de R? et soit T € (D’(Q))d une distribution telle que (T, v) = 0,
pour tout v € V. Alors il existe une distribution S € D'(Q) telle que T = grad S.

Démonstration. Supposons pour simplifier, tout d’abord, que €2 est connexe. On note alorsDg(£2)
{9 €D(Q); [pdz =0}

a) Soit K C Q un compact d’intérieur non vide. Il existe un ensemble fini de boules ouvertes
Bj tel que K C @ := Ui, Bj et Q' C K. D’apres le théoreme 6 il existe un opérateur linéaire
R’ défini sur Dy(€?') a valeurs dans (D(Q’))d, donc dans (D(Q))d tel que div(Ry) = ¢. De plus
R opére continiiment de Wi"*(Q') dans (WOmH’p(Q))d pour tout p < +o00. On en déduit, en
utilisant les injections de Sobolev, que R opere contintiment de Dy(€') muni de la norme C™
vers (D(Q))d, muni de la norme C™, quel que soit l'entier m.

b) On se donne § € D(£2) une fonction fixée telle que [ f(z)dz = 1. Etant donné maintenant
une fonction ¢ € D(R), on lui associe 1) € Dy(2) définie par ¢(z) = p(z) — 6(z) [ ¢(y) dy. On
pose s(¢) = —(T, Ry), o R est défini comme au a) a partir d'un compact K C € contenant le
support de 9. Notons que s ainsi défini est indépendant du choix de K puisque pour tout autre
choix R' on a Ry — R'¢ € V, d’ou (T, Ry) = (T, R'y)). Le a) montre la continuité dela forme
linéaire s pour la topologie de D(Q2), elle correspond donc & une distribution S, i.e. s(¢) = (S, ¢).

Soit maintenant £ € (D(Q))d, onaf— R(div§) € V, donc

(T,6) = (T, R(div)) = —s(divE) = —(5,divE)).
Cela montre que T' = grad S.
c) Lorsque Q n’est pas connexe, il suffit de reprendre le méme raisonnement sur chaque

composante connexe.

0
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