Compléments d’Analyse

1  Une famille régularisante

On sait que la fonction a définie par : a(z) = e /% si x > 0 et a(z) = 0 si & < 0, appartient

a C*®(R) ; il en résulte que la fonction b, définie par : b(z) = a(l — 2?2 —--- — 22), pour z =
(x1,x9," - ,xd)T € R?, appartient & COO(Rd) ; de plus b est positive ou nulle et a pour support la

boule unité de R?. Considérons maintenant, pour € > 0, la famille de fonctions
b(z/¢)
Oc(x) = 77— 75— (1)
: fRd b(y/e) dy
cette famille vérifie les propriétés

support de . = boule de R? de centre 0 et de rayon ¢
VreRY 60.(x) >0, 6. C®RY),
Jga b=(x)da = 1.

Nous dirons qu’une telle famille de fonctions est une famille régularisante. En effet

Théoréme 1. a) On suppose que la fonction f est continue; alors f * 0, € C®(RY) ; de plus, si f
est a support compact, f x 0. est aussi a support compact et on a

f % 0. converge uniformément vers f dans R%.

b) On suppose que g € LP(R?), 1 < p < 400 ; alors g+ 0. € C®(RY) N LP(R?) ; lorsque de plus
p < +00, on a

g * 0. converge vers g dans LP(R?).

Démonstration. L’appartenance 4 C™(R?) est un exercice d’application des théorémes de Lebesgue.
Il est clair que, si le support de f est contenu dans une boule de rayon R, le support de f * 0. est
contenu dans une boule de méme centre et de rayon R + €.

a) Si f est continue a support compact, alors f est uniformément continue, donc

Vn>0,3e >0 tel que |z —y| <eg implique |f(z) — f(y)| < n,

en remarquant que [ 6.(z—y)dy =1, on en déduit, pour € < ¢,
@) = (7 203@)] = [ (@) = F@)ola—) dy| <
d’ou la convergence uniforme.

b) On utilise les deux résultats suivants de la théorie de I'intégration :

e [’ensemble C’g(]Rd), des fonctions continues & support compact dans R?, est dense dans
LP(RY), lorsque 1 < p < 4o0.



o Sige LP(RY) et h e L'(RY), alors g x hh € LP(R?), et [|g * hll poray < 9]l poray 1Rl 1iay-
On a ici en particulier 6. € L'(R?) et 101/ 1ray = 1. Soit g € LP(RY); pour f € CY(R?) on peut
écrire
llg * 6= — g”LP(]Rd) < (g —f)= GEHLP(]Rd) +|1f %0 — fHLP(]Rd) +1f - gHLP(Rd)
<1 0 = gy + 21F — ol

On déduit la convergence de g * 0. vers g de la densité de CJ(RY) et du a). O

2 L’espace D(1)

Soit ©Q un ouvert de R? ; nous noterons par D(Q) I'ensemble des fonctions C> sur R? dont le
support est un compact K contenu dans €2 , et D(Q2) = I'ensemble des restrictions a Q des fonctions
de D(RY).

Exemples. Les fonctions b et 6. € D(R?).

Lemme 2. Soit K un compact, Q un ouvert tel que K C Q, il existe o € D(Q) tel que 0 < ¢ <1
et p=1 sur K.

Démonstration. Soit a = distance (K, Q°) et O <e< g 2 si Q 7é RY, (e > 0 quelconque si Q = R9);
d

K. = {z ¢ R% d(z,K) <€} ; on pose e(x fK y) dy ; il est clair que p. € C°(R?)
et ¢- 2 0 ; de plus po(2) < [pabe(z —y) dy = fRd dx =1.Siz € K, on a p.(r) =
f]Rd y)dy =1, carVygéKg,G(x— y)=0; 81x§éK25,Vy€KE,0€(x—y):OCard(m,y)26

donc le support de ¢, est contenu dans Ks.. Il est donc compact et ¢, convient.

O

Corollaire 3. Si f est mesurable (pour la mesure de Lebesgue) et si, Vo € D(Q2), fo =0 presque
partout, alors f = 0 presque partout dans €.

Lemme 4. Si f est localement intégrable dans Q2 et si , Vo € D(Q) fQ fodr =0, alors f =0
presque partout dans §2.

Démonstration. Soit ¢ € D(Q) ; on a alors Vo € RY, h.(z) = [, f(y)¢(y)0:(z — y)dy = 0, puisque
©()0-(x —.) € D(Q) ; prolongeons fy par 0 dans Q° , on a ainsi fo € LY(RY) et h. = fo* 6. =0
tend vers fo dans L'(R?) , d'ott fo =0 dans R? et par suite, ¢ étant arbitaire, f = 0 dans Q.

O
Notation. Soit j = (ji, ..., 7¢) € N¢ un multientier ; on notera
, olily
= —""—T—, avec |j| = j1 + j2 + .. + Ja,
Ozl ... 0zl
la dérivée partielle prise j; fois en x1, ... , jq fois en x4 de la fonction ¢. L’ensemble D(£2) est un

espace vectoriel, nous le munirons de la pseudo-topologie suivante
On dira que la suite ¢,, converge vers ¢ dans D(€2) ssi :
il existe un compact K C Q tel que, Vn, support(y,)C K,
et si, pour tout multientier j, &, converge uniformément vers 87¢ dans .



3 L’espace des distributions D'(12)

Définition. On appelle distribution 7" sur €2 toute forme linéaire
T : o— (T, ) de D(2) dans R

telle que, pour tout compact K C €2, il existe un entier k et une constante C tels que
¥ avec support(p) C K, [(T,¢) < C max{]| 07| (e i] < k}-

(Remarquons que k et C' peuvent dépendre de K.)

Exemple 1. La masse de Dirac. Soit a un point de 2, la forme linéaire :

(0a, ) == p(a),
définit une distribution sur Q; (il suffit de prendre k =0 et C' =1).

Exemple 2. Soit f une fonction localement intégrable dans €2, la forme linéaire
(Tro) = | 1@)ola)da

définit une distribution sur Q; (il suffit de prendre k =0 et C = [, |f(x)| dx).

Remarquons que I'application f + T est linéaire et, d’apres le lemme 4, injective de L}OC(Q)
dans D'(Q) ; cela nous permet d’identifier f € Lj, (Q) avec Ty € D'(Q2). Désormais, on n’utilisera
plus pour cette distribution la notation T, mais seulement f. On écrira indifféremment ( f,¢)
ou [, f(z)p(x)dz. On a ainsi L}, (Q) C D'(Q), et en particulier (puisque LF(Q) C L},.(Q2)) on a

loc
LP(Q) Cc D'(Q).
Rappelons aussi que 'application f — f qui & une fonction f € C°(Q) associe sa classe f par

la relation d’équivalence “égalité presque partout” est aussi linéaire et injective. On identifie f et
sa classe (et on garde la notation f). On a ainsi

D(Q) c Ck(Q) c C%(Q) c LL.(Q) c D'(Q).
Les fonctions continues sont donc des distributions.

Dérivation des distributions
Définition. Soit j un multientier. On appelle dérivée partielle j-itme de la distribution 7', la
distribution 0’7 définie par

(0T, ) = (~1)V(T,07p).

C’est un exercice facile de vérifier que l'on a bien défini ainsi une distribution. D’autre part on a
clairement

T T = 9™ T) = 0% (07T),

Les distributions sont ainsi indéfiniment dérivable, et I'ordre des dérivations est indifférent.

Remarque. On a vu que si f € C'(Q), alors f était aussi une distribution. Notons par % la

dérivée partielle prise au sens classique des fonctions. En remarquant que, pour ¢ € D(2), on a
Jo a%j(f@) dz = 0; on en déduit



formule qui correspond exactement a la définition de 88_92 en tant que dérivée au sens des distribu-
tions. On montre de méme que, si f € C*(Q) les dérivées partielles jusqu’a ordre k, prises au sens
classique, et prises au sens des distributions, coincident.

Notons que, sans hypothese de continuité sur les dérivées partielles, les sens classiques (dé-
finitions ponctuelles), et celui des distributions (action sur une fonction ¢) peuvent étre différents.
En effet on connait des exemples de fonctions pour lesquelles, prises au sens classique, les dérivées

2 2 . . .
O°F ot 2L existent et different, cela ne peut étre le cas au sens des distributions.
210x2 Ox20x1

partielles 3

Convergence des distributions
Définition. On dira que la suite de distributions T}, converge vers la distribution 7" ssi

VoeD(Q), (Tn¢)—(T,p) dansR,

on dira alors que T,, — T dans D'(Q).

Remarque. On a clairement T}, — T dans D'(Q) entraine 97T, — 87T dans D’'(Q); ainsi la
dérivation est une opération continue dans D’(Q2). On vérifie aussi, assez facilement, que f, — f
dans LP(2), 1 < p < oo, entraine f, — f dans D'(2).

Lemme 5. Soit ¢ € D(Q) une fonction vérifiant [, p(x)dx = 0. Alors, si Q est connexe, il existe
i€ (D(Q))? tel que div @ = .

Démonstration. Le cas d = 1 est tres facile, et laissé en exercice. Pour éviter une lourdeur des
notations, on ne regardera que le cas d = 2, mais la généralisation est sans difficulté.
Etape 1. Cas ou le support de ¢ est contenu dans R C Q, avec R =lay, b1[x]ag, bo[ rectangle a cotés
paralléles aux axes.

On choisit 6 € D(Jag, b2|) tel que ffj O(y)dy = 1; on pose alors

ba

(1, 22) = 0(x2) / plant)dl, by = p—r.

a2

On vérifie facilement que les supports de 1) et ¢ sont contenus dans R et
bl b2

Y1,y € D(R2), P1(x,z0)dr =0 et o(x1,y)dy = 0.
al az
On pose ensuite
1 1
uy(z1,x2) = P1(x,z0)dx (= 1(x, z9) dx)
a b
;‘2 ;'2
ug (21, x2) = Po(z1,y)dy (= Ya(z1,y) dy).
a2 b2

Il est clair aussi que uj et up ont des supports contenus dans R, que uj et us € D(2) et que
div i = 1 +12 = .

Etape 2. Cas ot le support de ¢ est contenu dans S UR C Q, ot R et S sont deux rectangles
ouverts, a cotés paralléles aux azves, tels que RNS # 0 .

On peut trouver des rectangles Ry, Ry tels que S C Ri C Ri C Qet RC Ry C Ry C Q. On
pose Rz = SN R. Il existe alors des fonctions n; € D(R?), j = 1,2,3, vérifiant

n; > 0 dans R;, n; =0 dans R*\ R; et /nj(x)dle.

R;



On pose alors

me . T2 ¢ .
——— sim+n >0 ——— sim+n >0
Yi(z) = ¢ m+n ; Yo(x) = § M+ 2 ,
0 sinon 0 sinon

a= /Qiﬁl(ﬁﬂ) dz, Y1 = Y1 — ans, P2 = P + am3.

Il est clair que
1+ o2 =1+ Y2 = o, /<P1(36)d96=0, /wg(x)dm:/godm—/wl(x)dmzo.
Q Q Q Q

On remarque que les supports de 1), et 1o sont contenus respectivement dans Ry et Ry. On a aussi
1 € C™(R?), en effet cela est évident aux points x ¢ support de ¢, car alors 1; = 0 au voisinage
de x. Pour les points  du support de ¢, on a x € Ry U Ry, donc 11 + 12 > 0; le dénominateur étant
non nul, on conclut que 1 est C* au voisinage de . De méme on montre que ¥ € C*(R?).

On déduit alors du a) existence de ¥ et W € D(Q) tels que divd = ¢y et divwd = ;. En
posant U = ¥ + W, on obtient divi = .

Etape 3. Le cas général La compacité du support de ¢ et la connexité de €2 permet de trouver S
et R tels que : le support de ¢ est contenu dans SUR C Q, RNS # 0, S est une réunion finie de
rectangles ouverts a cotés paralleles aux axes, S est connexe et R est un rectangle ouvert a cotés
paralleles aux axes. La démonstration se fait alors de maniere tout a fait similaire a celle de ’étape
précédente par récurrence sur le nombre de rectangles constituant S.

O

Remarque. Soit K C ) un compact. La construction ci-dessus peut étre la méme pour toutes les
fonctions ¢ a support contenu dans K. Un examen attentif de la démonstration montre que, pour
tout k£ € N, on peut trouver une constante C'(k, K), ne dépendant que de k et K, telle que

M uy| oo Hugl|peoay) < C & 0| ooty
ﬁgﬁ(“ || ooy + 187z o)) < k%l@i“ ol L)

Corollaire 6. On suppose que l'ouvert ) est connexe et que la distribution T € D'(Q) vérifie
9T = 0, pour tout multi-entier j avec |j| = k + 1. Alors la distribution T est un polynome de
degré < k sur €.

Démonstration. 11 suffit de la faire pour k = 0, le cas général s’en déduisant ensuite par récurrence.
On remarque d’abord que, si ¢ € D(Q) vérifie [, v dz = 0, alors

d
(T,¢) = (T,divi) = —Z<§%,uj> =0.

j=1
Soit maintenant 6 € D(Q) fixé tel que [f0dr =1, et a := (T,0) € R. Pour ¢ € D(), on pose
Y(x) = o(x) — [oe(y)dy 6(z). On a donc [, dx =0, d’ou

0=<T,w>=<T,s0>—/QsO(y)dy (T,0) = (T, ) — {a,0),

ce qui prouve que T' = a =constante. ]



4 Espaces de Sobolev

Soit © un ouvert non vide de R? ; on définit (les dérivées ci-dessous étant prises au sens des
distributions sur )

W™P(Q) = {u € LP(Q) ; Vj avec |j| <m, &u € LP(Q)};

lellmpe = (Y 107l 0) 7 5 Tulmpe = (Y 107ullf )7

ljl<m ljl=m
[|u ”moo Q= ‘Hllax Haju”LOO ‘u’moo Q= ‘Hllax Haju”LOO Q)
Pour p # +o0,

WP (Q) = adhérence de D(2) dans W™P(Q).
Le cas particulier “p = 2”7 a une trés grande importance, on utilisera alors des notations spécifiques :

H™(Q) = W™ (Q);  H'(Q) = Wg"*(Q);

[ullm. = l[ullm20;  |ulma = [ulnz20;
uva—Z/ajuajvdx uva—Z/ajuajvdx
ljl<m lj|=m
Théoréme 7. L’espace WP (), muni de la norme || . ||;m p.q, est un espace de Banach ; l’ensemble

H™(Q) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire ((.,.))m.q-

Démonstration. Soit u, une suite de Cauchy dans WP () ; alors, pour tout j avec |j| < m , du,
est une suite de Cauchy dans LP(2) donc il existe g; € LP(Q) tel que &u,, — g; dans LP(Q2) quand
n — 4o00. On a, pour tout ¢ € D(Q),

/8juncp dmz(—l)'j/un(?jcp dx,

Q Q
/gjgpdx:(—l)lj/goajgo dx,
0 0

ce qui montre que djgp = g; au sens des distributions ; donc go € W™P(Q) et

d’ou, par passage a la limite,

[tn = gollmpo = (D 167w, — 9ill7r ) /7 —~0  quand n — co.
l7|<m

Nous avons ainsi montré que W™P(Q) est complet ; donc W™P(§2) est bien un espace de Banach

et, si p = 2, un espace de Hilbert.
O

Travailler sur des fonctions de LP(2) et des dérivées au sens des distributions est assez délicat ;
le théoreme suivant permet de se ramener, pour beaucoup de problemes, a ne travailler que sur des
fonctions régulieres, puis a procéder ensuite & un passage a la limite.



Théoréme 8. Si Q) est fortement étoilé par rapport & un de ses points, ou si Q est de classe CY,
D(Q) est dense dans W™P() pour 1 < p < +o0.

Définitions. On dit que € est fortement étoilé par rapport au point M € € si, VP € et
VA €]l,+ocf,ona M+AX1MPecQ.

On dit que 2 est de classe C* | (resp. C*1) | si pour tout point My de la frontiere I' de Q , il
existe un voisinage Vy de My , un systeme d’axes {Op; 2, - - - ,xg} et une fonction ag € C*(RI1)
(resp. C*1) tels que :

TNV = {z € Vo;25 = ao(a?,- -+ ,25_1)}
QN Vy = {z € Vosag > ag(ah, -+, 25 1)}
Qc N VO - {1’ S VOaxSl < ao(.%'?, e ,1’2,1)}
Og 1.(1]
I

On remarque que, si Q est de classe C* ou C*1, cela implique que © est situé localement d’un
méme cOté par rapport a sa frontiere I' .

Exemple d’ouvert ot D(§2) n’est pas dense dans W™P(Q) : Pouvert ci-dessous qui présente
une fissure.

La démonstration du théoreme 7, comme celle du suivant est assez longue, elles sont données
en annexe dans le paragraphe 10 de ce cours, dans le cas ou 'ouvert {2 est étoilé. Remarquons en
particulier que D(R?) est dense dans W™P(R%), (si p # +oo ) ; donc Wy"P(R%) = W™mP(RY).

Théoréme 9. Si Q est de classe C°, ou si Q est fortement étoilé par rapport a un de ses points,
on a

WeP(Q) = {u € W™P(Q);a € W™P(RY)},

ou u désigne le prolongement de u par 0 en dehors de €.



5 Approximation polynomiale. Compacité

Lemme 10. Soit Q un ouvert borné convexze de R%. Alors, pour tout 1 < p < 400, lopérateur A

défini par
(Aa)(x |Q| // (1=t)z+ty)|x —y| dtdy,

vérifie la magjoration | < hq, ot hq désigne le diamétre de ).

‘AHLP(Q)—»LP(Q)

Démonstration. a) Le cas p = 400 est évident. Montrons ce résultat pour p =1. On a

ke el /Rz/ (A=t)z+ty) 1a(y)|z —y| didy

d’ou, en effectuant le changement de variables (t,y) — (t,u), avec u = (1—t)z+ty,

(Aa)(z ’Q‘ /R2/ %(x_u))lml;ul dt du = ﬁ fo a(u) b(z,u) du, (2)

\x—U\

en posant b(x,u) —/ 1, (u—E(z—u)——— dt,
0

et en notant que b(z,u) = 0siu ¢ Q. Posons re? = (rcosf,rsinf) = x—u; au € Q fixé, les points
de Q sont donc représentés en coordonnées polaires par Q = {u +7e?;0 < 0 < 2w, 0 <7 < p,(0)}.
On remarque ensuite que

(g Q 0< 1=t (0 T i<
u (x—u)) € Q<<= 0< 7271 < py +7T){:>r+p(9+7r)< <1,
On a dong, si u € €,
! r 1 9
b(z,u) = 3 dt = o (pu(0 + ) + 27 pu (0 + ),

- r
I

d’ott 'on déduit, en majorant p(0)+p(6 + 7) par hq,

2w rp(0) 2w
/Q\b(x,u)\dx = /0 /Op b(x,u)rdrd@z%/o (p(0)+p(0+7))p(0)p(0 + ) db
2
ho

27
<t [ oo o< [ R0)+ 0+ m) o = a0

En reportant dans (2), on obtient

1
Aol < g [ a0l [ bl dzdu < b ol

Regardons maintenant le cas 1 < p < +o00. On rappelle que, avec 'exposant conjugué

b)
/ Llona

p:

[Aall, g Zmax{/ﬂ (Aa)(z)v(z) dx 5 ]|,

Or on a

/(Aa)() dm—|Q| /// (1=t)o+ty) |z — y| v(z) dt dydz,

d’ou, par l'inégalité de Holder,

<1}

L' () —



/Q(Aa)(x)v(x)dm < (ﬁ /Q/Q/Ol o ol o) dtdydx)l/p/
X <ﬁ /Q/Q/Ol la((1=t)z+ty)|? | — y| dtdydx)l/p

([ @@ e@ra)” (1aGaP),., )"

/ 1
(ha [o”, )" (ko [|a| P — g v

LP()

IN

IN

(en utilisant le a))

Ll Q)) v (9) ||aHLP(Q)'

On a donc montré, pour tout a € LP(£2),

HAGHLP(Q) < hq ”aHLP(Q)'
U

Théoréme 11. Soit Q un ouvert borné conveze de R, d < 3, 1 < p < 400, hq le diamétre de Q,
on a

Ve W' (Q),[lf — Toflle@) < hallDfllLe@),

ou Tof désigne la valeur moyenne de f sur ).

Démonstration. (Nous nous limiterons au cas d = 2). Supposons la majoration montrée pour tout
f €D ; sip# +oo, le théoréme en résulte en prenant une suite f,, € D(Q) qui converge vers
f dans WHP(Q) et en passant & la limite dans I'inégalité quand n — +oo. Pour p = 400, on
remarque que, si f € W1(Q), alors f € WIP(Q), V¥p ; on obtient le résultat en utilisant le fait

que limy, o |2l zr (@) = ¢l 2o () )
Regardons maintenant le cas ou f € D(2). En utilisant la formule de Taylor, on obtient

f() — fly) = /O (DF(1—t)a+ty).(x —y) di dy,

d’ot, en intégrant en y sur €2, puis en divisant par la mesure || de cet ouvert.

G-Ton@ = [ [ o=t -y

En posant a(z) = |D f(x)| et en utilisant la notation du lemme précédent, on en déduit la majoration
|(f=Tof)| < Aa. Le résultat résulte alors de I'estimation [|Aal[zrq) < hallallrr (o) O

Plus généralement on a le

Théoréme 12. Soit Q un ouvert borné conveze de R4, d < 3, 1 < p < 400 et k € N ; pour
f e WFHLP(Q) on note Ty.f le polynome € Py, défini par

Th@) = g [ U0+ DI =0)+ -+ 5D ) =)' dy.

Alors on a
¢ het' Tt Dk
<1< - - o) < — +1

VO</l<k+1-d, I1D°(f = Tif)llL) < it 1=0) |Q|H iz

et
A,
VO</{<k+1, ID*(f = Tef)llpoe) < mﬂ " (-



Démonstration. Comme precédemment il suffit de regarder le cas ou f € D(). Précisons d’abord
les notations : pour u € R?, |u| = (u? + --- 4+ u2)1/2 est la norme euclidienne usuelle et

D f(x)] = max{| D f () (w)*|;u € RY, [u] <1}, D fll1o(q) = (/Q D f ()P da) /7.

a) Montrons la premiére inégalité avec £ = 0 dans le cas d = 2. Pour cela on remarque que,
pour z € () fixé,

Q(f = Tef)(2)

[ (@) = 1)+ D) = )+ -+ D ) =) dy
:/ E D’““f(wﬂ(y z)) (@ —y)* T dtdy.
oo k!

On pose maintenant b(z) = |D**1f(x)| et y = = + re?. Soit = + p()e?, 6 € [0,2n], Pécriture en
coordonnées polaires de centre x de I’équation de la frontiere de €2 on en déduit

Q(f —Tef(x)] < — 27r/ /1 t* b(x+tre) v dtrdr do
2
= E/ / / b(z+se) dsrdrdd
= %/QW/ x—i—sew)w dsdf.
En remarquant que (k+1) s*71 (p(0)%2—52) < 2p(0)F+! < thﬂ on en déduit
k+1 27 hk-f—l
Q(f = T f () k:—i—l / / b(z+se) sdsdf = G D1 £l 11 qy-

On obtient ainsi la premiere inégalité lorsque ¢ = 0.

Pour £ > 0 et z fixés, soit u € R?, |u| = 1, tel que |D(f — Tpf)(z)| = D(f — Trf)(z)(u)’ et
soit g(a) = Df(x)(u)". On remarque que D*(f — Tj.f)(2)(w)" = (9 — Th—19)(x) et [D*~‘g(x)| <
|DFFLf ()| ||ul® = |D*1f(x)]. L’inégalité pour £ > 1 se déduit donc de celle pour £ = 0 (en
remplagant f par g et k par k — /).

b) La deuxiéme inégalité est triviale pour £ = k+1 (car DTy f = 0). Comme on a
DF(f — Tif)(z)(w)k = (DFf — TyD* f)(z)(u)*, en procédant comme au théoréme 11 on obtient
|DF(f — T f)| < A(|D*H1£]), d’ott la deuxieme inégalité. Pour £ < k on remarque (inégalité de
Holder)

ID (f =T )l ey < [UYPID(f =T )iy et 1D¥ fllpiy < 1P DR f]| 1o ),

la deuxieme inégalité se déduit alors de la précédente.
Le cas d = 3 se traiterait de maniere similaire.

Théoréme 13. Si Q est un ouvert borné de classe CO' et m € N*, alors
WmP(Q) c wm=br(Q), avec injection compacte.

C’est-a-dire tout sous-ensemble borné dans W™P(S)) est relativement compact dans W™= 1P((Q).
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Démonstration. 1l suffit de montrer que W1(Q) CLP (£2) ; nous allons le faire dans le cas ou 2 C R?
est convexe. Soit h > 0 donné ; considérons les carrés K;;j = {(z1,22); ih < a1 < (i+1)h, jh <
Tg < (j+ 1, i,j € Z} ; si Qi = K;; N Q # (0, on note my;u la valeur moyenne de u sur ;.
A chaque u € Wl’p(Q), on associe uy, E Xy = {vy € LP(Q); ¥V Ky, Uhlg, € Py} défini par : sur
K;; N Q, up, = myju. D’apres le théoreme 11, ’

lu=wnllzo@yy) < V21 [1Dulliray),
dot [lu = unllyey < (VERY Sy, DUl = (VERPI DUl g
ainsi |ju — uhHLP(Q < C hfjullip0-

Soit alors B un sous-ensemble borné de W P(Q). L’inégalité précédente montre que les fonctions
u € B sont uniformément approchées dans LP(2) par des fonctions u;, appartenant a un espace X,
de dimension finie. Il en résulte que B est relativement compacte dans LP(€2).

O

Corollaire 14. Soit Q un ouvert borné connexe de R? de classe C*', et soit V un sous-espace
fermé de W™P(Q) tel que VNP1 =0 ; alors il existe une constante Cy(Q) telle que :

eV, [olmpa < [vlnpo < Cv(Q)v]mp0-

Démonstration. L’inégalité de gauche est évidente. Supposons 'inégalité de droite fausse ; on
pourrait alors trouver une suite u; telle que

uf € V’ Huka,p,Q =1 et lim |uk|m,p,Q = 0’
k—o0

apres extraction éventuelle d'une sous-suite on peut supposer que u; converge dans W™~ 1P(Q),
quand k — +oo. On a alors ||uy — Ugllm—1p0 — 0 quand k et ¢ tendent vers +oo, de plus
|ug — glm,p,0 — 0, donc ||ug — ug|lmpo — 0 ; la suite u, étant de Cauchy dans V', converge dans V'
vers une limite u. On a donc u € V' et |u|m po = limy_.oo [uk|mpo = 0, ce qui montre que Vj avec
|7 = m, 0ju = 0 ; on déduit du corollaire 6 que u € P,,—; , donc v = 0 puisque VNP, =0 ;
ceci est en contradiction avec le fait que ||u||m p.o = limg_oo |k ||mp.o = 1. O

Théoréme 15. (Poincaré-Friedrichs) Si Q est un ouvert borné de R%, alors | . |1p0 et || . |1p0

sont deuz normes équivalentes dans Wy ()

Démonstration. 11 suffit de montrer que ||| zxq) < C[|01¢]|Lrq), pour tout ¢ € D(£2). Pour cela
on remarque qu’il existe M tel que, z €  entraine |z1| < M. Alors, pour x € ,

x1 M
lo(z1,22,...,2q)| = !/ O1p(y1, @2, ..., xq) dyi] S/ |010(y1, @2, . .., xq)| dyi,
M -M

d’ou, par Holder,

M
[p(z1, 22, .., za)|P < (QM)p_l/ 1010(y1, 2, - - -, 2a) [P dyn,
-M
et, en intégrant sur {2,

HSDHLP(Q (2M)P HalSDHij,p(Q)
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6 Les théorémes d’inclusion de Sobolev

Nous admettrons le théoreme de prolongement suivant.

Théoréme 16. Soit Q un ouvert borné de classe C%', il existe un opérateur P (ne dépendant que
de m et de Q) linéaire continu de W™P(Q) dans W™P(R?) tel que Yu € W™P(Q), Pu), = u.

Théoréme 17. Soit Q un ouvert de R? de classe C%!.
a) on a WH(Q) C C%Q), avec injection continue.
b) Si de plus Q2 est borné et sip > 1,
Wer(Q) c C%9), (avec injection compacte).

Démonstration. a) En utilisant le théoreme 16 précédent, on se ramene au cas ott @ = R? ; en
remarquant que

J 1 T2 Tq ad(p
Vo € DR?),  o(z1,...,24) :/ / / W(yla--wyd) dyq...dy1,

o Joo - - Oxg
d’'ott ||| oo (mey < |¢]g1,re on obtient le résultat par densité de D(RY) dans WEH(R?).

b) (En dimension d = 2). On utilise les notations de la démonstration du théoréme 13. Posons
. 1
Yi = {on € LP(Q); V (i,5), vhj,,, €P1} et (Tyyv)(x) = & /K (v(y) + Du(y)(z — y) dy.
) ij
D’apres le théoreme 12

2h? -
H’U - Tijv||L°O(Kij) < WHDQ/UHl(KU) < (h2)1 e HDQUHLP(KZ.J.)'

Si u € W21(Q), on lui associe uy, € Y}, défini par up, = T;;(Pu), sur ;. On a alors
[[u— uhHLOO(Qij) < ||Pu— uhHLOO(Kij) < n*Rr HD2PUHLP(KU)

< W*2P||D2Pu| < CRP7P ||u2p .

L>®(R2) —

Il en résulte que [[u—up o0 < C h2=2/P ||u|2,p.q ; les fonctions u bornées dans W2P(Q) sont donc
uniformément approchées par des fonction uy, appartenant a un espace de dimension finie. On en
déduit la compacité. O

Théoréme 18. Soit Q un ouvert de R% de classe CO1.

a) On a
L (Q) avec 1% = % - o, simp<d,
W™P(Q) c ¢ LIYQ) pour tout p < g < 400, si mp =d,
Cco(2) si mp > d.

b) Si de plus Q est borné, alors

. L1(Q pour tout 1 < g < p*,  simp <d,
WwmP(Q)C g Li(Q) pour tout 1 < ¢ < 400, si mp = d,
Cco(Q) si mp > d.

~—
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Démonstration partielle. (Dans le cas d = 2). 1l suffit de regarder le cas m = 1, et de procéder
ensuite par récurrence. Comme dans le théoréme précédent on se rameéne au cas Q = R% On
remarque tout d’abord que pour ¢ € D(R?), si on pose a(z1) = [ [019(y1, z2)| dy1 et b(za) =
fR |02p(21,y2)| dy2, on a

T
M@Wﬂ/ plys, x2) dyn| < alz), et de méme [p(x)] < b(a1),
d’ou
lolany = [ @ do < [ (e bla) do = oxellme [02luseey

Par densité, cela montre le a) dans le cas p =m = 1. Pour 1 < p < 2, en posant ¢ = p* et p = 01/,
on déduit de I'inégalité précédente la majoration

q\2 — _
HUH%q(Rz) < (5) qu/z 1311)HL1(]R2) qu/2 IBQUHLl(R?)-

927

On utilise ensuite I'inégalité de Holder ||[v?/2~ 1010 11 < ||| |O1v||L» pour obtenir

HUH%q(RQ) < (5) 1010l e R2) 1020 1o m2),

et ainsi [|v|| Lor2) < 2I1DV| Lr(r2)-
a(g=4)

Pour p = 2 et ¢ > 4, on utilise I'inégalité de Holder ||v9/2 19 0|1 < HvH Nl 25921010 2,
d’ou 'on déduit

ol sy < (202 00 ey Nonlzageey 1900l sgeay

q)l*?/q H’U

Par suite [|v]|pqmrz) < (% 120, ce qui montre I'inclusion de H'(R?) dans L(R?) pour

q > 4. Cette inclusion est aussi valable pour 2 < ¢ < 4 puisque H'(R?) ¢ L?(R?).
Dans le cas 2 < p < +00, pour ¢ € D(R?), on écrit en utilisant des coordonnées polaires (r, )
d’origine z et les notations 0,¢ = 01 cosf + dap sinb et a(y) = [0rp(y)| + |¢(y)] :

1 1
lo(x)] = ]/ O l(1=r)p(z+r ew)] dr| g/ rl/p a(x+r ew) 1P g,
0 0

d’on, par l'inégalité de Holder, |o(z)[P < (p—:é)pfl fol r a(z+re?)P dr et en intégrant en 0

p—1ip-1 p—1ip-1
2m|p(z)|P < (p_2) lallZp g2y §(2p )" el ge-

On a donc

p—1y1-1
Iollz ey < 2m) 77 (20=3)7 el e

L’application identité est donc bien continue de W1P(R?) dans C°(R?).
Le b) se déduit du a) et de I'inclusion compacte WP C L (théoreme 13). O
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7 Théoremes de trace.

Théoréme 19. Soit Q un ouvert (borné) de R? de classe C%', d > 2.

Lapplication o : u — u. de C(Q) muni de la norme de WHH(Q) dans L'(T') est uni-
formément continue ; elle se prolonge donc en une application, notée encore 7y, linéaire continue
de WHL(Q) dans LY(T). De plus, siu € WIP(Q) et p < d , alors you € L"(T) ot r = pg%ll) et Yo

est un opérateur linéaire continu de WP () dans L"(T).

Démonstration. (Dans le cas d = 2).
a) La frontiere I' étant compacte, on peut la considérer comme une réunion finie de parties

I' = UL ou T'; est de la forme, (dans un repére orthonormé dépendant de i Ozy),

i ={(z,y);—a <z <aety=ax)}, avec

Q={(z,y);—a<z<aeta(r)<y<ax)+ 5} CQ;

de plus la fonction a; est continue lipschitzienne.

On a u(z,a(x)) = u(z,y) — a(x) Oyu(z,t) dt,
d’oli, en majorant et en intégrant en y
entre a(z) et a(x) + 3,

a(z)+0

Blu(z, a(z))] < / (

alx

a(z)+8
fu(z,y)| dy + 3 / L ol
et par suite

g lu(z, a(z))] dr < |ulpiq,) + Bluli,1,0,

—Q

Remarquons que ’élément d’arc do(z) = /1 + a/(x)? dz < v/1+ L? dz, on a donc
ey SVIFE [ Jutea)] do < Cilul o

avec C; = v 1+ L?max(1,1/8). Par suite [lul|,1ry < (32 Ci)llulli1e0
b) L’application vy est uniformément Contlnue de CY(Q) muni de || . ||1.1,0 dans LY(T) ; le
prolongement s’obtient en remarquant que C1(Q), (qui contient D(Q2)), est dense dans WH1(€).
c¢) Pour la derniere partie, on remplace u par |[v|", on obtient ainsi

[ol5r @y < Clo"le < O™ ollpia) +7 ([0 DullLiq)
< Col}} @) (||U||LP(Q +7 Dol o))

Le résultat se déduit alors du théoréme 18.

O

Remarques.

1) Sip>d, WHP(Q) c C°(Q), donc ~yg est continue de WHP(Q) dans CO(T) et n’est rien
d’autre que I'application trace (restriction au bord) au sens classique.

2) Sip=d, alors Vg > 1, g est une application linéaire continue de W4(Q) dans L4(T").

3) L’application 7 est en particulier linéaire continue de W'?(Q) dans LP(T).

Attention. L’application 4o n’est pas surjective de WP () dans L"(I"), excepté dans le cas p = 1
ott 'on peut montrer qu’elle est surjective de WH1(Q) sur LY(T).
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Théoréme 20. (Formule de Gauss). Soit Q un ouvert de R?, (d > 2) de classe C%'. On a, pour
tout u € WH(€Q),
[ o do = [ ou)(@) wla)do(a), v r
Q r
ot v;(x) désigne la i-éme composante de la normale

unitaire v au point © de T extérieure a Q, et O;u
la dérivée partielle de u par rapport a la i-éme variable.

Démonstration. Ce théoreme résulte de la densité de D(Q) dans WhH1(Q):

Corollaire 21. On se place dans le cas de figure ci-contre ou

Oy et Qo sont deux ouverts de R% de classe C%1,

QN Qy =0, Q et Qg ont une partie de frontiére

commune I". T Iy

A une fonction u définie sur Q = Q; UQy UTY,
on associe uy = ujq, el ug = uq, ; alors on a

u e W) { w € WEP(Qy), uz € Wh(Qy),

et You1|p, = You2|p,-

Démonstration. a) “=". L’implication dans ce sens s’obtient, si p # +o0, en prenant une suite
un, € D(Q) qui converge vers u dans WHP(Q). Sip = +oc et Q borné, u € WhH*(Q) = u € WHH(Q),
ce qui permet de reprendre le raisonnement précédent ; si { n’est pas borné et u € WLP(Q), les
raisonnements précédents montrent que you; et yous coincident sur toute partie bornée de IV, donc
sur IV,

b) “<”. Soit p € D(2) , on a

Jou dip dx+ [ O ¢ do+ [ Ouz ¢ dz = [ 9i(pur) dx+ [o, Oi(puz) dx

— [ v0(pur) v} do + [r, yo(pusz) v2 do.

Il est clair que yo(pu1) = Yo(pu2) et que v} = —v? sur I' ; on obtient donc

i

/ u Oyp dor = — Oiurp dx — O;ugp dx,
Q 951 Q2

ce qui signifie que u admet pour dérivée partielle 0;u (au sens des distributions sur ) la fonction
définie presque partout sur 2 par 3iu\91 = O;uy et 8Z~u|02 = O;ug. 1l est clair ainsi que Jju €
LP(Q). O

Corollaire 22. Si Q est de classe C%' et p # 400
WyP(Q) = {u € W'(Q) ; ou = 0}.

Démonstration. En effet, si u € WHP() et si you = 0, en notant @ le prolongement de u par 0 en
dehors de ©, on a @ € WP(R?). On conclut par le théoreme 9. O
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8 Formulations variationnelles

On considere un espace de Hilbert V' sur R muni du produit scalaire ((.,.)) et de la norme associée
| .1l ; on notera V' le dual de V et (f,v) la valeur prise par la forme linéaire f € V' sur 1’élément

v de V. On munira V' de la norme || .||, définie par
[(f,v)]
[flle = sup :
vevpzo V]l

Soit af(.,.) une forme bilinéaire continue sur V' x V ; il existe donc une constante M telle que pour
tout couple u,v € V, on ait |a(u,v)| < M|ul|||v].

Définitions.
Nous dirons que la forme bilinéaire af(.,.) est V-elliptique s’il existe une constante o > 0 telle
que :

VveV, a(v,v) > aljv|*
On appelle forme bilinéaire adjointe de af(.,.) la forme bilinéaire a,(.,.) définie par
Vu,veV, ax(u,v) = a(v,u).

Nous dirons que af.,.) est symétrique si

Vu,v eV, a(u,v) = asx(u,v).

Introduisons maintenant la fonctionnelle J : V — R

Tw) =5 alw.0) = (f,0),

et soit K un sous-ensemble convexe fermé de V' ; on considére maintenant le probleme
trouver u € K tel que
(€)
Voe K, J(u) < J(w).

Théoréme 23. On suppose que a(.,.) est, sur V- x V, une forme bilinéaire symétrique continue et
V-elliptique, et que K est un sous-ensemble convexe fermé non vide de V. Alors le probléeme (&)
admet une solution unique. Le probléme (£) peut aussi s’écrire sous la forme équivalente
trouver u € K tel que
(7)
Vve K, a(u,v—u) > (f,v—u),
ou encore
trouver u € K tel que
(Z')
Vve K, a(v,v—u)> (f,v—u),

De plus, lorsque K = ug+W est un sous-espace affine fermé de' V (ug € V,, W sous-espace vectoriel
fermé de V'), les trois probléemes (E), (Z) et (Z') sont équivalents a (V)

trouver u € ug + W tel que
(V)

VweW, a(u,w)=(fw).
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Démonstration. a) On a J(v) > o/2||v||> — |fll«llv] > —|fl?/2a, donc j = inf{J(v);v € K},
vérifie j > —oo. Par ailleurs, on remarque que

J(U)—FJ(U})—QJ(QH—TUJ) = %[a(v,v)—i—a(w,w)—%a(v—i—w,v—i—w)] = %G(U—U),’U—’U}) = %H’U—U)H2.
Par définition de j il existe une suite d’éléments u,, € K tels que j < J(uy,) < j+ % ; on a alors
e )
Tl = wpll* < T (un) + I () — 2J (") < J(un) + J(up) = 2 < %+ 3

il en résulte que la suite {u,} est une suite de Cauchy dans V, et donc converge dans cet espace
vers un élément u € K ; par continuité, on a j = J(u), ce qui montre que (£) admet une solution ;
de I'inégalité &|u—v|* < J(u) + J(v) — 2j, on déduit 'unicité de u tel que j = J(u).

b) Si u est solution de (£) , on a Vv € K et V0 € [0,1], u+6(v—u) € K , d’ou
0 < J(u+6(v—u)) — J(u), et, en développant,

V6 €]0,1], 0 < Bla(u,v—u) — (f,v—u)] + %a(v—u,v—u).

En simplifiant par § > 0, et en faisant tendre 6 vers zéro, on obtient que u est solution de (7).
D’autre part

a(v,v—u) = a(v—u,v—u) + a(u,v—u) > a(u,v—u),
donc u solution de (Z) entraine u solution de (Z').

c¢) Pour démontrer que (€) et (Z) sont équivalents, il suffit de montrer 'unicité de la solution

de (Z) ; dans ce but, si v/ désigne une autre solution de (Z), on remarque que l'on a alors
a(u,u' —u) > (f,u'—u) et a(w,u—u') > (f,u—1u'),

d’on, en additionnant, —a(u—u',u—u") > 0 ; et donc, en utilisant la V-ellipticité, u = u/'.

d) Soit maintenant v € K une solution de (Z’). Si v € K, on a aussi pour 0 < t < 1,
utt(v—u) =tv+ (1—t)u € K, donc en remplagant v par u+t(v—u) dans (Z')

a(u—l—t(v—u), t(v—u)) = (f7 t(’l}—’d)),
d’ou, en divisant par ¢ qui est positif,

a(ut+t(v—u),v—u) > (f,v—u), vVt €0, 1];
on en déduit que u est solution de (Z), en faisant tendre ¢ vers 0.

e) On suppose maintenant K = ug + W. En choisissant v = u 4+ w, ol u est solution de Z
et w arbitraire dans W, on a bien v € K ; donc u est solution de (V). Réciproquement, si u est

solution de (V), alors a(u,v —u) = (f,v — u) donc a fortiori u est solution de (7).
U

Physiquement J s’interprete comme ’énergie du systeme, K comme ’ensemble des états
admissibles. Les solutions stationnaires correspondent au minimum de ’énergie. La formulation
(Z) ou (V) coincide en mécanique avec le théoreme des puissances virtuelles. Nous dirons que (Z),
(Z') ou (V) est une formulation variationnelle associée a (€) ; (Z) et (Z') s’appellent des inéquations
variationnelles, tandis que (V) s’appelle une équation variationnelle.

Corollaire 24. (Théoréme de F. Riesz) Soit V' un espace de Hilbert sur R. Pour toute forme
linéaire f € V', il existe un unique élément uy € V tel que

VweV,  (up,w) = (f;w).

L’application f — uy est une isométrie de V' sur V. Le dual V' de V est donc un espace de Hilbert
isomorphe a V.
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Démonstration. On applique le théoreme 23 avec a(v,w) = (v,w)), ug = 0, K = W = V; cela
montre l'existence et I'unicité de uy. De plus

Gl (g o)
« = Su =sup ———— = |luyl,
171k = sup S = sup =g = sl

d’ott 'isométrie. En posant (f, g)s = ((uf, ug)), on munit V' d’une structure d’espace de Hilbert. [

Corollaire 25. Soit K un ensemble convexe fermé non vide de l’espace de Hilbert V', et w € V
donné. Alors il existe un unique élément Ilu € K tel que

|lu — Iu|| = min |ju — v||.
veEK

Lélément Tlu s’appelle la projection orthogonale de u sur le convexe K. Il est caractérisé par
l'inéquation variationnelle

Illue K et VYveK,

(J)
(=TT, 0—TIu) <0,

ou encore

U

Ilue K et VveK,

(7"
(u—v,v—TIu)) <0,

Démonstration. On applique le théoreme 23 avec a(v, w) = (v, w)) et (f,v) = (u,v)); de sorte que

J() = 3 (lo—ul® = [u]]?). O

Corollaire 26. Soit W un sous-espace vectoriel de I’espace de Hilbert V. Une condition nécessaire
et suffisante pour que W soit dense dans V' s’écrit

“weV et (vyw) =0, YVweW = “v=0".
Démonstration. Condition nécessaire. En effet, si W est dense dans V', alors par continuité

“(vy,w)) =0, YVweW” = “(v,w)) =0, VweV’” = “(v,v) =0" = “v=0".

Condition suffisante. On suppose la condition vérifiée. Soit u € V' ; on note Ilu sa projection
orthogonale sur W. On a alors

(u — Hu,w)) =0 VYwe W, donc a fortiori Vw € W.
La condition implique u—ITu = 0, d’ott u = ITu € W, et par suite V = W. U

On considére maintenant deux espaces de Hilbert V' et W sur R, une forme bilinéaire af(., ,)
continue sur V x W, une forme linéaire f € W’ continue sur W,

a: (v,w)— a(v,w), f:we (f,w).
On s’intéresse maintenant au probleme suivant
V)

trouver u € V tel que
VweW, a(u,w)=(fw).
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Théoréme 27. Sous les hypothéses
B = inf sup la(v, w)|

> (), (3)
ovev ozwew |[Vlly lwlly

et
“weW et alv,w) =0, VveV’ = w=0 (4)
le probléme (V) admet une solution et une seule.
Démonstration. D’apres le théoreme de Riesz, il existe oy € W et Au € W tels que
(rw)y = (Fw), ot (Aww)y, =a(ww),  YweW.
Le probleme (V) équivaut alors a:  trouver u € V tel que Au = ¢y.

la condition (3) entraine

| Aull,, = sup lau, w)]

> 3 [|ull
0#weW ”w”w v

cela montre que l'opérateur A (qui est clairement linéaire) est un isomorphisme de V' sur son image
Im A C W. Il en résulte que le sous-espace Im A est fermé dans W.

Soit maintenant w € W tel que (¢, w)),, = 0 quel que soit ¢ €Im A.
On a alors 0 = (Av,w)),, = a(v,w), Yv € V, d’ou, par 'hypothese (4), w = 0. En utilisant le
corollaire 26, on en déduit la densité de Im A dans W, d’ott, Im A étant fermé, Im.A=W. O
Corollaire 28. Sous les hypothéses (3) et
la(v, w)]

v= inf sup ———F—=— >0, (5)
0#£weW 0#£veV ”U”v HwHW
le probléeme (V) admet une solution et une seule.

Corollaire 29. Soit V. C W deux espaces de Hilbert. On suppose que a(.,.) est une forme bilinéaire
continue sur W x V et qu’elle est V -elliptique, i.e.

Ja>0, telque YveV, a(v,v)> aHvH‘Q/.
Soit ug € W et f € V' donnés. Alors le probléme

V)

{ trouver u € ug + V tel que
VoeV, a(u,v)=(fv),
admet une solution et une seule.

Démonstration. On fait le changement de variables u = ug+w ; le probléme (V) est alors équivalent
a

trouver w € V tel que

VovevV, a(wav) = (f,U)—a(’LLO,U),

Il est clair que la forme linéaire v — (f,v) — a(ug,v) est continue sur V. On applique alors le
corollaire précédent avec ici V' = W, en prenant v = w on vérifie facilement que les conditions (3)
et (5) sont vérifiées avec > o et v > au O

Remarque. Lorsque V = W, le choix de ug alors n’intervient plus (on peut le prendre = 0); le
corollaire précédent est connu sous le nom de théoreme de Lax-Milgram.
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9 Exemples

Exemple 1. On suppose que Q est un ouvert de R?. On prend W = H'(Q), on consideére des
données a € L>®(Q), ug € HY(Q), f € L*(Q), g € L*(09), et on pose

a(u,v) = /(ﬁuﬁv—i—a(x)u(x)v(m)) dx,
(o) = [ ra)ota)ds+ /mgccmv(x)da(w).

On fait d’autre part I’hypothese :
Vo e Q, a(z) > a > 0.

I est clair que af(.,.) est une forme bilinéaire et que (¢,.) est une forme linéaire. On déduit de
I'inégalité de Cauchy-Schwarz

la(u,0)] < a(u,u)?a(v,0)'"? < max (1, |lal] o o)) lJull, o 0], 0
’(67’0)’ S HfiiLQ(Q) ”U”L2(Q) + ”gHLQ(aQ) nyov”lﬂ(ag)
(HfHLQ(Q) + Hg”LQ(BQ) HVOHHI(Q)HLQ(QQ))”UHI,Q'

Cela montre la continuité sur W de la forme bilinéaire; il en est de méme pour la forme linéaire
dés que, soit g = 0, soit I'application trace 7o est continue de H'(2) dans L?(99)(ce qui est le cas,
d’aprés le théoreme 19, si © est borné de classe C%!). Par ailleurs on a

IN

VoeW,  a(v,v) > liq+alvlf g > min(l,a)lv]q.

La forme bilinéaire a(.,.) est donc W-elliptique lorsque o > 0. Lorsque 1'on a seulement o = 0, le
théoreme 15 assure que a est V-elliptique pour V = HS(Q) quand €2 est borné, et le corollaire 14
lorsque V' est un sous-espace fermé de W tel que V NPy = {0}, si Q est borné de classe C%!.

Sous-exemple 1.1. (Probleme de Dirichlet) On fait le choix V = H{(Q), et on suppose : soit
a >0, soit a =0 et 2 borné. On considere le probleme

{ trouver u € ug + H&(Q) tel que Vo € H} (),

= Jo I ) dz.

D’apres le corollaire 29 ce probleme admet une solution et une seule. De plus on a 1’équivalence

u—ug € HA(), u = ug, sur 0},

form
(P) <= —
—Au+au=f, dans D'(Q), —Au+au=f, dans Q.

Preuve. Lorsque ¢ € D(Q), on a (—Au+ au — f,¢) = a(u, ) — [ f( ) dz. Puisque D(Q) C
V, on en déduit que si u est solution de (P), alors on a 1'égalité —Au —|— au = f dans lespace
des distributions D'(Q); réciproquement, si —Au + au = f dans D'(Q2), on en déduit a(u,p) =
Jo f( ) dx pour tout ¢ € D(Q), et par densité de D(2) dans V, u est solution de (P).

La deux1eme équivalence est seulement valable “formellement” ; par cet adverbe nous voulons
dire qu’elle n’est valable que si des hypotheses de régularité supplémentaires (que nous ne préciserons
généralement pas) sont vérifiées. Par exemple, si Q est de classe C%!, on sait que u — ug € H&(Q)
équivaut & you = Youg; si de plus u et ug sont C!, 7y n’est autre que la restriction au bord et
u—ug € H}(Q) équivaut bien & u = ug sur 9. Similairement, si u € C*(Q), a et f € C°(Q), la
relation —Au + au = f, dans D/(Q) équivaut bien & —Au + au = f en tout point de Q.

O
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Sous-exemple 1.2. (Probléme de Neumann) On fait maintenant le choix V =W = H(Q); on
suppose a > 0, et © (borné) de classe C%!. On considere le probleme

trouver u € H'() tel que Vv € H'(Q),
(P
a(u,v) = (¢,v).

Ce probleme admet comme le précédent une solution et une seule. On a maintenant ’équivalence
(formellement)

—Au+au=f, dans,
(P) &
% =g, sur Of.

Preuve. On a encore D(2) C V dong, si u est solution de (P), 'égalité —Au+ au = f dans D'(12).
Si cette égalité est vérifiée, et si la fonction w est suffisamment réguliere pour que les formules de
Gauss soient justifiées, alors

a(u,v) — (Lv) = /Q(ﬁu.ﬁv—i—auv)dm—/ﬂfvdm—/(mgvda

= /(ﬁu.ﬁv—i—Auv)dw—/ gvda:/ (%% — g)vdo.
Q o9 o9

En utilisant le lemme suivant, on en déduit I’équivalence (dite formelle puisque soumise & conditions
de régularité) proposée.

O

Lemme 30. Les conditions g € L'(0Q) et fm gpdo =0, pour tout p € D(Y), entrainent g = 0
sur OS).

Démonstration. (En dimension 2). Soit K C 92 une partie compacte de la frontiere 0€2. D’apres

le lemme 2, pour tout £ > 0, il existe p. € D(Q) tel que 0 < . < 1, . = 1 sur K et p.(x) = 0 si

d(z,K) > e. En passant a la limite dans la relation fm g e do =0 on en déduit fm gl do=0.
Comme pour la démonstration du théoreme de trace, nous nous plagons maintenant sur une

partie I'; de la frontiere liée & une partie €2; de Q2 représentée (dans un repeére orthonormé dépendant

de i: Oxy) par

I ={(z,y);—a <z <aety=ax)}, avec

Q ={(z,y);—a<z<aetar) <y <ai(x)+ B} C O

Si la fonction v est nulle sur 9€) en dehors de I';, on peut

écrire (en oubliant I'indice 7)

Joqgvdo = [ gida
oll on a posé
9(@) = g(x,a(x))\/1 + d'(2)?, () = v(z,a(x));

rappelons que do = /1 + d/(z)? dz.

Pour montrer que g = 0 sur I';, c’est a dire § = 0 sur (—«,«), il suffit de montrer que
[, G0dx = 0 pour tout v € D(—a, ) (voir le lemme 4), donc il suffit de le montrer pour toute
fonction v constante par intervalle (les fonctions de D(—a, «) sont limites uniformes de telles fonc-

tions). Finalement il suffit de montrer que pour tout intervalle [a,b] C] — a, af on a f; gdx =0, ce
qui n’est autre que [, g1x do =0 en notant par K = {(z,a;(z));a < x < b}, le compact de T'; se
projetant en [a, b] sur 'axe Oz.

O
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Nous admettrons les théoremes de régularité suivants :

Théoreme 31. On suppose que ) est convexe ou de classe CV' ; alors, si l'on est dans le cas du
probléme de Dirichlet avec ug € H?(), a € L¥(Q) et f € L*(Q), ou si l'on est dans le cas du
probléme de Neumann avec a € L®(Q), f € L*(Q) et g =0, on a u € H*(Q2), de plus

dans le premier cas lull2.0 < C(|luoll2,0 + I follo,o)s
et dans le deuzriéeme cas lull2.0 < Cllfollo.q-

Pour des régularités plus élevées, ce théoreme se généralise sous la forme

Théoréme 32. Soit k un entier > 1 ; on suppose Q0 de classe C¥*11 a € CH(Q), f € HFQ) ;
alors, si l’on est dans le cas du probleme de Dirichlet avec ugy € Hk”(Q), ou si l’on est dans le cas
du probleme de Neumann avec g =0, on a u € H¥2(Q).

Sous-exemple 1.3. (Probleme mélé) On suppose maintenant que 2 est borné de classe C%! et
que sa frontiere 0 est la réunion de deux parties fermées I'g et 'y, dont 'intersection T'g N T’y est
de mesure nulle (par rapport & la mesure do sur 9Q).
On fait le choix

V={ve HY(Q) ;Y00 = 0}

et on suppose I'y de mesure superficielle I
non nulle. On considére le probleme

trouver u € ug +V  tel que
(
VoeV, a(u,v)=({v).

11 est clair que V NPy = {0}. La forme bilinéaire
a(.,.) est V-elliptique, méme si & = 0; donc le probléme (P)
admet une solution et une seule. On a I’équivalence (formelle)

—Au+au = f, dans ),

fi .
(P) = u = ug, sur g,

% =g, surl}y.

Preuve. On a encore D(2) C V dong, si u est solution de (P), 'égalité —Au+ au = f dans D'(2).
De plus cette égalité entraine, si la solution u est suffisamment réguliere et si v € V,

a(u,v)—(&v):/ (%— )vdaz/(%— )vdo.
15)9) N}
On en déduit I'équivalence formelle en adaptant la démonstration du lemme 30. U

Les théoremes de régularité cités précédemment ne se généralisent pas au probleme mélé ; le
changement du type de condition limite a l'interface entre I'g et I'y engendre des singularités.

Exemple 2. (Le probléme de I'obstacle) Soit © un ouvert borné non vide de R? de classe C%!. On

prend W = HY(Q), V = H}(Q) et on considére des données ug € H2(Q2), f € L*(Q), ¥ € H*(Q);
on suppose ug > 1 sur la frontiere 9€2, on définit les formes bilinéaires et linéaires

a(u,v):/ﬂv*u.v*vdx, (f,v):/ﬂf(:v)v(x) dr,
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enfin on pose
J(v) = ga(v,v) = (fiv), K ={veH (Q);7v = yuo, et v(z) >(z) dans Q}.
On considere le probleme
trouver u € K tel que
(&
Voe K, J(u) <J(w).

On vérifie facilement que K est un sous ensemble convexe fermé de W, que af(.,.) est une forme
bilinéaire continue symétrique sur W x W, (f,.) une forme linéaire continue sur W, mais on n’est
pas en mesure d’utiliser directement le théoreme 23, car a(.,.) n’est pas W-elliptique. Notons que
a(.,.) est par contre V-elliptique. Le changement de variables

u = up + w, J(v) = J(ug +v) — J(ug), K ={ve H}Q);uy+v>1, dans Q},

raméne le probleme (£) au probleme équivalent, “w € K et J(w) < J(v), pour tout v € K”. Le con-
vexe K étant fermé dans V, on peut maintenant appliquer au nouveau probléme le théoréme 23. On
en déduit ainsi que le probleme (£) a une solution et une seule et qu’il est équivalent & I'inéquation
variationnnelle

trouver u € K tel que
(P
Vve K, a(u,v—u)>(f,v—u).
On obtient maintenant 'interprétation formelle
form. [ —Au—f>0dans Q, w>1% dansQ, w=uy sur O,
(P) <=
et (u—v)(—Au— f)=0 dans Q.

Preuve. Précisons tout d’abord que, pour une distribution 7', on écrit T' > 0 ssi, pour tout ¢ € D(Q)
avec ¢ > 0, on a (T, ¢) > 0. En reprenant la démonstration du lemme 4, on vérifie facilement que
lorsque T' € L}, (£2), cette définition coincide avec la définition habituelle de la positivité pour les

(classes de) fonctions. D’autre part, en supposant u € H2(Q) N K, v € K (donc v —u € H}(Q)),
on peut écrire

a(u,v—u) — (fyv—u) = /(—Au — (v —u)dz.

Q

a)* = 7 Pour tout ¢ > 0, ¢ € D(), on a u + ¢ € K, donc [(—Au — f)edr > 0,
d’out —Au — f > 0. Cela montre la premiere ligne du membre de droite dans 'implication. Soit
Qp = {z;u(x) > ¥(x), c’est un ouvert (si u € H?(§)) puisque u — v est alors continu. Prenons
© € D(£y), on a alors u—1) > 0 sur le support (compact) de ¢, u—1) est donc uniformément minoré
par un nombre > 0 sur ce compact. Il en résulte l'existence de ¢ > 0 tel que e|p| < u—1) sur €,
d'ot u+ep € K et u—ecp € K. On a par conséquent a(u,cp) > (f,ep) et a(u,—ep) > (f, —ep),
d’ott a(u,¢) = (f,¢). On a ainsi montré montré que —Au = f dans €y, c’est a dire aux points de
Q ol u # 1.

b)“<—=" Soit v € K. Sur £y on a u # ¢, d’'on —Au = f, donc (—Au — f)(v —u) = 0. Dans
Q\Qonav—u=v—1 >0, donc (—Au — f)(v —u) > 0. Il en résulte

a(u,v—u) — (f,v—u) = /(—Au — (v —u)dz > 0.

Q
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Exemple 3. Soit  un ouvert borné non vide de R? de classe C%!. On utilise maintenant 1’espace
V ={ve H(Q); fQ v(x)dx = 0}, et on considére une donnée f € L?(2). On reprend les formes
bilinéaires et linéaires

a(u,v) = / Vu.Vudz, (f,v) = / f(x)v(x)de.
Q Q
On considere enfin le probleme
trouver u € V' tel que
(P
VoeV, a(u,v)=(f,v).
Ce probléeme admet une solution et une seule puisque V NPy = {0}. On a I’équivalence
—Au=f—e¢, dans§2, avec c € R,
(P)féén' % =0, sur 99,

[ f@)de

J u@)dz =0 et c="r g

Preuve. On n’a plus D(£2) C V, mais on sait que, si une distribution 7" vérifie (T, p) = 0 pour tout
¢ € D(Q) vérifiant fQ o(x)dx = 0, alors la distribution est constante (voir la démonstration du
corollaire 6. On a donc, si u est solution de (P), I'égalité —Au + au = f — ¢ dans D'(2). Si cette
égalité est vérifiée, si la fonction u est suffisamment réguliere pour que les formules de Gauss soient
justifiées, alors

a(u,v)—(f,v):Ag%vda—c/ﬂv(x)dx.

Si u est solution de (P), on a donc fag % vdo = 0, pour tout v € V' ; cette relation est évidemment

vraie aussi pour tout v € D(Q2), donc pour tout v € H'(2) = V 4+ D(2). En utilisant le lemme 30,

cela montre que % = 0. D’autre part on a

O:/ %da:/Audx:/f(x)dx_c/dx’
o0 Q Q Q

ce qui donne la relation sur c. La réciproque est immédiate. ]

Remarque. Dans le cas particulier ou la donnée vérifie fQ f(x)dz =0, on a

—Au = f, dans (,

form.

(P) =
gu =0 surdQ, et J, w(@)dz = 0.

Exemple 4. On considére ici les espaces
W= {veL}.R?); g—;’l et aa—;; € L*(R%)}, V={ve W;/ v(x)dr = 0},
B(0,1)

B(0,1), désignant la boule unité du plan R%2. Remarquons d’abord que ’espace V muni du produit
scalaire a(u,v) = [z Vu.Vodz (et donc de la norme |. |, ;2) est un espace de Hilbert.
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Preuve. C’est bien un produit scalaire puisque a(v,v) = 0 entraine v = 0. Soit R > 1 un réel, et
VR lespace des restrictions a la boule B(0, R) des fonctions de V. Puisque Vg NPy = {0}, il existe
une constante Cr telle que

Vv eV, ||v||L2(B(O,R) <Cgr |U|I,B(0’R) < Cr |U|I,R2‘

Il en résulte que, si u,, est une suite de Cauchy dans V', (en restriction a la boule) w,, est de Cauchy
dans H'(B(0, R)) qui est complet. On en déduit aisément que V est complet. O

On se donne maintenant une fonction f € L?(R?); on suppose de plus que f est & support
compact, et que fRQ f(x)dxz = 0. On considere enfin le probleme

trouver u € V' tel que
(P
VoeV, a(u,v)= [ f(z)v(z)de.
Théoréme 33. Le probléme (P) admet une solution et une seule; on a l’équivalence

ueV et

(P) <~
—Au=f, dansR?,

D’autre part on a Vu € (HI(RQ))2 et [ul, g2 < |flog2 ; plus généralement, si on suppose f € H*(R?),
alors on a Vu € (Hk+1(IR{2))2.

Démonstration. a) Soit R tel que support(f) C B(0, R); on a alors, pour v € V,

||, £@)o@)dal < [floa oo < Crlflose o]0

la forme linéaire est donc continue et le théoreme de Lax-Milgram (cf. corollaire 29) assure
I'existence et l'unicité de la solution. Remarquons que a(u,1) = 0 = [, f(x)1dz; si u est so-
lution de (P), on a donc a(u,v) = [,» f(z)v(z)dz pour tout v € V 4 {1} = W. En particulier,

Ve eDRY,  (~Bu=fig) = aluy) = [ f@)ela)d =0,
d’ott —Au = f dans D'(R?). Nous admettons le résultat “D(R?)NV est dense dans V7, qui montre
I'implication réciproque “<=".
b) Comme précédemment le probléeme
{ trouver g; € V' tel que
\V/’UE‘/, a(glav):_fRQféa_;}ldxa

admet une solution unique, et la relation précédente est vraie aussi Vv € W.
Introduisons maintenant les notations vy, = v(.+hey), c’est a dire vy (z1,x2) = v(z1+h, x2).
On vérifie facilement (par des arguments de densité) les propriétés

e sive Ll (R?), alorsv, —v dans LL.(R?), quandh — 0,

o sive L?(R?), alorsv, —v dans L*(R?), quand h — 0,

h
0
o siveW, alorsvy, € W et wvp(z) —v(z) = / %(m—i—t,@) dt,
0o Oz

o Yu,veW, a(up,v) = a(u,v_p).
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On obtient ainsi, si u est solution de (P) et v € W,

a(up—u,v) = —a(u,v—v_p) / fv—v_p)
= — f(xl,xg)/ aa;’ (x1—t,z9)dt dx
0
= / / f(z1,22) am U (11 —t, xo) dx dt
= / a(gr,v_¢)dt = a(/ 1(.+teqp) dt,v).

0 0
Posons, pour h # 0,

1 a — 1
ch:/ (—u—gl)(mﬂhel)dt: uhh u—/ g1(z+they)dt.
0 0

63:1

On a montré que a(cp,v) = 0, pour tout v € W; or ¢, € W donc ¢ est une constante. D’autre
part il est clair que ¢, — 8—“ — g1 dans L} (R?) (quand h — 0), d’olt aa_mul — g1 = constante. Par
suite

) 2 (M2 12 9 2}

o EWNLYRY) =H (RY), et a(gs,v)= f()”dx VveW,

de méme g—;g € H'(R?), et a(aagf2 v) = f(z )8‘2;)2 dx, YveW.
R2

En utilisant que

2 2
L 0538 + 252 + 134 do = (R, 82) +a(fs, £2)

— - [t duds = [ | iz,
R2 R2
on obtient [ul, , <|f] .-

c¢) Si maintenant on suppose de plus que f € H'(R?), on a alors a(gi,v) = Jze g—ivdx,
VoeV et [po aa—lfl dz = 0. Donc d’aprés ce qui précéde Vgi € (H'(R?))2, d'ont Vu € (H2(R?))2.

Le résultat général s’obtient par récurrence.

Hypoellipticité du laplacien. Soit maintenant { un ouvert non vide de R?.

Théoréme 34. Les conditions “u € Hllo .

(Q) et Au =0 dans D'(Q)” impliquent u € C®(Q).

Démonstration. Soit 1 € D(2), on pose & = ut) dans €2, & = 0 autrement. Il est clair que @ € W.
Soit de plus ¢ € D(R?), on a

a(d, @) = /QZZ)V_’U-V_;Ddx—{-/QuV_;/J.V_)@dx
= /V_)uV(g_o‘w) dx—Q/ch_‘u.V_’zbdx—/qugodx
Q Q

= (Au, ) —2/ngv*u.v}z)dm—/ )

Q

u Ay pdr :/ fedr,
R2
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en posant f = —u Ay — V_’u.V_‘Q/) dans 2, f = 0 en dehors. De ’hypothese u € Hllgc(Q), on déduit
f € L?(R?). De plus, notons par ¢y une fonction de D(2) qui vaut 1 sur le support de ), une telle
fonction existe d’aprés le lemme 2 et vaut 1 sur le support de f; on a alors

fdx :/ feodr = a(u,po) = a(a,l) =0.
R2 R2

On peut donc appliquer les résultats du théoréme précédent, on a ainsi 4 = uyp € H?(R?) pour
tout v € D(), donc u € HE (Q).
De méme, pour k£ > 0, u € Hl]fjc'l(Q) entraine f € H*(R?). D’apres le théoréme précédent,

cela implique Vi € (H*T1(R?))2, donc u € Hl]f)jQ(Q) Cela montre par récurrence que u € HF (€2)
pour tout k, d’ou le résultat final par les théorémes d’inclusion de Sobolev. U

Remarque. 1l est en fait possible de démontrer le résultat plus général si la distribution T € D'(Q)

vérifie AT =0 dans D'(Q), alors T € C>®(Q).

Exemple 5. On suppose, comme dans le probleme mélé de 'exemple 1, que €2 est un ouvert
(borné) de R?, de classe C%! et que sa frontiere T' est la réunion de deux parties fermées Iy et T'q,
dont l'intersection I'g N T’y est de mesure nulle (par rapport a la mesure do sur I').

On reprend les espaces W = HY(Q), V ={v e W ; 0V, = 0},
et on considere le probleme

trouver u € ug + V, tel que
(P)
VoeV, a(uo) = (f0), r

avec

N
a(u,v) = / {Z aij(x) Oju Ojv + ag u v} du, r
Q 0

i,j=1

(ﬁ,v):/Q fvdx—i—/F g Yov do(x).

Les fonctions a;;, ag sont données dans C°(Q), f dans L?(f2), g dans L?(I'y) ; la fonction ug est
donnée dans H'(£2). On suppose de plus que les coefficients a;;j vérifient la condition d’ellipticité :
Jaj > 0 tel que

d d
Vo e, V. 8 €R, Y ay(n) & & 2oy &, (6)
i=1,j=1 i=1
et que la fonction ag satisfait
Vz € Q,ag(z) > ag > 0. (7)

Remarques.

1) Nous avons vu lors de 'exemple 1 que V' est un sous-ensemble fermé de W. T’y n’est pas de
mesure nulle, VNP = 0 ; on munira alors indifféremment V' de I'une des deux normes équivalentes
|.l10 ou ||.]l1.o- SiTp est de mesure nulle, alors W = V = H'(Q), (on prendra alors T'; = T,
I'yp = 0), V sera muni de la norme || . ||;,o. On supposera désormais que, soit “ag > 07, soit “ag > 0
et mes (I'g) # 0”7 ; il résulte alors de ce qui précéde que la forme bilinéaire a(.,.) est V-elliptique.
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2) 11 est facile de voir que a(u,v) est continue sur W x W, donc a fortiori sur W x V' :
|a(u, 0)| < M [lull1,0 [[v]l10-
Nous avons déja montré la continuité de la forme linéaire a ’exemple 1.

11 résulte du corollaire 29, que le probleme (P) admet une solution et une seule.

Interprétation de (P).
Introduisons maintenant les notations
d
Au = —
ij=1

)

0 ou ou ou
%j(azja—xi)—l—ao u, et — =— Z ajj 7—

En supposant que la solution u, les fonctions a;; et la frontiere I' sont suffisamment régulieres, on
déduit de la formule de Gauss, que, pour tout v € V

a(u,v) /.Auvdx—/ ’yovda—/ — v do.
I

En procédant comme dans 'exemple 1, on obtient I’équivalence formelle

Au = f, dans Q,

(P)&cg) u=1up, surl,

0
ﬁ =g, surly.

Cas particuliers.

Sous-exemple 5.1. Probléme de Dirichlet. 1l correspond 4 I'y =0 , donc g =T et V = HOI(Q) :

P) trouver u € H'(Q) tel que you = Youg sur I et
Yo € H}(Q), a(u,v) = (f,v).

Ce probleme équivaut a

{ Au = fy dans €,

U = Ug sur I'.
Lorsque ug = 0, on parle du probleme de Dirichlet homogene.
Sous-exemple 5.2. Probléme de Neumann. Il correspond a I'g = (0, donc ' =T7 et V =W =
HY(Q) :

trouver u € HY() tel que
P) { (€)

Yo e HY(Q), a(u,v) = (f,v).

Ce probleme équivaut a

ou

Au = fy dans €,
. =Y sur I'.

Lorsque g = 0, on parle de probleme de Neumann homogene.

Dans le cas général de ’exemple 1, on parle de ”probleme mélé”.
Nous admettrons les théoremes de régularité suivants :

28



Théoréme 35. On suppose que Q est convexe ou de classe OB, que les fonctions aj; € Cco(Q),
ap € L>(Q) et fo € L2(Q) ; alors, si l'on est dans le cas du probléme de Dirichlet avec ug € H?(S),
ou si l'on est dans le cas du probléme de Neumann avec g =0, on au € H?(R), de plus

dans le premier cas lull2.o < C(lluoll2,0 + |l follon)

et dans le deuziéme cas lullz.o < C|lfollo,e
(ot la constante C ne dépend que de Q, des a;; et de ag).
Pour des régularités plus élevées, ce théoreme se généralise sous la forme

Théoréme 36. Soit k un entier > 1 ; on suppose Q de classe C**11 a;; € CHY(Q), ag € C*(QY),
fo € HE(Y) ; alors, si l’on est dans le cas du probléme de Dirichlet avec ug € H*2(Q), ou si l'on
est dans le cas du probléme de Neumann avec g =0, on a u € H*2(Q).

Exemple 6. Le systeme de ’élasticité.

Comme dans Iexemple précédent © désigne un ouvert borné de R?, (d = 2 ou 3) ; la frontiere
I' =T UT' est la réunion de deux parties fermées d’intersection de mesure nulle ; ) représente un
corps élastique homogene isotrope au repos. Notons par v(x) le déplacement du point x € 2 lors
d’une déformation. Si on exerce sur le corps élastique la force volumique fy en chaque point x de
Q et la force surfacique g en chaque point de I'y, ’énergie potentielle élastiaue du corps J(v) (dans
I’hypotheses des petits (Téplacements) s’écrit

1

J() = 5a(g,8) = (f.9),

ou (on utilise la convention de sommation des indices répétés)

a(g,g):/ﬂ[)\ div u div v + 2p €55(u) €5 (v)]

I’énergie de déformation est exprimée par la forme bilinéaire la(g, v ), et I'énergie potentielle des

2
forces extérieures est donnée par

0= [ o) ) de+ [ @) uie) do(e).

Les coefficients A > 0 et p > 0 sont les coefficients de Lamé du solide,

eij(u) = (au' + au’) désigne le tenseur des déformations,
vy = Qu .
divu = Boi
on notera aussi

oij(w) = A div(u) 6ij + 2p €45 (u)

le tenseur des contraintes. Le corps élastique collé le long de I'y prend la position d’équilibre qui
minimise J(v) parmi toutes les positions possibles, i.e. celles qui correspondent & un déplacement
v =0 le long de T'.

On introduit I'espace des déplacements admissibles

V={v=(v1,...,vq);v € HY(Q),yv; = 0 sur Iy},
)1/2

et on le munira de la norme || v |10 = (Z?Zl Hv,H%Q
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Lemme 37. On suppose que I'g est de mesure (superficielle) non nulle ; alors la forme bilinéaire
a(.,.) est V-elliptique.

Démonstration (trés partielle). Puisque nous supposons p > 0, il suffit de montrer qu’il existe une
constante C' > 0 telle que

d
VueV, Y lle@llhe>Cllullia
ij=1

a) Vérifions d’abord que || v || = (Zgjzl ll€is @)”%79)1/2 définit bien une norme sur V. Il suffit
de montrer que ||v || = 0 entraine v = 0.
Définissons I’ensemble R des déplacements rigides

R={y e H' ()% Vi.j, e;y)=0}.

On vérifie simplement que

et, pourd=3, R={v;v=a+bAz, abcR}.
Donc, si 'y est de mesure superficielle non nulle, 'ensemble des déplacements rigides appartenant
a V est réduit a {0}.

b) Pour montrer I'inégalité ci-dessus, on procede ensuite comme dans la preuve du corollaire
14, en faisant usage de I'inégalité de Korn que nous admettons

d
Voe (H'(Q)Y,  llulie <C@( ) i@ e+ elEe)-
ij=1
O
On déduit du lemme 37 et du théoreme 23 que le probleme
() trouver u € V tel que
vyeV, J < J(v),

a une solution et une seule ; ce probleme est équivalent a la formulation variationnelle

P) trouver u € V' tel que

VweV, a(uu)=(f21)
Si u est solution de (P), on a
1,0p;  Op;
d 4 ¥

vee@@) [ oy 3GE+ G2 dr= [ fiear

En tenant compte de la symétrie du tenseur des contraintes, 0;; = 0;;, on obtient
0
Vi, € D(Q) —/ a—(aij(g)) w; dr = / fi wi dx.
0 0rj Q
Ainsi, on déduit
0 .
—a—%(aw(y)) :fi’ pour ? = 1,"'>da (8)
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ce que l'on écrit aussi de maniere condensée —div g(u) = f dans Q.

Puisque u satisfait (8), I’équation variationnelle

VoeV, a(u,v)=(f21)

devient
0
VyeV, oij(u) gij(v) do = | —2—(03(w)) vi dx + | g; v; do(x)
Q o O I
ou encore

YoeV, / i(alj(g) vi) dx = / g; v; do(x),
9] axj I
ie.
YoeV, / (0i(u) v; — gi)vi do(x) = 0.
1N

Ainsi on obtient les équivalences

—divg(u) = f dansQ,
&)= (P) e u = 0 surTy, (encastrement),
og.v = g surly.

10 Annexe. Théorémes de densité

Dans ce paragraphe nous supposons 1 < p < 400 ; donc p # oco. Le premier lemme ne concerne
que les ouverts 2 non bornés.

Lemme 38. Les fonctions de W™P(Q), a support borné dans Q, sont denses dans W™P(Q).

Démonstration. Nous ne la ferons que pour m = 1, le cas général se traitant de la méme maniere.
Soit € D(RY) avec f(z) = 1 pour |z| < 1et 0 <0 < 1;posons Oy (x) = 60(x/M), ¢; = 10:0| Lo=(ma)
ou 0; désigne la dérivée partielle par rapport a la iéme variable. On vérifie aisément que, si
u € WP(Q) alors la fonction up; = 0pru appartient & WHP(Q) et I'on a

Oyupr — Oju = (HM — 1)61u + (829M)u
le théoréme de la convergence dominée montre que (057 —1)0;u — 0 dans LP(2) (quand M — +00);
de plus (|00 >y = ¢i/M — 0; on en déduit que Jups — dju — 0 dans LP(©2). On a de méme

up —u — 0 dans LP(Q), ce qui montre que uy; converge vers u dans W1P(Q). O

Remarque. Ce lemme est faux si p = oo, puisque, dans un ouvert €2 non borné, la fonction
constante égale a 1 ne peut étre la limite uniforme de fonctions a support compact.

Lemme 39. Les fonctions de W™P(Q) a support compact dans €, appartiennent a Wi (€2)

Démonstration. Nous nous limiterons encore au cas m = 1. Soit u € W1P(Q) ayant pour support
un compact K C Q ; soit g = d(K;Q°). Pour 0 < € < gy, on pose u: = U * 6., ou 4 est
le prolongement de u par 0 en dehors de K et 6. est défini au début du paragraphe 1. On a
u. € D(RY) et support u. C K. = {x; d(z, K) < ¢}, donc u. € D(Q) ; de plus

3iu5:ﬁ*ai65, i:1,...,d. (9)
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Compte tenu du théoreme 1, il suffit de montrer que
dyue = Oju 0., (10)

pour obtenir la convergence de u. vers u dans W1HP(Q).

Pour cela on remarque d’abord que, si 0;u est la dérivée de u au sens des distributions sur
Q, son prolongement & R? par 0 en dehors de €, dyu, coincide avec la dérivée 9;@ de @ au sens des
distributions sur R?. En effet si ¢ € D(R?) et si 0 € D(Q) est tel que # =1 sur K, on a

/ ﬂ@igodac:/ u@i(ﬂgp)dx:—/ 8iu930dm:—/ 00u ¢ dx
R K Q R4

d’ott ;i = Adsu, (V0 € D(Q) avec 0|, = 1) ; on a donc bien 0;u = diu.
Maintenant, nous allons vérifier (10); soit ¢ € D(R?), on déduit de (9)
[, o) @y do= [ [ ity) 00.(0-9) olo) dy do =~ [ aty) di-(o) do,
R R JRA R

avec e (y) = [ga 0-(x —y) p(z) dz ; or . € D(RY) donc

ouc(o) o) do = [ 0iity) eely) dy= [ [ diity) Oula-y)ela) dady
Rd ]Rd Rd Rd
= / (Oia*0:)(z) p(x) dr,
R4
ce qui montre (10). O

Corollaire 40. L’espace D(RY) est dense dans W™P(RY), i.e. Wy"P(R?) = WmP(R?).
Démonstration. Cela résulte des deux lemmes précédents. ]

Théoréme 41. Si Q est fortement étoilé par rapport & un point, alors D(Q) est dense dans
WmP(Q).

Démonstration. O

On suppose 2 fortement étoilé par rapport a 'origine. Pour A €]1, 0o[ on pose Q) = {\z;z €
0} et uy(x) = u(x/N). On vérifie aisément que, si u € W™P(Q), alors uy € W"™P(Q,) et que
), — u dans W™P(Q) quand A tend vers 1. On peut trouver une fonction § € C*°(R?) telle que
= 1 dans 2 et § = 0 dans le complémentaire de €2, pour un g tel 1 < g < A. Si u a un support
borné dans (2, alors fuy a un support compact dans €2y, donc Quy € WP () d’apres le lemme

39, et par suite uy, est limite, dans W™P?(Q), de fonctions de D(§2) ; par suite il en est de méme
pour u. On conclut en utilisant le lemme 38.

Théoréme 42. Si Q) est fortement étoilé par rapport a un point, alors
W P(Q) = {u € W™P(Q); a € W™P(RY)},
ou U désigne le prolongement de u par zéro en dehors de ).

Démonstration. L’inclusion C s’obtient aisément par la densité de D(Q) dans WP (). L’inclusion
dans l'autre sens se déduit en utilisant la fonction uy du théoréeme précédent, mais maintenant avec
A < 1;le lemme 39 entraine alors uy € W;"*(Q) et on fait tendre A vers 1. O

Remarque. L’utilisation d’une “partition de I'unité” permet d’étendre les deux derniers résultats
au cas ou {2 est localement fortement étoilé.
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