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Avertissement

Ceci est la saisie en KTEX des notes du cours du Professeur Stanistaw
LOJASIEWICZ a Orsay, polygraphiées par I'Institut des Hautes Etudes
Scientifiques. J’espere que cette saisie rendra plus facilement accessible ce
texte de référence.

La saisie en KTEX modifie considérablement la mise en page. Pour per-
mettre les références faciles au texte original, les numéros de page de celui-ci
sont indiqués par des notes marginales.

J’al introduit des titres (indiqués entre crochets) pour les différents numéros,
et ajouté une table des matieres ainsi qu’'un index. J’ai aussi essayé de corri-
ger quelques coquilles du texte initial ; j’espéere ne pas en avoir ajouté trop de
nouvelles! Priere de me signaler les erreurs et d’adresser vos remarques a :
michel.coste@univ-rennesl.fr Je mettrai a jour ce document en tenant
compte des remarques. Ceci est la version du 29 aout 2006.

Michel Coste
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1 [Fonctions holomorphes]

Soit G un ouvert de C" . Une fonction f : G — C est dite holomorphe
(dans G), si pour chaque point (21, ce Z’n) € G elle est développable dans
un voisinage U = {|z, — 2,| <7, , v =1,...,n} C G (avec r, > 0) en un
série entiere a (21, )

o

Florza) =D (21— 20)" o (2 — 2)"

absolument convergente dans ce voisinage (ce qui est équivalent a
Yy, ,rit i < 00 ). Pour qu’il en soit ainsi il faut et il suffit que f soit
localement bornée! et holomorphe par rapport a chaque variable séparément.

En effet, on voit que si f est localement développable en série entiere ci-
dessus, elle est continue (vu la convergence uniforme) et holomorphe séparé-
ment par rapport a chaque variable (comme par exemple
f(Z1,. s 21, 2) = Y ag..00(2 — 2,)” ). Supposons maintenant que f soit
localement bornée et holomorphe séparément par rapport a chaque variable.
Nous allons montrer (ce qui suffit), par récurrence sur n , la proposition
suivante : si U = {|z — 2,| < r,} € G , alors f est développable dans
U en série entiere (comme ci-dessus) absolument convergente dans U . La
proposition étant claire pour n = 1 , supposons la vraie pour n — 1 . On
a f(z1,.s2m) = Doeg Au(z1, -y 2nm1) (20 — Zn)” dans U , la série étant
absolument convergente, ou

1 e Znts
Al/(Zh-";anl): / . f(Zla y An—1 C) dC .
‘C_anzrn

% (C _ %n)u—i-l

La derniére formule définit A, dans un voisinage de W = {|z, — ,%l,| <r}
et montre que A, est localement bornée (dans ce voisinage) et holomorphe
séparément par rapport a chaque variable, ce qui résulte du suivant :

Lemme. Soit Q un ouvert de C | soit f : Q X [a,b] — C . Si f(z,t) est
bornée, holomorphe par rapport a z , et continue par rapport a t , alors
g(z) = fab f(z,t)dt est holomorphe dans ) .

(On le vérifie prenant les sommes de Riemann, et utilisant le théoreme
de convergence simple d’une suite uniformément bornée de fonctions holo-

'Selon le théoréme de Hartogs cette condition est superfiue.
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morphes). Par hypotheése de récurrence, A, est développable en série :

Al’(zb s 7Zn—1) - Z al/1,...,1/n,1,u(21 - 'CZ)I)VI te (Zn—l - fz;n—l)yni1

Vi.e..Un—1

absolument convergente dans W . En substituant ceci dans le développement
précédent, on obtient le développement cherché.

On a montré en méme temps les deux faits suivants.
Toute fonction holomorphe est continue.

SiV ={|z, — 2| <r,} C G (ouvert), alors toute fonction holomorphe

7’ Ve . -\ N o o
dans G admet un développement en série entiere a (z1, ..., z,) absolument
convergente dans V . Ceci résulte du fait suivant :
. . , ., o o
Les coefficients a,, . ,, sont bien déterminés par f (et (z1,...,2,)) (En
9 ) o N

effet, va quion a f =" Au(21, ..., 2n-1) (20 — 2,)" , OU

A = g V1 ° VUn—1

l/(Zlv s 7Zn—1) — ale,...,unfl,u(zl - Zl) Tt (Zn—l - Zn—l) )
Vi...VUn—1

f =0 implique A, =0, et on peut procéder par récurrence sur n ).
Si f, g sont holomorphes (dans un ouvert G ), il en est de méme avec

f+g, fg,et 5 (pourvu que g # 0 dans G ).

Si f est holomorphe dans un G ouvert et connexe, alors
{f = 0 dans un sous-ouvert non vide de G} = {f = 0 dans G} ; alors
{f = 0 dans un sous-ouvert non vide de G " R"} = {f = 0 dans G} . En
effet, la premiere propriété résulte du fait que si s est un segment compact
contenu dans G et parallele a un des axes de x; ou y; , alors
{f = 0 au voisinage d'un bout de s} = {f = 0 au voisinage de s} , et que
tous les deux points de G peuvent étre joints par une ligne polygonale com-
posée des tels segments ; pour l'autre, en vérifie que si {|z; — i‘l\ <eCd( (3(1):Z
réels), alors

yi—al<e i=1,... k
f(z1,- -, 2k, Tha1,y - - -, T,) = 0 pour |2 OZ’ ‘ T
2, —xi| <e i=k+1,...,n
implique
o]
zi—xil<e 1=1,....k+1
Jf(215 -0 Zhg1s Thg2s - - -, Tp) = 0 pour 12 = i e B

|l‘i—f%i|<€ 2:k+2,,n



d’ou f = 0 dans un voisinage réel de (%1, o ,%n) implique f = 0 dans un
voisinage complexe de ce point.

Si f est holomorphe dans G , alors f , donnée par

f(z1,eov20) = (.0, Z0)

est holomorphe dans {(z1,...,%,) € G} . Observons que fg = f.g . Obser-
vons que f = f au voisinage de G N'R” si et seulement si la restriction de f
a G NR™ est réelle; on dira alors que f est “réelle” |

Si f est holomorphe dans G , il en est de méme avec 9. (En effet, on
%
a par exemple
0 1 iy Zn1,
a—f(zl""’zn):T/O f(l _ IC)dC7
Zn ™ [C—zn|=r (C — Zn>2

0 0
pourvu que {|z; — z;| <r} C G, d’ou 8_f est localement bornée, et (lemme)
n
holomorphe séparément par rapport a chaque variable). Il en résulte que :

Toutes les dérivées d’une fonction holomorphe, sont holomorphes. Comme

of _of of _.9f
8£Ci N 821-’ 8@/1 N aZi

Toute fonction holomorphe est C'*° comme une fonction de 2n variables
réelles.

on a on obtient par récurrence :

Si f est holomorphe dans un ouvert G C C" , et si p,, v =1,...,n,
sont holomorphes dans un ouvert B C CF et telles que (¢1,...,9,)(B) C G,
alors h = f o (p1,...,p,) est holomorphe dans B et on a

Oh [ Of iy
at, _Z<azyo(%"“’%)) o,

v=1

En effet, comme h est continue, il suffit de considérer le cas k = 1 . Soit

z, = pu(ty), to € B . Comme f est continiment dérivable comme une fonction

de 2n variables réelles, on vérifie facilement (en utilisant of = of , of =
or, 0z, 0y,
z'af ) que
0z, d
VCTRPS EYTCRUE R P i RN SHES Nty S MIY)
1y--+54n 1y-++54n 82,/ 1y--+s*n v v v v
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. h(t) — h(to)

d’on — converge vers y . _, ng (215 -+ 20) L (to) lorsque ¢ — tg .
E— 0 v
Si f est holomorphe dans un voisinage de (z, . . ., 2k, wy, (21, 28, W)=
a [¢] (o] °
0 et %( 1,2k, W) # 0, alors il existe ¢ > 0 et 6 > 0 tels que

{(f=0,|zn—2] <6, |W-= I/cf/| < ¢} est le graphe d’une fonction ¢
holomorphe dans {|z, — z,| < 8}; f(z1,..., 2 0((21,...,2)) = 0 dans

{lz — §V| < 0} . En effet, comme f est continiment dérivable et comme le
2

jacobien de lapplication W — f(z1,..., 2k, W) est égal a , il résulte

of
ow
que pour certains € > 0et § >0 {f =0, |2, —2,| <&, [W—W]| < e} est le
graphe d’une fonction contintiment dérivable dans {|z, — 2,| < 8} ; on calcule

af .
Ox,, H@yu

facilement qu’elle satisfait aux conditions de Cauchy : =0, donc

est holomorphe.

Soit B un ouvert connexe de C¥ | V un sous-ouvert de B ,0<r < R .
Alors chaque fonction holomorphe dans G = (B x {r < |w| < R}) U (V x
{lw| < R}) admet une extension sur B x {|w| < R} .

En effet, soit f holomorphe dans G , et soit r < p < R . Alors la fonction

ry 1 f(za S)
J(zw) = omi Ji=s s —w
et coincide avec f dans V' x {|w|] < p} . Comme G N (B x {|w| < p}) est
connexe et contient V' x {|w| < p} , f et f y coincident, donc f U f est une

extension cherchée.

ds est holomorphe dans B x {Jw| < p} (lemme)

2 [Théoréme de préparation]

On appelle polynome distingué (a (0,...,0) € C™* ) toute fonction de
la forme H(z;w) = w* + a1(z)w* ™ 4+ -+ + ax(z) ol a, sont holomorphes
dans un ouvert B de C™ contenant 0 et a,(0) =0, v =1,...,k (ce qui est
équivalent que H(z;w) est une fonction holomorphe dans B x C , polynéme
unitaire en w , et telle que H(0,w) = w* ou bien H(0,w) a un zéro unique
0). Alors pour chaque ¢ > 0 il existe un § > 0 tel que

|2, <0, H(z1, ..., z2myw) =0 = |w|<e.

p- 6



(En effet, si |w| > €, alors H(z,w) = w*(1 + a(z) + -+ ak—f)) # 0
w w

lorsque a,(z) sont suffisamment petits, donc, lorsque |z,| < § avec un § > 0

suffisamment petit.)

Théoreme de préparation de Weierstrass. Soit f une fonction holo-
morphe dans un wvoisinage de 0 = (0,...,0) € C™ | telle que
f(0,...,0,w) # 0 au voisinage de 0 . Alors f = HE dans un voisinage
de 0 ou H est un polynome distingué et E est une fonction holomorphe dans
un voisinage de 0 , et telle que E(0) #0 . Le couple H, E est déterminé au
voisinage de O par ces conditions.

Démonstration. Unicité. Soit f = H E pour |z,| < e, |w| < ¢; en faisant
e > 0 suffisamment petit nous avons F # 0 dans {|z,| < e, |w| < }; alors
il existe un § > 0, § < ¢ tel que H(z,w) =0, |z,] <0 = |w| < e; il en
résulte que pour |z,| < d , les zéros de H(z,w) (avec leur multiplicités) sont
précisément ceux de f(z,w) dans {|w| < e}; comme H(z,w) est unitaire, il
est déterminé par ses zéros, pour |z,| < ¢; ainsi H, E sont déterminés dans
{lav] <6, |w] <€} .

Ezistence. Choisissons ¢ > 0 tel que [ soit holomorphe dans
{lzu| < e, |w| < e} et tel que f(0,w) n’ait pas de zéros dans {0 < |w| < e}
. Soit  la multiplicité de zéro de f(0,w) en 0 . Selon le théoreme de Rouché

il existe un 6 > 0, 0 < ¢ tel que pour |z,| < §, f(z,w) # 0 sur |w| = ¢
et f(z,w) a précisément r zéros wi(z),...,w,(z) dans {Jw| < £}; on a alors
(théoreme des résidus) :
1 £ (2, | |
bi(z) = — wﬂwdw:wl(z)3+~--+wr(z)3

a 2mi |w|=¢ f(Z,’lU)
et on voit (lemme) que b;(z) est holomorphe dans {|z,| < 0} . Posons
H(z;w) = (w—w(2)) - (w—we(2)) =w +a(2)w ™+ +a.(2);

alors a,(0) = 0; or, a, s’expriment comme des polynomes en b; (aux coeffi-
cients numériques), donc a, sont holomorphes dans {|z,| < 0} , et H(z,w)
est un polynome distingué. Comme, pour |z,| < 0 , f(z,w) et E(z,w) ont les

mémes zéros dans {|w| < e} (et H(z,w) # 0 sur |w| =€), E(z,w) = Z[((Z, w))
Z,w
est bien définie, # 0 , et holomorphe en w dans un voisinage de {|w| < €} ;

on a donc | ers)
2,8

E = — ’ d
(2, w) 210 J )= H(z,5)(s — w) o

7



ce qui prouve (lemme) que E est holomorphe dans {|z,| < ¢, |w| < &}

3 [Fonctions analytiques|

Soit €2 un ouvert de R™ . Une fonction f : Q@ — C est dite analytique
(dans ), si pour chaque point (i’l, . ,:%n) € Q elle est développable dans
un voisinage U = {|z, — z,,| < r,} € Q (avec r, > 0) en une série entiére &

(1%1,...,%n)2

Flanmn) =ty (@ — 20)" - (2 — 2,)"

absolument convergente dans ce voisinage, ce qui est équivalent a
Yy, 1" T < oo alors, par conséquent, la série f(z1,...,2,) =

[e] o .
Sy, (21 — 1) - (2, — x,)" est absolument convergente dans le voi-

sinage complexe U = {|z, — %l,| < r,} . On voit donc que pour que f soit
analytique dans € il faut et il suffit qu’elle admette une extension holo-
morphe sur un voisinage complexe de 2 (c’est-a-dire, sur un ouvert dans C”
qui contient €2 ). (Suffisance est claire; nécessité : on prend, pour chaque
z€Q un U, = {lzo — x| < 1} et ]Af; : U, — C holomorphe, donné par
série ci-dessus ; comme on a f;/ :~jz,u dans R" N (~]x/ N ﬁ@g , ﬁx/ N ﬁxu étant
connexe, on a fr = fpr dans Uy NU,» ; il en résulte que | f, est une extension
holomorphe de f sur |J U, ).
Les coefficients a,,.,, sont bien déterminés par f .

Si f est holomorphe, elle est analytique comme une fonction de 2n va-
riables réelles; par conséquent sa partie réelle et imaginaire est analytique.
En effet, il suffit de considérer f(xy + iy1,..., T, + iyn), OU Tq, ..., Y, sont
complexes.

Si f, g sont analytiques (dans €2 ) il en est de méme avec f + g, fg ,et
(pourvu que g # 0 dans € ).

Q [

Si f est analytique, elle est C'™ et toutes ses dérivées sont analytiques.

Si f est analytique dans un ouvert 2 C R" et si p,, v =1,...,n , sont
analytiques réelles dans un ouvert A C R¥ | et telles que (1, ..., ¢,)(A) C Q
alors h = f o (p1,...,p,) est analytique dans A et on a



Oh  ~~(0f oy
ot, 2 (axy ° (*"1"“’%)) ot,

v=1

(pour vérifier les trois derniéres propositions il suffit de prendre des restric-
tions aux variables réelles dans les propositions correspondantes pour fonc-
tions holomorphes).

Si f est analytique réelle dans un voisinage de (%1,...,%k,y),

(o] [} a o o
flzy,. . xp,y) =0, et 8—f(x1,...,xk,y) # 0, alors il existe e >0 et 6 >0
Yy

tels que {f =0, |z, —,| <0, |y —y| < €} est le graphe d’une fonction ¢
analytique réelle dans {|z, — z,| < 6}; f(z1,..., %0, ©(21,...,2,)) = 0 dans
{|z, — z,| < 6} . (On prend la restriction & z, réelles dans la proposition
complexe correspondante, et on observe que f(z1,...,2,, ¢(x1,...,2,)) =0,
dot o =7 ).

On appelle polynome distingué réel (a (0, ...,0) € R™"!) tout fonction de
la forme H(z;y) = y* + a1(z)y* ' + - + ax(x) , oul a,(x) sont analytiques
réels dans un voisinage de 0 et a,(0) = 0 (ce qui est équivalent a ce que
H(z,y) est analytique dans A x R | polynome unitaire en y et telle que
H(0,y) =y"). B

C’est la restriction d’un polynome distingué H tel que H = H.

Théoréme de préparation de Weierstrass (réel). Soit f une fonction
analytique réelle dans un voisinage de 0 = (0,...,0) € R*¥?1 | telle que
f£(0,...,0,y) £ 0 au voisinage de 0. Alors f = H E dans un voisinage de 0,

ou H est un polynome distingué réel et E est une fonction analytique réelle

dans un voisinage de 0, telie que E(0) # 0 . (Le couple H, E est déterminé

au voisinage de 0 ). Dans le théoreme de Weierstrass complexe : si f est p. 10
“réelle” , £ et H sont “réelles” aussi.

(On applique le théoreme de préparation de Weierstrass a l'extension
holomorphe de f: f=HE ,dou f=HFE , mais f = f et H est aussi un
polynome distingué, donc (unicité) H = H et E = E , et les restrictions de
H et E au voisinage de 0 dans RF! sont réelles).



4 [Outils algébriques]

4.a [Discriminant et résultant]

Considérons le polynome [],_;(z; — z;)* € Z[z1,...,x,] . Comme il est
symétrique, selon le théoreme de fonctions symétriques il existe un polynome
unique D,, € Zlyi, ...,y tel que

I_I(xZ — :L‘j)2 = Dy(s1(x1, . xn)y oy Sp(T1, .. Tp))

i<j
ou Sj(xh o 7x”) = <_1)] ZV1<...<VJ' Ly * " x”j ’

Considérons le polynome Hij(xi—yj) EZL[x1, ..., Tn,Y1,---,Ym] . Comme
il est symétrique par rapport a {x;} et {y,} séparément, il existe un polynome
Rym € Zuy, ... up,v1,. .., 0] tel que

H(ZEl — ;) = Rom(s1(x1, ..o, 2n), .oy Sp(@1, .o, 2p),
1,J

S,1<y1’"’7ym)7"'78;’n(y17"'7ym)) Y

olt s; = (=1)' 3, o ) Tuy =Ty, ,i=1,...,m et
= (1P S oy 2 = Leem?

Soit A un anneau commutatif et ayant un élément unité. Pour chaque
polynéme unitaire p = " +a, 2" 1 +- - -+a, € Alx] on appelle D,,(ay, ..., a,)
le discriminant de p. Si p admet la décomposition p = (x — &) -+ (x — &)
(avec & € A ), alors

n
2 n
Dy(ar,...,a0) = [J(& — &) = DO [ r'&)
1<J =1
(comme on a a; = (€1, .-, &n) et (&) = [, (& — &).

2Si (A étant un anneau commutatif) s €  Alry,...,Tu, Y1, Ym] =
Alz1,...,zp][Y1,. .., Um] est symétrique par rapport & {z;} et {y;} séparément,
alors on a s = q(si(y1,- s Ym)y---» Sip(Y1,-- -, Ym)) pour un ¢ = > bt ---vkm €
Alzy,...,xp,v1,...,0,] avec b, €  Alry,...,z,] symétriques, donc b, =
ay(s1(x1, -, 2n), -, $n(T1,...,2,)) avec ay, €  Alui,...,uy]; on a donc
s = p((s1(x1, o y@n)y ey Sn(@1y ooy @), ST (YL, o s Ym)y ey S (U1s ooy Ym))  OU

=2 a,(Ur, ..., up)vy" - v € Alug, ..., Un, U1,y ..., U

10
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Pour chaque couple de polynéomes unitaires p = 2™ + ;2" + -+ - + a,,
q=2x™+bxz™ !+ .-+ b, € Alx] on appelle R, ,,(a1,...,a,,b1,...,by) le
résultant de p, q. Sip, g admettent les décompositions p = (x—&;) -+ (x—&,),
g=(xr—m) - (x —nm), (avec &, n; € A ), alors :

Rn,m<a17 s 7anab1a s 7bm) = H(é.z - T]])

/L'hj

4.b [Anneaux factoriels]

Soit A un anneau factoriel®. On dit qu'un polynome g € A[z] est primitif,
si ses coefficients admettent 1 pour p g ¢ d . Chaque ¢ # 0 € Alz| peut étre
écrit sous la forme g = cq; avec ¢ € A et ¢; primitif; alors c est p g ¢ d des
coefficients de ¢ .

Lemme de Gauss. Le produit de deux polynomes primitifs est primaitif.

Corollaire. Soit K le corps de fractions de A ; si un g € Alx] primitif divise
un p € Alz] dans K[z] , il en est de méme dans Alz].

En effet, on peut écrire bp = gg=cgq, avecb€ A, q € Alz], ¢1 € Alx]
primitif; comme (lemme de Gauss) g¢; est primitif, ¢ est un p g ¢ d des
coefficients de bp , d’ou b divise c et on a p = ¢;gq; avec ¢ € A , donc g
divise p dans A[z] .

Théoréme de Gauss. Si A est un anneau factoriel, il en est de méme avec
Alx].

Un corps est trivalement un anneau factoriel, donc il en est de méme avec
anneau de polynomes sur un corps. Nous allons démontrer la suivante :
Proposition. Soit p un polynome unitaire de Alx| . Pour que p et p’ aient
un diviseur commun de degré positif il faut et il suffit que le discriminant de

p soit nul.

En effet, soit K le corps de fractions de A , et soit K une extension de K
telle que p admette dans K[z une décomposition p = (z—¢&;) - - - (x —¢&,) avec

3(’est-a-dire, un anneau d’intégrité qui satisfait : 1° chaque élément non inversible et
# 0 est produit d’'un nombre fini d’éléments irréductibles (un élément est dit irréductible
s’il n’est pas inversible et s’il n’est pas produit de deux éléments non inversibles), 2° cette
décomposition est unique jusqu’a 'ordre et facteurs inversibles. 2° peut étre remplacée
par : 2°° si p est irréductible, et divise a b, alors il divise a ou b.

11
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&, € K .Si p, p' ont un diviseur commun dans A[z] de degré positif, alors un
& est une racine de ce diviseur et on a p’(&,) = 0, d’ou le discriminant = 0.
Réciproquement, si le discriminant = 0 , on a p/’(§,) = 0 pour un r; alors le
polynéme minimal g € K|x] de &, divise p et p’ dans K{[z]; en multipliant g
par un élément convenable de A on obtient un go € A[z]| primitif (de degré
positif) qui divise p et p’ dans K[z] , donc (Corollaire du lemme de Gauss)
dans Alx] .

Proposition. Soient p, q des polynémes unitaires de Alx] . Pour que p et
q aient un diviseur commun (de degré positif) il faut et il suffit que leur
résultant soit nul.

Démonstration. En effet, soit K le corps de fractions de A, et soit K

une extension de K telle que p, ¢ admettent dans K|[x| des décompositions
p=(@—=&) - (x—8&), ¢=(x—m) (¥ —nn) avec &, n; € K. Sip, qont
un diviseur commun (de degré positif) dans Afz] , alors il est divisé par un
(x — &) , donc & est une racine n; de ¢ , d’ou le résultant = 0.

Réciproquement, si le résultant = 0, on a ¢ = § = n; avec certains
i, j; alors le polynéme minimal g € Klz| de ¢ divise p et ¢ dans K|[z];
en multipliant ¢ par un élément convenable de A on obtient un gy € Alz]
primitif (de degré positif) qui divise p et ¢ dans Klz| , donc (Corollaire du
lemme de Gauss) dans A[z] .

5 [Anneau de germes|

Les raisonnements de ce n° restent valables sans aucun changement si 1’on
remplace “holomorphe” et “C” par “analytique réelle” et “R” .

Soit O,, 'anneau de germes de fonctions holomorphes a 0 € C" c’est-a-
dire I’ensemble quotient de I’ensemble de fonctions holomorphes au voisinage
de 0 par la relation d’équivalences “ f = ¢ dans un voisinage de 0" (on
appelle fy - germe de f - la classe d’équivalence de f), avec addition et
multiplication bien définies par fo + go = (f + 9)o , fogo = (fg)o . Cest un
anneau d’intégrité. En effet, il est un anneau commutatif ayant un élément
unité; si fogo = 0, alors f g = 0 dans un voisinage connexe V de 0 , donc
V ={f=0}uU{g=0},dou (Baire) par exemple f = 0 dans un sous-ouvert
de V , et par conséquent f =0 dans V , et fo=0.

Soit P, C O, le sous-anneau de germes de polynomes en z, . Observons
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que I'application ;

() Onl2] 3 (ag)o2" + - + (ap)o —

— (GO(ZL s 7Zn)zﬁ+1 +oeeet ak(zl» s 7Zn))0 S Pn+1

est un isomorphisme.
Nous allons démontrer le suivant :

Théoréme. O,, est un anneau factoriel.

Les éléments inversibles dans O,, sont précisément f, avec f(0) # 0; en

effet, si f(0) #0, fo(%)o = 1;si fogo =1, alors f(0)g(0) =1, d’ou f(0) # 0

Appelons élément régulier (de O,,) tout fy avec f(0,...,0,2,) Z 0 au
voisinage de 0 . Si ay - - - a, est régulier, alors chaque a,, est régulier. Si a # 0,
il existe un automorphisme h de O, tel que h(a) soit régulier; en effet, si
L est un automorphisme de C" vectoriel complexe, alors h : O, > fy —
(foL)y € O, est un automorphisme de O,, , et, si f # 0 (au voisinage de 0),
on peut toujours choisir L de maniére que l'on ait (f o L)(0,...,0,z2,) Z 0
au voisinage de 0 (il suffit de prendre un L qui applique I'axe de z, dans
une droite complexe (par 0) sur laquelle f #Z 0 au voisinage de 0).

Appelons élément normal (de O,, ) tout Hy ou H est un polynéme dis-
tingué (en z, , a 0) . On voit que le produit des éléments normaux est
normal. Si ¢ = ¢;---¢, avec ¢ normal et ¢, € P, , alors ¢ = ¢} --- .. avec ¢,
normal et équivalent & ¢, dans P,, . En effet, on a ¢ = (H)y , H distingué,
¢, =(Hy)o,H,=a,(z1,...,2,)2"+--- et H=Hy---H.;onal=a; - a,

H, . . . :
donc a,(0) # 0 , d'on H, = — unitaire et H = Hj---H , d'on H, dis-
a

14
tingué comme 0 est un zéro unique de H,(0, z,); si l'on prend ¢ = (H))o ,
c=¢cy---d , d, est normal et ¢, = (a,)oc, , (a,)o inversible dans P,,.

T v

Chaque élément régulier a € O,, s’écrit de maniere unique sous la forme
a = ep avec e inversible et p normal (théoreme de préparation de Weiers-
trass).

Pour qu’un élément normal ¢ (de O,, ) soit irréductible dans O, il faut et
il suffit qu’il soit irréductible dans P,, .

En effet, on peut exclure le cas ¢ = 1 et alors ¢ n’est inversible ni dans
O,, ni dans P,, . Si ¢ = ¢y ¢y avec ¢; non inversible dans O,, , ¢; sont alors
réguliers et on a (Weierstrass) ¢ = e7;72, avec e inversible et -; normales,
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et non inversibles dans O,,, donc dans P,, ; alors (I'unicité dans Weierstrass)
e = 1 . Réciproquement, si ¢ = 717, avec ; non inversibles dans P,, , on
a ¢ = 17, avec . normal et équivalent dans P,, a 7; , donc non inversible
dans P,, , d’ou v, = (H;)o , H; distingué de degré > 0, donc H;(0) = 0 et 7.
n’est pas inversible dans O,, .

Montrons que si P,, est factoriel, il en est de méme avec O,, . En effet,
soit a # 0 non inversible en O, ; on peut supposer que a soit régulier ; selon
théoreme de Weierstrass a = e c avec e inversible, ¢ normal et non inversible
dans O,, , donc dans P, ; selon I’hypotheése ¢ = ¢; - - - ¢, avec ¢; irréductibles
dans P, donc dans O,, , donc a = (ecy)cy---¢x; s a = by---by avec b;
irréductibles dans O, , alors b; sont réguliers et (Weierstrass) b; = e;d; avec
e; inversibles et d; normaux, irréductibles dans O,, donc dans P, ; on a alors
a=ey---erdy---dy, d’ou ('unicité dans Weierstrass) ¢y -+ ¢, = dy -+ - dy , et
par 'hypothese ¢; ne differe de d; que par ordre et facteurs inversibles (dans
P,, donc dans O,,), donc il en est de méme avec ecy, ¢, ..., k. et by, ... by .

Observons que P est factoriel comme isomorphe a C[z]| (isomorphisme
Clz] 3 apx™ + -+ + am — (apz™ + -+ + am)o € P1). Par conséquent O
est factoriel. En supposant que O, soit factoriel, il en est de méme (Gauss)
avec O,[z] qui est isomorphe a P, , donc P, est factoriel, d’ou O,,4; est
factoriel. Le théoréeme est ainsi démontré par récurrence.

Soit A, 'anneau de germes de fonctions analytiques réelles a 0 € R™ (on
le définit de maniére analogue). Nous avons de méme isomorphisme

(k) A, [z] 2 (ao)owk + -+ (ag)o —
- (G/O(Ilu s 7xn>xfz+1 +oeeet ak(xla s 7xn))0 S Pn-‘rl
et le suivant

Théoréme. A, est un anneau factoriel.

6 [Polynome associé]

Soit P(z,w) = wk + ay(2)w*™t + -+ + ax(z) un polyndéme aux coef-
ficients a; holomorphes dans un ouvert B C C™ . On appelle D(z) =
Di(a1(2),...,ak(z)) (qui est donc holomorphe dans B) le discriminant de

P;ona
k

D) = [J(wi = w;? = (DO ] 5 (zowy)

J=1
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ol wy, ..., wy sont les zéros de P(z,w) , pour z € B .

Observons que si P est “réel” ce qui a lieu si et seulement si les a; sont
“réels”, son discriminant est “réel” aussi.

Nous allons montrer le suivant :

Soit P(z,w) un polynome distingué (aux coefficients holomorphes dans
un voisinage de 0 € C™ ), de degré k , ayant le discriminant D(z) = 0 .
Alors il existe un polynéome distingué Py(z,w) de degré < k et un voisinage
V Cc C™ de0 tel que :

(V) (P=0}N(VxC)={P=0}n(VxC);

On peut avoir Py “réel” si P est “réel”.
Ecrivons, a cet effet, P(z,w) = w* 4+ a1 (2)w* ! + -+ + ax(2) ; alors p =

¥ + (a1)gz* 1 + - + (ax)o € O[] a pour discriminant

Dy ((a1)o, - -5 (am)o) = (Dim(a1(2), ..., am(2)))o = Do =0,

donc p et p’ ont un diviseur commun r de degré > 0 : p = pir, p’ = por
p1 étant de degré < k . Par isomorphisme (x) entre O,,[x] et P41, 0, P, 7,

—)0, Ro, (Pl)(), (PQ)O avec certains R, Pl, P2
w

(polynémes en w aux coefficients holomorphes au voisinage de 0), P; étant
de degré < k , et on a

p1, pe correspondent & Py, (

(ﬂ) P:P1R et Z—Z:PQR

au voisinage de 0; comme le coefficient dominant de P est égal a 1, celui de
Py ne s’annule pas, donc (en divisant P; et multipliant R par ce coefficient)
on peut supposer que P; soit unitaire. Dans le cas de P “réel” on peut répéter
ce raisonnement pour la restriction de P en réel, et on obtient P, , P5, R en
variables réelles; on les étend sur un voisinage complexe de 0 , et (f) reste
valable dans un voisinage complexe de 0 . Par conséquent (f) subsiste dans
V x C ou V est un voisinage de 0 € C™ . Maintenant, I'inclusion D dans
(V) est évidente. Supposons que z € V| P(z,w) = 0 , 'ordre du zéro w
étant p; si l'on avait Py(z,w) # 0, alors w serait un zéro de R(z,w) d’ordre

p , donc il serait un zéro d’ordre > p de 90 ce qui est impossible; on a
w

donc Pi(z,w) = 0 . Ainsi nous avons vérifié (V). Comme P; est unitaire et
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0 est un zéro unique de P;(0,w) (d’ott P;(0,w) = w* ), P, est un polynoéme
distingué.

Il en résulte qu’il existe un polynome distingué P, “réel” si P est “réel”,
ayant le discriminant # 0 , et un voisinage V' C C™ de 0 , tel que

(P=0}N(VxC)={R=0}n(VxC).

En combinant ceci avec le théoreme de préparation de Weierstrass nous ar-
rivons au suivant

Théoréme. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage de 0 € C™!
telle que f(0,...,0,w) # 0 au voisinage de 0 . Alors il existe un polyndome
distingué H , “réel” si f est “réelle” , ayant le discriminant Z 0 au voisinage
de 0 , tel que f =0 <= H =0 dans un voisinage de 0 .

Nous appellerons H un polynome associé a f.

Solent P(xz,t) = t" + ai (@)t '+ - + ap(x) , Qz,t) =t + by (x)t +
-+ -+ be() des polyndomes aux coefficients analytiques (réels) dans un ouvert
G C R" . On appelle R(x) = Ri.(ai(x), ..., ax(x),bi(x),..., bp(x)) (qui est
analytique dans G) le résultant de P et @); on a

R(z) =[] (m — o)

1,

ou 7,..., T, est la suite des zéros (complexes) de P(z,7) = 0 et 0q,...,0,
celle de Q(z,0) =0 .

7 [Homéomorphismes locaux]

Soient M, N deux espaces topologiques, séparés. Une application f :
M — N est un homéomorphisme local si pour chaque a € M la restriction
de f & un voisinage de a est un homéomorphisme sur un voisinage de f(a).
Alors f est une application ouverte (c’est-a-dire, I'image de tout sous-ouvert
de M est ouvert).

Soit f : M — N un homeomorphisme local.
Sih; :V — M ,i=1,2, continues, V étant un voisinage d’'un b € N ,
vérifient f(h;(x)) = = dans V', alors hy(b) = ha(b) implique hy(z) = he(z)

dans un voisinage de b . (En effet, fy est injective pour un voisinage U de
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h1(b), donc si 'on prend un voisinage Vg de b tel que h;(Vy) CU ;i =1,2,
on a hy(x) = hy(x) dans Vj ).

Si h; : Q — M ,i= 1,2, continues, {2 étant un sous-ouvert connexe
de N | vérifient f(h;(z)) = = dans Q , alors hy(x) = ha(x) dans © ou bien
hy(x) # he(z) dans Q . (Ceci résulte du fait que {hy(z) = ho(x)} est fermé
et ouvert dans 2 ).

Si h : N — M | continue, vérifie f(h(z)) = = dans N , alors h(N)
est ouvert et fermé; si, en outre, M est connexe, h(N) = M et f est un
homéomorphlsme (h étant '’homéomorphisme inverse). (En effet, h(N) =
{h(f(z)) = z} est fermé; si b € h(N), on a b = h(a) avec a € N , fy est
un homéomorphisme d’un voisinage V' de b sur un voisinage de f(b) = a ,
on a ensuite h(a) = b = fi;'(a) , d’ott h = f,;* dans un voisinage U de a ,
et h(U) = f;'(U) est un voisinage de b , contenu dans h(N); h(N) est donc
ouvert).

Soient f : M — N une application continue, g : N — L une application
dans un autre espace topologique L . Si g et go f : M — L sont des
homéomorphismes locaux, il en est de méme avec f . (En effet, prenons un
a € M ; soit V un voisinage de b = f(a) tel que gy soit un homéomorphisme
et g(V') soit un voisinage de ¢ = g(b); soit U un voisinage de a tel que
f(U) C Vetque (9o f)u = gru o fu soit un homéomorphisme sur W =
g(f(U)) = gv(f(U)) — voisinage de c; alors f(U) = g;,' (W) est un voisinage
de b et fy = g;(lU) o (go f)y est un homéomorphisme).

8 [Applications propres]

Soient M, N deux espaces topologiques séparés et localement compacts.
Une application continue f : M — N est propre si I'image inverse de tout
sous-compact de N est compact. Alors f est fermée (c’est-a-dire, 'image de
tout sous-fermé de M est fermée). En effet, si E est un sous-fermé de M
, alors, pour tout sous-compact U de N, U N f(E) = f(f""(U) N E) est
compact, d’ou f(E) est fermé (car, si x € f(E) on a x € UN f(F) lorsque
U est un voisinage de z, et on peut prendre pour U un voisinage compact).

Soient f: M — N , g: N — L deux applications continues (L étant un
espace topologique séparé et localement compact). Si go f est propre, il en
est de méme avec f . En effet, si E est un sous- compact de N , alors f~1(E)
est fermé, mais (comme E C g ' (g(E)) ) f1(E) C (go f) ' (g9(F)) compact,
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donc f~(E) est compact.

9 [Revétements]

Soient M, N deux espaces topologiques. Une application f: M — N est
un revétement, si chaque point a de N possede un voisinage V' pour lequel
F7HV) soit réunion des ouverts disjoints U et tels que fy soit un homeo-
morphisme de U sur V . Le nombre des U s’appelle ["ordre du revétement
en a*; s'il est partout fini, on dit que le revétement est fini. Observons que
I’ensemble des a , ou l'ordre du revétement est égal a k , est ouvert; il est
aussi fermé, comme son complémentaire est ouvert. Par conséquent, si N est
connexe, 'ordre du revétement est constant.

Lemme 1. Soient M, N deux espaces topologiques, séparés, et localement
compacts. Alors f: M — N est un revétement fini <= f est un homeomor-
phisme local, propre.

Démonstration. (=>). Soit a € M ; prenons un voisinage V de b = f(a)
selon la définition; on a alors f~(V) = U U--- U Uy , U; disjoints ouverts,
d'ott @ € Uy, pour un k , et fy, est un homéomorphisme sur V'; f est donc
un homeomorphisme local. Chaque b € N a un voisinage V avec f~1(V)
compact ; en effet, si 'on prend pour V un sous-voisinage compact dun
voisinage choisi selon la définition, on aura f~'(V) = K; U--- U K, avec K;
homéomorphes & V', donc compacts, d’out f~(V) sera compact. Si F est un
sous-compact de NV , on a donc £ C V; U---V, avec V; choisis de la maniere
précédente, d’ou f~1(E) , comme fermé et contenu dans f~1(V}) U--- U
F~YV;) compact est compact. Ainsi f est propre.

(<=). Soit b € N . Alors f~!(b) est compact et discret (car, si f(a) = b,
fu est injective pour un voisinage U de a, d’ou il n’y a pas d’autre o’ € U
avec f(a') = b), donc fini : f~1(b) = {ay,...,a,}. 1l existe des voisinages
U; de a; , ouverts et disjoints, tels que fy, soit un homéomorphisme, et
f(U;) soit un voisinage de b . Soit V* un voisinage compact de b; alors
T=f(f"Y(V*)\ (U U---UU,)) est compact et ne contient pas b . Il existe
donc un voisinage ouvert V de b tel que VNT =0 et V C V*N( f(U;) . On
aalors f~1(V) c UyU---UU, (sinon, x € U;U---UU, pour un x € f~1(V),
donz e fTHV)\(UU---UU,) et f(z) € VNT ce qui est contradictoire).

4on peut vérifier qu’il ne dépend pas de V . (Si V3 C V , on raisonne avec une compo-
sante connexe de Vp ).
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On a donc f~H(V) =UjU---UU avec U/ = U; N f~1(V) ouverts disjoints,
fu: est un homeomorphisme et, en vertu de V- C f(U;) , f(U]) =V .

Il en résulte le suivant :

Lemme 2. Soient M, N, L des espaces topologiques, localement compacts,
sotent f : M — N, g: N — L deux applications continues, Si g : N — L et
go f: M — L sont des revétements finis, il en est de méme avec f .

Lemme 3. Soit f : M — N un revéetement, avec M connexe. S’il existe une

fonction continue § : M — R telle que (f,§) : M — N x R soit injective, f p. 23

est trivial (c’est-a-dire, de degré un et un homéomorphisme de M sur N ).

Démonstration. Soit € N ; comme f~!(x) est fini et (f,£) est injective,
il y a dans f~!(z) un élément h(z) unique pour lequel &(h(x)) soit le plus
petit. Soit @ € N . Soit V un voisinage de a , tel que f~(V) =U,U---UU,
ou Uj; sont des ouverts disjoints et fy; est un homéomorphisme sur V'; alors
h; = fu,” " applique V sur U; , donc pour z € V, f~1(x) = {hi(z),..., hx(z)}
ou h;(z) sont distincts entre eux ; on peut donc supposer que £(h1(a)) < ... <
&(hi(a) , et, par conséquent, on a (hi(x)) < ... < {(hg(x) dans un voisinage
Vo C V de a, d’ou il vient h(xz) = hy(z) dans V; . Ceci prouve que h est
continue dans N . Comme on a f(h(z)) = x dans N, h(N) est ouvert et
fermé dans M |, d’ou h(N) = M | f est un homéomorphisme de M sur N |
et donc de degré 1.

Lemme 4. Si f : M — N est un revétement, avec M connexe et N
homéomorphe a une boule (ouverte dans R™), alors f est trivial.

Démonstration. On peut admettre N = {|z| < 1} , et (comme dans la
démonstration du lemme 3) il suffit de trouver un h : N — M continu,
vérifiant f(h(x)) = = dans N . Prenons un a € M tel que f(a) =0 .1y
aun p > 0 tel quil existe un h : B(p) = {|z| < p} — M continu, vérifiant
h(0) = aet f(h(z)) = x dans B(p) . Soit r la borne supérieure de ces p . Alors,
comme on a h, = hy dans B(p) (lorsque p < p’), h = Jh, : B(r) - M
est continue et vérifie A(0) = a et f(h(x)) = x dans B(r). Il suffit donc de
prouver que r = 1.

Supposons que 7 < 1. Prenons un ¢ avec |c¢| = r; alors, pour une boule
B. de centre ¢ ,on a f~'(B.) =U;U---UU, , fy, étant un homéomorphisme
sur B.; prenons un b € B(r) N B.; comme f(h(b)) = b, on a h(b) € U;
pour un i , et, en posant h. = fy,”' ainsi que f(h.(r)) = x dans B. , on a
h(b) = h.(b) , d’out (comme B(r) N B, est connexe) h = h,. dans B(r) N B, .
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Prenons B, U---UB,, D {|z| =r} avec ¢; distincts entre eux. Si 'ensemble
B., N B, (i # j) nest pas vide, il contient d = 1(¢; + ¢;) € B(r) , et on a
he,(d) = h(d) = he,(d) , d’ott he, = h.; dans B.,NB,, . On a donc I'application

J
continue

h*=hUheU---Uhg, : B(r)YUB, U---UB, — M,

et comme B(r)U B, U---U B,, contient un B(p) avec p > r , 'application
continue b’ = hy , : B(p) — M vérifie h'(0) = a et f(h'(z)) = z dans B(p) ,

ce qui fait une contradiction.

10 [Un lemme d’ouverture]

Soient U = {|z — 2| < 0} CR? |V = {|Jw—wy| < e} C R, T:
U — {|lw—wp| < 5} une application continue, {2 un sotis-ouvert non vide de
(UxV)\T . Alors F=(Q\Q)N(U xV)CT implique F =T .

En effet, Q est alors ouvert et fermé dans (U x V) \ I' , donc Q2 est une
réunion des composantes connexes de I'ensemble (U x V) \ I' . Or, celui-ci
étant connexe dans le cas ¢ > 1 :

(UxWV\T = {(z,w) eUxV : w#T(2)}
= Ux{Jw—wo| = U J{z} x (V\{T(2)})

(les membres de la réunion étant connexes, le premier rencontrant tout les
autres), ou, dans le cas ¢ = 1 , étant la réunion de deux ouverts disjoints
connexes :

{(zw) eUXV : w>T(2)} =U x {w0+%}UU{z} < 0(2), wo + €[ |

et {(z,w) eUxV : w<TI(z2)} (pareillement), on voit que F' =T".

Lemme 5. Soient G, H, J des ouverts de R?, R?, R" respectivement (ot il
se peut =0), et sotent Ty GXx HxJ— G, m:GXxHXJ—GxH les
projections. Supposons que I'y, I's C G x H X J satisfassent aux conditions :

(1) mo(T1) Nma(T) =10, (2) (ma)r, : 'y — G x H est ouverte,

(3) (m)r, : I'1 = G est un homéomorphisme local.
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Posons © = (Ty\To) NG x H x J. Alors, ©NTy ouvert dans © = ONT,
ouvert dans I'y

Démonstration. Supposons que © NI'; soit ouvert dans © et prenons un
(a,b,c) € ©NTy. Alors il existe un voisinage Q@ = U XV xW C Gx H x J, ou
U={lz—a| <}, V=A{ly—b<e}, W={|z—c| <n}, telque QNO C Ty
et que (71)r,ng est un homéomorphisme de I'y N Q) sur un voisinage de a. En
choisissant 0 > 0 et £ > 0 suffisamment petits, on peut exiger que 'on ait

(4) I’gﬂ(UxVx{g§|z—c|§g}):®.

(Sinon, ensemble {(a,b)} x{2 < [z—c| < 2} contiendrait un point (a, b, 2') €
Ty, et alors, d’apres (1), on aurait (a,b, 21) € (To\T2)NQ =60NQ CT'1NQ,
d’ou forcément 2! = ¢, comme (7 )r,ng est injective).

En diminuant encore 6 > 0, on peut supposer que I'y N1 Q = (p, ), ou
o : U —={ly—9b < g}, U — Wy ={z—¢ < g} solent continues.
L’ensemble Q2 = my(I's N Qp), ot Qo = U x V x Wy, est d’apres (1) et (2)
un sous-ouvert de (U x V) \ ¢ .

Montrons que F' = (Q\ Q)N (U xV) C m(QNO) C ¢ . En effet,
soit (z,y) € F'; alors il existe une suite (z,,y,) — (z,y) , (x,,y,) € Q

d'ou (,,yy,2,) € 'y N Qy avec un z, , donc, d’apres (4), |z, — ¢| < 3’
on a alors, pour une suite extraite, (Za,,¥Ya,, Za,) — (2,9,2) € Ta N Qq;
on a, de plus, (z,y,2) € I'y (sinon, on aurait (z,y) € Q ), donc, comme
(To\T2)NQo C ©NQ , il vient (z,y) € m(ONQ) , ce qui prouve la premiere
inclusion. Comme on a © N Q C 1 NQ , on obtient m(ONQ) C ¢ .

D’apres 'observation que nous avons faite au début de ce N°, il en résulte
que F'=¢ , dou m(QNO)=¢.Comme Q@NO C QNI et (m)onr, est
une bijection sur ¢ , il vient QNO =Q NI, dou QNI CONT , ce qui
termine la démonstration.

11 [Voisinage normall]

On appelle systeme normal de polynomes distingués toute famille
{H}Yo<kct<n , o0 Hf(xy,...,x1;2,) est un polynome distingué réel
(2 (0,...,0);a coefficients analytiques réels) de discriminant D¥ (1, ..., x;) #
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0 ,° vérifiant ©
(1) H '=Hf=0= H;'=0,
(2) DF=0= H;'=0,
1 <k < ¢ < n, dans un voisinage de l'origine dans C" (c’est-a-dire, il

existe un voisinage V' de l'origine dans C" tel que si (z1,...,2,) € V et p. 27

1<k<?<n,alors
H N2,z 2e) = Hy (21, 205 20) = 0

implique Hf_l(zl, o zeize) = 0, et Df(z,...,2) = 0 implique
Hi Yz, 213 28) = 0).
Observons qu’on a nécessairement Hy(z¢) = z, ou HY(z) =1 .

Un voisinage (de l'origine dans R")
Q={zeR" : |x;| <d;, ,i=1,...,n}

est dit normal, si Hy sont holomorphes pour |z;| < d; et vérifient les condi-
tions (1), (2) pour z € @ ={z € C* : |z| < d;} , et si I’on a de plus

Zl,--',zk,ZZE(C, ’Zz‘<67,a (Z:L?k)a Hf('zla"'?zk;zf):():’zf’<5€7

lorsque 0 < k< /{<n.

Chaque voisinage V' de l'origine dans R™ contient un voisinage normal.
En effet, on définit §; par récurrence (descendante) : on prend 6§, > 0 tel
que {|z;| < 6,} CV et que H} soient holomorphes et vérifient (1), (2) dans
{z € C" : |z]| < d;}; étant choisis §,, > ... > dxr1 > 0, on prend d; > 0 ,
< Ogs1 tel que pour £ =k +1,...,n on ait

|21’7"'7’Zk’ < 5]6 ) Hllc(zla"'azk;zf) =0= |ZK’ < 5( .
Observons que la condition (2) peut étre remplacée par

Hk
(2) Hf:aae:0:>H,’§1:O;
Z¢

elle est satisfaite dans chaque CNQ (comme ci-dessus). En effet, admettons
les conditions précédentes; en prenant un () comme ci-dessus, si z € @

k OHy k
et Hi(z1,. ., 26520) = — (21, ., 21520) = 0, alors Dj(zy,...,2,) = 0,

aZg
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d’ou H,’j_l(zl,...,zk_l;zk) = 0 . Réciproquement, admettons ces condi-
tions avec (27) au lieu de (2); en prenant un ) comme ci-dessus avec (2’)

au lieu de (2) , si |z1] < 61,..., ]2k < 6 et DE(z1,...,2,) = 0, alors

OHY

5 E(z1,..., 2152 = 0 pour un z vérifiant Hf(zy,...,2;2) = 0, d'ou
2y

|z¢| < ¢ et H,’j_l(zl, ooy Zh-1;2k) = 0.

Soit M une sous-variété analytique de dimension k£ de R™ .On dira que
M est topographique, si elle est de la forme

{Ig:(pg(xl,...,l’k), le{}—i-l,...,n, (‘rla"‘7xk)€G}7

ot G est un sous-ouvert de R* et ¢, sont analytiques dans G ; alors la “pro-
jection”
T M> (z1,...,2,) — (21,...,2) € G

est un homéomorphisme. On dira que M est localement topographique si
chaque point de M possede un voisinage dans M qui est topographique;
alors la “projection” 7 : M > (z1,...,7,) — (21,...,7) € R¥ est un
homéomorphisme local,

Soit { H} }o<k<r<n un systéme normal de polynomes distingués, et soit Q
un voisinage normal. Posons :

Vi={reqQ : H''=...=H} =0, HF"#0} ,k=0,...,n

(Cest-a-dire V' ={z €@ : H" ' #40}et V'={2zeqQ : H' ' =...=
HY =0}). On a alors :

Q=V"U---UV®, VJ étant disjoints.

Observons que chaque VFU-- UV ={z e Q : H '=...=H{ =0}
est fermé dans Q et que V* est ouvert dans VFU---U V0 .

Posons CF ={zx€Q : H,,=...=HF =0, H7 P40} ,k=0,...,n
(c’est-a-dire C" = V"  Cv 1=Vl OV ={H)=...= H) =0} est vide

ou {0} ). En vertu de (27), C* est une sous-variété analytique de dimension k,
localement topographique. D’apres (1), ona V* € C* . Nous allons démontrer
la suivante

®Ceci résulte de la condition (2) pour k = 1.

%ici on note encore HJ I'extension de HJ sur un voisinage complexe de l'origine.
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Proposition 1. V¥ est ouvert dans C* . Par conséquent, V* est une sous-
variété analytique de dimension k, localement topographique,

Démonstration. Prenons
Vi={reQ : H"'=...=HF,, =0, H ' #0}

et
Co={reQ : H  =...=H'=0, H" ' 40} .

n

Comme on a alors V¥ = VEAR" et C* = C¥ N R" |, il suffit de prouver
que V¥ est ouvert dans C* . Observons que de méme, en vertu de (27), C*
est une sous-variété localement topographique (c’est-a-dire localement de la
forme {2, = we(21,...,2,), £ = k+1,...,n}) donc g : Ck — C* , ou
7w (21,-.,20) — (21,...,2k) , est un homéomorphisme local. 1T suffit de
vérifier que 7y, VE — CF est ouvert (comme alors chaque z € 1% possede
un voisinage U tel que 7z, soit un homéomorphisme et 7T(‘7k N U) soit un
voisinage de 7(z) , donc VEAU est un voisinage de z dans Ck ).

Or ceci résulte du fait que 7y, : VE - {H £=1 £ 0} est la composée des
applications

{H ' '=...=Hf =0, H" 40} 2 (21,...,2) —

— (21, yz1) E{H P =...=Hi =0, H " 40}, =n,....k+1
qui sont ouvertes grace au suivant

Lemme. Supposons que z§ + arzy * + -+ +a, = 0 . Alors pour chaque

e > 0 il existe un 6 > 0 tel que si |¢; —a;| < ,i=1,...,7 , le polynome
2T 412"+ ¢ a un zéro dans {|z — 2| < 0}

Ainsi les composantes connexes I'* de V¥ sont sous-variétés analytiques
de dimension k et N' = {T'*},  est une partition de Q : .
Q= U rk I’ﬁ disjoints,
quon appellera partition normale de @ suivant {H} }o<x<e<n , les T'* seront
appelés membres de la partition.

Remarque. Comme V¥ est aussi fermé dans C* | les I'* sont des composantes
connexes de C* .
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Observons qu’on a toujours V? = {0} ou @) . Par conséquent, dans le
cas n = 1 , la partition normale est toujours de la forme {] — 4,d[} ou

{] - 57 0[7 {0}7 ]07 5[}

Proposition 2. Chaque T'* est une variété topographique, donc de la forme
{z;=vi(x1,...;zk), j=k+1,...,n, (x1,...,25) € A},
ot ; sont analytiques dans A (sous-ouvert de R¥ ) et vérifient
Hf(xl, cos T (T, x)) =0

dans A ; on a Di # 0 dans A .
Remarque. On a I'Y = {0} et I'" sont des sous-ouverts de @ .

Soit 0 < m < n . Observons que {Hf}ogkdgm est aussi un systeme
normal de polynémes distingués, et que Q. = 7(Q) , ou 7 : (x1,...,2,) — p. 31
(1,...,2Zm) , est un voisinage normal pour ce systeme. On a la suivante

Proposition 3. Chaque (%) | avec k < m , est un membre de dimension
k de la partition normale N, de Q. suivant {H] }o<j<t<m -

Démonstration des propositions 2 et 3. Commencons par la proposition
3. Posons

Vi={zeQ.: H'''=...=H, =0, H™"#0}.
On a done 7(V*) C V¥ ; montrons que
To=7ye : VS (21,...,20) — (T1,...,2) € VF

est un revétement fini. A cet effet posons Q = {(x1,...,2z) @ HF 7' #0};
en prenant

T VES (2, 2,) — (21, 25) €Q
et

T VES (21, ., 1) — (21,...,21) €Q,
on a mg = 7 o Mg ; donc il suffit (lemme 2) de montrer que m; et my sont des
revétements finis; or, m; est un homeomorphisme local; vérifions qu’il est

propre : si E est un sous-compact de €2, on a, en vertu de la définition d’'un
voisinage normal,

mHE)={z R : (v1,...,2;) €E, H' ' =...= Hf,, =0},
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donc 7 *(E) est compact (comme fermé et borné dans R"); pareillement
pour m . Maintenant 7y , comme un revétement fini, est ouvert et fermé,
donc I'image d’une composante connexe I' de V¥ est un composante connexe
I, = m(I') de V¥ | et ainsi la proposition 3 est démontrée. Il s’ensuit, en
méme temps, que alors

T '3 (2. x,) — (21,...,2y) €T

est un revétement fini (comme un homéomorphisme local, propre). Admet-
tons pour le moment que m =n —1; comme & : ' 3 (z1,...,2,) — x, € R
est continue et (m,,&) : I' — 'y, x R est injective, donc selon le lemme 3, 7,
est un homéomorphisme de I" sur I, . Il en résulte par récurrence qu’il en est
de méme dans le cas général (kK < m < n). En particulier, lorsque m = k ,
on a V¥ = Q| donc T, est un sous-ouvert de R* , d’out il vient que I' est
topographique :

I'={z;=¢ju), j=k+1,...,n, uel,},

ol g; sont analytiques dans I, ; comme I’ € C* , on a H(u, ;(u)) = 0 dans
[.; D] # 0 dans [', d’apres (2) et la définition de V¥ . Les cas ot k = 0 ou
n étant triviaux, la démonstration est terminée.”

Corollaire. Soient m et N, comme dans la proposition 3. Alors chaque en-
semble de la forme

F'={z;=p(,....,2n), j=m+1,....0n, (x1,...,2,) € I}
avec T, € N, de dimension m et ; analytiques, vérifiant
ijl(xl, e Ty P (X1, T)s (@, ) = 0 dans Ty

est un membre de dimension m de N, et vice versa.

En effet, soient T'™W, ... . T'®) tous les membres de dimension m de A
vérifiant 7(I'D) =T, onaalors ' € |J;_, T , donc (connexité de ') T' ¢ T'V)
pour un j, d’ou I' = I'0) 8,

"Les proposition 2 et 3 restent valables pour les composantes connexes de C* ; dans la
proposition 3 : si I est une composante connexe de C* | 7(I") est celle de C* = {u € Q. :
Hf  =..=H}=0, H}™! # 0}. Dans la démonstration on remplace V* et V¥ par C¥
et Cf et le raisonnement va sans changements.

8Sip: E— F,y:E— F alors p CY = ¢ =21.
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Soit m: (z1,...,2,) = (1,...,Zp—1);0n 8 Q = Q. X A avec Q, = 7(Q)
et A = ]-9,0[ . Prenons un membre quelconque I', de dimension k de la
partition normale de Q.. Chaque membre I' de la partition normale de @,
vérifiant w(I') = Ty, est le graphe d’une application de I', dans A; on peut
éeriveI': T, — Aetona HF(z;...., 2 0(u)) = 0 pour u = (21,...,7p1) €
[y (car on a I'(u) = p,(x1,...,x) pour u € I'y, T étant de la forme comme
dans la proposition 2). Comme ces I" sont disjoints entre eux, I' # I/ implique
['(u) # I"(u) dans Ty, et, par conséquent, leur nombre s ne surpasse pas le
degré de HY; soient I'y,...,I's tous ces I', on peut admettre que I';(u) <
... <Ts(u) dans 'y, et on a alors :

T xA)NV" = U '™ avec
-0

'™ = {(u,t): wel,, Ty(u) <t<T,(u)} connexes,

ou on a posé I'g(u) = —d et sy (u) = 0. Comme Q. est la réunion des Iy, il
s’ensuit que V" est la réunion des '), Par conséquent, chaque composante
connexe de V" est une réunion de certains I'\".

IT en résulte d’abord, (comme W(FS’)) = TI',) que chaque 7(I'*) est une
réunion de membres de la partition normale de (),. Par récurrence, on en
déduit :

Proposition 4. Soient m, 7 et N, comme dans la proposition 3. Si k > m.
alors m(T'F) est une réunion de membres de N.,.

IT en résulte ensuite que le nombre de membres de dimension n de la
partition normale de () ne surpasse pas celui des Fgfj), donc il est < N(1 +
maxy—o,. n—1 degré de Hlj), ou N est le nombre de membres de la partition
normale de (), ; enfin, le nombre de membres de dimension < n de la parti-
tion normale de ) est < N maxj—o . ,—1 degré de Hr’f . Par récurrence, on en
déduit :

Proposition 5. Chaque partition normale est finie. Le nombre de membres
admet un majorant qui ne dépend pas du voisinage normal.

Proposition 6. Toute partition normale d’un voisinage () est une stratifi-
cation (dans Q) : (TE\T®) N Q est une réunion de membres de dimension
< k, quel que soit le membre T'*.

Démonstration. On va démontrer la derniere assertion par récurrence sur
k. Elle étant triviale pour k£ = 0, supposons qu’elle soit vraie pour 0,1,...,k
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avec un k < n. Prenons un T'**1 et posons © = ([k+1\ A1) N Q alors O est
fermé dans @ (car T**! est localement fermé ?). Comme VEF U UV est
fermé dans Q et comme T'5*1 est fermé dans V**! on a

Oc (Vu.-..uVH\ V! =VFy...uVY .

Il suffit donc de prouver que ' N O # ) = I'S C O lorsque 0 < s < k.
Supposons que ceci soit vrai lorsque r < s < k pour un 7 tel que 0 < r < k.
Alors (récurrence descendante) il suffit de montrer que I')NO # ) = T, C ©.
Supposons que ['TNO # 0. Sil NV #Qou ¥ ={Iy:T;CO, r<
s < k}, alors (I'hypothese de la premiere récurrence) pour un I'; on a I') C
I's NQ C © (comme O est fermé dans Q). Reste & considérer le cas ol
" NW = (. Or, I, est ouvert dans V" U --- U V" (comme V" l'est), et
O\¥ C VTU---UV? (comme, d’aprés Uhypothese de récurrence descendante,
On((VFU---uV™) C ¥), donc T,NO =T7N (O \ ¥) est ouvert dans
© \ U, et, par conséquent (comme V¥ est fermé), ') N © est ouvert dans
©. En supprimant le cas trivial r = 0, on peut appliquer le lemme 5 a
I, et M1 dans Q = Q1 x Qy X Q3, ot Q1 = {|zg] < &, i = 1,...,7},
Q2 = {’l’z‘ < 05, Z:T+1,,k+1}, ng{‘l’2| < 0;, i:k—i—Q,...,n}lO.),
et on en conclut que I') N O est ouvert dans I'). Mais I') N O est aussi fermé
dans I'}, donc I'; 1O =TI, d’ou I') C O, ce qui termine la démonstration.

Proposition 7. Soient m et m comme dans la proposition 3. Si I' est un
membre de dimension < m de la partition normale de Q et I', = w(I") alors

T(C\D)NQ) = (T \T.)NQ..
Eneﬂet,posons@:Q*x@oﬁQ:Q*XQO .On a

QNT C{n(z)€Q., Hf,, =... = H" =0} CQ

(grace & la définition d’un voisinage normal), donc TN Q = T'N @, d’ou
7NQ)==TnN @) =T.NQ,, car Uk Q — Q. est propre. Or, nTNQ) =
7((T\T)NQ)UT, est une partition (comme 7((I'\ T') N Q) est une réunion
de membres de dimension < que celui de T',), d’out

T(C\D)NQ) =7TNQ)\I. = T.NQ)\T..

9Toute sous-variété est localement fermée. Si F' est localement fermé, F'\ F est fermé,
puisque alors I est fermé dans un ouvert G, c'est-a-dire FNG = F, dou F \ F =
F\(FNG)=F\G.

105 se réduit & un point lorsque k =n — 1
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On appelera la dimension minimale de la partition normale l'entier &
tel que VO = ... = VF 1 = Q et V¥ £ 0; ceci a lieu si et seulement si
Hi7' = 1et Hf ,,...,H" " sont de degré > 0 (comme VOU--- U VI =
{Hr' = ... = HJ,, = 0} est non vide si et seulement si H~',... HJ
sont de degré > 0). Par conséquent, H} ,..., HF sont alors de degré 1, et
VF={xeQ : Hf,=...=HF =0} est le membre unique de dimension
k ; il contient 0.

Observons que la dimension minimale ne dépend que de {H}}.

Proposition 8. On a 0 € T pour chaque membre I'. Si k est la dimension
minimale de la partition, alors V¥ C T pour chaque membre I'.1!

Démonstration. Il suffit de prouver la seconde assertion. Soit I' un membre ;
si (D\T)NQ =0, alors, d’apres la proposition 7 appliquée avec m = dim T,
(T.\T,)NQ, = 0, donc, comme I, est ouvert et fermé dans @Q,, onal', = Q.,
et I'(0) =0, car I' C {H}},;, = ... = H =0}, c’est-a-dire 0 € I". On en
déduit que (T'\T)NQ # 0 pour chaque membre I' de dim. > k (comme il ne
peut pas contenir 0). Il en résulte (par récurrence) que V* C T’ pour chaque
membre I'.

Remarque 1. On a lim, o['(u) =0 (u = (x1,...,2x), k = dimI") quel
que soit le membre I'.
En effet, on a

CN({0} xR M c ({0} xRN {H} ,=...=H' =0} ={(0,0)}.

Remarque 2. II existe un voisinage normal )y tel que si ) est un sous-
voisinage normal de (g et {Fi } est la partition normale de @, alors {FZ NQ}
est celle de ). Par conséquent, les partitions normales des voisinages normaux
suffisamment petits ont les mémes germes en 0 .

En effet, si Q' C Q" sont deux voisinages normaux, chaque membre de
la partition normale de Q)" est contenu dans un seul membre de la partition
normale de Q" et (proposition 8). chaque membre de la partition normale

1Ta proposition 8 reste valable pour des composantes connexes de C™ avec m > k.
En effet, soit I une composante connexe de C™ et soit 7 : (x1,...,Tn) — (T1,.-.,Tm).
Alors (cf. la note 7) m(I") est une composante connexe de C* = V", et, comme k est
encore la dimension minimale pour {H!}o<i<j<m, on a VF C (') C «(T) (puisque T
est borné). D’apres la condition (1) et la définition d’un voisinage normal, on a ensuite
(VExRP=™)NT C V¥, dolt, comme 7(VF*) = VF C n((VEx R"™™)NT) et comme 7y
est injective, il vient V* c T.
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de " contient un de la partition normale de @)’, donc le nombre N(Q) de
membres de la partition normale de () est une fonction décroissante de Q).
Par conséquent, en vertu de la proposition 5, il existe un voisinage normal
Qo tel que N(Q) = N(Qo) pour Q C Qo, et alors il subsiste ce qu’affirme la
premiere assertion.

Soit maintenant () un voisinage normal, et soit a € (). D’apres le théoreme
de préparation de Weierstrass, on a

(%) HY = E} by, EF # 0 dans un voisinage de a,

ot E¥ sont analytiques dans un voisinage de a et hj sont des polynomes
distingués (réels) au point a. On vérifie aussitot que la famille {h5}o<r<r<p
satisfait aux conditions (1) et (2’), donc elle est un systéme normal des po-
lynomes distingués au point a (c’est-a-dire {h%(a+x)} est un systéme normal
de polynomes distingués), et on l'appelera le systéme (normal de polynémes
distingués) induit en a.

Soit @, un voisinage normal de a (pour {hf}), contenu dans Q et tel que
(*) subsistent dans Q,. La partition normale Q, = V*U---UVY, Vi = JT%,
sera appelée une partition normale induite en a. On a alors : VF = VN Q,,
donc pour chaque membre I' de la partition normale de () les composantes
connexes de I' N @), sont des membres de la partition induite (de Q,) de la
meéme dimension.

On voit que si @ € V¥, la dimension minimale d’une partition normale
induite en a est égale a k. (En effet, on peut choisir ), de maniere que
Q.N(VOU---UVFY =0).

12 [Sous-variétés topographiques dans un voi-
sinage normal]

Soient S = {H}}ogz‘qgn un systéme normal de polynémes distingués, @)
— un voisinage normal, N — la partition normale de ) suivant S. Fixons un
l tel que 0 < £ < n.

Pour chaque E C R™ et a € R" notons E, le germe de E en a'?. Soient

12Crest la classe d’équivalence de E suivant la relation d’équivalences “ANV = BNV
pour un voisinage V' de a” dans P(R™), (a fixé). Alors inclusion, I'union, 'intersection, la
différence et le complémentaire sont compatibles avec cette relation d’équivalence, et ils
induisent les relations et les opérations correspondantes dans ’ensemble de germes en a.
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5 = la famille des sous-variétés analytiques topographiques,
de dimension ¢, contenues dans VU ---UV?°

B la famille de n = (911, ...,m,) C Q avec n; analytique
N et vérifiant Hj_l(u, Negr(w),...,nj(uw) =0, j=0+1,....n

= {n. : nE€H, zeEN};
vy o Foampr—azeq.

Pour chaque F C @ posons Ap ={( € F : E, C¢pourunz € E}. On
voit que si n € H, on a simplement A, = {n, : z € n}'; par conséquent
F =U{A, : n € H} Soit m: (xq,...,2,) — (21,...,2¢). Toutes les
oy = Ty, : Ay — w(n) avec n € H forment un systeme analytique de cartes
pour F; en effet, elles sont bijectives (car ¢, = m, oy, et m, : n — 7(n),
YA, + Ay — 7 sont bijectives), et, quelles que soient 7,7’ € H, comme on a
G Ay D (@) € 7)) et 9yt 70) 3 U= gy € Ags B0 95
est I'identité de l'ouvert

{fuen)  Nuyw) € Ay} ={uenmna(y’) : n=n"au voisinage de u}

de R,

La topologie qu’il définit sur F'* a pour base {A, : n € H}, puisque,
quel que soit n € H, A, = ¢, (V') parcourt 'ensemble de sous-ouverts de A,,
lorsque V' parcourt celui de 7(n). Vérifions qu’elle est séparée : soient n, # n,
(avec n,n € H,a €n,ben);sias#b,on peut prendre 7,7 disjoints et
alors A, NA,; =0;sia=>b,on peut prendre n,n" avec w(n) = m(n’) connexe
et alors A, NA,; = 0 (sinon, on aurait n =7, comme 7, 7" sont analytiques).
Ainsi {¢, }nen définit sur F une structure de variété analytique réelle.

Observons que pour le systeme engendré en un a € () et pour un voisinage

138i 11, 179 sont des sous-variétés de la méme dimension et 1, C 12, alors 7; est un sous-
ouvert de 72 (Pour des sous-variétés topographiques ceci résulte du fait que m,, : 72 —
m(n2) est un homéomorphisme).

14est la topologie unique sur F pour laquelle A, (ot ) € H) soient ouverts et ¢, : A, —
7(n), ou, ce qui revient au méme, v, : A, — 1 soient homeomorphismes. (Soit F' = [J;;
et soient ¢; : Q; — ©;(€Q;) C R’ des bijections telles que oy, (£2;N€4) soient ouverts de R et
©; 0 cp,:l SR (2:N Q) — i (Q;NQy) soient homéomorphismes. Soit 7; la topologie sur €,
transportée de p;(€2;) par goi_l ;alors Q; NQ = cpgl(cpk((li NQ)) € 1, (et de méme € 7;)
et les topologies induites sur ©; N Qy par 7; et 7 coincident (comme l'identité de €; N QY
s’écrit comme la composée des homeomorphismes : (p;]a,na, ) Lo (@i ocplzl) o (rlonan));
par conséquent (Bourbaki, Top.I,2,prop..8) |J7; est une base d’une topologie unique sur
F induisant 7; sur £;).
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normal Q,, la variété correspondante F, est le sous-ouvert y~1(Q,) de F avec
la topologie induite.

Observons que si U est un ouvert connexe de R, il n’y a qu’un nombre
fini de n € H avec m(n) = U . En effet, on prend un b € U tel que D4(b) #
0, j =L0+1,...,n, et alors n(b) = n'(b) = n = 1, donc on voit que le
nombre de ces 7 ne surpasse pas celui de (21, ..., 2,) vérifiant Hf(b,z;) =
0, j=¢+1,...,n .1l en résulte que pour chaque a € @ 'ensemble v~*(a)
est fini.

Observons que si A est un sous-ouvert de B, Ay = Ag Ny 1(A).

Lemme 1. Sin € H, alors vy, : A, — 1 est un homéomorphisme (méme
isomorphisme analytique), et, pour chaque E Cn , on a y(AgNA,) =E .

En effet, on a alors vy, = (m,) ' oy, et AgN A, ={n, : € E}.

Remarque. Si I' C @) est une sous-variété analytique de dim. k, alors Ar est
une sous-variété analytique de dim. k de F , et yo. : Ap — I' est localement
isomorphisme analytique!®

En effet, si{ € A ,onaé =1, (avecz €n e H)etz e TNV Cn
pour un voisinage ouvert V' de z, donc A,ny est un voisinage de £ = 7, et
Ar N Ay = Aray NA, = ’YXUI(F N V') est une sous-variété analytique de F
de dim. k.

Proposition 9. Pour tout ' € N de dim. < £, v, : Ar — T est un
revétement fini. Si dim D = ¢ | vy, est de degré 1 (c’est-a-dire, un homéo-
morphisme).

Nous allons prouver d’abord deux lemmes.
Lemme 2. Si [V, T" sont des sous-variétés analytiques d’un ouvert G C R™,
I connexe, I fermé dans G , alors I, C ', pour un x € I'"'NT entraine
I"crl.

En effet, il suffit de vérifier que © = {a € I"NT : T C I',} est ouvert
et fermé dans IV; or, sia € [V, alorsona I'NV ={z € V : ¢(x) = 0}

15Observons encore, que si I' € N est un membre de dim. k& < ¢, on a simplement
Ar = v 1(I'). En effet, on a Ar C y 1(I'). Supposons que 1, € v 1(I'), c’est-a-dire
a € T'Nnetn e H; considérons la partition normale engendrée en a, d'un @, tel que
Q. N7 soit fermé ; on voit que 7 intersecte C (il suffit de prendre un point(u, n(u)) tel que
hg_l(u) # 0) ; soit T'; une composante connexe de C'* qui intersecte 7 ; alors, comme NI’
est ouvert et fermé dans I';, on a I'; C i d’ot1 I'; C 7; mais (prop.8) TN Q, = VF c T,
donc I'NQ, C 1, ce qui donne I', C 14, d’ot n, € Ar .
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avec un voisinage V de a et ¢ : V — RP analytique, et a possede dans
[ un voisinage de la forme n(U) C V avec U ouvert, connexe dans R? et
n: U — R" analytique; on a alors n(U) C I\ © ou n(U) C ©; en effet, si
nU)NO© #0 ,onall, CT, avecun zo=1n(up), ug € U d’olt ¢(n(u)) =0
dans un voisinage de ug, donc dans U, ce qui donne n(U) C I', d’oun(U) C ©.

Appelons h-revétement au-dessus d’'un ouvert G C C* toute sous-variété
complexe localement topographique N de dim k de G xC (c’est-a-dire, qui est
localement graphe d’une fonction holomorphe) telle que N 3 (z,w) — z € G
est un revétement. Si G est homéomorphe & une boule, alors (lemme 4 du N°
9) chaque h-revétement connexe au-dessus de G est une fonction holomorphe
dans G .

Lemme 3. Soient Dy, D des disques ouverts de C, K un disque fermé,
tels que K C Dy C D, et soient By, B des ouverts de C* homéomorphes
a une boule et tels que By C B . Soit N un h-revétement au-dessus de
G =B x (D\ K). Alors chaque f : Gy = By x (Dy \ K) — C holomorphe et

tel que f C N admet une extension holomorphe sur G .

Démonstration du lemme 3. Soient A\, Ay C C deux demi-droites fermées, p. 43
distinctes, ayant pour 'origine un point intérieur de K, posons Pt = C\ Ay,
P? =C\ Ay ,et notons P3, P* les composantes connexes de P' N P? . Alors,
chacun des ouverts : G' = Bx (DN P\ K), G = By x (DN B\ K), i =
1,2, 3,4 est homéomorphe a une boule. Comme fGé ,out = 1,2, est connexe,
elle est contenue dans une composante connexe f; de NN (G? x C) qui est un
h-revétement au-dessus de G*, donc une fonction holomorphe dans G*. On a
alors f1 = f = f? dans G{ N G2 = G} U G}, d’ou (comme G’ est connexe
et contient Gi,i = 3,4) f' = f? dans G* U G* = G' N G?; il s’ensuit que
fos=FHUfD faaUfez = f (comme Gy UGG = Gy ) est holomorphe dans
GluG?=4G.

Démonstration de la proposition 9. Soit £ = dimI'. Le cas k = 0 est
trivial, et celui de k = /¢ est contenu dans le lemme 1. Supposons donc que
0 < k < {.Soit a € T'. 1l suffit de prouver qu’il existe un voisinage ouvert I'y
de a dans I" et un voisinage ouvert connexe U de m(a) dans 7(Q) tel que.

(%) EeF . Il existe un n : U — R**
v(&) =z el analytique, avec 7, = & .

En effet, on peut supposer que I'y soit connexe et que w(I';) C U. Il n’y a
qu'un nombre fini de 7y,...,ns € H, vérifiant 7(n;) = U et ['y C n;, @ =
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1,...,s; on peut supposer qu’elles sont distinctes, et alors A, sont disjoints.
D’apres le lemme 1, YAr,NAy, Ar, NA,, — T'1 est un homéomorphisme, donc
il reste & montrer que v, (I'1) = U;_; Ar, NA,,. On a7 '(Th) ={{ € F -
I, C{pourunz € I'1} et Ap, NA,, = {(m), : = € I't}, d’ol résulte
I'inclusion D. Si maintenant & € fyXFl(Fl) onal, C&pourun z € I'y, donc,
en prenant 7 selon (x), on a (vu la définition d’un voisinage normal) n € H
et £ € Ap, N'A,, mais, comme (I'1), C 7,, on a (lemme 2 appliqué dans
UxR") T, Cn, dottn=mn pour un i, et & € Ap, NA,,; ceci montre
I'inclusion C.

Passons a la démonstration de (x). Soit @ = (aq,...,a,) et ¢ = (a,...,ax).

On a T = (Ygt1,---,9n) avec p; analytique dans un ouvert contenant ¢ ,
et ¢;(c) = a; . Or, p; admettent des extensions holomorphes v; vérifiant
HI™(w, Yppa(w), ..., 05(w)) = 0 et HF (w;h;(w)) = 0,5 = k+1,...,n, dans
un voisinage de ¢ dans C*. Posons b = (ay, ..., a, 1) ; il existe un e > 0 tel que
Hy 7 (b; 2) # 0 et Hf (¢, z) # 0lorsque |z—ay| = €, (2 € C), et que ay soit un
zéro unique de HJ(c, -) dans le disque D = {z, € C : |2,—ay| < €}. On a alors,
pourun K = {2, €C : |z —ay| <1} etun B={ve C"! : |v—b <d}
avec 0 < ey <eetd >0,

(i) H ' #0dans Bx (D\ K) .

Comme a; est un zéro simple de Hf(c;), (car a € T et, par conséquent,
D¥(c) #0), et 1(c) = ag, on peut exiger (en diminuant &) que pour chaque
w € C* tel que |w — ¢| < 4, 1y(w) soit un zéro unique de Hy(w;-) dans D, et
que ; soient holomorphes et vérifient H]J-_l(w, Y1 (w), ..., j(w)) =0, j =
k+1,...,ndans {w € C* : |w—c| <d}. On a alors :

(i) H{ ' # 0 dans {To(w)} x (D \ {te(w)}) lorsque |w — ¢| < §, (w € C),

ot To(w) = (w,Prs1(w), ..., 1(w)); sinon, on aurait H, ' = ... =
Hf, = 0 pour un (Iog(w), z,) avec |w —c| < § et z, € D\ {(w)}, ce
qui donne (en vertu de la condition (1)) HJ(w, z;) = 0 contrairement au fait
que (w) est un zéro unique de Hf(w;-) dans D.

Il existe un d, > 0 tel que I'g(w) € B, ¢y(w) € D et (ii) subsiste lorsque
weV ={yeR : |y—cl <d} . Alors I'y est un voisinage de a
dans I' (on peut exiger que V' soit contenu dans le domaine de définition
de T' ). Posons U = (B x D) N R’; c’est un voisinage ouvert connexe de
m(a) = (b,a;) dans R® . Supposons que £ € F et y(§) = x € T'y. On
a alors ¢ = (Fo(w), ¥e(w), ..., Yp(w)) avec un w € V et £ = n avec un
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n* € H (tel que x € n*) qui admet une extension holomorphe 7’ sur un
voisinage By X Dy de w(z) = (Fp(w), e(w)), ou By = {|Jv — To(w)| < 61} et
Dy = {]ze — ¥u(w)| < 01}; comme ¢y(w) € D, on peut exiger que Dy C D.
Soit 0 < ¢ < d1; on a alors K’ = {|z, — ¢y(w)| < ¢’} C Dy ; d’apres (ii) on
a Hi ' # 0 dans By x (D \ K') pour un By = {|v — [y(w)| < 6o} C By;
comme ['o(w) € B, on peut exiger que By C B. On a alors (d’apres la
condition (2)) D% # 0 dans G’ = By x (D \ K') ainsi que, d’aprés (i), dans
G =Bx(D\K),j=1{+1,...,n Par conséquent, N; = {H}(u,z;) =
0, u € G'} et N; = {Hj(u,z) = 0, u € G} sont des h-revétements, au-
dessus de G’ ou G respectivement, j = £+ 1,...,n . Soit ' = (1, 1,....},);
comme 177;| g, x(p\x) C N , on voit, en utilisant le lemme 3, que 7, , admet
une extension holomorphe sur Go = By x D , Gy UG = (By x D) U (B x
(D \ K)) et B x D successivement ; prenons enfin les restrictions n; a U
et 7 = (Meg1,.--,Mn); comme ww(x) = (To(w),e(w)) € By x Dy , on a
xen = nEBoxDl)ﬂRe cn, dou & = nt = n! = n,, ce qui termine la
démonstration.

Pour tout I' € A notons Lr I'ensemble de composantes connexes de Ar ;
alors chaque A € Lr est une sous-variété de F de la méme dimension que I,
et o : A — T est un revétement fini. Posons £ = J{Lr : T € N} alors £
est fini et ses éléments sont disjoints.

Proposition 10. Si A € £, alors A\ A est une réunion d’éléments de L de
dim. < dim A1

Démonstration. Il suffit de prouver que pour chaque o € A\ A il existe un
voisinage A, de a , avec n € H, et un A; € £ de dim. < £ =dim A , tels que

aeN,NA CA\A

(comme ceci montre & la fois que A\ A est contenu dans la réunion d’élément
de £ de dim. < k, et que, pour tout A; € £, A;N(A\ A) est ouvert et fermé
dans A; , donc A;N(A\A)=0ouA; CA\A).

Soit « € A\ A.Onaa=rn,avec a € n € H et on peut exiger que 7
soit un sous-fermé d’un voisinage normal (), pour le systeme S, engendré en
a . Comme A, est un voisinage de o , on a A, NA # 0, doun, € Ay NA
avec un b € n N Ty, ot 'y = y(A) est un membre de dim k& de N'; donc A
est la composante connexe de 1, dans Ar, ; on a alors I') = (I'y), C n, ou I'”
est la composante connexe de b dans I'y N @), (donc I est un membre de la

60n a, en vertu de la note 15, F = [J{A : A € L}; selon la prop.10, c’est une
stratification de F. En outre, v : F — G est une application stratifiée.
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partition de @, suivant S,); il s’ensuit (lemme 2) que I' C 1. D’autre part,
ac€Typourun Ty € N, et (prop.8) I'=T,NQ, CT” dou IV C 7.

D’apres le lemme 1, Apr N A, est connexe, donc, comme il est contenu
dans Ar, et contient 7, on a Apv N A, C A. I1 en résulte que I'y # T'y (si
'y =Ty, on aurait ' =T | d'out a = 1, € A ). Le lemme 1 donne ensuite
Ar N A77 C Arv N An , d’ou A N A77 c A. Comme Ar, N A77 = Ap N A77
et Ar, N Ar, = 0 (puisque I1yNTy = 0 ), on a A, N A, C A\ A, don
a €A NA, CA\ Aol A; est la composante connexe de  dans Ar,. Enfin,
dimA; = dimT; < k, comme I'; C Ty et I'; # Ty, et la démonstration est
terminée.

Pour tout A € (L), posons B(A) = U{(v(E)\v(E))NQ : E CA}.

Proposition 11. Si A € L, alors 3(A) est une réunion de membres de N
contenus dans '\ T', ot I" = y(A).

Démonstration. Comme 7, : A — T est propre, on a, pour chaque £/ C A,
Y(E)NT = v(ENA), donc y(E)\~v(E) C T\TI'; par conséquent, 3(A) C T\T.
Soit I'; un membre de A, contenu dans I' \ T'; il suffit donc de prouver que
B(A) N Ty est ouvert et fermé dans I'y. Soit @ € I';. On a

(*) ’7_1(a) = {(nl)aa AR (ns)a}

avec 1; € H et on peut exiger que 7; soient des sous-fermés d'un Voisinage
normal ), pour le systeme S, engendré en a. Alors la variété F, 1Q.)
correspond a S, et (),. Vérifions que chaque A,, est fermé dans ]-"a isi € e
A, NF,, ona&=n,avecz €n € H et n connexe et contenu dans Q,, ; alors
A, N A, # 0, done n. = (1;). pour un ¢ € n N n;, d’ou (lemme 2) n C n; et
& =0, = (M) € A\y,. Par conséquent, © = A,, U---UA, est fermé et ouvert
dans F,. Maintenant, il suffit de prouver que

QuNBA)=0 ou TF=T1NQ.C BA)

(comme ceci montrera que I'y \ S(A) et I'y N B(A) sont ouverts dans I'y). Or,
il en est ainsi suivant les cas :

Cas 1, ou AN JF, C O. L’application vg : © — @), est propre, comme 7);
sont fermés dans (), et comme YAy, : A, — n; sont des homéomorphismes. Il
s’ensuit que pour chaque E c A vENF)\~E) = 0, mais

VWENF) =1(ENTHQ4) = QuNY(E) et QuNQuNy(E) =QuNy(E),
donc Q, NY(E) \ v(E) = 0; par conséquent, Q, N B(A) =
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Cas 2, ou ANF,\O # 0. Prenons un 8 € ANF,\O et soit I'* la composante
connexe de b = () dans I' N Q,. Comme 5 € Ap« C Ar et comme A
est la composante connexe de 3 dans Ar, donc A contient la composante
connexe A, de 3 dans Ap-. Il suffit de prouver que I C v(A,) \ 7(A,), ou
bien, comme (prop.8) Iy € T* = v(A,), que I' N y(A,) = 0, puisque alors
It C B(A). Or, ensemble A, N F, est connexe et contient 3, tandis que
O, qui est ouvert et fermé, ne contient pas 3, donc A, N F,NO = (. Il en
résulte a & y(A, N F,) comme, d’apres (x), v~ '(a) C ©. Mais, en vertu de la
proposition 10, y(A, N F,) est une réunion des membres de la partition de
Q. suivant S,, donc, comme a € I'*, on a I Ny(A,) =T Ny(A.NF,) = 0.

Proposition 12. Soit A réunion d’une sous-famille de N'. Alors le sous-
«nsemble suivant de A :

B = {x €A :UnNA est une sous-variété analytique topographique

de dim. £, pour un voisinage U de x}

est aussi réunion d’une sous-famille de N

Nous allons démontrer d’abord quelques lemmes.

Lemme 4. Soit Ag € L et Q =J{A € L : A D Ag}. Sin, € Ay avec
acen €H,onaacnCnyNyQ) pour unne H.'

Démonstration, On peut choisir un n € H tel que a € n C 7’ et que 7
soit un sous-fermé d’un voisinage normal ), pour le systeme S, engendré
en a; soit N, la partition normale correspondante. Alors 7 est réunion d’une
sous-famille de N,. En effet, si # € n N {H,™" # 0}, alors z appartient &
un membre I'* € N, de dim. ¢, et (théoreme des fonctions implicites pour
Hf = 0) T; = n,, dout (lemme 2) I'* C nN {H™" # 0}; ceci montre
que l'ensemble n N {H;™' # 0} est réunion d'une sous-famille de N, ; par
conséquent, il en est de méme (prop.6) avec son adhérence dans @), qui = 7.

Reste a montrer que n C (2). Soit € 1. On a donc x € I'* C n avec
un I'* € N,. Il s’ensuit que 7, € Ar-. Soit I' le membre de N contenant I'*;
I'ensemble Ap- N A, est connexe (lemme 2) et contenu dans Ar, donc dans
la composante connexe A de Ap. Par conséquent 7, € A; comme a € I N7
on a (lemme 2) 7, € A~ NA,, donc n, € A, dott (prop.10) Ay C A; il en
résulte que 7, € 2, d’oun x € ¥(£2), ce qui termine la démonstration.

170On montre que Q est ouvert (dans F).
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Lemme 5. Soit Ag € L et Q = J{A € L : A D Ag}. Si un point a de
Lo = v(Ao) posséde un voisinage U tel que U N~(2) € H, alors il en est de
meéme avec chaque point de I'y.

Démonstration. Soit a € Ty. Posons K = {A € £ de dim. £ : A D Ag}. 1l
suffit de prouver que :

1) 7y, : Ao — T'g est d’ordre 1,
2) ToN~(A\ Ag) =0 pour A € K,
3) TonpB(A) =0 pour A € K.

UnNn~(Q)eH
pour un voisinage U de a

puisque les conditions 1), 2), 3) ne dépendent pas de a.

(=) On peut exiger que U soit ouvert et que 7 soit fermé dans U. Posons
n=UN~(Q); onadoncaeneH. Or, C#0D; en effet, pour tout I' € N
de dim. < ¢, 'ensemble I' N7 est rare dans n'8, donc (Q) N7 = 7, serait rare
dans 7, si K = (). Vérifions que pour tout A € K, AN~~(a) contient au plus
un élément (n,) : soit 7, € A avec a € i € H, oit on peut exiger que 7’ soit
connexe et contenu dans U ; on a alors AN A,y # ), donc ), =T, pour un
zel'nny,oul =~(A), mais ', = n,, comme z € T NU et ' NU est un
sous-ouvert de 7 (cf. note 13), donc 7, = n,, d’ou (lemme 2) 7" C 7 et, par
conséquent 1), = 1,.

Ceci donne 1) et 2). En effet, prenons un A € K; alors 71(01(@) = Ao N
v~ (a) contient au plus un élément, d’ott 1). Quant & 2), si 'on suppose le
contraire pour un A € K, on a (prop.10) Ty C v(A \ Ag), d’ott a = () avec
a € A\ Ay, mais a = y(ag) avec ag € Ag C A, ce qui est impossible car
A N~71(a) contient au plus un élément.

Montrons enfin 3). En supposant le contraire pour un A € K, on a

(prop.11), Ty € B(A) d’ott @ € B(A). Par conséquent, a € y(E) \ v(E)
pour un E C A . Onaalorsn, ¢ E, donc Ay NE =0, oun' =nNU" avec
un voisinage ouvert U’ C U de a. D’autre part, on a

D#U'Ny(E)=UN~y(Q)Ny(E) =n"Ny(E),

doul, € Favecunx € NI, ou I' = v(A); mais I', = 7}, comme on a
YNV C~(Q2)NU =1 pour un voisinage ouvert V C U’ de x (cf. note 13),
donc n), € ENA,, ce qui donne contradiction.

(«=). D’apres le lemme 4, on a n, € Ag avec a € n € H et n C ().
IT suffit de prouver que si I' = y(A) avec un A € L tel que A D Ag, on a

18Comme 7, : 7 — 7(n) est un homéomorphisme, et 7(I' N 7) est rare dans m(n).
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UN(T'\n) = 0 pour un voisinage U de a. En effet, on a alors UyN(y(2)\n) = 0
avec un voisinage ouvert Uy de a, d’ott UyNvy(Q2) C n, ce qui donne UyN~y(2) =
U() nne H.

Soit donc, I' = v(A) avec A € £, A D Ay. Supposons d’abord, que
dimA = (. Comme 75, : Ag — Iy est un homéomorphisme local,
¥(A,;NAp) est un voisinage de a dans Iy, c’est-a-dire on a y(A,NAg) = TyNV
avec un voisinage V' de a. Comme, d’apres 1), vy, est injective, il s’ensuit
que Y(Ag \ Ay) Ny NV = 0. 11 en résulte

Vﬂroﬁ’y(A\An)CVﬂFoﬂ’}/(K\An)CVQFQQ’Y(K\A()),

(car A\ A, C (A\ Ag) U (Ag\ A,)), dotr, d’apres 2), VNToNy(A\A,) =0.
Selon 3), To N (Y(A\ Ay) \ v(A\A,)) =0, et on a

VNTonT\n c VATon~y(A\A,)
C Vﬂroﬂ[(’Y(A\An)\7<A\An))u7<A\An) :

donc VNToNT \ n=0; par conséquent, a ¢ T \ 7, d’ott UN (T'\ ) = @ avec
un voisinage U de a.

Passons maintenant au cas général. Notons K; 'ensemble de I'y = y(A;)
avec A} € £, A1 D Ag; on a donc () = [J{T'1 € K;}. Comme 7, € A, on
aN,NA#D, dotnNT # 0. Prenons un ¢ € nNT. On a alors ¢ € 'y,
pour un I'y € Ky de dim. ¢. Sinon, il existerait un voisinage 1y de ¢ dans 7,
qui n’intersecte aucun I'y € K; de dim. ¢, donc, comme 7y C (J{I'; € K1}
on aurait 79 C J{I'1 € K1 : dimIy < ¢} ce qui n’est pas possible, parce
que 'y N7g est rare dans 7 si dim Ty < £. On a donc (prop.6) I' C 'y ; mais
on a déja montré que U N (I'y \ ) = 0 avec un voisinage (ouvert, comme on
peut toujours exiger) U de a, donc on a U N (I'\ ) = 0 , ce qui termine la
démonstration.

Lemme 6. Soient A, B réunions des sous-familles de N et soit Ty € N'. Si
A. = B. pour un c € 'y, alors A, = B, pour chaque x € T'y.

Démonstration. Posons

A = | {reN : TCA TOIy},
B' = U{FEN T CB, T OIy};
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on a alors A, = Al et B, = B! pour chaque z € T'y. Supposons que A. = B, ;
on a donc ANU = BN U pour un voisinage U de c¢. SiT' € N, Ty C T et
FrcA onmal’lNBNU =TNANU # 0, dou T C B; ceci montre que
A' C B'. Pareillement B* C A' | donc A' = B!, d'ott A, = Al = B! = B,
pour chaque x € I'y.

Démonstration de la proposition 12. Soit I'j € N et supposons que
I'oN B # . Prenons a € I'y N B. 1l existe donc un voisinage Uy de a tel que
17 = Uy N A soit une sous-variété analytique topographique de dim. . On a
n Cc VU---U VO Sinon, on aurait o’ NI # () pour un I' € A de dim > ¢,
doncT' C A,d’ou1 ) # I'NUy C 17, ce qui n’est pas possible!®. Par conséquent,
n € H. Comme 'y N Uy C 7/, on anl, € Ar,; soit Ay la composante connexe
de !, dans Ar, et posons Q = [J{A € £ : A D Ag}. D’apres le lemme 4,
onaa€nCnNyQ) pour un n € H; on a ensuite n = U Ny’ pour un
voisinage U C Uy de a, donc n = U N A. Montrons que n = U N y(Q2). En
effet, il suffit de vérifier que U N~y (Q) Cn;si T =y(A) avec A € £, A D Ay,
onaANA,#0 (comnen, =n, CA),doncT'Nn#0 doul C A; ceci
donne v(Q2) C A, dou U N~(Q2) C 1.

Ainsi on a prouvé que U Nvy(R2) € H et que A, = 7(2),. 1l en résulte des
lemmes 5 et 6 que pour tout x € I'y on a U’ N~(2) € H avec un voisinage U’
de z, et A, = v(Q),, Aot ANU” € H pour un voisinage U” de z, ¢’est-a-dire
x € B ceci montre que I'y C B, ce qui acheve la démonstration.

13 [Un procédé d’élimination]
Nous allons définir certaines opérations qui joueront un réle pareil a celui
de I’élimination.

Lemme. Soit H(z,w) = w*+ A;(2)wF 1+ -+ Ap(2) un polynéme aux coef-
ficients A; holomorphes dans un sous-ouvert 0 de CP, et soit G(w, ..., wy)
une fonction symétrique holomorphe dans {|w;| < n} ; supposons que

2€Q, Hz,w)=0=|w| <7 .

Alors la fonction F définie pour z € Q par F(z) = G(wW,...,w®), ou
wW, . w® est la suite des racines de H(z,w) = 0, est holomorphe dans
Q.

19 Alors la sous-variété 7(n') de dim. £ contiendrait 'ouvert 7(I'NUp) de R? ot1 j = dim T’
et m: (T1,...,xn) — (21,...,25).
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Démonstration. On a G(wy, ..., wg) =Y Gy, w1 - w*, la série étant
normalement convergente?® dans chaque {|w;| < 77} avec 7 < 1. Comme G
est symétrique, on a Aoy = a,, ..., pour chaque permutation ¢ — m; de

auﬂ'k

. 4 _ v iz
{1,...,k}; par conséquent Sp,(wi,..., W) = Y, 11 cp Gupp Wi W
sont des polynomes symétriques, donc

Sp(wy, ..., wg) = Pyl (wy, ..., wg), ... ok (wy, ... wg))

ou P est un polynome et o; est le polynome symétrique élémentaire d’ordre i,
(i=1,...,k). Soit  un sous-ouvert borné de € tel que Qy C Q; 'ensemble
{(z,w) € Qo x C : H(z,w) = 0} étant compact, il existe un 17 < 7 tel
que pour chaque z € Qq les racines w™, ... w® de H(z,w) = 0 vérifient
lw| < 77; par conséquent,

Pn(_Al(Z)a7(_]‘)kAk(Z)) = Pn(o-1<w(1)a'”7w(k)>7'"70k(w(1)7"-aw(k)))
= S, (wW, ... wh)

converge vers G(w®, ... w®) = F(z) uniformément dans €. Ceci montre p. 55
que F'(z) est holomorphe dans Q, C.Q.F.D..

Soient maintenant H,(z,w) = w" + Agj)(z)wkj*1 + - F Algj,)(z), j=
1,...,q, des polynomes aux coefficients holomorphes dans un sous-ouvert (2
de C? et soit F(u,wy,...,w,) une fonction holomorphe dans G' x {|w;| < n}
ou G est un sous-ouvert de C"; supposons que

z2€Q, Hi(zyw)=0=|w|<n, (j=1,...,q) .

Soit v une fonction symétrique holomorphe dans C*, ot k = ky - - - k, . Alors
la fonction @ définie pour (z1,. .., 2, u) € Q7 X G par

(*) (I)(Zl, cees Ry U) = <{F(U, U)gul), c. ,w((]l/q))}ulzl,...,kl;...;qul,...,kq)

ol wj(-l), . ,w](k") est la suite des racines de H;(z;,w) =0, j=1,...,q

est holomorphe dans (29 x G. En effet, d’apres le lemme, ® est holomorphe par
rapport a chaque variable et, de plus, localement bornée, donc holomorphe.

Observons que si Hy,...,H,, F, v sont “réelles” (et si 2, G sont symé-
triques (par rapport a R?, R" respectivement)), il en est de méme avec P.

20Cest-a-dire, la somme des suprema des valeurs absolues des termes est finie.
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En effet, comme alors wj(-l), o ,w](-kj )

0, (j=1,...,q9),ona

est la suite des racines de H;(Z;,w) =

ety zgpw) = 3 ({F@ w0, wf?)})

= v <{F(u,w§yl),...,wé”q))}> =D(z1,...,24,u) .

11 en résulte que si Hy, ..., H, sont des polynomes distingués réels (aux co-
efficients analytiques dans un voisinage de 0 € RP), si F' est analytique réelle
dans un voisinage de 0 € R” x RY, et si v est un polynome symétrique réel
de k = ky---k, variables, alors la formule (*) définit une fonction analy-
tique réelle dans un voisinage de 0 € RP x R"; plus précisément, F' admet
une extension (notée ici avec la méme lettre F') d'un voisinage de 0 dans
R” x R? sur un voisinage U x {|w;| < n} de 0 dans R" x C%, holomorphe par
rapport a w, et continue; ensuite, pour un voisinage ) de 0 dans R? on a
z€Q, Hi(z,w) =0 = |w| <n;alors (x) définit ® analytique dans Q7 x U.

Soit M une variété analytique réelle de dim. p*', et soit @ € M. Un

polynome distingué en a est un polynéme H(x,t) = t*+c;(x)tF 1+ - -4cp ()
avec ¢; analytiques dans un voisinage de a et tels que ¢j(a) =0, j=1,...,k.
Le discriminant D(z) = Dg(c1(x), ..., ci(x)) est une fonction analytique dans

2IRemarque. Une variété analytique réelle M de dim. r est un espace topologique
séparé avec une famille des fonctions réelles, appelées analytiques, chacune définie dans
un sous-ouvert de M, qui admet un “systéme analytique de cartes” {g'}, c’est-a-dire
g" = (g%,...,9%) : Q, — G, est un homéomorphisme d’un sous-ouvert 2, de M sur un
sous-ouvert G, de R", M = |JQ,, ¢ : Q@ — R (avec @ C M ouvert) est analytique si et
seulement si ¢ o (¢*)~! est analytique pour chaque ¢. On dit alors que la structure d’une
variété analytique sur M est donnée par {g*}. (En particulier la structure analytique
naturelle sur un espace affine par systéme d’un élément : systéme de coordonnées affines
quelconque). Soit N une autre variété analytique réelle, soit {h"} un systéme analytique
de cartes pour N; f : M — N s’appelle analytique si toutes les h"” o f o (¢*)~! sont
analytiques (cette condition ne dépend pas des systemes de cartes); f est isomorphisme
& f est bijection bianalytique. Si G est un sous-ouvert de M, la structure d’une variété
analytique induite sur G est la topologie induite avec la famille des restrictions. Sia € M,
une carte de a est un isomorphisme d’un voisinage ouvert de a sur un sous-ouvert de R” ; la
collection de toutes les cartes est un systeme analytique de cartes, maximal. La structure
d’une variété analytique sur M x N est donnée par {(g*, h")}. Une sous-variété analytique
L de dim. s de M est un sous-ensemble de M tel que chaque a € L possede une carte
(de a) g : Q — G telle que g(2N L) est un sous-ouvert de R® x {0} ; elle est munie de la
structure induite : la topologie induite avec la famille des restrictions.
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un voisinage de a. Si f est une fonction analytique dans un voisinage de (a, 0)
dans M x R tel que f(a,t) # 0 au voisinage de 0, il existe un polynéme
distingué en a, H, associé & f, c’est-a-dire tel que H(g~*(£),t) soit associé a
f(g71(€),t) pour chaque carte g de a vérifiant g(a) = 0; alors le discriminant
de H ne s’annule pas identiquement au voisinage de 0.

Soient maintenant H, ..., H, des polynomes distingués en a de degrés
ki, ..., kq respectivement, soit F' une fonction analytique réelle au voisinage
de (b,0) dans N x R? ou b € N et N est une variété analytique réelle de
dim. 7; Soit v un polynome symétrique réel de & = k; - - -k, variables. En
prenant une carte g de a avec g(a) = 0 et une carte h de b avec h(b) = 0 on
vérifie que F' admet une extension sur un voisinage U x {|w;| < n} de (b,0)
dans N x C9, holomorphe par rapport a w, et continue, que alors, pour un
voisinage ) de a dans M on a z € Q, H;(z,w) =0 = |w| < 7, et que alors,
(%) définit ® analytique dans Q7 x U?.

En particulier, si H est un polynéme en a, de degré k, et si F'(u,t) est
analytique dans un voisinage de (b,0) dans N x R (on prend ici ¢ = 1,
Hy=H, ki =kety(s,...,s) =815k la formule

7Y F(u,t) = Flu, tW) - Flu, t™®)

ot tW, ...t est la suite des racines de H(z,t) = 0, définit une fonction
analytique ®(z,u) = Hf(z’t)f(u,t) dans un voisinage de (a,b) dans M x N.
On a alors :

H(g™'(2),t) = F(h™ (), 1) = 0 = (IT"F)(g™"(2), ™" (w)) = 0

pour les extensions holomorphes dans un voisinage de 0 dans C? x C" x C.

Supposons maintenant que M = N, a = b et prenons sucessivement
v = 09p,...,0k ou o; est le polynome symétrique de k = k; - - - k, variables,
de degré i, (i = 0,...,k); soient Py, ..., Py, respectivement, des fonctions

données par la formule (x); notons avec
(Hlv'--zH) (Hlv"'vH)
o JEou oy V(2w wg)

la derniere fonction de la suite ®g(z,...,2),...,Pr(z,...,2) qui ne s’annule
pas identiquement au voisinage de a. (Elle est donc une fonction analytique

20n prend H;(g7'(&),w), F(h~'(n),wi,...,w,), alors (d’aprées le précédent)
D(g (&), .., 971 (&), h1(n)) est analytique, et on observe que (g, ..., g, h) est une carte
de (a,...,a,b) dans M? x N
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et définie par (%) avec v = 0, et 21 = ... = 2z, = v = z dans un voisinage
de a). Il résulte de la définition des polynomes symétriques élémentaires que
si la valeur de ot Ho [ en 2 n'est pas nulle, elle est égale au produit
de tous les F(z,w!™, ... w{™) (wj(-l), . ,wj(.kj)
H;(x,w) = 0) qui ne sont pas nulles.

étant la suite des racines de

Proposition. Si Q x P est un voisinage (ouvert) suffisamment petit de
(a,0) e M xR, Z ={(z,y) e @ x P : F(x,y) =0},

S={reqQ : oHHIp(x) =0}, et m: (x,9) — z, alors S contient la
projection de la frontiere de Z N C' dans C' :

n(ZnCNC\Z)CS.

Démonstration. On peut choisir un voisinage U de a et n > 0 tel que F
soit continue et bornée dans U x {|w,| < n}compl.v xeU, H(zx,w)=0=

lw| < n, et o1 [ soit analytique et définie par (x) dans U, Soit Q x P
un voisinage (ouvert) de (a,0) contenu dans U x {|w;| < 0} ge]- Supposons
que z € Q\ S. On a donc |oH-H)F| > § dans un voisinage U; de z,
avec un § > 0. Comme oH1-+Ha) [ et le produit des F(:E,wg/l), . ,wt(IV‘I))
non nuls, qui, de plus, restent bornés quand x € U; , il existe un € > 0
tel que F(x,w§”1), ...,wé’j")) est nul ou > ¢ lorque z € U, (wél),...,wj(-kj)
étant la suite des racines de H;(xz,w) = 0). Par conséquent (continuité de
F), st (x,wy,...,w,) € ZNC, ona CNW; C Z avec un voisinage W, de
(z,wy,...,w,), ce qui donne (x,ws,...,w,) & m , On a donc toujours
(z,w1, ..., w,) & ZNCNC \ Z cest-a-dire z ¢ 7(ZNCNC'\ Z). Ceci prouve

notre inclusion.

14 [Construction d’un systéme normall]

Soit M une variété analytique réelle de dim. n et soit a € M. On appelle
systéme normal en a tout couple S = (g,.5) ou g est une carte de a vérifiant
g(a) =0et S = {H}}ocp<r<n est un systeéme normal de polynomes distingués.
Un wvoisinage normal @) de a est 'image par ¢~ d’un voisinage normal Qy
pour S, tel que Q C source de g. La partition normale de Q suivant S
est la collection des composantes connexes (appelées encore membres de la
partition) des ensembles

Vi={reQ : H"'=...=HF =0, H' #0}, k=0,...,n,
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oll PAI]Z = Hjog, 0 <i<j<mn;cest I'image par g~' de la partition normale
de @)y suivant S'; on I'appelera aussi une partition normale en a.

Supposons que M est un espace vectoriel de dim. finie (muni de la struc-
ture de variété analytique naturelle). Nous allons donner une construction
standard d’un systeme normal en 0 (avec g linéaire).

Soit ®,, une fonction analytique # 0 au voisinage de 0 dans M (donnée
arbitrairement). Prenons un e, € M \ {0}, tel que ®,(te,) # 0 au voisinage
de 0, et prenons un sous-espace M,y C M (de dim. n — 1) tel que M =
M, 1 +Re, soit directe. Soit H" !(u,t) le polynome distingué en 0 € M,,_,
associé¢ a la fonction (u,t) — ®,(u + te,), ou (u,t) parcourt un voisinage de
(0,0) dans M,,_; x R.

Soit 0 < k < n?. Etant construits des sous-espaces : M = M, D

. D My, dim M; = i, des vecteurs : e; € M; \ M;_y, j =mn,....k+1
et des polynomes distingués : f[; en 0 € M; au discriminant 15; Z= 0 au
voisinage de 0, £ < i < j < n, soit &, une fonction analytique # 0
au voisinage de 0 dans Mj (donnée d'une maniére qui peut dépendre de
Mn, Ce ,Mk, €ny--vy €1, {H}}k§i<j§n)~

Posons J, = D, --- DE @y, prenons un e, € Mj,\ {0} tel que Jy(tey) # 0
au voisinage de 0, et prenons un sous-espace My_; C M (de dim. k — 1)
tel que M = M;_; + Re; soit directe. On prend pour ﬁ[,f’l(v,t) le po-
lynéme distingué en 0 € Mj_; associé a la fonction (v,t) — Ji(v + tey),
ou (v,t) parcourt un voisinage de (0,0) dans Mj;_; x R. Alors la fonction

kE—1 ~
Tk (U’T)HJI?(U—{—TT]“ t) est analytique dans un voisinage (0,0) dans Mj_; xR,

rrk—1 ~ ~
vérifiant TT2* ) i f(ﬂ"k, t) # 0 au voisinage de 0, et on prend pour H J’-“_l
le polynome distingué en 0 € M}, associé avec elle, j = k+1,...,n.

Ainsi on a construit par récurrence M = M, D ... D M, = {0}, e; €
M;\ M;_y, j =mn,...,1, et des polynomes distingués : H]Z: en 0 € M; au
discriminant D; Z0, 0 <i<j<n.On pose

H;(ifla LT Ty) = ﬁ;($1€1 + -4 xie, x))
(au voisinage de 0 € R* x R), on prend

g:M>xie1+ - +xpe,— (21,...,2,) €ER”

ZFormellement, on n’a pas besoin de distinguer le premier pas (k = n) des autres
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et alors (g, {H}}) est un systéme normal en 0.
En effet, pour les extensions holomorphes dans un voisinage de 0 €

C", Hi ' (z1,...,2x) = Hf(21,...,21;2) = 0 entraine que I'extension ho-
lomorphe de Hﬁsilﬁf(xlel + -4 xp_1€5-1,x¢) sannule en (z1, ..., 2x_1, 2¢)
et alors Hy (21,...,2,1;2) = 0, ce qui donne la propriété (1); ensuite,
D¥(z1,...,21) = 0 entraine que l'extension holomorphe de Ji(zie; + -+ +
zrer) sannule en (zy, ..., 2;) et alors Hy '(zy,...,2) = 0, ce qui donne la
propriété (2).

Observons que ﬁf(wlel + o+ Tpe,) = ]Tlf(xlel + - 4 TRer, T),

0<k<l{<nOnad, =0« H'' = 0 au voisinage de 0 dans M
et , =0= H,f’l = 0 au voisinage de 0 dans Mj,

On appelera ®,,, ..., P, facteurs dans la construction ci-dessus.

Remarque 1. Etant donnés les facteurs (®, en dépendence de M,,, ..., My,
€ny- -y €Lyl €L {ﬁ;}k§i<j§n)7 dans chaque pas, e; peut étre arbitrairement
choisi d’un sous-ensemble dense de M} 2*. Si M est muni d’une structure
euclidienne, eq, ..., e, peut étre choisi de maniere qu’il soit orthonormal.

Remarque 2. Soit f une fonction analytique # 0 au voisinage d’'un point a
d’une variété analytique réelle M. Alors il existe un systeme normal en a et
un voisinage normal @ de a tels que {x € Q : f(z) =0} =V"tu...uV°

(En prenant un isomorphisme d’un voisinage de a dans M sur un voisinage
de 0 dans un espace vectoriel (de la méme dimension) on se réduit au cas ou
M est vectoriel et @ = 0; alors on prend f pour le facteur ®,,).

Soit M une variété analytique réelle. Soit f une fonction définie dans un
voisinage de a; on dira qu’une partition normale en a est compatible avec f,
si f =0 ou f # 0 sur chaque membre (la source de f contenant le voisinage
normal).

Proposition. Soient f1,..., f. des fonctions analytiques dans un voisinage
d’un point a € M. Alors il existe une partition normale en a, compatible avec
chacune d’elles. Le voisinage normal () peut étre choisi arbitrairement petit.

Démonstration. On peut admettre que M soit vectoriel, que a = 0, et que
fi # 0 au voisinage de 0 (en supprimant toutes les f; = 0). Construisons un

240n voit aussi que M,, D ... D My peut étre choisi arbitrairement.
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systeme normal en 0 en prenant les facteurs suivants :

_ _ (g )
(I)n — fl Tt fr et (I)k — ka+1,...,wn fz(’U + Wi+1€k+1 + -+ wnen)
i=1
ol v parcourt un voisinage de 0 dans My, kK = n — 1,...,1. Soit @ un

voisinage normal. Exigeons que ®,, = f;--- f,. dans @ ; alors comme V" =
{z € Q:P,(x) # 0}, on a f; # 0 sur chaque membre de dimension n. Soit
maintenant 0 < k < n (le cas k = 0 est trivial), et fixons un j=1,...,r. 1l
résulte de la proposition du N°13 (en utilisant I'isomorphisme M) x R** >
(U, Wi 1y -, Wy) — U+ Wgy1€ps1 + -+ + wpe, € M) que si 'on prerid Q
suffisamment petit, la frontiere de I'ensemble {x € @ : Hf,=...=H=
fi = 0} dans l'ensemble {z € Q : Hf,, = ... = HF = 0} est contenue dans
{r eq: ﬁ,ﬁf’l = 0}. Par conséquent, 'ensemble ' = {x € @ : f; = 0} est
ouvert dans C* = {z € Q : ﬁ],’jﬂ == ﬁ]ﬁ = 0, ﬁ],’j‘l # 0} ; comme T'
est en méme temps fermé dans C*, chaque composante connexe de C* est
contenue dans T ou disjointe avec T', ce qui montre la proposition, car (vu
la remarque apres la proposition 1 du N°11) chaque membre de dimension k
est une composante connexe de C*.

Remarque 3. Dans le cas ou M est vectoriel et a = 0, soit S un systeme
normal contruit en prenant les facteurs ®,. Si U(H'IVCH"“’Hﬁ)f =0= o, =0
au voisinage de 0 dans My, alors f = 0 ou f # 0 sur chaque membre de
dim. k de la partition normale selon &, de tout voisinage suffisamment petit.
Si, pour chaque i = 1,...,r f; = 0 = &, = 0 au voisinage de 0 dans M et
o 1’§+1""’H5)fi =0 = &, = 0 au voisinage de 0 dans My, k =n—1,...,1,
alors la partition normale de tout voisinage normal suffisamment petit de 0,
selon §, est compatible avec f1,..., f..

H

Remarque 4. Dans le cas ou M est vectoriel et a = 0 on peut ajouter, dans
la proposition, I’assertion de la remarque 1.

Remarque 5. Si F est analytique et f; = 0 = F = 0 au voisinage de a, on
peut exiger (dans la proposition) que 'on ait (remarque 2)
{reQQ:F=0}=V"1ty...uVh

Soient N7, N deux partitions normales en a; on dira que N’ est un raf-
finement de N, si chaque membre de N’ est contenu dans un membre de

N.

47

p. 64

p. 65



Soit (g,{H}})) un systéme normal en a et soit N la partition normale
(suivant ce systéme) d'un voisinage normal @) de a; soit N/ une autre par-
tition normale en a, compatible avec toutes les ﬁ; ; alors chaque membre de
N est contenu dans un V¥, d’ot il résulte que N/’ est un raffinement de A
On a donc :

Corollaire. Chaque collection finie de partitions normales en a admet un
raffinement commun, compatible avec des fonctions analytiques (au voisinage
de a) données en nombre fini.

15 [Ensembles semi-analytiques : définition
et premieres propriétés|

Soit M une variété analytique réelle. Pour chaque a € M notons avec X,
la plus petite famille de germes en a (de sous-ensembles de M) contenant
tous les {f > 0}, avec f analytique au voisinage de a, et vérifiant

(#) w,v €Y, = ulUv, u\v e,

On voit donc que X, est stable pour les opérations de la réunion et de I'in-
tersection finies, et, comme M € 3, aussi pour 'opération du complément.
Un sous-ensemble E de M est dit semi-analytique si pour tout a € M on
aF, €, p. 66
Soit U C M est soit £ une famille des fonctions réelles définies dans U ;
on dira qu’un sous-ensemble A de M est décrit dans U par & si

i=1j=1

avec A; ; de la forme {f > 0} ou {f =0} ou {f <0}, ou f € £.

Un sous-ensemble F de M est semi-analytique si et seulement s’il est
décrit dans un voisinage de chaque point de M par des fonctions analytiques
dans ce voisinage ; ou encore, si et seulement si chaque point de M possede
un voisinage U tel que

EﬂUZLpJ(q{gz‘,j>O}ﬂ{fi:0})

i=1 \j=
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avec g, j, f; analytiques dans U.

En effet, 'équivalence des deux dernieres conditions est claire, ainsi que
la suffisance ; soit 3, la famille de tous les germes de la forme (Ji_, (-, i ;-
avec u; ; de la forme {f > 0}, ou {f = 0},, ot f est analytique au voisinage
de a; on voit que X! est contenue dans X, et vérifie la condition (f), donc

Y, =23 , d'ou il résulte la nécessité.

On peut toujours admettre que les fonctions qui décrivent localement un
ensemble semi-analytique ne s’annulent pas identiquement.

Observons qu’il n’est pas toujours possible de donner localement un en-
semble semi-analytique par un systeme d’inégalités simultanées larges ou
strictes (par conséquent, il en est de méme quant & un systeme d’inégalités
en alternative ?°). Prenons par exemple, F = {z < 0}U{y < 0} C R? et sup-
posons que pour un voisinage U de 0 on a ENU = (,_, A; avec A; de la forme
{fi > 0} ou {f; > 0}, ou f; soit analytique dans U. On peut supprimer tous
les f; = 0. Soit g; la partie homogene de degré minimal du développement
de f; en 0 qui ne s’annule pas identiquement ; or, dans la variété des droites
par 0, 'ensemble £ de celles sur lesquelles g; # 0, i = 1,...,p, est dense.
Prenons une ¢ € L telle que ¢\ {0} C {zy < 0}; on a forcement g; > 0
sur £\ {0}, d’ou g; sont de degré pair; prenons ensuite une ¢ € L telle que
¢\{0} C {xy > 0}; on a alors g; > 0 sur £\ {0}, d’ou f; > 0 sur £\ {0} dans
un voisinage de 0, ce qui n’est pas possible.

Voila une liste de propriétés triviales (par rapport a la définition ci-dessus)
des ensembles semi-analytiques.

Le complémentaire d’'un ensemble semi-analytique est semi-analytique.
L’intersection d’une famille finie d’ensembles semi-analytiques est semi-ana-
lytique. La réunion d’une famille localement finie d’ensembles semi-analyti-
ques est semi-analytique.

Soit N une variété analytique réelle. Si E est semi-analytique dans M et
F' est semi-analytique dans N alors F X F' est semi-analytique dans M x N.

Soit g : M — N une application analytique. Si F' est semi-analytique
dans N, alors g71(F) est semi-analytique dans M.

Soit N une sous-variété analytique de M et soit £ C N. Si FE est

250n prend le complémentaire
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semi-analytique dans M, il est aussi semi-analytique dans N. Si E' est semi-
analytique dans N et si £ C N ('adhérence dans M) , alors E est semi ana-
lytique dans M.

Soit £ C M ; si chaque point de M possede un voisinage U tel que ENU
est semi-analytique dans U, alors F est semi-analytique dans M.

Observons encore que les sous-ensembles semi-analytiques de R sont pré-
cisément les réunions disjointes et localement finies d’intervalles.

16 [Partitions normales et ensembles semi-
analytiques]

Soit M une variété analytique réelle. On dira qu'une partition normale
N d’un Q C M est compatible avec un sous-ensemble E de M, si ENQ est
la réunion d’une sous-famille de N/, c’est-a-dire si'ona I’ C Eoul’'NE =0
pour chaque I' € N. La proposition du N° 14 entraine :

Théoreme 1. Quels que soient E, ..., E, semi-analytiques dans M et a €
M, il existe une partition normale en a, compatible avec E, ..., E,. Le voi-
sinage normal peut étre arbitrairement petit.

En effet, dans un voisinage suffisamment petit U de a les E; sont décrits
par fi,..., f, analytiques dans U ; il suffit de prendre une partition normale
en a d'un @) C U, compatible avec fi,..., f,.

Par conséquent, la remarque 1 du N° 14 reste ici valable.

Nous allons démontrer le suivant.

Théoreme 2. Toute composante connexe d’un ensemble semi-analytique est
semi-analytique.

En particulier, les membres d’une partition normale sont semi-analytiques.

Les théorémes 1 et 2 entrainent facilement

Théoreme 3. Pour qu’un sous-ensemble E de M soit semi-analytique il
faut et il suffit que en chaque point a € M il existe une partition normale
compatible avec E.

20



Lemme de Thom. Soit P un polynéme d’une variable réelle, de degré n 2°.

Alors chaque ensemble

A=(|{P"(x)€b,},
v=0
ou 0, = {x > 0} soit {0} soit {x <0} ,(r=0,...,n),

est connexe : soit un intervalle ouvert, soit réduit a un point, soit vide.

Démonstration. L’assertion étant évidente pour n = 0, supposons la vraie
pour n — 1 avec un n > 0, et appliquons la a P’. On a

A= {P() €0} N AL, ot A= (J{PY(x) €6,

v=1

les cas ol Ay est vide ou réduit a un point étant triviaux, supposons que A;
est un intervalle ouvert ; on a alors P’(x) # 0 dans Ay, donc P est strictement
monotone dans Ay, dout A ={z € Ay : P> 0} soit A ={z € A,: P=0}
soit A = {x € Ay : P <0} est comme laffirme la these du lemme.

Démonstration du théoreme 2. Observons d’abord que 'assertion sui-
vante pour M :

quels que sotent un sous-ensemble semi-analytique E de M et un
a € M, il existe une partition normale en a, compatible avec E,
dont les membres sont semi-analytiques,

entraine le théoreme 2 pour M. En effet, soit E un sous-ensemble semi-
analytique de M et soit F' une composante connexe de E. Prenons un a € M
quelconque et une partition normale A/ d’'un @ en a selon I'assertion. Alors,
pour chaque I' € A/, ' N F # () entraine I' C F et (connexité de I') ' C F';
ceci montre que N est compatible avec I, d’ott Q N I est semi-analytique.
Par conséquent, F' est semi-analytique.

Soit n = dim M. L’assertion étant triviale pour n = 1, admettons la vraie
pour n — 1 avec un n > 1. Ceci entraine donc la validité du théoreme 2 pour
n—1.

Il en résulte que si NV est la partition normale d’un {|z;| < d;, i =1,...,n}
selon un systeme normal de polynomes distingués {H}}0§i<j§n, N1 — celle de

260u, plus généralement, une fonction C™ dont la n-ieme dérivée ne s’annule pas.
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{lzil <0i, i =1,...,n —1} selon {H;}0§i<j§n—1; et si I, € NV est de dim.
< n — 2, alors les composantes connexes des ensembles

(%)

{zelox{lzal <8} Hy' =0} et {z €D x {|lza| <} : H}™' #0}

sont semi-analytiques. Observons que celles du premier sont les membres de
N de la méme dim. que I', qui se projettent sur I',, ce qui entraine que
chaque membre de N de dim. < n — 2 est semi-analytique; le nombre de
composantes connexes du second est fini%?,

Pour vérifier ceci observons que, comme (z1,...,2Z,_1) +— (T1,...,Tp_2)
applique homéomorphiquement I', sur un membre I',, de la partition normale
de {|xs] <&, i=1,...,n — 2} suivant {H}}o<i<j<n—2, 'application :

p: V. =T x{|z,] <0} 3 (21,...,2,) —
— (x]J A >$n—2axn> E \D** - F** X {’IL’n’ < 577,}

est un homéomorphisme. Or, {Hf Yi<j, ij=0...n—2n €st un systéme normal,
{la;] < &, i =1,...,n —2,n} — un voisinage normal ; soit N3 la partition
normale correspondante. Les composantes connexes de {u € ¥, : H" 2 = 0}
sont les membres de Ny de la méme dimension que I',, qui se projettent sur
['... Vu le corollaire de la proposition 2 et 3 du N° 11, on observe que chaque
membre de A/ de dim < n—2 se projette par (xy,...,%,) — (T1,...,Tp o, T,)
sur un membre de N (de la méme dimension). Par conséquent, I'image par p
de chaque composante connexe de {zx € ¥, : H"™! = 0} est une composante
connexe de {x € U,, : H" 2 = 0}. Il en résulte que, si 'on note avec C la
famille de toutes les composantes connexes des ensembles {u € U, : H;“z =
0} et {u € U,, : H" 2 £ 0}, pour chaque A € C, p~!(A) est contenu soit
dans le premier soit dans le second des ensembles (k); par conséquent, les
composantes connexes des ensembles (x) sont réunions de certains p~'(A)
avec A € C. Comme I', et I',, sont semi-analytiques, il en est de méme avec
chaque A € C et p~1(A) = U, N (A X {|r,_1| < §,_1}); comme C est finie
(cf, note 27), il s’ensuit que les composantes connexes des ensembles (x) sont
semi-analytiques.

Passons maintenant a la démonstration de notre assertion pour n. On
peut admettre que M est vectoriel et que a = 0. Soit F un sous-ensemble

2%iT; : T, — RavecI'; < ... < Ty, sont les composantes connexes du premier, alors
{Ti(x1, ..y xpn1) < p < Tipr(x1,..y2n-1)}, 0 =0,...,8, 00Ty = =0, et T's11 = by,
sont celle du second,
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semi-analytique de M. Soient fi,..., f, des fonctions analytiques # 0 au
voisinage de 0 qui décrivent £ au voisinage de 0. Nous allons construire un
systeme normal en 0 en prenant les facteurs suivants.

Soit ®,, = f1--- f, . Soit A,,_; I'anneau de germes (en 0) de fonctions ana-
lytiques réelles au voisinage de 0 dans M,,_1, et soit h € A,,_1[z] le polynéme

- . o1 H !
qui correspond & (H" (u,t)); alors h') correspond & TZL L J =
0
0,1...;soient hq,...,hs tous (& 1’équivalence pres) les diviseurs irréductibles

de h,h,...,h5) ot K = degh = deg H"™' (par rapport & t); on peut
supposer que h; sont unitaires ® (donc de degré positif) et qu’ils sont dis-
tincts entre eux. Alors le discriminant §; de h; ainsi que les résultants p; ;
de h;, hj, (i < j), ne sont pas nuls. Les hy, ..., hs correspondent a certains
(H1)o,---,(Hs)o ou H; sont des polyndmes unitaires aux coefficients analy-
tiques au voisinage de 0 dans M, _;. On a alors

( §iH!

S [T;_, H” dans un voisinage de 0 dans M, x R,

j=0,...,K, oul'onav,; >0
pour chaque ¢ avec un j; ,

. D, #0, R, #Z0 dans un voisinage de 0 dans M,,_1,
(v=1,....,8 1 <i<j<s),

ou D, est le discriminant de H,, et R; ; est le résultant de H;, H;, parce qu’on
a6, = (Dy)o et pij = (Rij)o.
. n—1
Prenons maintenant ®,, _; = [[/_, o ) f; T[_, D, H1§i<j§s Ri; % et

R | ) U(H§+1""’H/}§n)fi , pour k =n—2,...,1. Soit § un systeme nor-
mal construit en prenant ces ®,; vu la remarque 3 du N° 14, pour chaque
voisinage normal @ de 0 suffisamment petit, la partition normale N de Q
suivant S est compatible avec E. Il reste & démontrer que les membres de N/

de dim. n — 1 et n sont semi-analytiques.

Soit Q@ = Q1+ Ae,. avec Q1 C M, _1 et A =]—6,0[. On peut exiger que
(#x) subsistent dans @)1 X R et @)1 respectivement ; on peut exiger aussi que

K!
K =)’
coefficients dominants de hq, ho, donc aq, as sont inversibles.

29i] n’est pas nécessaire d’ajouter le facteur avec les discriminants D,,

28

comme h est unitaire; si r) = hihso, alors ajas = ou aq, s sont les
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O H !

W(u,t) =0=tc A3, onaalors pour chaque i =1,...,s

UEQl,
UGQl, Hl(u,t):O:>t€A

11 suffit de prouver que les sous-ensembles { H"(u,t) = 0, H"~2(u) = 0} et
{H"Y(u,t) # 0} de @, x A admettent des partitions finies en ensembles semi-
analytiques connexes. On a déja montré cette propriété pour {ﬁgil(u, t) #
0, H*=2(u) = 0} (parce que {H" ' %0, H"=> = 0} est une réunion finie de
deuxieémes des ensembles ().

Par conséquent, il suffit de prouver ceci pour les ensembles

(xx%) V' = {(u,t) € Qi xA: H Mu,t) =0, H'2(u) # 0} et
V' = () € Qux A HY T (u ) £ 0, H7H(u) # 0}
Considérons la famille 7 des sous-ensembles de Q1 x A de la forme :
T:{(u,t) el', xA:H; €0, izl,...,s},

ou §; = {x > 0} soit {0} soit {x < 0} et I', est une composante connexe de
{u e Q: H' ?(u) # 0} (donc T, est un membre d’une partition normale de
()1). La famille 7 est finie, ses ensembles sont disjoints et semi-analytiques
(comme T, est semi-analytique).

Vérifions d’abord que si T' € 7 pour chaque b € T', 'ensemble TN({b} xA)
est connexe. En effet, on a

TN} xA)={b} x (AN{H;(b,t)€b;, i=1,...,s}),

donc il suffit de vérifier que Ay = {H;(b,t) € 0;, i = 1,...,s} est connexe,
D’apres (%) on voit que A; est contenu dans un

jﬁnfl
Az_{é‘ : w,t)e@;,j_o,...,K}

ots

avec 0, = {x > 0} soit {0} soit {x < 0}, qui est, selon le lemme de Thom,
un intervalle ouvert ou contient au plus un point. Le second cas étant trivial,

J Lyn—1
supposons que A, est un intervalle ouvert ; on a alors "~ £ () dans Asg ,

oty

30¢f. la construction de voisinage normal, N° 14
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j=0,..., K dou (vu (*x)) chaque H;(b,t), i = 1,..., s est de signe constant
dans Ay, d’ou Ay C A;. Par conséquent, Ay = Ay est connexe.

Montrons maintenant que chacun des ensembles (k% *) est réunion d’une
sous-famille de 7. Comme {(u,t) € Q1 X A : H"~2(u) # 0} est la réunion de
7T il suffit de vérifier, que chaque T € T est contenu soit dans V"’ soit dans
V", Comme on a R;; # 0 dans I',, les H; n'ont pas de racines communes
pour u € I'y; par conséquent, T est vide, si 6; = {0} pour deux i; si tous
les 6; sont # {0}, on a (vu (sx)) H"! # 0 dans T, donc T C V" si, enfin,
6, = {0} pour un seul ¢, alors " C V' ou T' C V" selon que v,0 > 0 ou
Vgo, = 0.

IT reste donc a prouver que chaque T € 7 est connexe. Soit a € I'y;
comme on a D, # 0 et R;; # 0 dans Iy, il existe un voisinage U de a
dans I', et des fonctions —0 = g < 1 < ... < ¢ < @r11 = 0 continues
dans U, telles que pour chaque u € U, les ¢;(u), j = 1,..., L, sont toutes
les racines (réelles) de Hy,..., Hy; par conséquent, chacun des ensembles
w;, j=1,...,L, {p;(u) <t < @j(u)}, 7 =0,...,L, dont la réunion est
U x A, est contenu dans un ensemble de 7. 1l en résulte facilement que
Vapplication 7w : T 3 (u,t) — t € I, est ouverte et que 7(7T") et I', \ 7(7T)
sont ouverts, d’'ou T'= () ou 7(T) = I',. Si T n’était pas connexe, on aurait
T = AU B avec A, B disjoints, non vides, et ouverts dans T'; alors I', =
m(A)Un(B) avec m(A), m(B) ouverts et non vides; enfin, comme pour tout
beTl,, n1(b) =TnN({b} x A) est connexe, on a 7~ (b) C A oun*(b) C B,
c’est-a-dire m(A) N w(B) = 0; ceci donne la contradiction avec la connexité
de T',. Par conséquent, T est connexe, ce qui termine la démonstration.

Le théoreme 3 entraine facilement les propositions suivantes.

Proposition 1. L’adhérence, l'intérieur et la frontiere d’un ensemble semi-
analytique sont semi-analytiques.

Proposition 2. La famille des composantes connexes d’un ensemble semi-
analytique est localement finie. En particulier, tout ensemble semi-analytique
relativement compact n’a qu’un nombre fini de composantes connezes.

Proposition 3. Tout ensemble semi-analytique est localement connexe.

En effet, soit £ un sous-ensemble semi-analytique de M, et soit a € M. 11
existe une partition normale N en «a, d'un voisinage () de a, telle que ENQ =
UTiavecI'; € N. Or, ENQ = J(I'NQ) = JT, avec I'; € NV, ce qui prouve
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la proposition 1. Pour la proposition 2, observons que chaque I'; est contenu
dans une seule composante de F (ce qui donne 'application de I’ensemble des
['; sur 'ensemble des composantes connexes de E qui rencontrent Q). Quant
a la proposition 3, supposons que a € E; on a alors ENQ = J({a} UT,),
ot {a} UT; sont connexes, car a € T;.

Corollaire. Tout ensemble ouvert-fermé dans un ensemble semi-analytique
est semi-analytique.

En effet, le premier est la réunion d’une famille de composantes connexes
du second.

Proposition 4. Soit F' un sous-ensemble d’un ensemble semi-analytique E ;
notons avec Fy et Fy l'adhérence et lintérieur de F dans E (c’est-a-dire,
Fi=FNEetF,=FE\E\F) Alors F est semi-analytique < Fy, \ F et
F\ F, sont semi-analytiques,

En effet, = est claire. Supposons que F7\ F' et F'\ F;, sont semi-analytiques ;
or, E'\ I} et F; sont disjoints et ouverts, donc fermés dans leur réunion
E\ (F1\ F2) qui est semi-analytique ; par conséquent, Fs est semi-analytique,
d’out il en est de méme avec F' = [, U (F'\ F}).

p. 77

17 [Points réguliers et dimension d’un ensemble

semi-analytique]

Soit E un sous-ensemble semi-analytique d’une variété analytique M.
On dit qu'un point a € E est un point réqulier de E de dimension k, si,
pour un voisinage U de a , U N E est une sous-variété analytique de dim. k.
L’ensemble des points réguliers de dim. £ de E est donc un sous-ouvert de
E et une sous-variété analytique de dim. k£ de M.

Théoreme 4. L’ensemble des points réguliers de dim. k d’un ensemble semi-
analytique est semi-analytique.

Démonstration. Soit /' I’ensemble des points réguliers de dim. £ d’un sous-
ensemble semi-analytique F de M. On peut supposer que 0 < k < n =
dim M. Soit a € M. 11 suffit d’avoir F NU semi-analytique pour un voisinage
U de a. Pour ceci on peut admettre que M soit vectoriel et que a = 0. Soit
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é1,...,e, une base de M et soit A I'ensemble des sous-ensembles de n — k

éléments de {1,...,n}. Il existe des voisinages U; de e;, i = 1,...,n, tels que
(%) el €eUpi=1,....n=¢e{N---Nel £0

et que pour chaque k-vecteur w # 0 on peut trouver un a = {agyq,..., 0} €
A tel que

(%) e; €Uy, i=k+1,...n=wAe 4 AN---Ne, #0.

En effet, soit B I’ensemble des sous-ensembles de k éléments de {1,...,n} et
posons ez = eg, A --- A eg, pour chaque 5= {f,...,0:} € B, ou 31 <

0 ; choisissons les voisinages U; de e;, i = 1,...,n, si petits que la condition

(*) soit satisfaite, et que (D5 pses) A (€q A A€}, —€apy A+ Aeg,) soit
#e1N---Nep et # —er A+ -Aey, lorsque |pg| <1, (B € B), €], € Uy,, (i =k+
L,...,n),et @ ={ps1,...,0,} € A;prenons un w = > pgeg # 0;0ona f €
B = |ug| < |ug| avec un B* € B et on peut admettre (en multipliant w par
1/ug«) que pg« = 1; prenons alors le complémentaire & = {ag11,...,0,} € A
de f* dans {1,...,n}; alors,sie, € Uy, i =k+1,...,n,0on a

’w/\e;ﬁﬂ/\---/\e;:

=epgxNeq N\ Neq, + Z,u/geﬁ ek+1/\---/\e'n—eakH/\---/\ean)%0.

Autre démonstration de (xx) :

En effet, soit S un ellipsoide dans /\k M du centre 0. Si w € S, on a w A
Capii N+ Neq, 7 0avecun {1, ..., an} € Adonc VAU,  A---AU,, Z0
avec certains voisinages V de w et U dee;, i =1,...,n. On a donc (Borel-
Lebesgue) S C Ui, Vi et V; AU A---ANUJ Z0, ot U’ est un voisinage
dee, i=1,....,n; j=1,...,v). Or, on prend des voisinages U; C ﬂ;zl U?
de z; vérifiant (x), et alors ils vérifient aussi (xx); car, si w # 0, on a Aw € V;
avec un A # 0 et un j, et alors, sie, € U,, i =k+1,...,n,onace, € Ug;i,
d’ott Aw Aej A---Nejp, # 0.

Pour chaque a@ = {agi1,...,a,} € A, a1 < ... < «, construisons
un systéeme normal S, = (ga,Sa) en 0 qui donne une partition normale
N, d’un voisinage @, de 0, compatible avec E de maniere que g, : M >
xle§“)+---+xne£“’»—>(x1,.. )GR"ete €Uy, i=k+1,....n
a cet effet, on complete {ay,...,a,} = {1,...,n}, on prend el € U, et,
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a chaque pas, M; = ZLIReai, e§-a) e M;nU,,j=n—-1,...,1, (vula
condition (x)).

Observons maintenant que si pour un point a d’une sous-variété analy-
tique N C @, de dim. k un k-vecteur w # 0 correspondant a I’espace tangent
de N en a vérifie w A 61(321 A Ael® # 0, alors, pour un voisinage ouvert
Ny de a dans N, g,(No) est topographique. Il en résulte, selon (kx), que
pour tout x € F'N () Q, il existe un a € A tel que g,(z) appartient a l’en-
semble F, des points de g,(ENQ,) au voisinage desquels ¢g,(EFNQ,) est une
variété analytique topographique de dim. k (qui est semi-analytique d’apres
la proposition 12 du N° 13); ceci donne F N[ Q. C Ug, ' (F,). Comme on
a évidemment g, '(F,) C F pour chaque o € A, on obtient

FNQa=(Us'(F)) 0 Qe

ce qui prouve la semi-analyticité de F' N () Qq, et la démonstration est ter-
minée

Soit £/ un sous-ensemble semi-analytique de M, et soit a € M.

Soit N une partition normale en a, d'un voisinage ) de a, compatible
avec FE; Supposons d’abord que a € E. On a alors QN E = JI'; # 0
avec I'; € N. Soit k& = maxdimT;. Si dimI'; = k, alors chaque point
de T'; est régulier (de E) de dim. k; ceci résulte du fait que I’ensemble
(ENQ)\U{T e N :dimT < k} qui est une réunion de membres de dim £,
est ouvert dans F. Il s’ensuit que chaque voisinage U C () de a contient des
points réguliers de ), de dim. k. Il en résulte en particulier que

l’ensemble des points réquliers de E est dense dans E.

D’autre part, tous les points réguliers de E contenus dans U sont de dim. < k,
parce que @@ N E ne peut pas contenir de sous-variétés (méme topologiques)
de dim. > k; en effet, soit o un sous-variété (topologique) contenue dans
QNE;onaocC Z=J{I;:TyNo # (0}; soit 'y un qui intersecte o, de
dimension maximale ; alors I'y est ouvert dans Z, d’ou I'y N o est ouvert dans
o, et dimoc =dimIyNo <dimD, < k3!

310n utilise le fait que si N1, Ny sont deux sous-variétés topologiques, alors Ny C Ny =
dim N7 < dim N,. (Dans le cas des variétés topologiques ceci résulte du théoréme de Brou-
wer : si dim N7 > dim N», un voisinage dans No homéomorphe & une boule, contiendrait
la famille de puissance continue des sous-variétés disjointes de la méme dim. que N5, donc
ouvertes, ce qui n’est pas possible).
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On peut donc définir

dim, ¥ = max. de dim. des points réguliers de F dans U
= max{dimT':T e N, T C E},

lorsque U est un voisinage suffisamment petit de a, et N/ — une partition
normale en a, compatible avec E. (On pose dim, £ = —1,si a € F). On p. 81
définit

dim £ = max de dim des points réguliers de £ = max, dim, F

(ou x € E ou, ce qui revient au méme, z € M) .

Observons qu’un ensemble semi-analytique de dim. k£ ne peut pas contenir de
variétés (méme topologiques) de dim. > k. On vérifie facilement (pour E, F
semi-analytiques) que

EF C F = dim, £ <dim, F et dim EF < dim F,
dim,(E U F) = max(dim, E,dim, F') , dim(E£ U F') = max(dim E, dim F) ,

dim, £ =dim, £, dimFE =dimEFE .

Observons enfin, que si M, N sont des sous-variétés analytiques dénombrables,
A un sous-ensemble semi-analytique de M et f : A — N avec f(A) semi-
analytique, alors :

dim f(A) < dim A

dans le cas ou f est la restriction d’'une application différentiable de M dans
N ou si (le graphe de) f est semi-analytique.

Ceci résulte du fait que si f est la réunion d’une collection dénombrable
{f;} de sous-variétés de la classe C', alors f(A) ne peut pas contenir de
variétés de dimension > k = dim A. Pour montrer ceci, posons k = max dim fis
et soient m; : M X N — M, my : M x N — N les projections. Prenons un
fs de dim. k, un ¢ € f,, et une partition normale N d'un @ en a = m(c),
compatible avec A; soit Ay la réunion des membres qui intersectent m(f;),
I' un parmi d’eux de la dimension maximum. Alors I' est ouvert dans Ag et
QNmi(fs) C Ap donc on a 7 (p) C v pour des sous-ouverts ¢ # (), v # () de
fs et T respectivement. B

Ceci donne, comme (), est injective, k = dim¢ < dim~y < k3. Si f(A) p. 82
contenait une variété de dim. ¢ > k, il en serait de méme (Baire) avec un

32par Brouwer (cf. note 31).
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mo(f;), ot dim f; > € 33, ce qui donnerait k > k contrairement & I'inégalité
précédente.

Proposition 5. Soit E un ensemble semi-analytique, non vide, de dim. k,
Eo — Uensemble de ses points réguliers de dim. k. On a alors dim(FE \ Ey) <
dim E, (dim.(E\ Ey) < k pour c € E).

En effet, soit ¢ € E et soit A/ une partition normale en ¢, d'un voisinage
Q de ¢, compatible avec E,E, FEy; on a alors ENQ = |JTIy, avec I'; € N,
et, comme on a vu, les I'; de dim £ sont contenus dans Ej; par conséquent,
(E\ Eo) NQ c UT; avee dim T < k, d’ott dim (E'\ Ey) < k.

Proposition 6. Soit E un ensemble semi-analytique de dim k, 0 C E une
sous-variété topologique de dim. k. Alors o est semi-analytique < (7\o)NE
est semi-analytique.

Démonstration. Comme (=) est claire, il suffit de prouver (<=). Soit Ej
I’ensemble des points réguliers de dim. k de E, et posons og = FyNo. Alors
0o est ouvert dans o (car Ey est ouvert dans F), d’ou oy est ouvert dans
Ey (comme oq et Ey sont des variétés de dim. k 31), On a @ = 7g; en effet,
o\ o5 = (); sinon, on aurait, d’apreés o \ 59 C E \ Ey,

dimo =dimo \ 7y < dim(F \ Ep) < k .

Comme 55N Ey\ 09 = (N E\ )N Ey est semi-analytique, donc (proposition
4) 0( est semi-analytique, et, par conséquent, 0 = (N E)\ ((¢\ o) NE) est
semi-analytique.

Proposition 7. Un sous-ensemble E de M est semi-analytique de dim < k
si et seulement si pour chaque point de M 1l existe un voisinage ouvert U
et un sous-ensemble analytique A de dim < k (c’est-a-dire A = {x € U :
f(z) =0} avec une f analytique dans U, la dimersion définie ci-dessus) tels
que E'=FENU C A et By \ E' et E'\ Ey sont semi-analytiques dans U, de
dim <k —1, ou Ey, By sont l'adhérence et l'intérieur de E' dans A.

En effet, la condition est suffisante, en vertu de la proposition 4. Vérifions

33Comme la mesure de Hausdorff de m2(f;) de dimension > dim f; est égale & zéro.
34Gi Ny, N5 sont des sous-variétés de la méme dimension, et Ny C Ns, alors Nj est
ouvert dans Na (théoréme de Brouwer),
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sa nécessité ; soit a € M ; on a

E’:EHQ:UFZ»CA:V’“U---UVO:{Z(Hj_l)on}

j=k+1

avec I'; € N pour une partition normale N en a d’un voisinage @ de a; or,
Ey\ E', ot E; = E'NQ, est une réunion de membres de dim < k — 1 , et,
comme l'intérieur Fy de E' dans A contient tous les I'; de dim. k, E'\ E; est
contenu dans la réunion de ceux de dim. < k — 1; par conséquent, £ \ E’ et
E'’\ E, sont semi-analytiques dans @, de dim. < k — 1.

18 [Inégalité de Lojasiewicz]

On dit que deux sous-ensembles A, B d'un espace euclidien M sont régu-
lierement situés a un point ¢ € M, s'il existe d, N > 0 et un voisinage U de
c tels que

p(z, A) > dp(z, AN B)Y pourzc UNB
(olt Pon admet p(x,() égal & une, n’importe quelle, constante positive)3®.
Observons que cette condition équivaut a

p(x, A) + p(x, B) > dp(z, AN B)Y pour v € U

avec certains d, N > 0 et U. En effet, la deuxieme implique trivialement
la premiere; supposons la premiere satisfaite. On peut admettre N > 1,
ainsi que ¢ € AN B (le cas ¢ € A ou ¢ ¢ B étant trivial); prenons une
boule ouverte U, de centre ¢ telle que celle de rayon 2 fois plus grand soit
contenue dans U, et prenons un dy > 0 tel que 2Vdy < d et dy p(x, ANB)N <
1 p(z, ANB) dans Uy ; alors p(z, A)+p(z, B) < do p(z, ANB)Y pour un z € Uy
entrainerait p(z, a)+p(z,b) < do p(z, ANB)N aveca € ANU, b€ BNU, d’ott
p(z,b) < 5 p(z, AN B), p(b,AN B) > p(x, AN B) — p(x,b) > 1 p(x, AN B),
et p(b, A) < p(a,b) < d (3 p(z, AN B))N < dp(b, AN B)"N, contrairement a
la premiere condition.

Observons ensuite que la condition ne dépend que des germes Ay, By.

En effet, supposons que ¢;nA N B (pour le cas contraire, cf. renvoi®®) ; or, si

3581 ¢ ¢ AN DB, la condition signifie précisément que pour un voisinage U de ¢,
p(ANU,BNU) > 0, c’est-a-dire que ¢ ¢ AN B.
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c€ E,onapxE)=plx,ENU") pour x € U, avec U = {|x — ¢| < &},
U ={|z —¢| <2¢} et € > 0 quelconques.

Comme la condition est invariante par rapport aux difféomorphismes, on
peut prendre pour M toute variété différentiable et dire que A, B sont situés
régulierement a ¢, s'il en est de méme avec g(A), g(B), g(c) pour une carte
g a ¢, ce qui ne dépend pas de g.

On dira que A, B sont régulierement situés (dans un sous-ensemble £ de
M), si la condition subsiste pour chaque ¢ € M (c € E).

Si A;, B; sont régulierement situés, (a ¢, dans E), i = 1,...,k, j =
1,...,£, il en est de méme avec Ule A;. et U§:1 B;. (On prend d, N,U com-
muns pour tous les couples A;, B;, et on vérifie immédiatement la premiere
condition).

Si deux sous-ensembles A, B (d'un euclidien) sont régulierement situés
dans un compact £, alors

p(x, A) + p(z, B) > dp(x,ANB)Y pourzcFE
avec certains d, N > 0.

Nous allons démontrer les théoremes suivants ;

Théoreme 1. Chaque couple d’ensembles semi-analytiques fermés est situé
régulierement.

Théoréme 2. Si f est une fonction analytique dans un ouvert G d’un eu-
clidien, et si E est un sous-compact de G, alors il existe d, N > 0 tels que

|f(z)| > dp(ffaZ)N pour x € K

avec Z ={z € G : f(x) =0}. %

Remarque. Dans le cas ou f est un polynome, il ne suffit pas, en général,
de prendre N = degré de f. Par exemple, f(z,y) = y** + (y — 2™)? est de
degré 2n et Z = {0} ; comme on a f(z,z") = " il faut prendre N > 2n2.

36Le théoreme 2 résulte immédiatement du théoréme 1, car alors G x {0} et le graphe
de f sont régulierement situés dans G x R.
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Lemme 1. Pour tout sous-ensemble connexe A de {(a1,...,am,x) : 2™ +
ag™ M+t a, =0, la;| <K}, ona

d(m2(A)) < M d(mi(A))m

(m1: (a1, am,x) = (a1, ..., an), T2 (a1,...,an,x) — x, d(E) désignant
le diametre de E), ot M ne dépend que de m et K. En particulier, si x(t),
a(t) = (a1(t),...,an(t)) continues sur un segment I d’un euclidien, vérifient
()™ +ar()z ()™ 4 tam(t) = 0 et |a(t)| < K sur 1, alors |a(t')—a(t)| <
Lt —t| sur I implique |x(t') — x(t)] < M Lw |t — t|w sur 1.

Démonstration. Posons § = d(m(A)) et fixons un (by,...,b,,y) € A.
Supposons que (ai,...,am,,z) € A; on a alors x| < K + 1 (sinon, 0 =
m K 1
1+ Py O - ) s 0) don
T xm x

2]

]x—i—blxm’l—i—---—i—bm\ = ](bl—al)wm71+---+(bm—am)| <md(K+1)",

1

donc |z — /| <r = (K + 1) (md)= pour une racine complexe ' de P(n) =
N+ b 4 by, =0 (car |27+ - by = |z — | |2 — ), ol
sont les racines de P); il existe un p < 2rm tel que P n’a pas de racines 7
vérifiant p—r < [p—y| < p+r; par conséquent, |z —y| # p. Ceci montre que
An{(ay,...,am,x) : |lz—y| =p} =0,do0 A C {(a1,...,am, ) : |[x—y| < p},
ce qui donne d(m(A)) < 2p < 4m (K + 1) (m 6)m.

Lemme 2. Si une fonction f de la classe C™ vérifie f(t) # 0, f'(t) # 0 et
|f™(t)] > e dans [a — T, a+ 7] (avec e, 7 > 0), alors

|f(a) = @y e

En effet, il suffit de vérifier que si | f(¢)| < § dans un intervalle de longueur
m\"
7, alors on a | f(™ (#™)| < —) 0 pour t* de cet intervalle, ce qu’on obtient
T

-
par récurrence (on applique I'assertion pour m—1 a la fonction f(t+—)— f(t)
m

7).

m—1

dans un intervalle de longueur

Démonstration des théoremes 1 et 2. Grace au théoreme 1 du N° 16,
I’assertion :
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(A,) pour chaque couple de membres I',I'y d’une partition normale dans
R”, T et Iy sont réguliérement situés a 0
entraine le théoreme 1. D’autre part ’assertion
(B,) si f est une fonction analytique dans un voisinage U d’un point
a € R", il existe un voisinage Uy de a, et d,N > 0 tels que |f(x)| >
dp(z, Z)N pour x € Uy, ou Z ={x € U : f(x) =0}
entraine le théoreme 2 (par Borel-Lebesque). Comme (A1), (By) sont triviales,
il suffit de prouver (B)r<n = (A,) et (A,) = (By,), lorsque n =2,3,. ...

(Br)k<n = (Ay). Soit N une partition normale d’un @) dans R™ et soient

[,T; € NavecdimT'; < dimT > 0; il suffit de prouver que si A = ([\I')NQ
et T'; sont régulierement situé a 0, il en est de méme avec I et ;. En effet, on
procede alors par récurrence sur dim I'+dim 'y en utilisant le fait (proposmon
6 du N° 11 ) que A est une réunion de I N Q avec I' € N de dimension
strictement inférieure a celle de I' (le cas ot dimI" = dim I'; = 0 étant trivial).

Supposons donc que A et I'y sont régulierement situés a 0. On peut
admettre A # (), le cas contraire (ou I' C T) étant trivial. On a alors

p(x, A) + p(z,Ty) > d p(z, ANT)N dans un voisinage de 0 avec d’, N’ > 0.

Supposons que I' # T'y, (le cas I' = I'y étant trivial) ; comme on a alors
I'NTyNnQ = AnTy il suffit de prouver que p(x,T1) > d” p(x, A)N" dans
UNT avec d’,N" > 0 et avec un voisinage U de 0. Soit A* = 7w(A) ou
T (@1, @) = (@1, ap) et b =dim s ona A" = (7(I) \ =(I')) N7 (Q)
(proposition 7 du N° 11 ). Le lemme 1 donne p(u, A*) > d p(z, A)Y dans T
avec d, N > 0, ot u = 7(z) (en effet, siz € I on a p(z,A) < M |u — ul®
lorsque [u,u] C 7(I") et w e A*, avec M,a > 0, d’ou p(z,A) < M p(u, A*)*).
Par conséquent, il suffit de prouver que

(*) p(z,Ty) > dp(u, A*)Y dans UNT avec d, N > 0 et avec un voisinage

U de 0.

Si m(Ty) Nw(T) = 0, alors p(z,T'1) > p(u, 7(T'1)) > p(u, A*) pour x € T,
car u € 7(I').

Dans le cas contraire k < n (car I' # I'y) et «(I'y) = «(I"); alors I', Iy
sont des graphes des ¢, ¢’ : (') — R"*; on a

[/ (u) = @(u)] = & min(Dyyy(u), ..., Dy(u))

dans 7(T') avec un ¢ > 0, (D} étant le discriminant de H} du systéme qui
donne N), d’ou ((By) étant supposé) |¢'(u) — p(u)| > &1 p(u, A*)™ dans
7(I)NW, avec £1, N1 > 0 et avec un voisinage W de 0; on a ensuite (lemme
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1) | (W) = ¢ (u)] < Mu — ul* lorsque u,u’ € ©(T) et |u/ —u| < p(u, A¥),
avec a, M > 0. Par conséquent, si u € m(I' N W) et v’ € 7(T'), on a

(', @' (u) = (u, p(u)] =
> min (p(u, A*), max(|u’ — u|,e1 p(u, A*)N — M v/ — u|*))
> d p(u, A)™

avec d, N > 0 indépendents de u et v’ (on utilise I'inégalité
o : b 1/
max(&,2b — M&Y) > min(b, (M) )

pour &,b > 0), d’ou il résulte (*).

(A,) = (B,). Admettons (A,). On vérifie par récurrence qu’alors quels
que soient Aq,...A; semi-analytiques fermés dans un voisinage de 0 € R",
on a p(z, A1) + -+ p(x, Ar) > dp(x, Ay NN Ap)Y dans un voisinage de
0, avec d, N > 0.

Soit f # 0 analytique au voisinage d'un a € R” telle que f(a) = 0 (les cas
f =0ou f(a) # 0 sont triviaux). Comme la condition de la conclusion de
(B,,) est invariante par rapport aux difféomorphismes, on peut admettre que
a = 0 et qu’aucune des x; — f(0,...,2;...,0), ¢ = 1,...,n, ne s’annule

ki
identiquement ; par conséquent, a.fL'—k(O) # 0 avec certains k; > 0, (i =

i
1,...,m). On a ensuite

(xx) grad f(z) = 0= f(z) =0 dans un voisinage de 0,
En effet, si 'on prend une partition normale en 0 d'un ) compatible avec

(grad f)?, ona {zr € Q : grad f(z) = 0} = |JT; ot T; sont des membres, mais
alors f est constante sur chaque I';, donc s’annule sur | T';. Soit B une boule

b
de centre 0 telle que (%) subsiste et f( )| > e, i=1,...,n, dans B,
Z 0
avecun e > 0. Posons Z = {x € B: f(z) =0} et Z; = {x €B: af(x) = 0}.
L
Le lemme 2 entraine que pour z € £ B on a | f(z)| > 2k )k p(z, Z U Z;)ki

comme ((Z U Z;) = Z, il s’ensuit que |f(z)| > dp(z, Z)" dans un voisinage
de 0, avec d, N > 0.
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Corollaire. Soit f une fonction analytique dans un ouvert G d’un euclidien,
soit A un semi-analytique fermé dans G, et soit E un sous-compact de A.
Alors il existe d, N > 0 tels que

\f(z)| > dp(z, 2)N  pourz € E

ouwZ={reA: f(x)=0}

Ceci résulte du fait que (le graphe de) fa et G x {0} sont régulierement
situes dans G x R.

Soit M une variété analytique réelle de dim. n. Appelons arc (s)-analytique
A C M l'image d’un plongement analytique 37 de 0, 1] dans M, relativement
compact et semi-analytique. On a A\ A = {a} avec un a € M, et X est un
arc simple. (En effet, soit A = {£(¢) : 0 <t < 1} ou £ soit un plongement, et
soit a = lim&(7,) pour un 7, — 0; alors a & A (car £ est un plongement) et
pour chaque boule B de centre a I'ensemble A N B, comme semi-analytique,
n’a qu'un nombre fini des composantes connexes, d’out a@ = lim, ¢ &(7)). On
appellera a le bout de \.

Si f est analytique au voisinage de a, et si a est adhérent a I’ensemble
des zéros de f sur A alors f = 0 sur A au voisinage de a. Ceci résulte
du fait que pour une boule B de centre a, suffisamment petite, I’ensemble
{r € BN A: f(z) = 0}, (comme semi-analytique et relativement compact)
n’a qu'un nombre fini de composantes connexes.

Lemme 3. Si \ est un arc (s)-analytique, alors X est un arc simple de la
classe C'.

En effet soit a le bout de A. On peut supposer que M est vectoriel
euclidien. Soit e(z) un vecteur tangent a A en x € A\, qui dépend contintiment
de z; il s’agit de prouver que lime(z) existe. En prenant une partition
normale en a, compatible avec A, on voit qu’il existe ga, ..., g, (vecteurs)
analytiques au voisinage de a, et tels que pour z € A, Y 5 Rg;(z) soit le
supplémentaire orthogonal de Re(x) 3. Si e(x) divergeait pour z — a, il
existerait un ¢ € M tel que e(z,) - ¢ = 0 et e(y,) - € # 0 avec certains
x, — a, Y, — a (il suffirait de prendre pour €’ la différence de deux vecteurs
limites distincts). mais e(z)-e’ = 0 équivaut & g(z) = ga2(x)A- - -Agp(x)Ae’ =0

37¢’est-a-dire, une application analytique (restriction d'une application analytique d’un
10,1+ ¢[, e > 0) qui est un homéomorphisme sur son image.

38on prend g; = grad FAI]l
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(pour x € \), donc on aurait des relations g(x,) = 0 et g(y,) # 0 qui sont
contradictoires, car les premieres entrainent g = (0 sur A au voisinage de a.

Lemme 4. Soit A l'adhérence d’un ouvert semi-analytique et soit A # () une
sous-variété analytique de dim. < n, contenue dans A. Alors A\ A contient
un arc (s)-analytique X de bout a € A, transversal a A, c’est-a-dire, tel que
la tangente de A en a n’est pas contenue dans celle de A.

Démonstration. Prenons une partition normale (d'un @) & un point de A,
compatible avec A et A ; soient N et ()1 la partition normale et le voisinage
normal correspondants dans R™, et soient Ay, Ay les images (par la carte)
de ANQ et AN Q. Prenons p = dim Ag. Il existe un membre I'; C Ag de
dim. p; prenons une partiton engendrée N d'un @) en un point @ € I';; on
aalors o = T1NEQ = Ay NQ (comme Iy est un membre unique de dim.
< p). Il existe des membres de dim. > p, contenus dans Ag (sinon, AgNQ =
[y et A ne serait pas 'adhérence d’'un ouvert) ; soit I' un de la dimension
minimum ¢ > p . On a donc (T'\T'))NQ = Iy, d’ou (proposition 7 du N° 11)
(r(T) \ 7(I)) N 7(Q) = 7(Ty), ott 7 : (x1,...,2,) — (21,...,2,). Tl existe
alors un segment I = ]m(a),c] C «(T) N7 (mo(a)), ott m : (z1,...,74)
(z1,...,2p) et mo : (T1,...,2p) — (T1,...,2p). Alors A =7"1I)N T est un
arc (s)-analytique de bout a, contenu dans Ay \ Ag (car il est contenu dans
I') et transversal a Ty (puisque A C 7, (mo(a))), donc a Ay.

Proposition 1. Soit f une fonction analytique au voisinage d’un point a
d’un euclidien M, vérifiant f(a) = 0. Alors il existe un 0 < 0 < 1 tel que

| grad f(z)| > |f(2)|®  dans un voisinage de a .

Démonstration. Admettons que f # 0 au voisinage de 0 (le cas f = 0 étant
trivial). On a |f(x)| < 1 dans un voisinage ouvert U de a; soit B une boule
compacte de centre a, contenue dans U. Posons Z = {z € U : f(x) = 0},
Ci={zxeU:|grad f(z)|¥ < f(2)¥ 2} et Z; =ZNC;NB, j=2,3,....
On a alors Cj1; C C}, d’'ou Z;1; C Z;. 1l suffit de prouver que pour chaque
k > 2 il existe un ¢ > k tel que Z;, = () ou dim Z, < dim Z;,. En effet, on a
alors Z, = () pour un p, donc a ¢ C,, d’ott | grad f(z)| > |f(z)]*~'/? dans un
voisinage de a.

Soit donc k > 2. On peut supposer que s = dim Z;, > 0 (le cas Z, = 0
étant trivial). En vertu du corollaire des théoremes 1 et 2, on a

(%) |f(x)| > dp(x, Z))"" pourxz e CyNB
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avecun d > 0 et un ¢ > k. On va montrer que dim Z, < dim Z,. Supposons le
contraire ; on a alors dim. Z, = dim. Z; = s pour un ¢ € B. En prenant une
partition normale en ¢, compatible avec Zj et Zy, on voit qu’il existe un ouvert
Wtel que A =WNZ, =WnNZ, # ) est une sous-variété analytique de dim.
s; on a évidemment s < n. Prenons, selon le lemme 4, un arc (s)-analytique
A C Cy\ A debout b € A, transversal & A. On a A = £(]0,1]) avec un
plongement £ : [0, 1] — M de la classe C!, vérifiant £(0) = bet e < |¢'(s)| < K
dans [0,1] avec K,e > 0. Comme on a |grad f(z)| < |f(z)|*~* sur A, donc,
si I'on pose p(s) = f(£(s)), on obtient

p(0) =0 et [¢'(s)] < K |p(s)|'""  dans [0,1],

K é
ce qui donne |p(s)| < (78) dans [0, 1] 3. Ceci entraine |f(z)| < M’ |z—0bl*

sur A avec un M’ > 0 (car s/|£(s) — b| est borné), d’ou, d’apres (£) et la déf.
de A, p(x,A) = p(z, Zy) < M" |z — b|% sur A dans un voisinage de b, avec
un M"” > 0, ce qui contredit la transversalité de A a A en b.

Soit M un espace vectoriel euclidien de dim n.

Appelons morceau (L)-analytique de dim k, tout sous-ensemble semi-
analytique borné o de la forme 0 = {u+p(u) : u € Q} ot 2 est un sous-ouvert
d’un sous-espace M’ de M de dim k, de supplémentaire orthogonal M”, et
@ : M — M" est analytique, vérifiant

(V) |d,o| < K pour z € Q, avec une constante K .

Alors, si I est un segment contenu dans (2, la longueur de l'arc {u + ¢(u) :
u e I} est < (1+ K)|I], et la mesure de dim. k de o est finie (ne surpasse
pas (1 + K)¥|Q| 4°). La condition (/) équivalente & la suivante

|h(z) - €"| > & pourx € o avec une constante € > 0

K
comme |(p(s)/4)'] < 7 lorsque ¢(s) # 0.

4Opuisque Q > z — 2+ ¢(2) € o est un difféomorphisme, et la valeur absolue du jacobien
de l'application tangente u — u + de(u) (en un point de £ quelconque) est

(ex + dip(en) A -+ A (ex + dip(en))] < (1+ E)F

e1,...,e étant une base orthonormale de M.
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ou ¢” est un (n — k)-vecteur unitaire de M" et h(x) — celui du supplémentaire
orthogonal de I'espace tangent de o en x %

Lemme 5 (de Rham). Tout ensemble semi-analytique relativement compact
est une réunion finie de morceauz (L)-analytiques.

Démonstration. Soit A un semi-analytique relativement compact de dim.
k et soit a € A. Il suffit de prouver qu'il existe un voisinage U de a tel
que ANU C BUlo; avec un B semi-analytique de dim. < k et avec
des morceaux (L)-analytiques o; de dim. k. En effet, on en déduit que A =
B'U U‘{ o;, avec B, o, comme ci-dessus, et on procede par récurrence sur k.

Or, en utilisant une partition normale en a, compatible avec A, on voit
qu’il existe un voisinage U de a et un semi-analytique By de dim. < k tels
que

A[):AQU\BO C {Z'GUF]C+1<£L'>::F”($):O}

avec Fyy1, ..., F, analytiques dans U et telles que g(z) = grad Fy1(z)A---A

grad Fy,(z) # 0 sur Ag *2. L’ensemble X de (n — k)-vecteurs (décomp.) uni-
. . 1) (N)

taires, comme un compact, contient des e;’,...,¢; tels que

2
»cUN {e:le- el > g} Par conséquent, on a

N
() Ay C U Ale)
a=1
41En effet, soit ey, ..., ex une base orthonormale de M’ ; comme € = (e +dp(e))A---A

(e + dp(er)) # 0 est un k-vecteur de 'espace tangent de o en x (on a posé dy = d,¢),
ona

€ 1
‘h(x).e//‘ B ’~ '(61/\"'/\616) = —
l€l €]
(car (e; + dp(e;)) - e; = e; - e;) donc la condition considérée équivaut a |e] < —; par
€
1
conséquent elle résulte de (/) ; réciproquement, elle entraine |dp(e;)| < —, i =1,...,k,
€

(ce qui donne (7)), car, si dg(e;) # 0, la projection orthogonale de & sur A" M, ot

M =Re; +---+Rdp(e;) + - -+ Rey est égale a
(e1 + m(dp(er))) A Adp(ei) A+ A(ex + mdp(er))) = e A--- Adp(e)) A+ Aeg

(puisque w(dp(e,)), v # i, sont dans Rdp(e;) ot 7 est la projection orthogonale sur M.
420n prend By = VFlu...uVY Ag=VFNAet F; = ij
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a 2 : :
ot AW = {x € Ay : |g(z) - e(() | > 3 lg(x)|} sont semi-analytiques dans

U. Pour chaque o« = 1,..., N il existe une partition normale N (® en a
d'un Q) C U, compatible avec A selon un systéme normal de carte
a+ > .riez(.a) — (21,...,1,), ol e(la), .., el® est une base orthonormale

(64 « a 1
de M, telle que pour el® = e,(H)l/\---/\e%) on a [ — ] < 3 En

effet, soit e(()a) =€) Ao Aed avec e, ...,eh orthonormale; on peut

choisir successivement 6 = d1 > ... > 0, > 0 de maniere que l'on ait
1 .

l(ert1 A+ ANey) — e(()a)| <3 lorsque |e; — €| < 6, j=k+1,...,n, et que

lej — €9 < Op1, j=L+1,...,n, entraine {x € M': [z —¢p| < d¢} #0 , ol

M est le supplémentaire orthogonal de > ) Rej, £ =k+1,...,n—1; on ef-
fectue ensuite une construction standard d’un systeme normal, en choisissant
e; € M; vérifiant |e; — 9] < d; et en prenant M;_; (dans M;) orthogonal &
€.

Soit B la réunion des membres de dim. < k de N et soient o\, ..., o)

ceux de dim. k et contenus dans A, Comme g(z) est un (n — k)-vecteur du
(a) (a)

supplémentaire orthogonal de I’espace tangent de o, en x € 0;*, et comme
T 1 o .
on a ’gé §| cel] > 3 les O'l( ) sont des morceaux (L)-analytiques. On a,
g(x

d’apres (-) et d’apres dim A©@ = k,
ANU C ByU Ay € BoU| JA®W c Byu| JB@ Ul o,
ce qui termine la démonstration.
Le lemme 5 entraine immédiatement

Proposition 2 (Lelong). Tout ensemble semi-analytique relativement com-
pact de dim. < k est de mesure a k dim. finie (égale a la mesure de sa partie
réguliere de dim. k).

On dit qu'un ensemble (localement) fermé A jouit de la propriété de
Whitney, si pour chaque a € A il existe un voisinage U de A et des M, o > 0
tels que chaque deux points z,y € U N A peuvent étre joints par un arc
contenu dans A de longueur < M |z — y|°.

Lemme 6. Soient E, F' deux compacts régulierement situés. Si chacun d’euz
jouit de la propriété de Whitney, il en est de méme avec EU F.
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En effet, supposons que a € ENF (le cas contraire étant trivial) et soient p. 97

U une boule de centre a, M, o > 0, communs pour F, F' selon la propriété de
Whitney ; soit Uy la boule de centre a et de rayon égal a la moitié de celui de
U. Soient z,y € Uy N (E'U F); on a une inégalité exigée quand x,y € E ou
x,y € F; supposons donc que x € F, y € F. Il existe un z € ENFNU tel
que p(x, ENF) = |x — z|; il existe ensuite des arcs {1, {5 joignant (dans A)
x avec z, y avec z, dont la longueur ne surpasse pas M |z — z|7 ou M |y — z|°
respectivement. Or, on a

|z —y| > pla, F) > dp(z, ENF)Y = d |z — 2"

1

] 1
(avec d, N > 0 indépendant de z,y), d’ou |z —z| < <3 |z — y[) et |z—y| <

1 N
|z —y| + (E |z — y\) , ce qui donne une inégalité exigée pour 'arc 1 U ¥y

qui joint z avec y dans A.

Proposition 3. Tout ensemble semi-analytique (localement) fermé jouit de
la propriété de Whitney (ot l'arc peut étre toujours choisi semi-analytique).

Démonstration. On peut supposer que 'ensemble semi-analytique A en
question soit compact. Procédons par récurrence sur k = dim A. Le cas k =0
étant trivial, supposons que ’assertion soit vraie pour les dimensions < k.
D’apres les lemmes 5, 6 et le théoreme 2, il suffit de prouver que pour tout
morceau (L)-analytique o de dim. k, @ jouit de la propriété de Whitney. Soit
o={u+p(u):ueQ}, M', M" et K comme dans la définition, k = dim M,
et soit m: M — M’ la projection orthogonale. Le cas ou a € o étant trivial,
supposons que a € v =7 \ 0; or, 7y est de dim. < k; soient U une boule de
centre a, M,o > 0, selon la propriété de Whitney pour ~. Soit Uy la boule p. 98

du centre a et de rayon ﬁ, r étant celui de U. Soient x, 2" € Uy N7 et
posons u = 7(z), v = w(2’). Il existe un s € 7(7y) tel que p(u, 7(7y)) = |u—s|.
Siz € o, alors {7+ ¢(7) : T € [u, s[} est un arc (s)-analytique de bout z € 7,
et son adhérence ¢, de longueur < (1 + K)|u — s|, joint x avec z dans 7.
Comme

lz—2| < (K+1)|ju—s| < (K+1)|lu—mn(a) <(K+1)|z—aq,

onalz—al < (K+2)|z—al, donc z € U. Si x € 7, on pose z = x
et £ = {x}. Soient &', ¢,z construits pareillement pour z’. Si |u' — u| <

71



max(p(u, (7)), p(u’, 7())), alors la longueur de arc {7+ ¢(7) : 7 € [u,u']}
qui joint x avec z’ dans o, ne surpasse pas (1 + K)|z — 2’|. Dans le cas
contraire on a |u’ — u| > max(|u — s|, |u' — §'|) donc la longueur de ¢, ainsi
que celle de ¢/ est < (1+ K) |u' —u| < (1+ K) |z’ — x|; or, il y a un arc (g
joignant z et 2’ dans v, de longueur < M |2’ — z|? ; comme on a

lz =2 < |v—z|+ 2 —z|+ ]2 — 7
< (I+EK)|Ju—s[+]2"—a|+ 1+ K)|u' =5
< U+ K)+1) |z —af,

on obtient I'inégalité exigée pour I'arc £ U ¢y U ¢’ qui joint x et 2’ dans @.

Comme une application des théoremes 1 et 2 on va démontrer le suivant

Théoréme 3. Soit E un sous-ensemble semi-analytique d’une variété analy-
tique M. Si E est ouvert (respectivement fermé), chaque point de M posséde
un voisinage U tel que ENU est de la forme

EnU=J({fi;>0}  (esp. EnU=J[[{fi; =0}

i=1j=1 i=1j=1
avec f;; analytiques dans U.

Lemme 7. Soit Gy un ouvert borné d’un euclidien, de la forme
Go={fi>0,...,f, >0} avec fi,..., f, analytiques dans un ouvert conte-
nant Gy, et soit Zyg = {x € Gy : g(x) = 0} avec g analytique dans un ouvert
contenant Gy. Alors pour chaque ouvert semi-analytique G O Zy il existe
d, N >0 tels que

Zy C{r e Gy |g(x)| <dlh(2)V} c @,

oUh=fi [,
Démonstration du lemme.* La premiére inclusion étant toujours trivia-
lement satisfaite, il reste a prouver que GG contient un ensemble en question
avec d, N > 0. Comme les ensembles Z, et M \ G sont régulierement situés
(théoreme 1), on a

B={xeGy:pla,Zy) <dplz,Zo\G)"} C G

43Comme on n'utilisera que des sous-ensembles de Gy, on admettra p(x,0) = d(G)y)
(pour avoir p(z, E) décroissante en FE).
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avec d, N > 0 (& cause de I'inégalité contraire dans G\ G). On a h > 0 dans
Go et h =0 dans X = Gy \ Gy, donc

|h(z)] < K p(x,%) dans G,
avec un K > 0. D’autre part (corollaire des théoremes 1 et 2),
\g(z)| > do p(z, Zo UX)Y  dans Gy

avec des dg, Ng > 0. Par conséquent, si z € Gy et |g(z)| < dy |h(z)]™ avec
dy = do/K™, on a min(p(x, Zp), p(x, %)) = p(x, Zy UX) < p(z,%), donc
p(r, Zo UX) = p(x, Zy), don |g(z)| > dop(z, Zy)™° ; d’autre part, comme
Zo \ G C ¥ (puisque Z; est fermé dans Gy) , on a |h(z)| < K p(z, Zy \ G) ;
donc, si en outre |g(z)| < dy|h(z)|NN avec dy = a"’ do/KNoN il vient
x € B. Ceci montre que B contient 1’ensemble, en question avec d, N > 0
convenablement choisis, ce qui termine la démonstration.

Remarque. Le lemme 7 résulte immédiatement de la proposition du N°® 24
appliquée avec les restrictions de g et h a Gy \ G.

Démonstration du théoreme. L’assertion pour F ouvert entrainant celle
pour E fermé, on va s’occuper du cas ou E est ouvert. Soit a € M ; on peut
admettre que M soit euclidien. Il existe un voisinage V' = {¢* — |z — a|* > 0}
de a tel que

EmV:U(ﬂ{xevzfi,j(x)>0}m{er:gi(x):0}) :

i=0 \j=1

avec f; ;, g; analytiques au voisinage de V. En posant fy;(z) = &% — |z — al?
on a donc

p q
EmV=U< {fi,j>0}ﬂ{gi=0}> .

i=0 \j=0
Posons G; = (]_o{fi; > 0};ona Z; = G;N{g; =0} C ENV, donc selon le

lemme 7 on a Z; C G; N {¢; >0y C ENV, ow ¢y = d? [[1_, 23" — g7 avec
certains d;, N; > 0. Ceci donne

EmVZO (ﬁ{fi,j>0}m{¢i>0}> :

i=0 \j=0

73

p- 100



19 [Lemme de laile et conséquences]

Lemme 1. Soit N une partition normale dans R™, Ty le membre de la dimen-
sion minimale k, T' un membre de la dim. { > k, et soit w: (z1,...,2,) —
(21, .., Tm) avec £ <m <n. On a donc Tg CT\T et 7(Ty) C w(T) \ 7(T).
Considérons T',Ty comme applications I : n(I') — R*™, Ty : n(ly) —
R™™. On a alors lim,_,, ['(v) = [¢(vg) pour chaque vy € (o).

En effet, ona E=TnN ({vo} x R*™™) C Q (puisque E = {H" | =...=
H™ = 0}), donc, comme TN Q = J;_ T et 7(To) Na(ly) =0, i=1,....s,
onaE=T¢N{ve} x R"™™) = {(vg,To(v0))}.

Proposition 1. (Whitney’s “wing’s lemma”) Soit 'y un membre de
dim k < n d’une partition normale N dans R"™. Posons T'oy = m([y) ou
T (T, ., Tn) = (T1, ..., Tpe1), et considérons Lo, Log comme applications
Iy : Ty — Rnikil, Too : Wo(ro) — R ou m : (le'l,...,l’n) — ([L’l,...,l’k).
Sil € N etaecTyCT\T, alors T contient un semi-analytique A, qui est
(graphe d’) une application analytique A : Q — R*"*71 00 Q = UN{xpy >
Loo(u)} soit @ = U N{xry < Too(u)} avec un voisinage U de w(a) (contenu
dans mo(Ly) x R), telle que lim,_,, A(v) = Lo(vg) pour chaque vy € U NTq.

Démonstration. On peut admettre que % est la dimension minimale de A/
et que a = 0 (en prenant une partition normale engendrée en a). Procédons
par récurrence sur n, k étant fixé. L’assertion est triviale pour n = k + 1.
Admettons la vraie pour n — 1 avec un n > k + 1.

Supposons d’abord que dimI" = n. Soit I'; un membre contenu dans

f_\ I' de dimension maximum ¢. Le cas ¢ = k étant trivial (car on a alors
(C\T)NQ =Ty, dou ' =Q\ Ty, puisque k < n —2), supposons que ¢ > k.

Posons I'y = 7' (Iy) et IV = 7'(T'y), ou 7 : (21,...,2,) — (21,...,2,-1). Pour
tout membre I'y # 'y vérifiant 7(I'y) = IV, on a | D} (7" (w))| < M |Te(w) —
[y (w)| sur I, avec une constante M, ou 7" : (z1,...,Tp_1) — (T1,...,T¢).

Par conséquent,
Ty :QoNI' 3w Iy(w)+ e Dir"(w)) |z — T (w)[?

pour |g| > 0 suffisamment petit, est contenu dans V", ou @)y est un voisinage
semi-analytique de 0, vérifiant Qo C 7'(Q), w = (u, 2), et 'y est 'application
de m(Q) dans R**~* de graphe I'f. Prenons un ¢ € Ty tel que ¢ = 7'(c) €
Qo;ona (I'\T')NU C I'; avec un voisinage U de ¢, et on peut admettre que
U = U’ xU” soit un intervalle tel que I'y NU’ soit graphe d’une application de
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U’ dans U”; si ¢ < n—1,'ensemble U\ I'; est connexe, et si { =n — 1, il est
la réunion de ses deux composantes connexes {t > I'y(w)} et {t < I'y(w)};
par conséquent, comme l'ensemble I' N U est ouvert et fermé dans U \ I'y, il
contient toujours {¢'} x |['1(¢'),['1(¢/) + ] ou {'} x |I'1(¢/) — 9,1 ()| avec
un ¢ > 0. IT en résulte que, pour un € > 0 (suffisamment petit), fl crl.

Passons maintenant au cas général et posons I'y = ' ou I'y, = fl se-
lon que dimI" < n ou dim[' = n; observons que I', est semi-analytique
(dans le deuxieme cas, comme l'image de I'y N (Qp x R) par un isomor-
phisme analytique dans 7'(Q) x R); posons encore I = 7/(I") dans le cas
dimI" < n, et I, = 7'(T'y) (dans tous les deux cas). Prenons U, 2, A’ pour
v et I" (I'hypothese de récurrence), U étant si petit que 'on ait A’ C T,
(selon le cas on a I, =T" ou v/ N Q). Posons A = (A’ x R) NI, c’est-a-dire
A(w) = (N (v),Tu(v, A'(v))) pour v € Q, ou l'on considere I', comme applica-
tion de I, dans R ; alors, si v € Q tend vers un vo € U N Ty , (v, A'(v)) € I
tend vers (vg, T (vg)), d’olt (lemme 1, définition de I'y) T, (v, A’(v)) tend vers
To(vo, Th(vg)), ot Ty est Papplication de TY, dans R de graphe I'g, donc A(v)
tend vers (I (vo), To(vo, T (v0))) = To(vo).-

La proposition 1 entraine la suivante

Proposition 2 (Bruhat - Cartan - Wallace). Si A est semi-analytique
et sia € A sans étre point isolé de A, alors A contient un arc (s)-analytique
de bout a.**

En effet, il suffit de prendre une partition normale en a compatible avec
A et {a}, et d’appliquer la proposition 1 aux (images des) membres : {a} et
un autre # {a} et contenu dans A.

Comme une application de la proposition 2 montrons la suivante

Proposition 3 (sur une propriété de Whitney). Soit A une sous-variété
analytique d’un euclidien M et supposons que A soit semi-analytique ; soit
a € A. Alors l’angle §(x) entre x — a et ’espace tangent de A en v € A tend
vers zéro lorsque & # a tend vers a (lim,_,cosd(z) =1 %).

Démonstration. Prenons une partition normale en a, d'un (), compatible
avec A. Alors Ag = ANV* ot k = dim A, est dense dans AN Q, et g(z) =
grad Hf , (z) A - -+ A grad HE(z) # 0 est un multivecteur du supplémentaire

4 En particulier, chaque membre de dim > 0 d’une partition normale en a contient un
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orthogonal de I'espace tangent de A en x, pour chaque x € Ay. Soit 6 < 1.
Comme on a

COSé(SL’) _ |g($) A (ZL‘ — (I)|
9(z) |z —a
I'ensemble Ey = {x € Ag : cosd(z) < 0} est semi-analytique.

Il en résulte que a € Ey, car dans le cas contraire, d’apres la propo-
sition 2 (Ep comme une variété n’a pas de points isolés), E, contiendrait
un arc (s)-analytique A de bout a, et alors cosd’(z) < cosd(z) < 6 sur A,
ou ¢'(x) est l'angle entre x — a et la tangente de A\ en z, ce qui n’est pas
possible, puisque A U {a} est de la classe C'. Comme Ej; est dense dans
E={re€ ANQ :cosd(z) < 0}, donc a ¢ E, d’ou il vient cosd(z) > 6 sur A
dans un voisinage de a.

Y

Proposition 4. Soient I'g,[' deuxr membres d’une partition normale dans
une variété analytique M, tels que Ty C T. Sia € 0 Ny, ot o est une
variété C' transversale a T° en a (c’est-a-dire, 'espace tangent de M en a
est la somme directe de ceur de Ty et o), alors c NT # ().

Démonstration. On peut supposer que M est vectoriel de dim. n, la carte
étant linéaire, et (en supprimant le cas trivial) que T # T'y. Soit M', M" les
sous-espaces correspondants (par la carte) a celui des (x1,...,zx) ou a celui
des (g1, ..., xy,) respectivement ou k = dim 'y < n; on a donc

ConN(U' +M")={u+n(u):uelU}

avec une application analytique n : U" — M” et un voisinage U’ de a’ dans
M ona=d+d", d e M, a =n(ad)e M’ Silon prend U’ suffisamment
petit, alors, d’apres la proposition 1, il existe une 77 : U’ x [0,1] — M"
continue telle que 77(u,0) = n(u) dans U’ et u + 7(u,t) € I' lorsque u € U et
0 <t <1 (on considere u — A(u,I'go(u) + € t) avec un g # 0 suffisamment
petit). En changeant M’ on peut exiger que dyn = 0. Introduisons dans
M une structure euclidienne de maniere que M’ M" soient orthogonaux.

arc (s)-analytique de bout a.

45Le cosinus de I'angle entre un sous-espace N d’un espace vectoriel euclidien M et un
x €M (xz #0) est égal &

z g A gl
sup{e- — :le|=1, ee N} =
|| gl ||

ol g est un multivecteur du supplémentaire orthogonal de N.
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A cause de la transversalité, o contient un {v + ((v) : v € U”} avec un
¢ :U" — M’ de la classe C!, ot U” est un voisinage de a”. Posons B'(r) =
{ue M":Ju—d|<r}et B"(r)={ve M":|lv—a’"| <r}.OnaB"(d) CcU"
et ((B"(d)) € B'(Ld) pour d > 0 suffisamment petit, avec une constante

)
L > 0 (indépendante de d) ; on a ensuite B'(0) C U’ et n(B'(0)) C B”(i)
pourvu que § > 0 soit suffisamment petit; on a enfin |n'(u) — n(u)| < 3

dans B'(9) pour n'(u) = n(u,t') avec 0 < ¢’ <1 (¢ suffisamment petit), d’out
n'(B'(0)) C B”(Z). En choisissant d, 0 > 0 de maniere que § = Ld, on voit
que u+v +— 1'(u)+((v) applique B’(d) 4+ B”(d) dans lui-méme, ce qui donne

(Brouwer) u+v = n/(w)+((v) avecu € U', v € U" ,d'oun/(u) =7, ((v) =u
et

u+v=u+nut)=v+¢@®elNo.

20 [Ensembles semi-algébriques]

Etant donné un anneau A des fonctions réelles sur un ensemble X , notons
avec S(A) la famille des sous-ensembles de X décrits par A (alors un sous-
ensemble E d'une variété analytique M est semi-analytique si et seulement
si chaque a € M possede un voisinage U tel que ENU € S(Ay), ou Ay est
I'anneau des fonctions analytiques réelles dans U); elle est toujours stable

pour le complément et pour la réunion et I'intersection finies 4.

Soit M un espace affine réel. On appelle ensembles semi-algébriques les
éléments de S(P) ou P est 'anneau de polyndmes sur M.

Observons que si f = (f1,...,fp) : X = RPavec f € Aet E C RP est
semi-algébrique, alors f~1(E) € S(A).

Lemme 1. L’ensemble
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{(ag,...,0m) € R™ apz™+- -+, = 0 a précisément k racines complezes}

est semi-algébrique, k =0,1,...,00 47,

46elle est la plus petite famille de sous-ensermbles de X. stable pour ces opérations,
contenant tous les {f > 0} avec f € A.
Tk=ocoveut dire g = ... =y, =0
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Démonstration. Soient m > 0 et (g, ..., a,) € C™ ! avec oy # 0; posons
Pa = 2™ + -+ + aypy, € C[z]. Soit £ le degré du p.g.c.d. de p, et pl, ; alors
2m — 1 — £ est celui du p.p.c.m. (de p, et pl,); ensuite, m — £ est le nombre
des racines complexes (distinctes) de p,. Soit 0 < k < 0o ; la condition
(*) pa qe = Pl 7e avec certains g = &oz" 7+ + &y,
re = &2 4+ & € Clz], o0 0 # & = (&, .., Eap) € CHFH

signifie que 2m — ¢ — 1 < m + k — 1 ou bien que m — ¢ < k, c’est-a-
dire, que p, a au plus k racines. Comme on a p, e — P, 7e = tg(ae) OU
th = Xo2™HF 4o N1 € Cl2] pour A = (Ao, ..o, Angr_1) € C™HF et
[ : CmHLx CFL — C™+F est bilinéaire, la condition (*) signifie que 3(a, &) =
0 avec un & # 0, c’est-a-dire, que C**! 5 ¢ — B(a, &) € C™ n'est pas
injective. Par conséquent, {a € C™*! : ag # 0 et p, a au plus k racines} est
I’ensemble des zéros communs de certains polynomes en «. Les cas k = 0, 00
ou m = 0 étant triviaux, ceci donne le lemme par récurrence sur m.

Lemme 2. Soit E un espace topologique conneze et soient a; : £ — R
continues, i = 0,...,m. Si py = ag(x)z™ + - - - + ap(x) € Clz]| a précisément
k (ouk < o0) racines complexes pour chaque x € E, alors il existe§; : E — R
continues, i = 1,...,r, tel que pour chaque x € E on a & (x) < ... < &.(2)
et &(x), ..., & () sont tous les racines réelles de p,.

Démonstration. Soit xq € E. Soient 2y, ..., z; toutes les racines complexes
de pu,; les boules B; = {|z — z;| < ¢} sont disjointes pour un ¢ > 0. Il
existe un voisinage U de x( tel que pour chaque x € U, B; contient une,
donc précisément une racine de p, (Rouché); notons la avec (;(x); ainsi
Gi(x), ..., C(x) sont toutes les racines de p,, pour x € U. Comme 'applica-
tion U 2 x +— (;(x) € B; est de graphe (égal a {(z,2) € U X B; : p(z) = 0})
fermé, donc (B; étant compact) elle est continue. Comme (;(x) est aussi
une racine de p, on a, grace a la continuité de = — (;(x), G;(x) # (i(z) ou
Gi(x) = (;(z) dans un voisinage de xy. Ceci prouve que le nombre des racines
réelles de p, est localement constant (en z), donc (vu la connexité de E)

constant dans E'; notons le avec r, et soient & (z) < ... < & (x) toutes les
racines réelles de p,, pour x € E. Soient (i, (7o) < ... < (k. (7o) toutes les
racines réelles de p,, ; alors (x, (), ...,k () sont toutes les racines réelles

de p, et (grace a la continuité de = +— (i, (x)) (, (z) < ... < (k. (z) dans un
voisinage de z, ce qui donne &;(z) = (x,(z) au voisinage de z(. Ceci montre
la continuité de &;.

Lemme 3. Soit A un anneau de fonctions réelles continues sur un espace
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topologique X . Supposons que chaque ensemble de S(A) n’ait qu’'un nombre
fini des composantes connezes, chacune d’elles étant dans S(A). Alors pour
chaque E € S(A[t]) il existe une partition finie 7 C S(A) de X en ensembles
connexes, et, pour chaque A € J, des fonctions Ea1(x) < ... < Eap,(x)
continues sur A (il se peut ks =0), tels que E soit une réunion d’ensembles
de la forme

(xx) {r e A, an(x) <t<&uppi(z)} soit {xe€A t==Es,(0)}

(avec Ae T, v=0,...,ka, ot a9 =—00, Eapp1 =00 et p=1,...,ka),
chacun d’eux étant dans S(A[t]).

Démonstration. Soit £ € S(A[t]); alors E est décrit (dans X x R) par
certains fi(z,t) = ajo(z)t™ + -+ 4+ ajm(x), j = 1,...,N avec a;, € A.

[

tUJ =1,...,N; o0 =1,...,m , et, pour chaque ¢ C

x=A{L....N}x{L,....,m}, fu = [[{pjo : (J,0) € ¥}. Soit Ay, 'ensemble
des x € X tels que fy(z,t) = 0 a précisément k racines complexes, k =
0,...,m,o00. D’apres le lemme 1, Ay € S(A) (comme 'image inverse d’'un
semi-algébrique par une application de la forme (aV,...,a®) : X — RF
avec a) € A). Comme {Ay i }k=o0....mc €st une partition finie de X, pour
chaque 1 C ¥, il en est de méme avec la famille J des composantes connexes
des intersections ({ Ay, : ¥ C X}

Soit A € J et prenons €41(z) < ... < &ax,(x) selon le lemme 2 pour la
restriction de fy a A X R, ou ¢ = {(j,0) : ¢;, # 0 sur A x R}; c’est-a-dire,
€4, A — R sont continues et {z € A: fu(x,t) =0} = 4, €4, Vérifions
que l'on a ¢,, # 0 ou g;, = 0 sur chaque ensemble de la forme (xx). En
effet, si B est le premier des ensembles (*x), on a fy, # 0 sur B, d’ott ¢;, # 0
ou p,, = 0 sur B, selon que (j,o) € ¢ ou non. Dans 'autre cas, B = €4,
le cas ou pj, = 0 sur A x R étant trivial, supposons que ¢;, # 0 sur A x R
et prenons &;(z) < ... < &.(x) selon le lemme 2 pour la restriction de ¢;,
aAxR;donc {(z € A, gj,(x,t) =0} = U;zl &, ; par conséquent, chaque
&, est contenue dans (J &4, donc (comme €4, sont ouvertes et fermées dans
Uéaw) & = €a, avec un v, unique; il en résulte que ¢;, = 0 ou @;, # 0
sur B selon que v, = p pour un p ou non.

Posons ¢;, =

)

Montrons maintenant que les ensembles (xx) sont dans S(A[t]). Or, soit
B un tel ensemble. On a donc

N m
BCT= ﬂ ﬂ{m €A, pjs(ct) €0}

j=10=0
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avec ©,, = {t < 0} ou {0} ou {¢t > 0}. Il suffit de prouver que B = T
(puisque T" € S(.AJt])). Supposons le contraire : (a,t) € T'\ B avec un (a,t);
on a alors (a,tg) € B avec un ty; selon le lemme de Thom ({a} x R)NT
est convexe, donc {a} x [t,to] C T'; or, B étant de la forme (x%), il existe
(dans tous les deux cas) t1,ts € [t,to] tels que fy(t1,a) =0 et fy(t2,a) # 0,
ce qui donne une contradiction, comme on a forcément f,;, =0 ou f, # 0 sur
T (selon que ©,, = {0} pour un (j,o) € ¥ ou non).

Comme les ensembles (k%) forment une partition de X x R et comme on
a f; # 0 ou f; = 0 sur chacun d’eux, E est une réunion d’eux, ce qui termine
la démonstration.

Admettons 1’hypothese du lemme 3 sur A. Il en résulte

1) chaque E € S(A[t]) n’a qu'un nombre fini de composantes connexes,
chacune d’elles appartenant a S(A[t]) ;

2) si E € S(At]), alors n(E) € S(A),oum: X xR > (2,t) — z € X.

Ceci donne, par récurrence

1*) chaque E € S(At1,...,t,]) n’a quun nombre fini de composantes
connexes, chacune d’elles étant dans S(A[t1, ..., t,]).

2%) si B € S(A[ty,...,t]), alors m(E) € S(A), oum: X x R¥ 5 (z,u) —
x € X.

En prenant X = {0} et A =R on obtient (de 1*)) :

Théoreme 1. Tout ensemble semi-algébrique n’a qu’un nombre fini de com-
posantes connexes, chacune d’elles étant semi-algébrique.

Ensuite, en prenant pour A 'anneau de polyndémes sur R™ on obtient (de
2%)) -
Théoréme 2 (Seidenberg). Soient M, N deuz espaces affines et soit 7 :

M x N> (z,y)—xe M. Si ECMXxN est semi-algébrique, il en est de
méme avec w(E).

Remarque (Malgrange). 2*) reste valable sans 'hypothese du lemme 3

sur A,

En effet, si E est décrit (dans X x R¥) par Z\pISN ajp(x)t?, j=1,...,s,
avec aj, € A, alors I est I'image inverse d'un semi-algébrique E* par « :
(z,t) — (a(x),t), ot a: x +— {a;,(x)}, donc

m(E) = m(a”Y(E*)) = {z : (a(x),t) € E* pour un t} = a *(m(E*)) ,
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oumg: ({ajp},t) — {a;,}; comme (théoreme 2) mo(E£*) est semi-algébrique,

7(E) = a~N(1o(E")) € S(A).

Une démonstration des théoréeme 2 et proposition 2 du N° 16. On
procede par récurrence sur dim M. Soit £ C M un semi-analytique. Il suffit
de montrer que chaque a € M possede un voisinage U tel que U N E n’a
qu'un nombre fini de composantes connexes, chacune semi-analytique. On
peut supposer (choix de carte, Weierstrass) que M = R" et que E soit décrit
dans U = Uy x A, avec Uy C R" semi-analytique borné et un intervalle
A, par A; = Ag[z,] ot Ay est Panneau des restrictions a Uy des fonctions
analytiques dans un voisinage de Uy. Alors UN E est décrit aussi dans Uy x R
par A, donc (’hypothese de récurrence) on peut appliquer 1) (avec Ap).

Soit M une variété analytique réelle, N — un espace affine. On dit qu’un
ensemble £ C M x N est N-semi-algébrique, si chaque a € M possede
un voisinage U tel que F soit décrit dans U x N par des fonctions f;(z,y)
analytiques dans U x N, qui sont des polyndmes en y *8.

Alors 1*), ou l'on prend pour A l'anneau Aq des restrictions a U des
fonctions analytiques dans un voisinage de U, entraine

Proposition 1. Chaque composante connexe d'un E C M x N, N-semi-
algébrique, est N-semi-algébrique. Si m(E) est relativement compact, ot 7 :
M x N > (z,y) — x € M alors E n’a qu’un nombre fini de composantes
connexes.

Soit N = Ny x N avec Ny, N7 affines. Alors 2%) avec A = Aglty,. .., t,)
ou n = dim Ny et Ay comme auparavant ou simplement, d’apres la remarque
(Malgrange), Ay = 'anneau des fonctions analytiques dans U, donne
Proposition 2. Soit m: M xN > (u,x,y) — (u,z) € UxNy. Si E C MxN
est N-semi-algébrique alors w(E) est Ny-semi-algébrique.

21 [Variétés analytiques-algébriques]

21.a [Fonctions analytiques-algébriques]

Soit f une fonction analytique réelle dans un ouvert €2 d’un espace af-
fine M. On dira que f est analytique-algébrique au voisinage d'un xy € €2, si

Bpour tout z € U fixé. Si U est connexe, ceci équivaut & ce que la fonction considérée
soit un polyndome en des coordonnées affines dans N a coefficients analytiques dans U.
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W (z, f(z)) = 0 au voisinage de = avec un polynéme W # 0 sur M x R (c’est-
a-dire, si f est algébrique sur I'anneau des restrictions a U des polynomes
sur M, pour un voisinage U de z) ; on peut prendre toujours W irréductible.
On dira que f est analytique-algébrique (dans ) (ou de Nash), si elle est
analytique-algébrique au voisinage de chaque point de €. Si f est ration-
nelle, elle est analytique-algébrique. Si €2 est connexe et si f est analytique-
algébrique au voisinage d'un zy € €, elle est analytique-algébrique (dans
1) ; I'identité subsiste avec le méme W. La somme et le produit de fonctions
analytiques-algébriques est analytique-algébrique 4°.

Si f est analytique-algébrique au voisinage de (a,b) € M x N (M, N
affines), alors u — f(u,b) est analytique-algébrique au voisinage de a. En
effet, il suffit de vérifier ceci dans le cas ou N = R; on a W(u, v, f(u,v)) =0
avec un polynéme irréductible W, donc W (u, b, s) # 0 (sinon, W(u,v,s) =
c(v—=">)) et W(u,b, f(u,b)) = 0.

Si ¢ analytique vérifie G(u,g(u)) = 0 au voisinage de ug avec G #
0 analytique-algébrique au voisinage de (ug, g(ug)), alors g est analytique-
algébrique au voisinage de ug. (On a alors W(u,t,G(u,t)) = 0 avec un
polynome irréductible W, d’ou W (u,t,0) # 0 (sinon, W(u,t,s) = cs) et
W(u, g(u),0) = 0).

On dira que f = (f1,..., fx) est analytique-algébrique, si f1,..., fr sont
analytiques-algébriques.

Si g est analytique-algébrique au voisinage de uy et h est analytique-
algébrique au voisinage de g(ug), alors h o g est analytique-algébrique au
voisinage de ug. En effet, supposons que h est une fonction réelle; on a alors
W (v, h(v)) = 0 avec un polynéme W # 0, donc W(g(u)+z,h(g(u)+2)) =0
et W(g(u) + z,t) # 0 au voisinage de (uo, 0, h(g(up))), d’ott h(g(u) + z) est
analytique-algébrique au voisinage de (ug,0), ce qui donne le méme pour hog
au voisinage de uyg.

IT s’ensuit par récurrence sur k :

Si g : U — R¥ analytique vérifie F(u, g(u)) = 0 au voisinage de uy € U,
olt F':V — R¥ est analytique-algébrique au voisinage de (ug, g(ug)) et telle

oF
que det 0_(u0’ g(ug) # 0, alors g est analytique-algébrique au voisinage de
v
Ug-

490n vérifie ceci en raisonnant sur le corps des fractions de 'anneau des fonctions ana-
lytiques sur U connexe.
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Si f est analytique-algébrique, il en est de méme avec son extension ho-
lomorphe f (on a alors W(z, f(2)) =0).

Si un polynome a coefficients analytiques est analytique-algébrique, ses
coefficients et son discriminant sont aussi analytique-algébriques.

Le polynome associé avec une fonction analytique-algébrique est analytique-
algébrique (comme il est égal dans un sous-ouvert au produit [[(t — & (u))
avec &; analytique-algébriques).

(- Hp) [ avec H;, F analytiques-algébriques, est analytique-algébrique
(comme il est égal dans un sous-ouvert au produit des F'(z, wgyl)(z), e wl(,yp)(z))

avec wl(l') analytique-algébriques).

Leo

21.b [Ensembles localement semi-algébriques]

On dit qu’un sous-ensemble E d’un ouvert €2 d’un espace affine M est
localement semi-algébrique, s’il est localement décrit dans €2 par des po-
lynomes (c’est-a-dire que chaque point de Q possede un voisinage dans le-
quel E est décrit par des polynémes). On voit que, dans M, chaque ensemble
semi-algébrique est localement semi-algébrique, et que chaque ensemble semi-
algébrique relativement compact est semi-algébrique.

Les propriétés établies dans le N° 21.a permettent de remplacer dans
les raisonnements des N° 11 - 19 les fonctions analytiques par les fonc-
tions analytiques-algébriques (avec les notions dérivées). Ainsi, les résultats
qui y sont obtenus restent valables pour les sous-ensembles (des variétés p. 115
analytiques-algébriques ou de Nash) localement décrits par les fonctions ana-
lytiques-algébriques.

Or, dans le cas des espaces affines, ce sont précisément des ensembles
localement semi-algébriques.

Ceci résulte de la suivante

Proposition 1. Soit Q un ouvert semi-algébrique (d’un espace affine M ).
Chaque E C Q) décrit par des fonctions analytiques-algébriques dans ) est
semi-algébrique.

Pour prouver ceci, montrons d’abord que si A est semi-algébrique, il en
est de méme avec A.

Or, on peut supposer que M soit euclidien. On a alors

A= M\m((MxR)\m({(z,y,e) :y €A, |x—y| <e})),
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ot : M*XR 3 (z,y,¢) — (2,6) € MxRet mp: M xR 3 (2,¢) — x € M.
Par conséquent (Seidenberg) A est semi-algébrique.

Maintenant, il suffit de montrer que le graphe de toute ¢ analytique-
algébrique dans 2, est semi-algébrique. Or, pour chaque composante connexe
Y de Q, W(z,9¥(z)) = 0 dans " avec un polynéme irréductible W. Comme
le discriminant D de W ne s’annule pas identiquement, 1o/ = 1g, N (€2 x R),
ou Qo = {x € : D(x) # 0}. Par conséquent, il suffit de prouver que g,
est semi-algébrique. Or, vu le théoreme 1 du N° 20, ceci résulte du fait que
g, est un sous-ensemble ouvert et fermé de {x € Qg : W(z,t) = 0} qui est
semi-algébrique.

Nous appelerons donc ensembles localement semi-algébriques dans une
varieté analytique-algébrique ceux qui sont localement décrits par les fonc-
tions analytiques-algébriques.

Soit P un espace projectif, ’ensemble des droites homogenes d’un espace
vectoriel V' de dimension finie. Soit 7 : V' \ {0} > x — Rz. Pour chaque
hyperplan P’ = 7(V'\ {0}), ot V'’ est un hyperplan homogene de V', M =
P\ P muni de la structure affine naturelle, telle que 7y : H — M est un
isomorphisme lorsque H' est hyperplan inhomogene parallele a V', sera appelé
carte affine de P 0. La structure analytique-algébrique sur P est donnée par
le systeme des cartes {7, } avec les H' comme ci-dessus *°. Observons que
si M', M" sont les cartes affines, M’ N M" est un sous-ouvert semi-algébrique
de M’ %°. Chaque espace affine M peut étre considéré comme une carte affine
d’un espace projectif P.

La proposition suivante permet d’appliquer aux ensembles semi-algébriques

les résultats des N° 11 - 19 pour les ensembles localement semi-algébriques.

Proposition 2. Soit M wune carte affine d’un espace projectif P, et soit

N (z)

H" est un hyperplan inhomogene parallele & un V" (homogene), alors

MOnany : M>3Rz € H' ou H = {N(z) =1} avec X' : V — R linéaire; si

M"=M\=x(V'\{0}) =a(V\V"), agp(M'nM")=H\V"
x
N ()
Si V! = V" alors N(x) = X # 0 (constante) sur H”, et 7 o mgn : H" >+ % e H

est un isomorphis-me affine.

et pareillement 7,7, (M'NM") = H"\V', donc wyr ompn : H'\V' 2 x>

e H\V".
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E C M. Alors E est semi-algébrique dans M < E est localement semi-
algébrique dans P.

Démonstration. (=) Quelque soit la carte affine M’ de P, E N M’ est
décrit dans M N M’ par les restrictions a M N M’ des polynomes sur M, donc
(proposition 1) semi-algébrique dans M.

(<) OnaP=DMyU---UDMy, ou My= M, My, ..., My sont des cartes
affines de P 5'), donc (Borel-Lebesgue) P = By U --- U By, ou B; est un
ellipsoide dans M;, (i = 0,...,k). Or, B; N E est semi-algébrique dans M,
donc décrit dans M; N M par des polynoémes sur M;, d’ou (proposition 1)
il est semi-algébrique dans M. Par conséquent, F = Uf:o(Bi N E) est semi-
algébrique dans M.

En particulier, on obtient (théoreme 4 du N° 17) le théoreme que ’en-
semble des points réguliers de dim. £ d’un ensemble semi-algébrique est semi-
algébrique.

Le théoreme de Seidenberg (théoreme 2 du N° 20) entraine le suivant

Théoréme. Soient M, N des espaces affines et soit f : A — N, avec A C
M, une application semi-algébrique (c’est-a-dire, a graphe semi-algébrique).
Alors limage et 'image inverse de tout ensemble semi-algébrique (de M
ou de N respectivement) est semi-algébrique. Si L est un espace affine et
g: B — L, avec B C N, une application semi-algébrique, alors g o f est
semi-algébrique.

En effet, pour la premiere assertion il suffit d’observer que
fIEY=m(fN(ExN))et fFH{F)=m(fNn(MxF))oum : MxN—M
et my 0 M x N — N sont les projections. Pour la seconde, on observe que
gof=m((fxL)N(M x g)) avec la projection w: M x N x L — M x L.

L’assertion correspondante pour les ensembles localement semi-algébriques
est la suivante :

Soient M, N des variétés analytiques-algébriques, et soit f : A — N,
avec A C M, une application a graphe localement semi-algébrique. Si 'image
inverse de tout relativement compact est relativement compacte, alors I'image
de tout localement semi-algébrique est localement semi-algébrique ; si I'image
de tout relativement compact est relativement compacte, alors I'image inverse

510n prend M; = P\ 7(V; \ {0}) de maniére que (_, Vi = {0}
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de tout localement semi-algébrique est localement semi-algébrique. Soit L
un espace affine et soit g : B — L, avec B C N une application a graphe
localement semi-algébrique. Si I'image par f de tout relativement compact
est relativement compacte, ou si 'image inverse par g de tout relativement
compact est relativement compacte alors go f est localement semi-algébrique.

En effet, observons d’abord que 'image par 7y, m, ou 7 (les projections
conme auparavant) d'un relativement compact localement semi-algébrique
est semi-algébrique. On a ensuite f(E) NV = m(f N (E x V)) avec
FAEXV)C fA(V)xV, et f/HE)NU =1 (fN(UXF)) avec fN(UXF) C
U x f(U), ce qui donne les premieres assertions. Enfin, (go f)N (U x W) =
7((f xW)N(Uxg)) et (f xW)NU xg) CUX(fU)Ng 1 (W)) x W, ce

qui donne la derniere assertion.

22 [Directions réguliéeres]

Soit M un espace affine de dim. n, V son espace vectoriel, P la variété
des droites (homogenes) de V. Soit f une fonction analytique dans un ouvert
Q2 de M. On dira qu'un A € P est une direction réguliere pour f en un c € )
(oudans un E C Q), si f #Z 0 sur ¢+ A au voisinage de ¢ (ou si ceci subsiste
pour chaque ¢ € F).

Proposition 1 (Koopman - Brown). Si [ est une fonction analytique
% 0 dans un ouvert connexe Q0 C M, alors pour chaque compact E C £,
I’ensemble des directions régulieres pour f dans E est un ouvert dense de P.

Lemme 1 %2, Soit ¢ : N — L une application analytique, N, L étant des
variétés analytiques dénombrables. Sirang g < dim L, alors g(N) est maigre.

En effet, procédons par récurrence sur n = dim N, en supposant 'asser-
tion vraie pour n — 1 (elle est triviale pour n = 0). Soit ¢ € E'; il existe un
voisinage U de ¢ tel que Z = {x € U : rang, g < p}, o p = rangy g. est un
sous-ensemble analytique rare de U. Soit N une partition normale en ¢, d’'un
@ C U, compatible avec Z. En vertu de I'hypothese de récurrence il suffit
de vérifier que g(T") est maigre pour chaque I' € A/ de dim, n. Or on a alors
I'NnZ =1, dourang, g = p dans I', donc g(I") est maigre (comme localement
contenue dans sous-variété de dim. p < dim L).

p. 119

Lemme 2 (Lefschetz - Whitehead). Soit S une sous-variété de dim. n—1 p. 120

52Un cas spécial du théoreme de Sard.
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de V avec n = dim M, vérifiant u € S = u &€ 9, ou S, est l’espace tangent
de S en u. Soient N une variété différente, g : N — M et h : N — S des
applications différentiables. Si ’application

0: NxR>3 (v,\)—gv)+ A h(v) e M

est de rang < n — 1, alors rangh < n — 2.
Démonstration. Soit ¢ € N. Notons avec T I'espace tangent de N en c.
Pour chaque A € R, la différentielle dp en (¢, \) est application :

T xR > (u,t) — dg(u) + Adh(u) +th(c) € V

1
si A # 0, lapplication (u,t) — 3 dg(u) + dh(u) +
dp, donc de rang < n — 1; par conséquent (A — o0) il en est de méme
avec (u,t) — dh(u) + th(c ) d’ott dim(dh(T) + Rh(c)) < n — 1. Comme
dh(T) C Sk, on a h(u) € dh(T'), donc dim dh(T) < n — 2

t h(c) a méme image que

Démonstration de la proposition 1. Fixons un ellipsoide S = {¢) = 1}
(avec ¢ quadratique); elle satisfait donc a 'hypothese du lemme 2. Or, le
complémentaire A de I'ensemble en question est I'image par (revétement fini)
S5V RvePden(ON(ExS)),ourm:Qx8553 (uv)—veS, et

© = {(u,v) €Q2xS: f(u+tv) =0 au voisinage de t = 0}
= {(u,v) € QAxS:YPp(V)=1, %f(u—ktv)to =0,i=1,2,...}

est analytique dans 2 x V. Par conséquent, A est compact, donc il suffit de
prouver que 7(0) est maigre. Soit I une sous-variété différentiable de 2 x V',
contenue dans ©; comme O est la réunion d’une famille dénombrable de
telles sous-variétés, il suffit de prouver que m(I") est maigre, donc grace au p. 121
lemme 1, que 7 : I' — § est de rang < n — 2. En appliquant le lemme 2
avec g : I' © (u,v) — u € M et h = 7, on voit qu’il suffit de montrer que
1’application ¢ : I' X R 3 (u,v,A\) — u+ Av € M est de rang < n — 1. Or,
comme on a f(¢(u,v,A)) = 0 dans le sous-ouvert I', = {(u,v,\) € ' xR :
u+Alv CQ}de M, ou I =1[0,1], donc l'intérieur de p(I',) est vide, d’on
rangp ¢ < n — 1. Mais I, contient I' x {0}, et chaque point de I" possede
un voisinage W dans I' tel que la condition rang, , )¢ < n — 1 s’exprime
dans W x R par 'annulation de certains polynomes en \; par conséquent,
rang p < n — 1, ce qui termine la démonstration.
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Soit A un ensemble semi-analytique d’'un ouvert 2 C M. On dira qu'un
A € P est une direction réguliére pour Aenun c € 2 (oudansun F C Q),si A
peut étre décrit au voisinage de ¢ par des fonctions analytiques pour lesquelles
A soit réguliere en ¢ (ou si ceci subsiste pour chaque ¢ € E.). Observons que
alors (Weierstrass) il existe un voisinage U de ¢ tel que l'ensemble U N A
soit A\-semi-algébrique, c¢’est-a-dire, son image canonique dans N x A, ou N
est un supplémentaire de A (ce qui ne dépend pas de N *3); de plus (cf, la
remarque 3 du N° 14) la carte affine d’un systéme normal qui donne une
partition compatible avec A peut-étre choisie de maniere que ¢+ N et ¢+ A
correspondent a 'hyperplan des z4, ..., x,_1 et al’axe des x,, respectivement.

La proposition 1 entraine le suivant

Corollaire. Pour chaque ensemble semi-analytique d’un ouvert @ C M,
I’ensemble des directions régquliéres dans ) est dense (dans P), son complé-
mentaire étant maigre.

Observons encore que si A est analytique, alors A est non réguliere pour
A en c si et seulement si A contient un voisinage de ¢ dans ¢ + A (car alors
ANU = {f =0} avec f analytique au voisinage U de ¢). Par conséquent,
toute direction A € P est réguliere pour un sous-compact analytique de M.

On dira qu'un Z C K x L (ou K, L sont des variétés) est L-relativement
compact, si Z N (E x L) est relativement compact, quel que soit F C K
relativement compact; quun Z C M est N-relativement compact, ou N
est un sous-espace de V', si son image canonique dans N x N’ (N’ étant
un supplémentaire de N) est N-relativement compact, ou, ce qui revient
au méme, si Z N (E + N) est relativement compact pour chaque £ C M
relativement compact.

Proposition 2. Soit A un ensemble semi-analytique de M. Si A\ € P est
réguliere pour A dans A, et si A est A-relativement compact, alors l'image

53Si W est un sous-espace de V, L un de M de direction supplémentaire & W, alors
M /W est canoniquement isomorphe & L de manieére que

M
e N
M/W — L

est commutatif (M — L étant la projection parallelement a W).

38

p. 122



canonique de A dans M/ est semi-analytique .

En effet, ceci est vrai pour A N @ avec un voisinage () d’un point quel-
conque de M (d’apres les propositions 3 et 4 du N° 11, ou d’apres la propo-
sition 2 du N° 20).

Observons que (grace a la proposition 2) si A C K x R est analytique
R-relativement compact, ou K est une variété analytique, alors 7(A), ou
m: K X R — K est la projection, est semi-analytique. En effet, il suffit de
considérer le cas ou K est un ouvert d’un espace affine M, et d’observer que
{0} X R est alors une direction réguliere pour A.

Soit G la variété des sous-espaces de dimension k de V' 5.

Proposition 3. St A C M est semi-analytique N -relativement compact pour
chaque N d’un ouvert Qo C G, alors l’ensemble

{N € G : l'image canonique de A dans M/N est semi-analytique}

est dense dans Qg °S.

Démonstration. On peut supposer que M = V. Procédons par récurrence
sur k. L’assertion subsiste pour k = 1 (proposition 2 et corollaire), supposons
la vraie pour k—1. Soit  # () un sous-ouvert de €24. Notons avec G’ la variété
des sous-espaces de dim £ — 1 de V. Comme

K=(G xP)N{N'" 2} > (N, \N)— N +Xxeg

54(est-a-dire, m(A) est semi-analytique, ot 7 est la projection parallelement & A sur un
sous-espace N de direction supplémentaire a A, quelconque (cf. renvoi 53).
55La topologie dans G est déterminée par la condition que I’application

k
Vkﬂ{l‘l/\"'/\l‘k 750} = (xl,...,xk)HZin €g
1
soit ouverte et continue. Un systeme de cartes est formé des inverses des applications
k
Lix---xLi> (ul,...,uk)HZRui €eg
1

avec L (sous-espace de V) de dim. n — k et Lq,..., Ly € V/L linéairement indépendantes
(ceci donne une structure affine dans 1’ensemble des supplémentaires de L dans V).
56¢f. renvoi 53
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est continue, il existe des ouverts ) # U’ C G' et ) # W C P tels que
UxW cCKetU +W C Q. Par conséquent, A est N’'-relativement compact
pour tout N’ € U’, et, d’apres 'hypothese de récurrence, il existe un N’ € U’
tel que pour chaque supplémentaire L' de N’ (dans V'), n’(A),oun’ : M — L'
est la projection parallelement & N/, est semi-analytique. Prenons un A\g € W
et fixons L' de maniere que \g € L/, c’est-a-dire \y € W N P, ou P’ est la
variété des droites de L’; 'assertion étant vraie pour k = 1, il existe un
A€ W NP tel que mi(n'(A)), ou m; est la projection sur un supplémentaire
L de )\ dans L', est semi-analytique. Ceci montre la proposition, comme
m = 7 on est la projection sur L parallelement & N’ + A\ € Q.

23 [Cas ou la projection d’un semi-analytique
est semi-analytique]

Soit M une variété analytique réelle, N un espace affine. On dit qu'un
sous-ensemble A d'un ouvert Q C M x N est localement N-semi-algébrique
(dans ), si chaque point de 2 possede un voisinage U tel que U N A
est N-semi-algébrique (ou bien que A est décrit dans U par des fonctions
analytiques, polynémes en variable qui parcourt N); observons que alors,
dans le cas 2 = M x N, si A est N-relativement compact, il est N-semi-
algébrique. (Un sous-ensemble semi-analytique A d’un L affine est locale-
ment \-semi-algébrique ®" pour chaque direction réguliere A (pour A dans
Q) ; par conséquent (corollaire du N° 22), I’ensemble des A pour lesquels A
est localement A-semi-algébrique, est dense de complémentaire maigre).

Proposition 1. Si dim N = 1, chaque ensemble semi-analytique de dim 1
d’un ouvert de M x N est localement N -semi-algébrique.

Lemme 1. Soit L un espace vectoriel de dim 2, \ une droite (homogéne) de
L. Si F est une fonction analytique au voisinage de 0, alors F = F* G dans
un voisinage U de 0 avec G # 0 analytique dans U et F* analytique dans
U+ X et telle que A >t — F*(c+1t) soit polynéme pour chaque ¢ € U.

Ceci résulte du fait que dans le cas L = R? on a (Weierstrass) F(z,y) =
2* H(z,y) G(x,y) au voisinage de 0, ot H, G sont analytiques au voisinage
de 0, G # 0 et H est un polynoéme en y.

57¢’est-a-dire, son image canonique dans K x A, olt K est un supplémentaire de .
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Démonstration de la proposition 1. Soit A un ensemble semi-analytique
de dim 1 d’un ouvert 2 de M x N et soit a € §2; on peut supposer que
M, N soient vectoriels et que a = 0 € A (en considérant A \ {0}). Prenons
une partition normale en 0 d’'un @), compatible avec A, selon un systeme
(9,{H;}) avec g = (g1, - - ., gn) linéaire; alors ANQ est ouvert et fermé dans
C={H!=...=H =0, H #0}. Or, H" est un polynéme. Quant & ﬁ}, on
a I/-j]l = Fjop,oup = (g1,9;) : M x N — R? et Fj est analytique au voisinage
de 0 dans R?; on a ensuite p({0} x N) C X avec une droite homogene A de
R?; prenons F?,Gj selon le lemme 1 pour Fj et A, et posons H; = F op,
J; = Gjop;on a alors ﬁjl = H; J;, J; # 0 dans un voisinage semi-algébrique
U C @ de0, et H; sont des polynémes en variable qui parcourt N (comme
on a Hj(c,t) = F;(p(c,0) + p(0,t)). Par conséquent, C' est décrit par HY et
H;, j=2,...,ndans U, dou C NU est N-semi-algébrique (dans U + N),
mais AN U est ouvert et fermé dans C' N U, donc (proposition 1 du N° 20)
N-semi-algébrique (dans U + N).

Il résulte de la proposition 1 que chaque sous-ensemble semi-analytique
d’un sous-ouvert d’un plan affine est localement \-semi-algébrique pour toute
direction A. En effet, il ne reste qu’a vérifier que les membres de dim 2 d’une
partition normale d’un () semi-algébrique sont A-semi-algébriques, et ceci a
lieu, comme ils sont les composantes connexes de @\ V'!\ VY. Voila un semi-
analytique de R* = M x N x L qui n’est pas localement L-semi-algébrique :

A={(z,y,2) e M x NXx L:y=xe’}.

En effet, supposons que A soit décrit dans un voisinage U de 0, avec U N A
connexe, par des H; # 0 analytiques, polynoémes en z; alors un H, s’annule
sur ANU (sinon, on aurait H;(c) # 0 pour un ¢ € ANU et alors A contiendrait
un voisinage de ¢); on a donc H(a,ae* z) = 0 pour z < 0 avec un a # 0

1
tel que H(a,y,z) #£ 0; mais h(y,t) = ¢t H(a,y, Z)’ avec N suffisamment

grand, est un polynome en t, et son ensemble de zéros contient I’adhérence
de l'arc {y = ae't, —1 <t < 0} qui est donc (proposition 6 du N° 17)
semi-analytique, contrairement au fait qu’il n’est pas régulierement situé avec

{y=0}en 0.

580n peut remplacer e* par n’importe quelle fonction ¢ analytique et non algébrique ;
on a alors Hy = > ° P; (au voisinage de 0), ot P; est un polynome (en z,y, z), homogéne
de degré i en z,y; par conséquent P;(z,x ¢(z),z) = 0 (au voisinage de 0, pour chaque ) ;
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La proposition 2 du N° 20 entraine que si A C M x N, ou N = Ny x N,
avec Ny, N7 affines, est localement N-semi-algébrique et Nj-relativement
compact, alors m(A), ou m: M x N — M x Ny est la projection, est locale-
ment Ny-semi-algébrique. Or, il ne suffit pas de supposer que A soit N;-semi-
algébrique, ¢ = 1, 2. En effet, pour un contre-exemple on prend No = N; =R
et

A - {(x7y7Z)EMXNXN1:(I'7y)EB,y:z}
= {(x,y,z) € M x Ny Ny : (a:,z) EB, y:z}

avec un B C M x R semi-analytique et non R-semi-algébrique.

Comme au bout du N° 21.b on vérifie les faits suivants.

Soient M, N des variétés analytiques et soit f : A — N, ou A C M.
Si M est affine et si f est M-semi-algébrique, alors I'image inverse de tout
semi-algébrique est semi-analytique. Soit L une variété analytique et soit
g: B — L, ou B C N; supposons que N soit affine; alors g o f est semi-
analytique ou M-semi-algébrique ou L-semi-algébrique selon que f et g soient
N-semi-algébriques, ou M affine et f semi-algébrique, ou L affine et g semi-
algébrique.

Soient M, N des variétés analytiques réelles, m; M x N — M la projection,
A un semi-analytique de M x N qui est N-relativement compact.

Théoréme 1. Sidim A < 1, alors w(A) est semi-analytique.
Théoreme 2. Sidim M < 2, w(A) est semi-analytique.

Démonstration du théoreme 1. On peut supposer que N = Ly X --- X L, avec
L;=R.Posons N;j =Ly x ---x Lj, Ay,=Aet Aj_y =m;(4;),j=s,...,1,
oumj: M x Nj — M x Nj_; est la projection ; alors A; est Nj-relativement
compact. D’apres la proposition 1, si A; est semi-analytique de dim < 1, il est
L ;-semi-algébrique, donc (proposition 2 du N° 20) A,_; est semi-analytique,
et de dm < 1 %9, Par conséquent, w(A) = Ay est semi-algébrique.

Démonstration du théoreme 2. On peut supposer que M, N soient des
sous-espaces supplémentaires d’un espace linéaire L de dim n, que dim M = 2

en prenant P; #Z 0, on a P;(a,ay,z) #Z 0 avec un a arbitrairement petit, ce qui montrerait
que ¢ est algébrique.

%9¢f. N° 17; on considere la restriction de 7; & U x L; avec un voisinage U d’un point
arbitraire de M x N;_;
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(les autres cas étant triviaux), que 7 : L — M soit la projection parallelement
a N et que A soit relativement compact. Procédons par récurrence sur k =
dim A. Le théoreme est vrai pour k = 1. Supposons-le vrai pour k& — 1 avec
k> 2.

On va démontrer d’abord que si B C L est semi-analytique de dim ¢ < k,
alors chaque partition normale compatible avec B posseéde un raffinement N/
tel que pour chaque I' € N, T' C B, de dim ¢, soit w(I") est semi-analytique
de dim < 1, soit en chaque point de I' la différentielle de 7 est surjective.

On peut supposer que £ > 2 (les cas £ = 0,1 étant évidents). Munissons
L d’une structure euclidienne de maniere que M, N soient orthogonaux, et
soit eq, eo une base orthonormale de M, es,...,e, une de N. Prenons une
partition normale A compatible avec B et posons

g(x) = grad fIfH(JJ) A--- Agrad H (z) .

Soit A un raffinement compatible avec tous les g(z) A eq, A -+ A €q,,
<o <...<ar<m,g(x)Neg Ney, g(x) Ney et g(z) A es.

Soit I' € N, ' C B, de dim /. Alors I' est contenu dans un membre de
dim ¢ de Ny, donc g(z) est un multivecteur (non nul) du supplémentaire
orthogonal v, de I'espace tangent 7, de I en € I'. Si g(x) A ey A ey # 0 sur
T, alors la différentielle de 71 est surjective ®. Si g(z) Ae; = g(x) Aea =0
sur I, alors la différentielle de 7p est nulle ®*, donc (connexité de T') 7 est
constante, et m(I") se réduit a un point. Supposons donc que g(z)Ae; Aey =0
et (par exemple) g(x) Ae; # 0 sur I'; on a alors g(z) Aej Aeg, A---Neg,_, #0
sur I, avec certains 3 < 3; < ... < By_1 < n. Par conséquent (cf. %) chaque
point de I' possede dans I' un voisinage qui est (I'image canonique de) le
graphe d’'une application analytique ¢ : U — Rey + N” ou U est une boule
de Re; + N/, N' = Zf_lRegi et N” le supplémentaire orthogonal de N’
dans N ; par conséquent G = 71(I'), ou 7y : L — Rey + N’ est la projection
orthogonale, est un ouvert connexe de Re; + N’. On a ¢ = 1, + 90" avec
ey : U —Reget ) : U — N”. Soit = w + ¢(w); comme M C v, +Rey,
onarTt,N(N' +Rey+ N") C N, dou (7, étant (I'image canonique de) le
graphe de dv) diy(N') € N”, donc dio(N') = {0} ; par conséquent, 1o (t +u)
est constante en u € N’ N (U — t) pour chaque ¢t € I = 7'(U), o 7' est la

80car alors v, N M = {0}, c’est-a-dire 7, et N sont “en position générale” c’est-a-dire la

projection canonique de 7, dans L/N est surjective.
61car alors M C v, d’ott 7, C N.
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projection orthogonale sur R ey, ¢’est-a-dire 19(t+u) = @(t), ou ¢ : I = Rey
est analytique.

La réunion de toutes ces @ est une fonction analytique % sur le segment

I = 7'(G); notons avec ¢ (I'image canonique de) son graphe; on a donc
7m([') = ¢. Soit u € ¢; posons u; = 7'(u); on a

7;1(U1+N/)QF:(U1+R€2+N)HF:(U+N)ﬂr63,

d’otum ((u+N)NT') = (u+N")NG, done (u+N)NT n’est pas compact, ce qui
donne (u+N)N(T\T') # 0, ou bien u € 7(T\I'), Ceci montre que ¢ C w(T\TI'),

dou g =m(I'\T) (car 7(I'\T') € 7(I") = ). Par conséquent (I'hypothese
de récurrence) p est semi-analytique. Mais ¢ = @\ (a +Rey) \ (b+Reg), ot
a, b sont les extrémités de I, donc m(I') = ¢ est semi-analytique de dim. 1.

I1 en résulte qu’il suffit de démontrer le théoreme dans le cas ou A est une
variété analytique telle que la différentielle de 74 est surjective; alors 7(A)
est ouvert et (proposition 4 du N° 16) il suffit de prouver que 7(A) \ 7(A)
est semi-analytique.

Il en résulte ensuite que pour chaque B C A\ A semi-analytique on a
B = B] U B, U Bj ou 7(Bj) est semi-analytique de dim < 1, w(Bj) C w(A)
et B} est semi-analytique de dim < dim B. En effet, en chaque point de B
prenons une partition normale compatible avec B, A, et un raffinement N
d’un @ selon ce qu’on a démontré ci-dessus. Il suffit (Borel-Lebesgue) d’avoir
BNQ = B{UBLUBY (avec ces propriétés) ; pour ceci il suffit de prendre pour
B!, By, By laréunion des I' € N, I C B tels que 7(I") est semi-analytique de
dim < 1, ou que la différentielle de 7 soit surjective, ou que dim I < dim B,
respectivement ; on a alors m(I") C m(A) pour chaque I' du deuxieéme type.
En effet, mal Cc TV avecun IV € N, IV C A;sice T, alors N 47 = L, oil
7 est 'espace tangent de I' en ¢, donc ¢ + N contient un sous-espace affine
transversal a I en ¢, d’ou (proposition 4 du N° 19) ¢ + N intersecte I, et
m(c) € m(A).

On en obtient par récurrence que A\ A = By U By ot m(B;) est semi-
analytique de dim < 1 et w(Bs) C 7(A). on a alors
m(A) = 7m(A) = 7(A)Un(B;)Unr(Bs) et m(A)\m(A) = n(By)\ (7(By)N7(A)),
done, comme 7(B;) N w(A) = 7((7(By) x N) n A), il suffit (I'hypothese

62puisque, vu la connexité de I', pour chaque deux @, il existe une suite @ =
©0,- -, o1 = @ telle que $;_1, ; coincident dans l'intersection de leurs sources.
63Comme (u; + Reg) Ny = {u}.
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de récurrence) de vérifier que (7(B;) x N) N A est de diim < k. Or, on a
m(B;1) = T avec des variétés I'; analytiques de dim < 1;siun (I'; x N)NA
était de dim k, alors I'; x N contiendrait un sous-ouvert Ay # () de A, donc
m(Ag) C I'; et m(7) C X ou 7, A sont les espaces tangents de Ay en un c
et de I'; en 7(c), respectivement, contrairement a la surjectivité de .. Par
conséquent, (I'; x N) N A sont de dim < k, ce qui termine la démonstration.

Corollaire 1. L’ensemble w(A) est semi-analytique, s’il est contenu dans un
ensemble semi-analytique de M de dim < 2.

En effet, supposons que m(A) C B avec B semi-analytique de dim < 2.
Soit ¢ € M et soit N une partition normale d’'un @), en ¢, compatible avec
B, selon un systeme de carte g; on peut supposer que M = M, x M; avec
My, M vectoriels, que ¢ = 0, que g soit linéaire et que My, M; correspondent
aux espaces des x1,To et des 3, Ty, ... respectivement (le cas ot dim M < 2
étant trivial). On a alors BN Q = YT avec I; € N de dim < 2. Soit
71 My x My — My la projection. D’apres le théoreme 2 (appliqué a m o7 :
My x My x N — M), B; = m(m(A)NT;) = (mom)(AN(I'; x N)) sont
semi-analytiques, mais (injectivité de (m)r,) 7(A)N[; = (6; x M;)NT;, donc

i

T(A)NQ =J7n(A) NT; est semi-analytique.

On tire des théoremes 1 et 2 avec corollaire 1 (comme au bout du N° 21.b
) ce suivant

Corollaire 2. Soient M, N des variétés analytiques réelles, f : A — N, ou
A C M, une application (de graphe) semi-analytique telle que l'image inverse
de tout relativement compact est relativement compacte (en particulier, on
peut supposer que A = M et que f soit analytique, propre). Alors l'image de
tout semi-analytique de dim < 1 est semi-analytique ; de méme, si l'image est
contenue dans un semi-analytique de dim < 2. Si dim M < 2, alors l'image

de tout semi-analytique est semi-analytique 4.

En effet, il ne reste qu’a vérifier que (I' x N) N f est de dim < 1si I’
est une variété analytique, semi-analytique, de dim < 1. Or, si (I' x N) N f
était de dim > 2, il contiendrait une variété de dim > 2, ce qui contredit
Vinjectivité de f 3 (z,y) — = € I" (cf. renvoi 31).

On peut encore observer, que si f : A — N, (A C M), est une ap-
plication semi-analytique telle que I'image de tout relativement compact est
relativement compacte, alors I'image inverse de tout semi-analytique est semi-

64Evidemment, la méme conclusion, si dim f = 1.
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analytique, lorsque dim M < 2 (cf. %); que si g: B — L (B C N, L variété
analytique réelle) est une application semi-analytique telle que 'image in-
verse de tout relativement compact est relativement compacte, alors go f est
semi-analytique, lorsque dim f <1 .

Nous allons donner maintenant deux exemples d’une sous-variété ana-
lytique compacte de dim 2 (la premiere dans P; x Pj, ou Ps, Py sont les
espaces projectifs de dim 3, 1, et la seconde dans R®) dont la projection (par
P3 x P, — P3 ou R® — R? respectivement) n’est pas semi-analytique.

Observons a cet effet le fait suivant (Osgood). Si ¢ : R*\ {0} — R
est positivement homogene de degré 1, analytique et non-algébrique, alors
I'ensemble I' = {z = ¥(z,y), (z,y) € Q} n’est pas semi-analytique (dans
R?) pour aucun ouvert connexe ) vérifiant 0 € Q \ €.

En effet, dans le cas contraire I' serait décrit dans une boule U de centre
0 par certaines F; # 0 analytiques, et alors une d’elles F; s’annulerait sur
¥ N U (sinon, on aurait Fj(c) # 0 pour un ¢ € ' N U, et I' contiendrait
un voisinage de ¢); or, on a Fy, = Y ° H, au voisinage de 0, ou H, est un
polynome homogene de degré v, d’ou H,(z,y,¥(x,y)) = 0, et (en prenant
un H, # 0) 1) serait analytique-algébrique.

Observons ici, qu’il en résulte que le produit ou la somme de deux fonc-
tions semi-analytiques n’est pas nécessairement semi-analytique. En effet, soit
v : R — R un isomorphisme analytique, non algébrique. Alors la fonction

W(Q) dans Q = {z? < y < 22*} (de graphe {y—z~771(2) =0, 2% < y < 22%})
x

est semi-analytique, tandis que a:’y(g)) dans € n’est pas semi-analytique;
x

quant a la somme, on prend (1 + ) v(g) - y(g) = xv(y) dans €2. Si I'on
x x

x
veut avoir des fonctions continues dans R? on prend f(z) = fy(g)
T
{2? <y <227}, = v(22) dans {y > 22°}, = y(z) dans {y < z?}, = 0 dans
{z < 0}.

dans

1). L’'image de ’ensemble

AO:{z::Beﬁ?, y:xt}CR3xR

650n vérifie ceci comme ci-dessus en utilisant I'injectivité de M x g — M x N.
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par la projection (z,y, z,t) — (x,y, z) est 'ensemble

Lo = {O}U{z:xeﬁ, (x,y) #0}

(qui n’est pas semi-analytique). Identifions R3 et R avec une carte affine
de P; ou Py projective de maniere que (z,y,z,1) ou (¢,1) soient des coor-
données homogenes de (x,y, z) € R?. ou de t € R respectivement %, et soient
w3 R*\ {0} 2 (7,9,2,u) — R(x,y,2,u) € Py et m : R*\ {0} > (¢,5) —
R (t,s) € Py. Or, les fonctions

z—x exp((1+t3)71) ; y—tax
(§]
V1432 +y? 4 22 Vit +y2+ 21412

sont les restrictions & R? x R des fonctions analytiques ¢, : Ps x P, — R
données “en coordonnées homogenes” par

2
z—$exp<t2'5w>
Va2 + 2+ 22+
~ sy—tx
¢x7yﬂz7u7t7s = )
( ) \/x2+y2+22+u2\/t2+82

6($, y’ 27 u’ t? S) =

oll § = po(myxm) et 1 = o(ms xm) 5. Par conséquent, Ag = AN(R*xR),
ot A = {p = ¢ = 0}. On voit que {F = ¢ = 0} est une sous-variété
analytique dans R®, donc il en est de méme avec A dans P x P (cf. renvoi
67), et A est compact. Soit 7 : Py x P, — P la projection. Alors on voit que

T(A)NR? = 71(Ag) Um(AN (R* x (P, \R))) =T, U{0} =T
n’est pas semi-analytique.

2). Soit ¥ : R?\ {0} — R une fonction positivement homogene de degré 1,
paire, positive et analytique non-algébrique (on peut prendre par exemple
2

Y(u,v) = Vu? + v? w7 ). On voit alors que
A={(u,v) #0, (W(u,v) =2 +2>=1, v=2zu, y=zv}

66par les isomorphismes R® > (z,y,2) — R(z,y,2,1) € P3, et R> ¢t — R(¢,1) € P,
P5 et P, étant considérés comme les variétés des droites homogenes de R* et R2. z,y, 2, u
sont des coordonnées homogenes de R (z,y, z,u) € Ps, t,s celles de R (¢, s) € P;.

67L’analycité de f : P; x P, — R équivaut a celle de “f en coordonnées homogenes”
c’est-d-dire de f o (w3 X m1). Un ensemble V' C P35 x P; est une sous-variété analytique
dans P3 x Py 8'il en est de méme avec (73 x 71)~1(V) dans (R*\ {0}) x (R?\ {0})
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est une sous-variété de R®, compacte, parce que {(u,v,z) : (u,v) # 0,
(¢(u,v)—2)*+22 = 1} est contenu dans 'ensemble {1 < ¢(u,v) < 3, |z| < 1}
qui est un sous-compact de {(u,v) # 0}. On voit ensuite que I'image de A
par la projection 7 : R5 3 (2,4, 2,u,v) — (z,y, z) € R3 est

m(A) = {0} U{(z,y) #0, 2 #0, (U(z,y) —2[2])* + 2" = 2°}
= {0} U{(z,y) #0, ¥(z,y) = 2 (2signz £ V1 —2%)} .

Si w(A) était semi-analytique, il en serait de méme avec {(z,y) # O,
|z| < 1, ¥(z,y) = 2(2 + v1—22)} qui est une composante connexe de
(m(A)\{0}) N{lz] < 1}, et avec {(z,y) # 0, ¢ = ¥(z,y), ¢ < e} qui est
I'image de {(z,y) # 0, ¥(z,y) = 2 (24+ 1 — 22), z < €} par I"isomorphisme
analytique {|z| < €'} 2 (z,9,2) — (z,y,2 (2+ V1 —22)) € {|¢| < ]} avec
certains 0 < € < &', 0 < g1 < €/, mais ceci contredit 'observation précédente
(Osgood) 68,

24 [Démonstration alternative de I’inégalité
de Lojasiewicz]

On va donner quelques applications du théoreme 2 du N° 23, en particu-
lier une démonstration des théoremes 1 et 2 du N° 20 (en suivant I'idée de
Hormander).

Proposition. Soit M une variété analytique réelle et soient p, 1 : A — R,
avec A C M. Supposons que @, sont semi-analytiques compacts, ou, plus
généralement, que @ = m(By) et ¢ = my(By) avec By C M x R x Ny,
By € M x R x Ny semi-analytiques compacts, ou N1, Ny sont des variétés
analytiques réelles et m : M XRX Ny — M XR, mg : M X Rx Ny — M xR
les projections, Alors

{e=0} C{Y =0} = |Y(z)| < K |e(x)|* dans A, avec K,a > 0.

En effet, 'ensemble Z = {(7,0) : 7 = ¢(z), 0 = ¢(x) pour un z € A}
est 'image du compact semi-analytique {(z,u,v,7,0) € M x Nj x Ny x R? :

680n peut avoir une Variété2cognpgcte donnée par des équations globales dans R® en
prenant 1 (u,v) = Vu2 +vZe /" et en ajoutant I'équation t*(u® + v?) = 1 & celles
qui définissent A.
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(x,7,u) € By, (x,0,v) € By} par la projection (x,u,v,7,0) +— (7,0), donc
semi-analytique compact. Supposons que {¢ = 0} # @ (I'autre cas étant
trivial). Comme ZN ({0} xR) = {0}, donc (Z et {0} x R étant régulierement
situés) on a |r| > L|o|" pour (r,0) € Z, avec L, N > 0 9, c’est-a-dire,
(@) > L ()| dans A

Corollaire. Soient M, N des espaces euclidiens et soit f : A — N, avec
A C M, une application continue de graphe semi-analytique compact. Alors
’f(.’ll') - f(y)‘ < K’LIZ’ - y|a pour T,y € A; avec K,Oé > 0.

Or, il suffit d’appliquer la proposition 1 aux fonctions (z,y) ~—
[f(z) = f(y)] et (z,) — [z —yl.
Une démonstration du théoréme 1 du N° 20. Il suffit de considérer des
semi-analytiques compacts, et de prouver le suivant
Lemme. Si A est semi-analytique compact d’un euclidien M, alors il existe
une fonction semi-analytique continue g : M — R vérifiant ip(a:,A) <
g(x) <4p(x,A) dans M.

En effet, soient A, B semi-analytiques compacts; on prend g, g selon le
lemme pour p(z,A) et p(x, AN B); alors {gp = 0} C {gp = 0}, donc
(proposition) on a

1P AN B) < 3(x) < K gla)® < 4° K plr, A)°

pour x € B.

Remarque (Hormander). Si A est semi-algébrique, alors z +— p(z, A) est
semi-algébrique. Ceci résulte (comme au bout de la démonstration du lemme)
du fait que, si A est fermé, 'ensemble {(z,t) : p(x, A) < t} = 7({(z,y,t) :
|z —y| <t, ye A}),oun: (z,y,t) — (x,t), est semi-algébrique.

590n utilise le théoreme 1 du N°18, Au lieu de ceci on peut raisonner de maniére suivante.
Soient F; # 0 des fonctions qui décrivent Z au voisinage de 0; on a F; = 7% G; avec
G;(0,0) # 0, et alors il existe une partition normale A" dans R? d'un Q = {|7| < 4, |o| < &}
compatible avec les G;; de plus, Z est décrit par G;,7 dans Q. Le membre 'y € N
contenant I, = {0} x |0, e[ n’intersecte pas Z (comme un voisinage de I n’intersecte pas
Z et G; sont de signe constant sur I' ;) ; pareillement, le membre I'_ contenant {0} x] — &, 0]
n’intersecte pas Z. Or (lemme 1 du N°18), I'y UT_ contient un {|7| < L' ||V, |o| < €}
avec L', N > 0, d’ott {|7| < L|o|N} N Z = () avec L > 0 suffisamment petit.
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Démonstration du lemme. On peut supposer que M soit vectoriel de
dim n. Considérons l'ensemble B = {(x,u,t) : x +u € A, |u| < t}; il est
semi-analytique °. L’ensemble Sy des supplémentaires de M x {0} x R dans
M? x R est ouvert dans la variété des sous-espaces de dim n de M? x R.
Chaque W € &y est de la forme W = {(z,u,t) : © = p(u), t = P(u)}
avec p : M — M, ¢ : M — R linéaires, et application W +— (p, 1)) est
continue ; la projection sur M x {0} x R parallelement a W est I'application
(x,u,t) — (z — p(u),0,t —P(u)), et on voit que si |¢| < 1, B est W-
relativement compact. Par conséquent, d’apres la proposition 3 du N° 22,
il existe un W € Sy, avec |¢| < %, Y| < %, tel que l'image de B par

T M?*XR D (z,u,t) — (x—pu),t —¥(u)) € M x R est semi-analytique.
Or on a

7(B) = {(x—pu),t—yv):z+uecA, |ul <t}
= {(&71):{+u+ou) €A, |ul <74 ¢(u) pour un u}

donc, si 'on note avec y l'inverse de u +— u + ¢(u) et si 'on pose o(v) =
IX(v)] = ¥ (x(v)), on obtient

7(B) = {(71):€+ve A o) <7 pourun v}
= {(§&7):o(y—¢& <7pouruny € At ={(§,7) 1 g(§) < 7},

ou g(§) = infyea o(y — &) est continue dans M et vérifie I'inégalité exigée a
1
cause de 2 lv| < o(v) < 4|v|. Par conséquent, 'ensemble {(§,7) : g(§) < 7}

est semi-analytique, donc il en est de méme avec son intérieur {g(§) < 7}, et

avec {g(£) = 7}

25 [Stratifications de Whitney]|

Soit M une variété analytique réelle.

~ On dira qu'un ensemble £ C M jouit de la propriété (s), si chaque a €
E\ E possede une base de voisinages {U, } telle que U, N E soient connexes.
Alors, si f : B — R est continue, f N ({a} x R) est connexe pour chaque
a€E™

0C’est I'image de {y € A, |y — x| <t} par un isomorphisme linéaire.
earona fN({a} xR) = {a} x N f(U, NE), et f(U, N E) sont des intervalles.
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On va définir (par récurrence) subdivision prismatique N'* d’une partition
normale N'. Supposons que N est une partition normale d'un @ dans R".
Si n = 1, on admet N* = A/. Supposons que la subdivision prismatique
soit définie pour les partitions normales dans R" 1. Soit Q = Q. x | — 4, 4],
ol Q. = m(Q) et ® : (w1,...,2,) — (x1,...,2T,_1), soit N, la partition
normale correspondante de ), (proposition 3 du N° 11), et N'F sa subdivision
prismatiqiue. Prenons un I', € N, et soient I'j,..., T, tous les membres de
N vérifiant 7(T";) = I'y; en considérant ', comme ', : I, — R, on peut
supposer que I'y < ... < Iy dans I, ; posons I'g = —d et ['y;; = d dans T',.
Notons avec N (T',) la collection des ensembles

(£) {Ty(u) <t <T,pi(u), ue N}, v=0,...,s,
{t=T,(u), ue N'}, v=1,... s,

avec A’ € N, A’ C T,. Alors on définit N* = (J{N(T,) : I, € N.}. Dans le
cas général ott N est une partition normale dans M, on définit N'* comme
I'image (par la carte) de la subdivision prismatique de la partition normale
correspondante dans R".

On voit que chaque A € N est une sous-variété analytique, semi-analy-
tique.

Lemme 1. Chaque A € N* jouit de la propriété (s).

En effet, ceci est trivial pour n = 1. Admettons-le vrai pour n — 1. Alors,
si 'on prend A’ et T, comme dans (£), (I',)ar est une application continue
de A’ dans R. Ceci (avec la propriété (s) de A’) entraine facilement que les
ensembles () jouissent de la propriété (s).

Lemme 2. Soit B C M x N un semi-analytique (N une variété analytique
réelle) et soit § € N. Posons B, = {y € N : (z,y) € B} pour x € M. Alors
Uensemble F' = {x € M : 0 est intérieur a B,} est semi-analytique.

Démonstration. On va prouver 'assertion du lemme pour B C A x N avec
A C M semi -analytique, par récurrence sur k = dim A. Elle est triviale si
k = 0 (car alors F' est isolé); supposons-la vraie pour k — 1. Soit a € M
et soit N une partition normale d’'un @ en (a,#), compatible avec A x {6},
AXx N et B. On a donc QN (A x{0}) = A UYT; avec I'; € N de dim
ket A” C M x {0} semi-analytique de dim < k. Par conséquent, d’apres
I'hypothese de récurrence appliquée a BN (m(A’) x N),oun: M x N — M
est la projection, F' N w(A’) est semi-analytique, donc il en est de méme
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avec F' N A', on F' = F x {0}, et il reste a prouver que F' N [JTI; est
semi-analytique ™. Soit (z,0) € F' NT;; on a donc {z} x U C B avec un
voisinage U de ; prenons une variété o transversale a w(I';) en z, telle que
ocNA={x} (ce qu'on peut exiger car 7(I';) est dans U'intérieur de A) ; alors
o x U est transversal a I'; en (x,0) et (proposition 4 du N°19) pour chaque
FreK={TeN:TCAxN, I;CT}ona ({z} xU)NT = (o xU)NT #
), don I' C B; par conséquent |J{I' : ' € K}, qui contient I'; dans son
intérieur dans A x NN, est contenu dans B, donc I'; C F’. Ceci montre que
F oyl =L :Tin F' # 0}, don F' Nn{JT; est semi-analytique.

Proposition. Soit A C M un semi-analytique et soit f : A — R continue,
semi-analytique. Alors l'endemble {z € A\ A : lim,_, f(u) = 0} est semi-
analytique.

En effet, si 'on prend une subdivision prismatique d’'une partition nor-
male (en un point quelconque de M) compatible avec A, on voit qu'il suffit
de considérer le cas ou A jouit de la propriété (s). Or, 'ensemble en question
est (cf. renvoi ) (A\ A) N {p, = {0}}, ot ¢, = {t: (x,t) € f}. Comme ¢,
est connexe, on a {¢, = {0}} = {0 € ¢, } N{0 est intérieur a {0}U(R\ ¢,)};
on en applique le lemme 2 avec B = (M x {0})U((M xR)\ f), en observant
que alors B, = R\ ¢,, et on obtient ainsi que {p, = {0}} est semi analytique.

Supposons pour le moment que M est un espace affine, V' son espace
vectoriel. Notons avec J ’ensenble de couples V', V" de sous-espaces de V'
vérifiant V' C V”. Si G', G” sont les variétés de sous-espaces de V a k ou a £
dimensions, ou k < ¢, alors J N (G" x G”) est un sous-compact de G’ x G”.
Soient Ny, N deux sous-variétés différentiables de M, de dimension k ou /,
olt k < /, et notons avec 70 ou 7, l'espace tangent de Ny en z ou de N
en z, respectivement ; soit ¢ € Ny N N. On dit que Ny, N jouissent en ¢ de
la propriété (A) de Whitney, si (10, 7,) tend vers J (dans G’ x G") lorsque
z € N tend vers c; que Ny, N jouissent en ¢ de la propriété (B) de Whitney,
si (R(z —x),7,) tend vers J (dans P x G”, ou P est la variété des droites

homogenes) lorsque (z,z) € (Ng x N)N{x # z} tend vers (c,c).

Observons maintenant que si des suites x, € Ny, 2z, € N convergent
vers un a € M, alors la condition “(72 ,7.,) converge vers J” est inva-

riante par rapport aux difféomorphismes; il en est de méme avec la condition

"2parce que alors QN F' est semi-analytique, ce qui donne la semi-analyticité de F’ donc
de F
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“R (v, — uy),t,,) converge vers J”, ou u,,v, sont des suites convergentes
vers a, telles que u, # v, .

Par conséquent, on peut prendre pour M chaque variété différentiable
et dire que deux sous-variétés différentiables Ny, N (de dimensions k& < /)
jouissent de la propriété (A) ou (B) (de Whitney) en un point ¢ € Ng N N,
s'il en est de méme avec ses images par une carte en ¢ (ce qui ne dépend pas
de la carte).

Théoreme. Soient Ny, N des sous-variétés analytiques, semi-analytiques de
M (analytique) de dimension k,{, ou k < €. Alors les ensembles p et 1) des
points de Ny NN ou Ny, N jouissent de la propriété (A) ou (B) respective-
ment, sont semi-analytiques. Si Ng C N alors Ny \ ¢ et Ny \ ¢ sont rares
dans Ny.

Avant la démonstration observons quelques faits de nature technique.
Supposons que M soit euclidien, que V' soit son espace vectoriel. Pour chaque
couple de sous-espaces N', N” de V tel que dim N’ < dim N” posons :

t/ /\ !
y(N',N") = ﬁ , ou t', ¢" sont des multivecteurs (non nuls) de N’
g
ou du supplémentaire orthogonal de N” respectivement,
o(N',N") = sup{p(z,N"NS)<:ze NNS}ouS={z|=1},
o1(N',N") = sup{p(x, N"):x € N'Nn S} =|n'| ou 7 est la projection

p. 143

orthogonale de N’ sur le supplémentaire orthogonal de N,

oo(N',N") = inf{lx —y|:2€e N'NS, ye N'nS}.

On a alors J = {y = 1} = {0 = 0} = {07 = 0} ™. Les restrictions des
v,0,01,00 & G x G” sont continues; par conséquent, {y > 6O}y,
{0 < e}eso et {01 < d}s=0 sont des bases du filtre des voisinages de
J N (G x G") dans G’ x G”, et la condition “(N/, N!') tend vers J” s’ex-
prime par (N, N/) — 1 ou par o(N,,N/) — 0 ou par o(N,,N/) — 0.

—~

On a ensuite les propriétés suivantes : o(N’, N”) < o(N’, N") si N’ C N’ et

"30n vérifie ceci en décomposant le difféomorphisme considéré en un isomorphisme affine
et des difféomorphismes de différentielle égale & identité (aux points considérés).

MSit =e1 A Aeg, |t'| =1, avec e; = €} + ¢!/, e, € N et el orthogonal & N, alors
v =lel A--- Ae}l, et la condition v = 1 signifie que t/ = e} A --- A e}, c’est-a-dire que
N' c N”.
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N" > N"; ¢(N',N) < o(N',N") + o(N",N) ™ o(N’,N") = o(N",N') si
N'.N N'" N

dim N’ = dim N” ™ ; o (N + N", N) < 71 ’00 ()J\;Z(Jj\lf’(’) N G vANT =

{0} ™ enfin oy (N, N") < |¢' — ¢"| si N', N” sont (les images canoniques

de) les graphes des applications linéaires ¢', " : M; — My, ou M, My sont

supplémentaires orthogonaux dans M ™. Observons encore que si N’ est une

droite, y(N’, N”) est le cosinus de 'angle entre N’ et N” (cf. renvoi 45).

Lemme 3. Soit Q un ouvert d’un euclidien. Alors, pour ¢ : Q0 — R différen-
tiable, inf{|d, | : u € Q} tend vers 0 avec sup{|p(u)| : u € Q} ™.

En effet, soit > 0 si petit qu'une boule {|u —¢| < r} soit contenue dans
1
Q; alors, si |p(u)] < 3 r? dans (2, la fonction Q 3 u — ¢(u) + |u—c|* —r? est

1
> ——r?sur {ju—c|=r}et < —=r?

en ¢, donc atteint son minimum dans
{lu—c| <71} enun uy € {|Ju —¢| < r}. Par conséquent, d,,¢ est égal a la
différentielle de u — —|u—c|*+r? en ug, donc a I'application v — 2(u—c) v,

d’on |dy, | < 2r.

Lemme 4. Soient Ny, N des sous-variétés analytiques, semi-analytiques de
M, supposé affine, telles que ) # No C N \ N ; notons avec 70,7, l’espace
tangent de Ny en x € Ny ou de N en z € N respectivement. Alors il existe
un b € Ny tel que (79, 7,) tend vers J lorsque z € Ntend vers b.

Démonstration. Comme la condition de la these est invariante par rapport
aux isomorphismes analytiques, il suffit de considérer le cas ou Ny est un
sous-ouvert d’un sous-espace M, de dimension k de M ; de plus, d’apres
la proposition 1 du N° 19, on peut admettre (vu les propriétés de o) que
dim N = k + 1. Prenons une partition normale A" d’'un @ en un point de Ny,
compatible avec Ny et N, telle que M corresponde (par la carte) a l'espace

0n a p(z',SNN) < p(a’,2") + p(x”,SNN) < p(z’,2") + o(N",N) ot 2’ € SN N,
2 € SN N", ce qui donne p(z/, SN N) < p(z/,SNN")+ o(N”,N), et 'inégalité en
question.

"6Car il existe une isométrie qui échange N’ et N/

"Soit 7 la projection orthogonale sur le supplémentaire orthogonal de N”. Si |r(x2')]
A'|2'| dans N’ et |w(z”)| < A" |2"| dans N, alors |w(a’ + 2”)| < A'|2'| + A" |2"|
((A' + A") Joo(N", N)) 2’ + 2],

8En effet, si 2/ € N’ x S, on a2’ = v + ¢'(v), et 2/ = u' + ¢"(u') € N”, donc
P’ N7) <’ — 2] < |gf — ||| < | — ]

™(Ceci n’est plus vrai si 'on remplace R par R* avec k > 2.

INIA
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des (x1,...,2). Alors il existe T'y,I' € N vérifiant dim Ty = k, Ty C No,
I' € N, Ty CT. On peut admettre que I'y est de la dimension minimale (en
prenant une partition engendrée en un point de I'y), et enfin que N est une
partition normale dans R™ selon {HJ’} Alors T est le graphe d’une application
analytique ¢ = (Qry2,...,¢n) : @ — R 71 avec Q = 7(T") ouvert (dans
RFY) ot 70 (21,...,2,) +— (21,...,2841); en outre [y = Qy x {0} avec
Qo = m(Q), ou my : (x1,...,2,) — (z1,...,2,). Comme on a (prop. 7 du
N°11) (Q\ Q) Nn7(Q) = 7(Ty) = 7(Q) N {xr1 = 0}, donc, par exemple,
Q=7m(Q)N{xry1 >0} = Qo x {0 <t <d}. Dapres le lemme 1 du N° 19,
limy; o ¢(u,t) = 0 pour u € @y (uniformément dans chaque sous-compact de

Qo)-

Soient £ > 0 et ¢ € I'y. Prenons une partition normale N’ en ¢, compatible
avec les ensembles I'y, I et

aH/?+1 aHk+1
I | < | =1k j=k+2...n.
(9:1:2- alll'j
P 890]' 7 TR V] Vi
On a alors 5 <eou 5 > ¢ sur 7(I") quel que soit I € N/, T C T.
Li Li

Soit IV € N', IV C Ty, de dimension k. Prenons un ¢/ € IV et un IV € N’
vérifiant I C T, T” D I"; alors il existe un voisinage U = Q; x| — 7, 7[ X Q2
de ¢ tel que Q4 = @y x |0, 7| soit connexe et contenu dans Q = 7(I") et
UNT = (Q; x R 1 NT soit disjoint avec I/ \ I (observons & cet effet
que I est ouvert dans I\ ") ; par conséquent UNT C I'” (car I'” est ouvert

dansT') et Q, C w(I"); sil'on avait LEA ISR m(v"), alors |d,}| > e sur
Li
Q4, ol ¢’ 1 u +— pj(u,t), contrairement au lemme 3 ; on a donc Pi| < e sur
T

(T, (i=1,....,k; j=k+2,...,n),dot oy (79, 7.) <|dup'| < nesur Qy,
ot ' u— @(u,t) et 2 = (u,t,¢(u,t)), cest-a-dire, o1(79,7.) < n*e pour
z € UNT. Ceci montre que lim supps,_,, 01(70,7.) < n?e lorsque z € T".
Par conséquent, ceci subsiste pour x dans un sous-ouvert dense de I'y, donc

(Baire) pour un b € T'g on a limrs, . o1(7, 7.) = 0.

Démonstration du Théoreme. On peut admettre que M soit euclidien.
Notons avec 72,7, l'espace tangent de Ny en z € Ny et de N en z € N,
respectivement. Grace aux propriétés de o, si ¢ € NgN N, alors (72, 70) tend

vers 0 lorsque x € Ty tend vers ¢, donc la condition limys, ..o(70,7,) = 0
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équivaut & impy,sz—e, N52—e 0 (72, 7,) = 0. Par conséquent,

w={ce NgNN: ( 1)1111( )7(7’3,7’2) =1}.

On a B

@D:{CENOHN:( : l(im) # YR(z—=2z),1,)=1}.
Soit ¢ € M et soit N une partition normale, d'un @ en ¢, compatible avec
Ny et N. Comme Nf = U{T' e N : T C Ny, dimI' = k} et N* = p. 147
U e N: T C N, dimI" = ¢} sont denses dans Ny N Q et N N Q res-
pectivement, et comme (Ng N Q) x (NNQ) 3 (z,2) — (72,7.) € R est
continue, donc

NQ={ce NonNNQ : li Vo) =1}.
eNQ=1{ce N Q Nng*Bl(g’lz)_)(w)V(Txﬁ) }
Pareillement
wﬂQ:{ceNOﬂNﬂQ hm 7(R<2_$)7Tz):1}

NG xN*3(z,2)—(c,c)

Or g(z) = gradﬁfﬂ(z) A - A grad H:(2) et t(z) = go(a)*, ol go(x) =
grad H Fo(@) A--- Agrad H(z) sont analytiques au voisinage de @, et si
r € Nj et z € N*, alors t(x) et g(z) sont des multivecteurs non nuls de 772
ou du supplémentaire orthogonal de 7,, respectivement. Par conséquent,

_ [t=z) Ag(2)]

N x N* 3 (1,2) — (10, 7,) = =222 € R
" [t(x)[ 9(2)]
ainsi que
|(z —x) A g(2)]
N X N* 3 (z,2) — y(R(z —2),7,) = €R
" |2 — ] g(2)]

sont continues, de graphes semi-analytiques, d’ou il résulte, en vertu de la
proposition, que ¢ N Q et ¥ N @ sont semi-analytiques. Ceci montre la semi-
analyticité de ¢ et 1.

Supposons maintenant que Ny C N.

No \ ¢ est rare dans Ny. Comme Ny \ ¢ est Semi-analy_tique, ceci résulte
immédiatement du lemme 4 (ot on remplace N par N \ Ny).
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No \ ¥ est rare dans Ny. Soit a € Ny et soit M le supplémentaire de
79, 11 existe un voisinage U de a tel que M; soit supplémentaire & 7° pour
chaque ¢ € UN Ny et que UNNyN(z+ M) = {p(z)} oup: U — Ny
est analytique (projection de U dans N, parallelement a M;). Posons ¢, =
{c e NonU : lim,_c opp) 0(R (2 — p(2)),7.) = 0}. On a ¢ Ny C 9.
En effet, soit ¢ € p Ny ;si (z,2) € (Nog x N)N{zx # z} tend vers (¢, c),
alors, si = p(z), o(R(z — z),7.) — 0, et si x # p(z), on a o(70,7,) — 0,
et o(R(z — p(2)),7Y) — 0 dot o(R(z — p(z)),7.) — 0; maintenant, si
z=p(2),0(R(z—2),7,) — 0, et si z # p(z),onacR(z—p(z)),r) — 0,
mais lim infoo(R (z — p(2)), R (2 — p(z)) > oo(72, M;) > 0, donc (propriétés

/

de 01) o(7,,,7.) = 0ou 7, =R(z—p(2)) +R(z — p(2)) ce qui entraine

o(R(x — z)’, 7.) — 0 parce que R (z — 2) C 7, _; ceci montre que ¢ € 1.
Comme (Np \ ¢) NU est rare dans Ny N U, il suffit de prouver que v,

est dense dans Ny N U, puisque alors 1 N U sera dense dans Ny N U, d’ou

I'ensemble (Ny \ ¢) NU semi-analytique (dans U) sera sans points intérieurs,

donc rare (dans No N U).

IT reste donc a prouver que (NgNU) \ ¢; n’a pas de points intérieurs, ou
bien (Baire) que ’ensemble

{ce NoNU :liminf, .. ..p) V(R (2 —p(2)),72) > 1 —20}

(qui est fermé) n’en a pas, quelque soit § > 0. Supposons le contraire.
Il existe alors un voisinage W C U dans M dun ¢ € Ny N U tel que
lim inf, ., .p) V(R (2 = p(2)),7.) < 1 =26 pour x € W N Ny. On a vu
o (2~ p(2) Ag(2)
RE=PE) ) = )

dans {z € WN N : g(z) # 0, p(z) # z}, avec un g analytique dans W et
% 0 dans W N N, pourvu que W soit suffisamment petit; par conséquent,
I’ensemble

B'={zeWNN:g(z) #0, p(z) # 2z, y(R(z = p(2)),7:) <1 -6}

est semi-analytique (dans W). Soit A/ une partition normale, d'un Q C W,
en ¢, compatible avec B’, Ny et N. Prenons un I'y € N, I'y C Ny de dim
k:onaalors g CT avecun I' € A/, I' C B’ de dim /. En effet, dans le
cas contraire, 'ensemble B; = | J{T e N : T DTy, ' € N, dimI" = ¢} qui
est dense dans By N\ N, ot By = J{I' € N : T D Ty} est un ouvert conte-
nant Iy, serait disjoint avec B’, donc on aurait v(R (z — p(2)),7.) > 1 —0
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dans l'ensemble By N {g(z) # 0, p(z) # z} qui est dense dans By N N,
d'on y(R(z — p(2)),7.) > 1 —46 dans Bo N N N {p(z) # z}, ce qui don-
nerait lim inf, ., .2, Y(R (2 — p(2)),7.) > 1 —§ pour € I'y. On a donc
YR (z—p(2)),7,) < 1—0 pour z € I'. Or, si'on prend un b € T'y, on a (propo-
sition 4 du N° 19), b € I'n (b + M), donc (comme p(z) = b sur I'N(b+ My))
lim inf, , y(R (2 —b),7,) < 1—4, ce qui contredit la proposition 3 du N° 19.

Partitions normales avec les propriétés (A) et (B). On dit que N
est une partition normale avec les propriétés (A) et (B), si chaque couple
[y, € N vérifiant Iy € T \ T jouit des propriétés (A) et (B) en chaque
point de I'.

On va démontrer que chaque partition normale admet un raffinement
avec les propriétés (A) et (B), ou, ce qui revient au méme, que, quelles que
soient les fonctions f1,..., f, analytiques au voisinage d'un ¢ € M, il existe
une partition normale en ¢, avec les propriétés (A) et (B). compatible avec

fi, s fo

IT suffit de considérer le cas ou M est vectoriel et ¢ = 0. Construisons
un systeme normal de la maniere standard, avec les facteurs suivants. On
prend ¢, = f1--- fp. Soit £ < n. On considere les sous-variétés analytiques

Cy={zeUj: H,=..= H} =0, Diy, # O,...,AD£ 750}, j =
n,...,k, avec un voisinage U; de 0 suffisamment petit, et D) = D; o 7;, ou

ms S Eie; v 31 & e Llensemble S; des points de CF N CJ ot CF, CJ ne
jouissent pas au moins d’une des propriétés (A), (B), est semi-analytique,
j=k+1,...,n. Les S; sont décrits par des fonctions gf, ... ,gfk au voisinage
de 0. On prend

D _ _ k ~ _
O = (H O_(H,}:Jrl,...,H,’j)fi) (H O'(H’I:+1""’H]Ti)gllj> .
=1 v=1

Soit A/ une partition normale (selon ce systeme) d'un Q C ﬂrf_l U; suffisam-
ment petit ; alors (remarque 3 du N° 14) N est compatible avec fi,..., f, et
on a g =0 ou ¢g* # 0 sur chaque I'y € A/ de dimension k ; par conséquent,
Iy € S;joulynS; =0 (pour j > k). Soient 'y, € N, Ty € T\ T,
dimTy = k; alors j = dimI' > k. Comme Iy C C§ et T C C’é, selon le
théoreme I'g N S; est rare dans Iy, donc on a forcément I'y N S; = 0, ce qui
montre que [’y et I' jouissent des propriétés (A) et (B) en chaque point de
Fo.
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Stratifications primaire et secondaire de Whitney. Soit M une variété
analytique de dimension n. Soit 7 une partition localement finie de M en
variétés analytiques, semi-analytiques On dira que 7 est une stratification
primaire si pour chaque I' € 7, T'\ T est réunion localement finie de certains
[V € T de dimension < dimI'; que 7 est une stratification secondaire, si, de
plus, chaque couple I'y,I' € T vérifiant Iy C T\ T jouit des propriétés (A)
et (B) en chaque point de I'g. On dira que 7 est compatible avec une famille
¢ de sous-ensembles de M, sional' C Foul C M\ E quels que soient
'eT et E €.

On va construire une stratification primaire et une stratification secon-
daire de M, compatibles avec une famille localement finie d’ensembles semi-
analytiques , donnée arbitrairement.

On définit des sous-variétés analytiques, semi-analytiques V™, ..., V? par
récurrence (descendante) de la maniere suivante : Soit n > k > 0. On pose
ZF =M\ (V*U---UV* (donec Z" = M), on note avec W* I’ensemble
des points réguliers de dimension k& de Z*, on note (pour tout £ C M semi-
analytique) avec r(E) ou sz(E) Uintérieur (dans W*) de W* N E ou de
W*\ E respectivement, et on définit V* (étant donnés V", ..., VF*1) par

1) VE= () (me(8) Usi(TD)) N ({re(A) Usi(A) s A € g}
5>k
ou bien par
2) vk:()«ma%\A@Ju%a@)meru@u&L@:Aewy
>k
ot IV sont les composantes connexes de V7 et Afw dénote I’ensemble des

points de 7, (F_]V) ol 77y, (F_f,), '/ ne jouissent pas au moins d’une des propriétés
(A), (B). Alors T, est une stratification, et une stratification primaire ou
secondaire selon le cas 1) ou 2), compatible avec .

Démonstration. En supposant que V", ..., V**! sont des sous-variétés ana-
lytiques, semi-analytiques, on a, quel que soit un ouvert G' de M, pour chaque
E semi-analytique qui n’intersecte pas G, r,(EF) NG = 0 et s, (E)NG =
W+ N @G, donc

(%) Vka:ﬂ{rk(F_,Z)Usk(F—f;):j>k,F_f;mG;é(Z)}m
N [{re(A) Usi(A): Acp, ANG#0}NG
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dans le cas 1) , et pareillement dans le cas 2) (avec rk(r_i) \m au lieu de

r(I'}). Ceci montre que V* est un sous-ouvert de W*, une sous-variété ana-
lytique, semi-analytique, et ainsi la récurrence marche (dans la définition de
Vk). 1l en résulte ensuite, que V* est un sous-ouvert de Z*, donc (récurrence,
ZF1 = ZF\ VF) les Z* sont fermés. On a maintenant Z*~! = Zk\ V* =
(ZE\WRY U (WE\VF) et (vu (%)) W\ VNG = WFNG)\ (VFNQG) est

réunion finie d’ensembles de la forme
WE\ 1 (B) \ si(E) C (WENE)\ 7(E)) U (WF\ E) \ si(E)) |
ou encore, dans le cas 2), de la forme
WEN (re(E) \ A) \ si(B) C (WENE)\ re(B)) UAU (WF\ B) \ si(E))

avec E semi-analytique et A semi-analytique rare dans r(F) ; par conséquent,
W\ V¥ est rare dans W* et la récurrence (avec la proposition 5 du N° 17)
donne dim Z* < k. En particulier, Z° est discret, V0 = W% = Z° (car
ro(E) Uso(E) = Wy et A%J/ = () vu la proposition 3 du N° 19), donc on a
M=V"U---UV?=JTIY, et on voit que ceci est une partition localement
finie de M.

Pour avoir lalternative '}, C F_ﬁ\ ou TN F_ﬁ = (pour k < ¢) il suffit de
vérifier que T’ NI est ouvert dans I'} ; or, ceci a lieu, parce que I'f C 7, (T§)U
sk(T5), o TENTE C ry(T5) et TEATY = TNy, (T5), le second membre étant
ouvert dans I'. Comme on a T{ \I'{ C VA\ V! Cc Z:\V =V U.-..UVY,
donc T \ T est réunion de certains I'% avec k < (.

Ensuite, quel que soit A € ¢, Fﬁ est contenu dans la réunion des sous-
ouverts disjoints r(A) et sp(A) de W, donc dans I'un d’eux, ce qui donne
Palternative I'' C A ou I'y € M\ A.

Enfin, dans le cas 2), si [y C I, on a Ik c (rk(F_f\) \E) U s(T9),

donc I ﬁ C g (F_ﬁ) \ Aﬁ’/\, ce qui montre que F,’j, I'{ jouissent des propriétés
(A) et (B) en tout point de T'%.
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